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Prefacioc

Essas notas correspondem aos apontamentos para o curso de Funcoes
de uma Variavel ministradas remotamente durante a pandemia de 2021.
Essas notas ainda estao incompletas e podem apresentar erros ou se-
coes incompletas. Ficariamos muito gratos se nos fossem enviadas su-
gestoes de melhorias ou que nos fossem apontados erros porventura

encontrados.
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Funcoes de uma Variavel & Limites e Continuidade de Fungoes,

Capitulo
{limites e Continuidade de

(l"- -~

uncees

It has long been an axiom of mine that the little things are infi-
nitely more important

— Sherlock Holmes, in A Case of Identity, Arthur Conan Doyle

Neste capitulo comecaremos o estudo da teoria matematica subjacente
ao Calculo, explorando o conceito de limite. O conceito de limite € uma
das nogoes fundamentais do Calculo moderno. Por exemplo, a propri-
edade de continuidade é definida em termos de limites. De modo se-
melhante, a derivada & definida como um limite do quociente de di-
ferencas. Neste capitulo, vamos desenvolver o conceito de um limite,
comecando a partir de uma nogao intuitiva informal e chegando a uma
definicao matematica precisa. Nos também apresentaremos as propri-
edades de limite e desenvolveremos procedimentos para o calculo efe-
tivo de limites. Concluiremos o capitulo usando os limites para o estudo
curvas continuas.

Motivacao

O Problema da Reta Tangente

No problema da reta tangente, € dado uma funcao f e um ponto P no
grafico de f e queremos determinar a equacao da reta tangente ao gra-
fico de f no ponto P, como mostra a Figura 3.2. Exceto nos pontos nos
quais a reta tangente é vertical, o problema de encontrar reta tangente
no ponto P se resume ao problema de determinar a inclinagao da reta
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4

/

Figura 141
Reta tangente a f em P.

tangente a f no ponto P, i.e., o coeficiente angular da reta tangente.

Um modo de atacar esse problema é aproximar o coeficiente angular
da reta tangente utilizando retas que passam pelo ponto P e por um
segundo ponto, que denotaremos por Q. Ou seja, aproximando o coe-
ficiente da reta tangente a P pelo coeficiente da reta secante por P e

Q.

Cante porPeQ

reta tangente

LN/

Se considerarmos que o ponto P tenha coordenadas P : (z, f(x)) e que
0 ponto @ tenha coordenadas @ : (z+ h, f(x+ h)), entao o coeficiente
angular da reta secante & dado por:

. feth) = flz) _ flz+h) - flz)

r+h—x h
Conforme o ponto Q se aproxima do ponto P temos que a inclinagao

A

fla+h) y = f(x)

Ay

f(z) Az
: !

VAR

da reta secante por P e Q se aproxima da inclinagao da reta tangente
a f no ponto P e no “limite” é igual a inclinacao. Assim temos:

o S+ ) — f(@)

h—0 h

|

|
—

!

x

+h

Mtg ‘=
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O limite anterior se existir, € denominado de derivada da funcao f no
ponto .

Figura 1.2 ,
Conforme o ponto @ se aproxima de P as retas secantes

se aproximam da reta tangente.

Intui¢oes sobre Limite

O conceito de limite de uma funcao num ponto a descreve o compor-
tamento dessa funcao em valores proximos de a, mas diferentes de

a.

Dizemos que o limite da fun¢ao f(z) € L quando x tende a a se
a funcao f(z) torna-se arbitrariamente proxima de L quando x
esta suficientemente proximo de a, mas diferente de a. Denota-
remos tal fato por:

lim f(z) =L

rT—a

Como o limite com z tendendo a a de f(z) descreve o comportamento
da funcao f para valores proximo a a, mas diferentes de a, assim uma
exigéncia natural a ser imposta sobre a funcao f é que esta esteja
definida ao menos num intervalo contendo a, exceto possivelmente no
proprio ponto a. Os graficos da Figura 1.3 mostram trés exemplos de
funcoes para os quais 0s limites existem e sao L. No primeiro caso a
funcao f esta definida em q, e f(a) = L, na segunda a funcao g nao
esta definida em a e na terceira apesar da funcao estar definida em a
temos que h(a) # L.Ja os graficos da Figura 1.4 ilustram duas situagoes
nas quais o limite em a nao existe.

Vamos inicialmente ilustrar o conceito de limite através de alguns
exemplos para 0s quais existem o limite:

Exemplo 1.1 Conjecture o valor de lim2 3x+1. Observamos inicialmente
xr—r
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\of /
\/

|
|
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/
|/

Figura 1.3 B , o
Exemplos de funcoes para as quais o limite quando x

tendeaaé L.

/

g
/ a

Figura 1.4 . . _ . .
Exemplos de funcoes para as quais o limite nao existe.

que o limite anterior, se existir, nos descrevera o comportamento da
funcao 3z +1 para valores proximos de z = 2, mas diferentes de 2. Para
conjecturar qual o valor do limite, comecaremos calculando alguns va-
lores que essa funcao assume proximo ao ponto 2:

T 3z +1 T 3z +1
10 1 4
21 7.3 1.9 6,7
2,01 7,03 1,99 6,97
2,001 7,003 1,999 6,997
2 7 2 7

Os dados da tabela anterior seguem um padrao, conforme os valores

de x se aproximam de 2 os valores da funcao f(z) se aproximam de 7.

O que nos permite conjecturar que lim23z +1 = 7. Podemos ir além,
z—
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e verificar que os valores da funcao 3z + 1 tornam-se arbitrariamente
proxima de 7 quando escolhemos valores de x suficientemente proxi-
mos de 2. Para isso tentaremos exigir que a distancia entre a funcao
3z+1 e ovalor 7 sejamenor que um valor pequeno, por exemplo, 1073.
Para tal fim temos que resolver a inequagao:

|3z +1 -7/ <1073

resolvendo essa inequagao temos:

10~3

32— 6| <1073 & |z —2| < 3

, 1073
Ou seja, quando |z — 2| <

temos que |3z + 1 — 7| < 1073. Esse
raciocinio pode ser generalizado. Se quisermos forcar a distancia entre
a funcao 3z +1 e o valor 7 ser menor que um valor positivo ¢ teriamos
que resolver a inequagao |3z + 1 — 7| < e. E de maneira analoga, teria-
mos que quando |z — 2| < % temos que |3z +1 — 7| < e. Assim, temos
que podemos controlar a distancia naimagem (| f(x) — L|) controlando
a distancia no dominio (|z — al), fato que, como formalizaremos na pro-
xima se¢ao, nos permitira concluir que realmente :11312 3r+1="T1.

. 2z2 — 2 L
Exemplo 1.2 Conjecture o valor de lim1 e 1364 Observamos inicial-
Tz— T —

mente que nao podemos calcular a funcao em 1, pois a funcao nao
esta definida para esse valor. Esse fato € irrelevante para o calculo do
limite, pois, como ja dissemos ao calcularmos o limite estamos enten-
dendo o comportamento da funcao para valores proximos ao ponto,
mas diferente deste. Novamente vamos comecar atribuindo alguns va-

L. . . 222 -2
lores proximos de 1 a fungao zilz
z—
22 — 22 2z2 — 2z
x E—— X E——
z—1 z—1
10 20 05 1
1, 2,2 0.9 1.8
1,01 2,02 0.99 1.98
1,001 2,002 0.999 1.998
1,0001 2,0002 0.9999 1.9998
1,00001  2,00002 0.99999  1.99998
1 1 \J
1 2 2
. . . 22— 22
Atabela e o grafico 1.5 induzem a acvermelhoitar que lim —— = 2.

) z—=1 x—1
Podemos melhorar a forca de nossa conjectura analisando como se

comporta a distancia entre a funcao e o limite. Assim, se quisermos
20— 2
2

forcar a distancia entre a funcao e ovalor2asermenorque um

xr° —
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4 1 222 — 2z

r—1

P
Y

Figura 1.5 2 — 2y

B 2
Grafico de
z—1
valor pequeno, por exemplo, 10~° teriamos que resolver a inequacao:

222 — 2x

r—1

— 2‘ <107°,

quando z # 1 podemos simplificar a funcao:

22% — 2z 2z(z—1)

= = 2
z—1 r—1 .
. 2x2 — 2¢ . .
Ou seja, para x # 1 temos que P 2z, e assim a desigualdade
Tz —
fica:
|20 — 2| < 107°
107°
|z — 1] <
. 10—° -
Assim se |z — 1| < entao
222 — 2
. 2‘ <107°.
z—1
. A . 2x—2
De modo analogo, podemos fazer a distancia entre a fungao —; e
72 —
o valor 2 menor que ¢, nesse caso teriamos que fazer |z — 1| < %
. V4 25—-5 ..
Exemplo 1.3 Conjecture o valor de lin%) L. Inicialmente ob-
T— T
V4 25—-5 . . .
servamos que VET 279 130 esta definida em z = 0. Calculando
X

alguns valores temos:

. VT +25-5
X
10 0,09161
1 0,09902
01 0,09990
0,01 0,09999
0,001 0,000
1 1
0 0/
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Vr+25—-95

P
=
Y

10 10 20

im 0,1.

z—0

Figura 1.6 y vVr+25-5
xr

. v +25-5

Nesse caso tanto o numerador quanto o denominador de ————
. l‘ .
se anulam em z = 5, apesar disso, conforme os valores de x se aproxi-
mam de 0 os valores de f(z) se aproximam de 0,1. O que nos permite

VT+25-5

conjecturar que lin% ——— =0, 1. Calcularemos esse limite mais
T— X
adiante no Exercicio Resolvido 9.

Exemplos da nao Existéncia do Limite
Exemplo 1.4 [Comportamentos Diferentes a Esquerda e a Direita] Seja
g= % entao lig%g(x) nao existe.

Solucao  Para valores positivos de z temos que

g(m):ngzl, x>0
r

e para valores negativos de x
= —_—= — = —1’ < 0
9(x) - x

As igualdades anteriores mostram que mesmo para valores

A

ol

\]

Fisura1.7  _ . o
g Nao existe o limite lim m
x—0 x

proximos a zero, teremos valores de =z tais que g(z) = 1 e tais que
g(x) = —1. Desse fato podemos intuir que o limite nao existe pois
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independente do quao proximo x fique do zero f(z) ndao se apro-
xima de nenhum valor. Provaremos esse fato no Exercicio Resolvido 8. m

. - . . 1
Exemplo 1.5 [Comportamento Ilimitado] Nao existe o limite lin}) ﬁ
T—r X

T i >
—3 92 —1 1 2 3

Figura1.8  _ : 1
< Nao existe lim —
z—0 |:L‘|

- . 1 . P

Solugao Seja h(z) = Tl Analisando o grafico 1.8 podemos

X

perceber que quando z se aproxima de 0, tanto pela direita,
isto & por valores maiores que 0, bem como pela esquerda,
isto &, por valores menores que 0 temos que h(x) cresce
de modo ilimitado. Ou seja, podemos fazer h(z) maior que
qualquer ndmero real tomando x proximo de 0. Como h(z) nao
esta se aproximando de nenhum valor, temos que o limite nao existe. m

Definicao de Limite

Para formalizar a descricao informal de limite que apresentamos na se-
¢ao anterior, um passo importante é formalizar o conceito de proximo.
Dizemos que um ponto y € uma aproximagao de a com erro menor
que d se y satisfaz |y —a| < 6, ou seja se y € (a —d,a+ d). De modo
analogo, dizemos que a fungao f(x) & uma aproximacao de L com erro
menor que ¢ para L para valores de x suficientemente proximos de a,
separay: |y —a|l <dentdo |f(x) — L] <e.

2
Exemplo 11 O exemplo 2 mostra que f
xr“ —XT

0 com erro menor que 107° se se x € uma aproximacgao de 1 com erro
0—5

& uma aproximagao de

menor que

Exemplo 1.2 O exemplo 1 mostra que 3z + 1 € uma aproximacao de 7

com erro menor que € se x é uma aproximagéo de 2 com erro menor

17/340
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9 . . . . ~
que 3. Mais ainda, o exemplo 1 mostra que 3z + 1 € uma aproximacao
de 7 com erro menor que ¢ para valores de x suficientemente proximos
de 2. De posse desses conceitos, podemos reescrever a definicao de

limite como:

Definicao 3.: Limite

Seja f uma funcao definida num intervalo aberto contendo a, ex-
ceto possivelmente no proprio ponto a e seja L um ndmero real.
Dizemos que o limite de f(z) € L quando z tende a, denotado
por:

lim f(z) =L,

T—a

se para todo € > 0 existe um § > 0 tal que

se0 < |r—a| <dentao |f(z)—L| <e.

Observagao 4. A notagdo lim f(x) = L significa que o limite existe e é
r—a
igual a L.

Pela definicao anterior, para demostrar que o limite de f(z) quando
x tende a a € L teremos que garantir que os valores de f(z) estao
a uma distancia e acima ou abaixo do valor limite L, como mostrado
nos graficos de 1.9. Para fazer isso, devemos escolher os valores de x
que estao suficientemente perto de a, digamos, a uma distancia § > 0
para a esquerda ou direita de a, como mostrado no segundo grafico.
A terceira figura ilustra que a a escolha de um z dentro do intervalo
azul (a — 6,a + §) determina um f(x) dentro do intervalo vermelho
(L—¢e,L+e¢).

A definicao de limite pode ser reescrita em linguagem simbélica como:

lim f(z) =L < (Ve >0)(30 >0)]se 0 < |z —a| < dentao |f(z) — L] <e.

T—ra

Vamos analisar a afirmacao anterior dividindo-a em pedacos:

o A afirmagao de que |f(z) — L] < e nos diz que a fungao em z
estara perto do nimero real L. Quao proximo? Menos de e de
distancia.

O A desigualdade 0 < |z — a|] < é nos diz que ponto z esta a uma
distancia menor que § de a e é diferente de a.

0 A implicagao “se 0 < |z —a| < dentao |f(z) — L| < " afirma
que a condicao de que x esteja § proximo de a forca a funcao
f(z) a estar e proximo de L. Em outras palavras, ao controlar =
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Queremos que f(z) estejaem (L —e, L +¢)
A :

- /

/
/

a
Logo escolhemos z em (a — d,a + )

A :
/

/

2 /

\

|

Sexzem (a—d,a+9)
entao f(x)em (L —e,L+¢)
\

Figura 1.9 L o
£ Definicao de Limite

permitindo que uma variacao inferior a 4, controlamos f(x) com
uma variacao inferior a e.

O Finalmente a afirmacao inteira nos diz que para qualquer valor
de ¢, podemos encontrar um § que satisfaz o item anterior.

Merece ser ressaltado que a definicao de limite nao nos fornece modos
de determinar o valor do limite L. Em uma demonstragao a partir da
definicao o valor do limite deve ser conjecturado. Mais adiante forne-
ceremos uma série de ferramentas que nos permitiram efetivamente
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calcular os limites. Assim, deve estar claro que uma etapa crucial na
demonstracdao de um limite a partir da definicao (por e e §) & encontrar
0 6 de modo que

se0 < |z—a|<dentao |f(x)—L|<e.

Para realizar tal tarefa uma estratégia & partir da desigualdade
|f(z) — L| < e para entender como esse termo pode ser controlado
por 0 < |z—al] < 6, em particular encontrar uma fatoragao de
|f(x)— L| < e na qual |z —a| & fator. Essa estratégia nos permite
encontrar o 4. A etapa seguinte &€ mostrar que esse ¢ funciona.
llustraremos essa estratégia nos exemplos a seguir.

Exemplo 1.5 Mostre a partir da definicao de limite que lirn2 3x+4=10
z—

Solucao  Comecamos estimando |f(z) — L| < &:
32 +4—10 =3z — 6| =3[z —2| <&

Ou seja |z —2| < % Agora podemos escolher § = % Fazemos essa

. . 9 ~
escolha poisassimse 0 < |z — 2| < 3 entao

|3x+4—10|=|3a:—6\:3|x—2|<3§:s

e logo
|3z +4 — 10| < e.

Exemplo 1.6 Mostre a partir da definicao de limite que lim ¢ = ¢
r—a

Solucao  Como dito anteriormente para demostrar um limite temos
que estimar |f(x) — L| numa vizinhanca de a. Nesse caso temos que
|f(z) — L| = |c — ¢|] = 0, independente dos valores de z. Ou seja, para
qualquerdse0 < |z —al<dentdo|f(z)— Ll =lc—c=0<c¢ "

Exemplo 1.7 Mostre a partir da definicao de limite que lim z = a
r—a
Solucao Dado € > 0, como:

[f(z) = L| = |z — al

Podemos escolher o valor de §, fazendo § = ¢, assim temos que: se
0<|z—al<d=c¢eentao

|f(z) = L] = |z —a| <e
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Ou seja, |f(z) — L| =< e.

Exemplo 1.8 [Comportamentos Diferentes a Esquerda e a Direita] Seja

_ =l
qg=
T

Solucao  Como:

1

g(w) =

-1

entao lim g(x) nao existe.
z—0

sex >0

sex <0

Mostraremos que o limite nao existe mostrando que nao podemos fa-

zer a distancia entre f(x) e um suposto limite L menor que ¢, pois in-

dependente do quao proximo escolhermos o ponto da origem |z| < §

teriamos :

sex>0,|f(z)—Ll=|1-L|<e

sex <0, |f(z)—Ll=|-1+L|<e

As equagoes anteriores teriam que ser satisfeitas simultaneamente

para todo ¢ > 0. Em especial, considerando o0 caso em que ¢ = 1

teriamos:

ser>0,1-e<L<l4+es0<L<?2

ser<0,—-1—-e<Ll<—-14e&-2<L<0

O que mostra que nao existe L.

Exercicios

Ex. 11— Calcule a funcao nos
pontos dados. Use os resultados
para conjecturar o valor do li-
mite:

1. f(x) = 2% 42x nos pontos
1.1 1.01 1.001; lim 2% +
z—1
2z
-4
2. glx) = 7% nos

22— —12
pontos 4.14 4.01 4.001;

Jr—1
3. h(x) Ve nos
Vo —1
pontos 1.1 1.01 1.001;
Jr—1

1m
z—1 /o —1

Ex. 1.2 — Mostre a partir da defi-
nicao os seguintes limites.

Ex. 1.3 — Calcule, se existir, o li-
mite, ou demonstre que nao
existe:

1. lim |z — 2]
T—2
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T EX. 1.4 — Seja
’ =2 r — 2
z2sezeQ
.zt -2 flz) =
3. lim Osexz¢Q

=2 I — 2
Prove que lim f(x) =0.
x—0

Limites Laterais

No exemplo 8, vimos que a funcao g definida como

(@) lsex>0
xT) =
g —1sex <0

possui dois comportamentos distintos na vizinhanca da origem. Se con-
siderarmos valores maiores que 0 teremos que g(z) =1 e logo

pie 9@ = 1

enquanto que se consideramos valores menores que 0 teremos que
g(z) = —1 e logo

im0 = -1

Indicaremos tais fatos por:

lim =1 lim = -1
Jim g(z) =1,  lim g(z)
Definicao 4.

Seja f uma funcao definida num intervalo aberto contendo a, ex-
ceto possivelmente em a e seja L um nimero real. Dizemos que
o limite lateral de f(z) quando x tende a a pela esquerda é L

lim f(z)=1L

Tr—a~
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se para todo e > 0 existe um § = d(g) > 0 tal que

sea—d<z<aentao |f(z)—L|<e.

Em linguagem simbolica:

lim f(z)=L<& (Ve>0)(30>0)]sea—d <z <aentdo |f(z)—L|<e.

r—a~

De modo analogo, temos:

@ Definigao 4.

Seja f uma funcao definida num intervalo aberto contendo a, ex-
ceto possivelmente em a e seja L um ndmero real. Dizemos que
o limite lateral de f(z) quando = tende a a pela direita é L

B )=

se para todo e > 0 existe um § = d(¢) > 0 tal que

sea<zxz<a+dentao |f(z)—L|<e.

Em linguagem simbolica:

Tl_l}g fx)=L< (Ve>0)(F0 >0)|sea<x<a+dentao |f(z)— L| <e.
A diferenca essencial da definicao de limites laterais em relacao a defi-
nicao de limites é que nos limites laterais estamos considerando ape-
nas valores menores que a (ou seja intervalos da formaa —§ < z < a)
nos limites pela esquerda e valores maiores que a (ou seja intervalos
da formaa < z < a + 6) nos limites pela direita. A proxima proposicao

r>a xr<a

relaciona a existéncia dos limites laterais e do limite para uma funcao

I3

23/340



Funcoes de uma Variavel & Limites e Continuidade de Fungoes, Limites Laterais

@ Teorema 4.

Seja f uma funcao definida num intervalo aberto contendo a,
exceto possivelmente em a e seja L um ndmero real. Entao
lim f(z) = L se e somente se lim f(z)=Le lim f(z)=L.
Tr—ra r—a—

r—at

O teorema anterior pode ser usado para demonstrar a existéncia ou
nao de alguns limites, como ilustrado nos exemplos seguintes:

Exemplo 1.4 Mostre que lin%) |x] = 0.
r—

Solucao  Vamos demonstrar a existéncia do limite usando os limi-
tes laterais. Para tanto, comecaremos calculando o limite pela direita.
Como |z| =z se x > 0, temos que

lim |z| = lim z=0.
z—0+ z—0+

De maneira analoga, vamos calcular o limite pela esquerda. Como |z| =
—xr sex < 0,temos que

lim |z| = 0.
r—0—

Como ambos os limites laterais existem e sao iguais temos pelo teo-
rema 1.4 que:

lim |z| = 0.
z—0

Figura1io . |
Limite |z| quando z tende a 0.

Exemplo 1.5 Considere a funcao maior inteiro menor ou igual a z, i.e.,
[x] = max{n € Z|n < x}.
Para todo n € N, encontre

lim [z] e lim [z
z—nT T—n—
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Solucao  Comecgaremos calculando o limite lim+[[xﬂ. Para isso seja
z tal que = > n. Como estamos interessados noI:onmportamento numa
vizinhanca de n podemos assumir sem perda de generalidade que z <
n+1eassimquen < x <n+ 1 Desta forma como para todo nimero
real z, comn <z <n+ 1, tem-se que [z = n e assim:

el =

Para calcularmos o limite lim [«], tomemos um « satisfazendo z < n.

r—n—

Como estamos interessados no comportamento numa vizinhanca de n
podemos assumir sem perda de generalidade que n — 1 < x e assim
quen—1l<z<n

lim [z =n—1
T—n—

Como os limites laterais sao distintos podemos concluir que nao

existe lim [z] para todon € N. u
Tr—n
3 S
2 —_—
’ S
-3 -2 -1 1 2 3 4 5
R
- Grafico de [z]
o -3

Propriedades do Limite de

Funcoes

De modo analogo ao limite de sequéncias, os limites de funcoes pos-
suem as seguintes propriedades:

Proposicao 5. : Propriedades do Limite

Seja ¢ um numero real e f e g duas funcoes reais tais que
lim f(z) = A e lim g(z) = B. Entao:
T—ra r—a

lim (f(z) + g(z)) = A+ B. (Limite da Soma)
;E(ﬂx) —g(z))=A-B. (Limite da Diferenca)
lim (f(x) - g(x)) = AB. (Limite do Produto)
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lim (cf(z)) = cA. (Limite do Produto por Escalar)

T—ra

Se lim g(x) = B # 0 entdo lim (M> = é (Limite do

=—a\g(z)/ B
Quociente)
lim |f(2)] = |A] (Limite do Modulo )
lim (f(z)") = A" paratodon € N (Limite de Poténcias)
lim /(@) = VA (Limite da Raiz)

Usaremos as propriedades anteriores para calcular alguns limites:
Exemplo 1.2 Calcule lim 23 + 3z + 2
r—2
Solucao
lim 22 4+ 3z + 2 = lim 2% + lim 3z + lim 2 por | 1| (1)
r—2 r—2 T—2 r—2

3
:(ilgam) +3i;1r§x+£g2 por[sle[7] (12)

—8+6+2=16 (1.3)

.ozt 42
Exemplo 1.3 Calcule il_r% e

Solucao  Se lim 2% + 1 # 0 entao
Tr—ra

: 4
24+ 9 lim (z* + 2)
li =1=a orls 1.
isaz?+ 1 lim (x2+1) P (.4)
r—a

lim z* + lim 2

r—a r—a

= or 1.
lim 22 + lim 1 por 1 (15)
r—a r—a
a*+2

= or 1.6
a?+1 P (16)

De modo geral para um polindmio p(z) podemos calcular o seu limite
no ponto a calculando simplesmente p(a) ou seja por substituicao di-
reta de x por a.

@ Teorema 5.
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Dado um polindmio p(x) = c,x™ +cp_12" 1+ - +c1w+co entao

lim p(z) = p(a).

r—a

Demonstracao. Vamos demonstrar por inducao sobre o grau do po-
lindmio. Se p(x) € um polindmio de grau zero, ou seja constante, a
igualdade é clara. Por hipotese indutiva, suponhamos que a igualdade
anterior seja valida para os polindomios de grau menor igual que n — 1.
Agora usando a hipotese indutiva, | 1 /e | 3| temos:

lim p(z) = (hm cnxnfl) (lim x) + ;Eg (Cn—1$n71 +o o+ CO)

T—ra T—ra r—a

=cpa" tat 10" - cra+ ¢ = pla).

Usando a propriedade |5 | temos que para fungoes racionais também
vale substituicao direta para o calculo de limites:

@ Teorema 5.

Dados polindmios p(z) e g(x) com g(a) # 0 entao

3+ 12z 4 2
Exemplo 1.6 Calcule lim ——+——.
P P 422 + 4z — 2
Solucao  Usando o exemplo anterior podemos calcular o limite por
substituicao e logo

i 4120 +2 842442 34
e>24x2 +4r—2 16+8—2 922

Ressaltemos que nem todos os limites podem ser calculados por

substituicao direta. Quando tivermos lim f@) com lim f(z) = 0
T—a g(x) T—a
e lim g(z) = 0 dizemos que temos uma indeterminagao do tipo

r—a
g . Nesses casos para o calculo do limite temos que realizar uma
simplificacao antes da utilizacao das propriedades do limite. Duas
estratégias de simplificacao usuais sao a fatoracao e a multiplicagao
pelo conjugado, como ilustram os exemplos a seguir.

Exemplo 1.7 Considere a funcao
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3r—25 sexr <2
f(z) =

20 —C sex>2

Determine o valor de C' de modo que o limite lim2 f(z) exista.
T—r

Solucao  Vamos comecar calculando os limites laterais

lim f(z)= lim 3z —-5=1

T2~ r—2~
lim f(z)= lim 22— C=4-C
r—21 T2

Pelo Teorema 1.4, para que o limite exista devemos ter:

lim f(z) = lim f(x)

T2~ r—21

Eassiml=4-C, elogo C =3. n

. - . 26 8
Exemplo 1.8 [Indeterminacao do tipo o/o] Calcule lim 3327x+
z—=2 x4 +2x—06

Solucao  Nesse caso nao podemos realizar substituicao direta nem
tampouco usar a propriedade pois o limite do denominador é 0.
Como o limite do numerador também & 0 temos que 2 é raiz de ambos
0s polindmios e assim:

. 2P —6x+8 . (z—2)(x—4)

hm — — = 1m -——

e—=2 22+ —6 22 (x—2)(x+3)
Agora para o calculo do limite = # 2 e logo

2 —6x+8 . (x—2)(x—4) . x—4 2

I = =-Z

Agora retornaremos ao exemplo 3

vVr+25-5

Exemplo 1.9 [Indeterminagao do tipo o/0] Calcule lin%
r— X

Solucao ~ Novamente nao podemos realizar substituicao direta nem
tampouco usar a propriedade pois o limite do denominador é 0.
Nesse caso multiplicaremos o numerador e o denominador pelo con-

jugado:
. Vr+25-5 (Vz+25-5)(vVx+25+5)
lim — = lim (17)
z—0 x 70 z(vVa +25+5)
~ lim x4+ 25—-25 (18)
220 (v + 25+ 5) '
= lim ——— (1.9)
C 250 (VI £ 254 5) '
lim ! (110)
= 11 —_—— .
50 /2 + 2545
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E assim temos que:

. VT +25-5 1
hm —_— = —
z—0 x 10

@ Teorema 5. : Teorema do Confronto

Dadas f, g, h funcoes definidas num intervalo contendo o ponto a,
exceto possivelmente em q, e tais que f(z) < g(z) < h(z) nesse
intervalo. Se lim f(z) = L = lim h(z), entao

r—ra T—ra

lim g(xz) =L

r—a

Figura 1.1
Teorema do Confronto

Demonstracdo. Das hipoteses, temos que existe 4 tal que |g(z) — L| <
ee|h(z)— Ll <esel< |x—c|l <4 Podemos reescrever as desigual-
dades anteriores como

L-e<g(z)<L+e

L—e<h(zr)<L+e
se0 < |z —c¢| <d.Logo
—e<g(x) < f(z)<h(z)<L+ese0<|z—c|<d. (112)
equivalentemente
—e<glx)—L< f(r)—L<h(z)—L<ese0<|v—c/<d§ (113)
Consequentemente |f(x) — L| < max(|g(z) — L|,|h(z) — L]) < € se

0<|z—c¢l <. |

1
Exemplo 111 Mostre que lim 2%sen — = 0.
x—0 xT

29/340



Funcoes de uma Variavel & Limites e Continuidade de Funcoes, Propriedades do Limite de Fungoes

Solucao  Como
1
—1<sen—<1
X

temos que

1
—z? < % sen — < 2
x

Como lim z2 = lim —22 = 0, pelo Teorema do Confronto temos que
x—0 x—0

. 1
lim z2sen = = 0.
x—0 x

@ Teorema 5. : Limite Fundamental

sen(z)

lim

z—0 a5

=1.

Figura 112
g Grafico de %(x)

Demonstracdao. Comegaremos provando que para

7 cy< s
<
2 2
valem as desigualdades:
sen x 1
0 < cos(z) < .
x cos(z)

Considere no circulo trigonométrico um angulo x com
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Figura 113 sen 1
cos(z) <
x cos(x)
0<z< Z,

2
conforme apresentado na figura 113, como os triangulos AOCB e
ANOAD sao semelhantes, se denotarmos por h o tamanho do
segmento AD, por semelhanca de triangulos temos que

h _ sen(z)
1 cos(x)
sen(z)

e logo Area(AOAD) = .Se denotarmos a area do setor circular

2 cos(x)
delimitado pelos pontos O, A, B por Area(OAB), pela figura ao lado é

facil ver que valem as desigualdades para z < g:

Area(AOBC) < Area(OAB) < Area(AOAD)

1 1
= §sen(x) cos(z) < 5@ < ;:122).
Dividindo por % temos:
T 1

cos(x) < sen(@) < cos(@)”

Finalmente, comparando os inversos dos trés termos, obtemos:

senx 1
= cos(z) < .
x cos(x)
O caso
™
——<x<0
5 x

é analogo e sera deixado como exercicio. Assim como lir%cos(x) =1=
r—r

lim —— pelo Teorema do Confronto temos o limite desejado. |
z—0 cos(x)

1 — cos(z)

Exemplo 113 Calcule lin% 5 Nao podemos usar diretamente
T—r i

a regra do quociente pois lix%xQ = 0. Para eliminar a indeterminacao,
r—
multiplicaremos o numerador e o denominador por 1 + cos(z).
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Solucao
. 1—cos(z) . 1—cos(zx)(1+ cos(x))
allg%) x2 o il—>mo 2 (1 + cos(z)) (114)
. 1—cos?(z) 1
N ilg%) 22 (1 + cos(z)) (135)
2
= lim 2 (z) ! (116)

z—0  x2 1+ cos(x)

2
sen”(z) lim L (117)

=0  x2 2501+ cos(w)

(118)

@ Teorema 5. : Mudanca de Variaveis
Suponha que
o lim f(y) = L,

y—b

O Sg € Dom f,

O lim g(z) =,

r—a

Og(x) # b numa vizinhanca de a, com excessao
possivelmente de a.

Entao
lim f(g(z)) =L

T—ra

Demonstracdo. Seja ¢ > 0. Como },iﬁ},f(y) = L existe § > 0 tal que
0 <|y—>5l <dimplica|f(y) — L] < e Como ;EQ(JC) = b, existe ¢’ >0
talque 0 < |[x—a| < 6" implica 0 < |g(z)—b|] < d. Elogo |f(g(z))—L| < e
se0<|z—al<d. |

sen(x — 2)

=1.
T —2

Exemplo 115 Mostre que 911_)rr12
Solucao  Podemos aplicar o Teorema 1.5 com f(z) = sen(z), g(x) =
x—2a=2eb=0.Para esse fim, observamos que g(x) # 0 numa
vizinhanca de 2 excluindo o 2. Desta forma como i%(x —2)=0e
alclirb sen(z) = 0 pelo Teorema 1.5 temos que:

—2
lim sen(x — 2) — lim sen(y)

r—2 x—2 y—0 Y

=1
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Ex. 1.5 — Calcule os seguintes li- fungoes f(z) e g(z) tal que
mites: lim (f(x) 4+ g(z)) exista, mas que
Tr—a
nao existam lim f(z) e lim g(x)
r—ra r—a
1. lim 723 + 2 + 2
r—2
2 lim (2 + 2 + 2)(2° + 2) Ex. 1.7 — Determmg ' a .de
z—3 modo que o limite exista.
) I 23 —az? — 9z + 9a
1m
lmﬁl' +2J}—|—2 T2 IIZ’275I’+6
r—1 LCS =+ 2

g 1
b 21312 7wt +a+2 Ex. 1.8 — Mostre que lim 23 cos — =
x—0 xX
0.
5. lim v/8x3 + 4z + 4
x—0

Ex. 1.9 — Use o limite fundamen-

6. lim (2+h)? -4 tal para calcular os seguintes li-
h=0 mites:
2
7. lim w T+ lim sen bx
h—0 x—0 x
8 lim zt—81 5 i sen bx
T 250 x—3 ' xlg%) sen4zx
/2 _ . tgdx
9. lim LH 3. lim g
z—0 x2 z—0 sen 3x

4 li sen 5xr — sen 3z
oI1m —
Ex. 1.6 — Forneca exemplos de 50 x

Continuidade

De modo intuitivo, uma funcao f : A — B, com A, B C R é dita con-
tinua se variacoes suficientemente pequenas em z resultam em va-
riagoes pequenas de f(z), ou equivalentemente, se para x suficiente-
mente proximo de a tivermos que f(z) & proximo de f(a). Antes de
apresentarmos uma definicao precisa de continuidade, vamos exami-
nar alguns exemplos de comportamentos de continuidade e descon-
tinuidades num ponto. Comecaremos por dois exemplos de desconti-
nuidade: No exemplo da figura 114 quando tomamos valores de z dife-
rentes de 1 porém cada vez mais proximos de 1, os valores de f(x) se
aproximam de 2, porém o valor de f(1) é 3, e consequentemente temos
uma descontinuidade nesse ponto. No exemplo da figura 115 temos um
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A
3 °
2<
\ 1‘
oI
-2 -1 /0 1
9 ]

Figura 114 . .
Funcao descontinua em z = 1.

tipo distinto de descontinuidade. Quando aproximamos de 1 por valo-
res maiores que 1, temos que f(z) se aproxima de 2, enquanto que
se aproximarmos de 1 por valores menores que 1 entao f(z) se apro-
xima de 1. Veja que isso se manifesta no “salto” da funcao no ponto
z = 1. Vamos agora examinar um exemplo de funcao continua, a fun-

A
4<
3<
2<
1~/a
e — >
—1 1 2 3 4

—1
Figura 115 . .
Funcao descontinuaemz =1

cao f(z) = 2% Vamos nos concentrar em entender o porqué dessa
funcao ser continua numa vizinhanca do ponto z = 1.

T T

2 4
1.5 2.25
1.3 1.69
1.2 1.44
1.1 1.21
1.01 1.0201

1.001 1.002001

Intuitivamente, quando tomamos valores de z diferentes de 1 porém
cada vez mais proximos de 1, os valores de f(x) se aproximam de de
f(1) =1,elogo afuncado f(x) = % & continua nesse ponto.
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A
1.5 1
1.0
0.5
—1.0 —0.5 0.5 1.0 1.5
—0.5 1

@ Definicao 6.

Dada uma funcao f : A — B definida em pelo menos um con-
junto aberto contendo o ponto a. Dizemos que a funcao f(z) é
continua em a se e somente se

lim f(z) = f(a)

r—a

ou equivalentemente

lim f(z)= lim f(x)=f(a)

z—a™t T—a—

Uma funcao que € continua em todo o seu dominio e dita
continua.

@ Definicao 6.

Uma funcao f : [a,b] — R é dita continua por partes se existe
um conjunto finito F C [a,b] tal que f € continua em [a, b] \ F.

Utilizaremos a  definicao  de  continuidade  apresentada
anteriormente para provarmos que algumas funcgdes classicas sao
continuas:

@ Teorema 6.

As seguintes fungoes sdo continuas (em todo o seu dominio):

Funcoes Polinomiais.

Funcoes Racionais.
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sen(z)
cos(z)
-

Demonstracao. A demonstracao da continuidade das funcoes polino-
miais e racionais ja foi feita implicitamente nos teoremas 1.5 e 1.5, N0s
quais provamos que dados polinomios p(z) e g(z) com g(a) # 0 entao:

lim p(z) = p(a) iﬁaﬂw q(a)

Vamos provar que sen(x) € continua. Para isso comecamos mostrando
que [sen(z)| < |z|. Considere no circulo trigonométrico um angulo z tal
que
s ™
—5 <z < 5,
conforme apresentado na Figura 1.16.

10 8 6

10

Figura 116

Geometricamente, temos que area do triangulo OBC, que vale
|[sen(z)/2], € menor que a area do setor circular OBC, cujo valor é ‘g‘

Consequentemente para —g <z < g vale a desigualdade:

|sen(z)| < |z|

sen <x2a> cos <x;ra>’ (119)
2

e assim

senx — senal = 2

Tr—a r+a r—a

2 2

< |z —al (1.27)

(1.20)

= 2sen Ccos <
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E assim
0 < lim |[senz —sena| < lim |z — af
r—a T—ra
Pelo Teorema do Confronto temos:
lim [senz —senal =0
r—a

e logo hm senz = sen a. Consequentemente a fungao sen(x) € continua.
A contmwdade da funcao exponencial sera demonstradaem23. W

Como consequéncia das propriedades do limite, temos as seguintes
propriedades da continuidade de funcoes.

@ Teorema 6.

Se f(z) e g(x) sao continuas num ponto a, entao:

[1] f(= ) € continua em a
[2] f(z ) € continua em a

Se g(a) # 0 entao f(x)/g(x) é continua em a

Demonstragao. Faremos apenas a demonstragao do item [a| A
demonstracao dos outros itens € similar e deixamos como exercicio
ao leitor. Como as funcdes f e g sao continuas em a temos que 0s
limites mhgi f(x)e iglrig(x) existem e que:

lim f(z) = f(a) lim g(z) = g(a)

Tr—a Tr—a

Logo pelo limite da soma (E) temos que o limite da some existe e que:

lim (f(z) + g(z)) = lim f(z) + lim g(z) = f(a) + g(a)

r—a r—a T—ra

0 que prova a continuidade da soma em a. [ |

Como corolario do teorema anterior temos que a funcao
() sen(x)

cos(x)
i.e, em R\{E + km, comk € Z} Podemos calcular o limite de
funcoes compostas il_rf}zf o g(z), desde que a funcao f seja continua,
calculando f(iilﬂlg(x))'

é continua em todos os pontos do seu dominio,

@ Teorema 6. : Limite da Composta

Sejam f e g duas funcoes tais que Im f C Dom g. Se f é continua
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Y

—4.71 £3.14 =1}

embe lim g(x) =bentao lim f(g(z)) = ilglb f(y) = f(b).

r—a r—a

Demonstragdo. Como f € continua em b, temos que lin%)f(sc) = f(b).
T—
Por hipotese temos que lim g(z) = b Se g(z) # b numa vizinhanga de
T—a
a, pelo Teorema 1.5

lim f(g(z)) = f(lim g(x)) = f(g(a))

r—a Tr—a

O outro caso é imediato. [ ]

O Teorema do Limite da Composta permite calcular limites utilizando
a mudanca de variaveis, como ilustra o exemplo a seguir.

244 2
Exemplo 1.6 Mostre que lim sen(z” + 4z +m) +

=2
z—0 cos(x3 + %)

Solucao  Comojadissemos as fungoes sen(x) e cos(x) sao continuas
em todos os pontos. Além disso temos:

1im(1:2—|—4:£—|—7r):7r e lim 23 +2°=0
0 0

r— r—

Logo,
lir%sen(cc2 +4r+m)+2= sen(lin%)x2 +4z+7)+2=-sen(nm)+2=2
r—r T—r

e

. 3. 5y _ RN B N _
;llg%) cos(z” +x°) = cos(ig%:c +2”) =cos(0) =1
Logo por | s |temos que:

i 2
sen(@® 4w+ m)+2 M (sen(e® +da 4w+ 2)
lim _ . .y
=0 cos(z3 + ab) lim cos(a® + 27)
T—r

Como consequéncia do Teorema do Limite da Composta (vide pag. 37)
temos que a composicao de funcoes continuas é continuas:
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0 Teorema 6.

Dadas funcoes g : A — B definida num aberto contendo o ponto
ae f: B — Cdefinida num aberto contendo o ponto g(a). Entao
se g é continua em a e se f & continua em g(a), entao f(g(z)) €
continua em a.

Finalmente, temos que a inversa de uma funcao continua é
continua.

@ Teorema 6.

Dado um intervalo I e f : I — R uma funcao continua e mono-
tona em I. Entdo f=1: f(I) — R é continua em f(I).

Como consequéncia do Teorema 3.6 temos que as fung¢oes trigonomé-
tricas inversas arcsen(z), arccos(z), arctg(z), etc. e a fungao log sao con-
tinuas em todos os pontos de seus respectivos dominios de definicao.
E, ainda, como consequéncia do Teorema 1.6 temos que funcoes ele-
mentares, i.e, funcoes que sao obtidas por soma, produto, quociente
e compostas de funcoes polinomiais, racionais, trigonométricas, expo-
nenciais e logaritmicas sao continuas em todos 0s pontos nos quais
estao definidas.

Exercicios

Ex. 110 — Use o limite da com- 1 lim (3x3+1+4)
posta para calcular os seguintes o=l z
limites: 2. lim cos(x)
x—0
1
1. lim cos(z? + x + ——
z—0 ( 1+ 3. lim |—5sc3 + x|
r—3
: sen(z?) .
2. e b lim (a® 4 2)(a® - 57)
22—z -2 3
: CoxC—1
3. 311—>m2 arcset 73 +2x—8 5. i;ml 22 1
22 -1 4t
i tg ——— i _
b A e T 3 . }E&Q—\/ﬁ
3_ .3
Ex. 111 — Calcule os seguintes li- 7. lim (a+t)—a
t—0 t

mites:

39/340



Funcoes de uma Variavel & Limites e Continuidade de Fungoes, Propriedades das Fungoes Continuas

g 1 V2Hi- V2 Ex. 113 — Seja f(z) a funcdo de-
=0 t finida como:
RV e ) > +1sex <0
9. lim —— flz) =
t—0 t ar+3sex>0
10. Prove que lir%x?QCOS(I) = Encontre o valor de a de modo
T—r
0. que f seja continua em 0.
Ex. 112 — Prove que se f(z) e Ex. 114 — Dado g(x) a fun¢ao de-
g(x) sdo continuas num ponto a, finida como:
entao: 2 +3r+1sex<b
g9(x) = )
ar*+3sex>b

1. f(z)+g(x) &€ continua em
a Encontre o valor de a de modo
que g seja continua em b.
2. f(z).g(z) € continuaema
Ex. 115 — Dado h(x) a funcao de-

finida como:
3. Se g(a) # 0 entao

f(x)/g(x) € continua em h(z) = {

cos(z) +1sex<b
arZ+bsex >0

Encontre o valor de a de modo
que h seja continua em b.

Propriedades das Funcoes

Continuas

Nessa secao apresentaremos algumas propriedades das fungoes con-
tinuas.

Teorema do Valor Intermediario

Geometricamente, o Teorema do Valor Intermediario nos diz que o gra-
fico de uma funcao continua assume todos os valores entre f(a) e f(b),
ou dito de outra forma, dado d entre f(a) e f(b), o grafico de f(x) deve
interceptar a reta horizontal y = d.

Teorema 7. : Teorema do Valor Intermediario
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Seja f uma fungao continua em todos os pontos de um intervalo
fechado [a,b] e com f(a) # f(b) entao para todo d entre f(a) €
f(b) existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = d;

A demonstracao desse teorema sera apresentada na Secao ??. Nessa
secao apresentaremos algumas aplicacoes do Teorema do Valor Inter-
mediario na demonstracao de existéncia de solucoes para equagoes. d

Para tanto, por sua utilidade, enunciaremos o Teorema do Valor Inter-
mediario em uma forma especial e mais restrita: o Teorema de Bolzano. 1 /

@ Teorema 7.: Teorema de Bolzano

Seja f uma fungao continua em todos os pontos de um intervalo
fechado [a,b] e suponha que f(a) e f(b) tenham sinais opostos. Figura 117

. . O Teorema do Valor
Entao existe um ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Intermediario so6 é valido para
fungoes continuas.

O teorema anterior nos diz que o grafico de uma func¢ao continua que
em a estd abaixo do eixo x e em b esta sobre este (ou vice-versa), em
algum ponto do intervalo [a, b] deve cruzar o eixo z.

Exemplo 1.3 Mostre que a equagao cos(x) = = tem pelo menos uma

solucao no intervalo [0, ).

Solucao  Note que a equacao anterior é equivalente cos(z) — x = 0.
Assim comecaremos considerando a funcao g(x) = cos(z) — x, que é
continua pois é soma de fungoes continuas. Agora observamos que
g(0) = cos(0) —0 =1, e logo g(0) > 0 e que g(w) = cos(m) —m = —1—m,
e logo g(m) < 0. Logo pelo Teorema de Bolzano existe ¢ € (0,7) tal que
g(c) = cos(c) — ¢ = 0, e desta forma temos que a equagao tem uma
solugao. m

Exemplo 1.4 Mostre que a equacgao 3% = =2 + 4 tem pelo menos uma
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Figura 118

P
\]

y = cos(z)

Interseccao dos graficos de y = x e y = cos(z)

Figura 1.19

Grafico de y = cos(z) — .

solugao no intervalo (1,2).

Solucdo  Note que a equacao anterior é equivalente 3% — 22 —4 = 0.
Assim comegaremos considerando a funcao g(z) = 3* — 22 — 4, que é
continua pois é soma de funcoes continuas. Agora observamos que
g(0) =3°—-4= -3 elogog(0) <0equeg2 =9-4—-4=1,¢e
logo ¢g(2) > 0. Logo pelo Teorema de Bolzano existe ¢ € (1,2) tal que

fle)=3-c2—-4=0,

menos uma solucao.

e desta forma temos que a equacgao tem pelo

P

Figura 1.20

B* —a? 4

Y

Graficode y = 3% — 22 — 4.

Demonstracdo. O teorema é consequéncia da propriedade de comple-
tude dos nimeros reais. Provaremos apenas o caso no qual f(a) <
d < f(b). A demonstragao do outro caso, f(b) < d < f(a), € similar.
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Seja S o conjunto de todos os x em [a, ] tais que f(x) < d. Entdo S é
um conjunto nao-vazio pois a € um elemento de S, e S é limitado su-
periormente por b. Assim, por completude, existe o supremo ¢ = sup S.
Provaremos que f(c) = d. Dado € > 0, como f é continua, existe § > 0
tal que |f(z) — f(c)] < e sempre que |z — ¢| < 4. Isso significa que

f(@) —e < fle) < flz) e

para todo z entre ¢— 4 e ¢+ 6. Pelas propriedades do supremo, existem
entre um z* entre c—§ e c e que esta contido em S, de modo que, para
esse z*

flo) < f(z*)+e<d+e.

Escolha & entre ¢ e ¢ + §, que obviamente nao estara contido em S, e
dessa forma teremos:

fle)> f(&)—e>d—e.
Combinando as desigualdades anteriores temos que
d—e< flc)<d+e

para todo € > 0, e pelo Exercicio ?? temos que f(c) = d. |

@ Proposicao 7.

Uma funcao continua f : I — R de um intervalo fechado I =
[a,b] em R € injetiva se e somente se a funcao f é estritamente
monotonica em [a, b].

Demonstracdo. Se f € estritamente crescente ou decrescente em qual-
quer conjunto I, a aplicacao f : I — R & obviamente injetiva. Assim, a
parte mais substancial da proposicao consiste na afirmacao que cada
funcgao injetiva e continua f : [a,b] — R & uma fungcao mondtona. Va-
mos provar por absurdo, suponha que existam trés pontos z; < x2 <
x3 em [a,b], tal que f(x2) nao se encontra entre f(z1) e f(z3). Sem
perda de generalidade vamos assumir que f(z1) esta entre f(x2) €
f(z3) . Por hipotese f é continua em [z9, z3]. Portanto, pelo Teorema
do Valor Intermediario, existe z’ neste intervalo tal que f(z') = f(x1).
Temos, entao, 1 < 2/, mas f(z;) = f(z'), que & incompativel com a
injetividade da funcao. |

Exercicios
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Ex. 116 — Mostre que a equacao
23 — 3z +1 = 0tem pelo menos
uma solucao no intervalo (1,2)

Ex. 1147 — Mostre que a equacao
4=* — 2(z 4+ 1)% tem pelo menos
uma solucao no intervalo (—1,1)

Ex. 118 — Mostre que a equacao
z® — 22 — 2 = 0tem pelo menos
uma solugao no intervalo (0, 2)

Funcoes de uma Variavel & Limites e Continuidade de Funcoes, Valores Extremos

Ex. 119 — Mostre que a equacao
2?2 = x+2 tem pelo menos
uma solugao no intervalo (0, 2)

Ex. 1.20 — Mostre que a equacao
tg(z) = x tem pelo menos 3 so-
lugoes.

Ex. 1.21 — Use o Teorema do Va-
lor Intermediario para provar
que existe um nimero real b tal

que b?> = 2, conclua que existe
raiz quadrada de 2.

Valores Extremos

Teorema 7.

Se uma funcao f é continua em um intervalo fechado [a, b], entao
ela é limitada nesse intervalo.

Demonstragcdo. Suponha que f nao é limitada no intervalo [a, b]. Deixe
¢ ser o ponto médio de [a,b]. Entdo f sera ilimitada em pelo menos
um dos dois intervalos de [a, c] € [c, b] . NOs escolhemos o intervalo em
que é ilimitada (no caso, em que a funcao seja ilimitada em ambos os
intervalos, nos escolheremos o intervalo de esquerda). Denotaremos
esse intervalo como [aq,b1]. Este processo de bissegao sera realizado
indefinidamente e o intervalo [a,+1, bny1] indicara a metade de [ay, by,]
em que f éilimitada. Caso seja ilimitada em ambas as metades, a me-
tade esquerda sera selecionada. O comprimento do n-ésimo intervalo
é (b — a)/2". Deixe A denotar o conjunto de pontos de extremidade
mais a esquerda a, a1, az, as... assim obtido. Deixe a denotar o supremo
A. Entao « encontra-se em [a,b]. Como f € continua em «, existe um
delta > 0 tal que

[f (@) <1+ f ()]

nointervalo de (a—d, a+6) (No caso a = a, 0 intervalo deve ser [a, a+9).
Em caso a = b, 0 intervalo deve ser (b — §,b]) No entanto, o intervalo
[an, b,] situa-se dentro do intervalo de (a«—§, a+4), pois (b—a)/2"™ < 6.
Portanto, f € limitada em (b — a)/2", 0 que € uma contradicao. |
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Limite

Definicao 7.
Seja I um intervalo e f : I — R uma funcao.

O Diremos que 2o € I € um ponto de maximo global (ou
absoluto) de f, se f(z) < f(x¢), para todo z € I. Neste
caso, diremos que f(zo) € maximo global.

O Diremos que zp € I € um ponto de minimo global de f,
se f(x) > f(xo), para todo z € I. Neste caso, diremos que
f(zo) € minimo global.

o Um ponto zg € I sera dito um ponto extremo global, se
2o for um ponto de maximo global ou um ponto de minimo
global.

Teorema 7. : Teorema de Weierstrass do Valor Ex-
tremo

Seja f uma funcao continua em um intervalo [a, b], entao f atinge
seus valores maximos e minimos em |[a, b].

Demonstracdo. Como f € continua, entdao f possui a menor cota su-
perior, que denominaremos M. Suponha que nao ha nenhum valor
¢ infa,b] para que f(c) = M. Portanto, f(z) < M para todo = € [a,b].

Defina uma nova fungao g por g(x) Observe que g(x) >0

M (@)
para cada z € [a,b] € que g € continua e limitada em [a, b]. Portanto,
existe K > 0tal que g(x) < K para cada x in [a, b]. Uma vez que para
cada z inla, b],

1

g(z) = M= f(x) < K éequivalente a f(z) < M — L

K

Contradizemos o fato de que M foi assumido como sendo o extremo
superior de f em [a, b]. Assim, deve haver uma valor ¢ € [a,b] tal que
F(C) = M. [ |

~Demonstracao das Proprie-

dades Basicas de Limite
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@ Teorema 8.

Se lim f(z) e lim g(z) existem, entao
Tr—a T—ra

lim (f(z) + g()) = lim f(z) + lim ()

r—a

Antes de comecarmos efetivamente a demonstracao faremos algumas

estimativas que nos guiarao na demonstracao. Como ambos os limites

existem, vamos supor que lim f(z) = L; e lim g(z) = Lo. E dessa
r—a r—a

forma queremos mostrar que

lim (f(z) + g(x)) = L1 + Lo.

r—a

Pela definicao de limite, queremos provar que dado ¢ > 0
podemos encontrar um § > 0 tal que se 0 < |z —a| < 4, entao
[(f(z) +g(x)) — (L1 + La)|] < e Como ii_rf}lf(x) = L; temos que
para todo ; > 0, existe 6; > 0 tal que se 0 < |z —a| < &, entao
|f(z) — L1] < e3. Por outro lado, como hm g( ) = Lo temos que
para todo e, > 0, existe d5 > 0 tal que se 0 < |z —a| < d,, entao
lg(x) — La| < 3. Queremos estimar |(f(z)+ g(x)) — (L1 + Lo)]
usando a desigualdade triangular temos:

|(f(z) +9(x)) — (L1 + L2)| < [f(2) — La| + |g(z) — La2| < &1 + &2
Assim se pudermos escolher §; e do de modo que e; = g5 = % teriamos:
|(f(z) + 9(2)) — (L1 + L2)| < |f(2) — La| + |g(z) — Lo| <e1+ea=¢

Agora vamos transformar o esboco de demonstracao acima em uma
prova.

Demonstragdo Dado e > 0. Como lim f(z) = Ly temos que para e; =
2 existe 61 > O tal que se 0 < |:r—a| < 41, entao |f(z) — L] < %.De
3

, existe d2 >0
tal que se 0 < |z — a| < 8y, entao |g(z) — La| < 2. Seja & = min{dy, o2}

modo similar, como lim g(x) = Lo temos que paraeg =
r—a

no

Para esse 6 temos que se 0 < |z —a] < dentao 0 < |z —a| < &

e 0 < |x—a|l < d2 e logo para esse § temos que |f(z) — L1] < g e

lg(x) — Lo| < % Consequentemente:
[(f(x) + 9(x)) = (L1 + L2)| < |f(z) — L1| +|g(x) — L2| <e1+e2 =¢.
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@ Teorema 8.

Se lim f(z) e lim g(z) existem, entao
Tr—a T—ra

lim (f(2)g(x)) = lim f() - lim g(x)

r—a T—ra T—a

Demonstracdo. Sejae > 0 e suponhaqueSe lim f(z) = Le lim g(z) =
r—a r—a

G. A existéncia dos limites de f(x) e g(x) implicam na existéncia de

01, b2, 03 tais que

9
|f(z) — F| < STOENEl] quando 0 < |z —a| < & (1.22)
9
lg(z) — G| < AT ) quando 0 < |z — a| < 82, (1.23)
lg(z) — G| <1 quando 0 < |z — a| < d3. (1.24)

Da condicao 1.8 temos:
lg(z)| = |g(x)-G+G| £ |g(2)-G|+|G| < 1HG| quando 0 < |z—a| < 3.
Suponha que 0 < |z — a| < min{d1, 2, I3} entao a partir de e temos:

[f(@)g(x) = FG| = |f(x)g(z) - Fg(z) + Fg(x) - FG]|
[f(2)g(z) = Fg(x)| + [Fg(z) - FG|
lg()] - I() Fl+[F]-|g(x)-G|

(1+|F|)72(1+|F|)

A

A

3

@ Teorema 8. : Limite do Quociente

Se lim f(z) e lim g(z) existem e lim g(z) # 0, entao
Tr—a Tr—a

Tr—a
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~ 1 -
entao escrevemos ) = f(x) - — e utilizando a Regra do Produto
g9(x) g(x)
teremos o resultado. Assim vamos provar que
1 1

lim — = .
e g(x) M

Seja e > 0. A existéncia do limite implica que existem &1, d5 tais que

lg(x) — M| <e|M|(1+|M|)se0<|z—c <& (1.25)
lg(z) — M| <1se0<|x—c|<d (1.26)
Assim
l9(x)| = lg(x) = M + M| < |g(x) — M|+ [M| <1+ [M]|
quando
0<|z—c|<d
e logo
‘1 > L uando 0 < | | <6 (1.27)
— —— r —cC .
g@@)| " T :

Suponha agora que
0 < |z — ¢ < min{dy,d2}

de 1.25 e 1.27 obtemos

- W (1.29)
SroiReeTe 1)
< 1+1|M\ "g(x)MM (.37
< 1+1|M‘ : EIM\(JI\; Ml)’ (132)
=¢ (1.33)

u

* Continuidade Uniforme

Vamos agora considerar uma nocao de continuidade que &€ mais forte
do que a continuidade normal.

48/340



Funcoes de uma Variavel & Limites e Continuidade de Fungoes , x Continuidade Uniforme

@ Definicao 9.

Seja f : A — R. Dizemos que f é uniformemente continua em A
se para todo e > 0, existir § > 0 tal que paratodo z,y € A

selx—y| <d, entao|f(z)— f(y)| <e.

A diferenca entre continuidade e continuidade uniforme. Comecamos
analisando a definicao de continuidade:

Dadox € Aee > 0.Sejad = d(xo,¢). Entdo para todoy € A.
tal que |z — y| < 6. Temos que |f(z) — f(y)| < e.

Logo a expressao 6(z,e) pode depender de = e e mas deve ser inde-
pendente de y. A ordem de os quantificadores na definicao ja nos diz
isso; no ponto de escolha do §, z € A e € > 0ja foram escolhidos, mas
y nao de modo a definicao de § nao deve envolver y.

Por outro lado na definicao de continuidade uniforme:

Dado e > 0. Seja § = §(¢). Entdo para x,y € A. satisfazendo
|z —y| < 4. Temos que |f(x) — f(y)| < e.

Desta forma a expressao de § s depende de € e nao depende do ponto
x. Ou seja, 0 mesmo e funciona para todos os pontos E 6bvio que uma
funcao uniformemente continua é continua: se podemos encontrar um
0 que funciona para todos os valores z € A, podemos encontrar um
(o mesmo), que funciona para um valor em especial x. Veremos a se-
guir exemplos de fungoes continuas que nao sao uniformemente con-
tinua.

@ Teorema 9.

Se f é uniformemente continua, entdao f & continua.

Exemplo 1.3 Seja f(x) = 3z + 7. Entao f & uniformemente continua

em R.

Demonstracdo. Dado € > 0. Deixe § = ¢/3. Entao dados z,y € R. Se
|z —y| < 4. Entao

[f(@) = fy)l =Bz +7) = By+7)| =3z —y[ <36 ==
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Exemplo1.s SejaA={reR:0<ax<4}ef:A— Rdada por

f(x) = 2% Entao f é uniformemente continua em A.

Demonstragao. Escolha e > 0. Escolha § = ¢/8. Entao dados z,y € A.
Se0<z<4d4el0<y<4dentao0<z+y <8 Entaose|r—y| < 4§
temos que

[f(z) = f)l =1a® =P = (z +y)lz —yl < 4+ 4)d = <.

Em ambas as provas anteriores a funcao f satisfaz uma desigualdade
da forma
|f(z1) = f(22)| < M2y — 22 (1.34)

Para todo z1,z2 € A. No Exemplo 3 tinhamos
|(Bz1 +7) — (Bz2 4+ 7)| < 3lay — 22
e no Exemplo 4 nos tinhamos
|2} — 23] < 8|71 — a2

para 0 < zp,z2 < 4. Uma desigualdade da forma (1.34) é dita uma
desigualdade de Lipschitz e a constante M é dita a correspondente
Constante de Lipschitz.

@ Teorema 9.

Se f satisfaz (1.34) para todo x1,z2 € A, entao f é uniforme-
mente continua em A.

Demonstracdo. Dado € > 0. Seja § = ¢/M. Entao para todo z,y € A.
Entao se |z — x| < 6 teremos que

[f(@) = f(y)l < Mz —y| < Mb =e.

@ Teorema 9.

Se f e g uniformemente continua em A C R. Entdo

A funcao f + g é uniformemente continua em A.

Para toda constante ¢ € R, a funcao c¢- f & uniformemente
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continua em A.

Exemplo 1.7 A funcao f(x) = 22 € continua mas nao uniformemente

continua em A = (0, c0).

Demonstracdo. Primeiramente mostraremos que f € continua em A,
ie.

Vag € AVe >038 >0Vr € Al|z — 0| < d = |2® — 23| < €.

Dado zp. Seja a = xg+ 1 e 6 = min(1,e/2a). Observe que § depende de
xo pois a depende.) Dado z € S. Se |z — xo| < & entdo |z — zg| < 1 logo
r<xo+1=aeassimuz, xy<atemos

2

2% — 23| = (x + x0)|z — x0| < 20|z — 20| < 206 < 2(12i =c
a

como desejado. Agora demonstraremos que f nao €& uniformemente
continua em 4, i.e.

3€>0V6>03I0€A31‘€A|:|1‘—10|<5e|:172—$g|2€.

Dado e = 1 seja § > 0. Entao se escolhermos zg = 1/6 e x = xo + /2.
Entdo |z — xzo| = /2 < 6 mas

1 6\ [1\?
2 _ 2 (L 9) _ (2t
vl |<5+2) (5)

Observe que neste caso zg € grande quando § é pequeno. |

@ Teorema 9.

Suponha que f : [a,b] — R & continua. Entao f € uniformemente
continua.

52
:1+Z>1:€
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Capitulo

limites Infinitos e no Infinite

Limites no Infinito

. ~ X . - _
Vamos considerar a fun¢ao f(x) = PR cujo grafico e apresentado
. X
na Figura 21. Podemos observar que conforme os valores de x se tor-

A

1.0 A1
X
2 +1
2 4 6 8 10
Tr — OO
—1.0 A
Figura 21 i} z
Grafico de =
f(@) 2 +1

nam suficientemente grandes temos que os valores da funcao se apro-
ximam de 0. Denotaremos tal fato por

R

Por outro lado, conforme os valores de = se tornam suficientemente
grandes negativos (negativos e com valores absolutos grandes) temos
que os valores da funcao também se aproximam de 0. Denotaremos
tal fato por

N I R

Podemos modificar a nogao de limite anterior de modo a lidar com
esses casos. A modificacao essencial é formalizar a afirmagao que
“se r é suficientemente grande” através de “existe § tal que se

x> 6"
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@ Definicao 1.

Limite no Infinito Seja f uma funcao definida para z > ¢ para
algum ¢ € R e seja L um numero real. Dizemos que

e =
se para todo € > 0 existe um § > 0 tal que

sex > dentao |f(x) — L| <e.

Seja f uma funcao definida para z < ¢ para algumc € Re seja L
um ndmero real. Dizemos que

lim f(z) =L

se para todo e > 0 existe um § > 0 tal que

sex < dentdo |f(z)— L| <e.

Exemplo 2.2 Mostre a partir da definicao que zh_{l;oé =0.

Solucao Queremos mostrar que existe ¢ tal que se z > § entao
|f(z)] < e. Para tanto comecaremos determinando quando |f(z)] < e.
Como estamos interessados no comportamento no infinito, podemos
supor sem perda de generalidade que = > 0, e assim temos que a
desigualdade % < € € equivalente a x > % Assim escolhemos § = %
Quando z > § entao z > % e assim 0 < % < e. O que prova que

lim — =0. n
T—00 I

Exemplo 2.3 Mostre a partir da definicao que IILH;IQ % =0.

Solucao Queremos mostrar que existe ¢ tal que se x > § entao
|f(z)] < e. Para tanto comegaremos determinando quando |f(z)| < e.
Como estamos interessados no comportamento no infinito, podemos
supor sem perda de generalidade que = > 0, e assim temos que a
desigualdade - < ¢ é equivalente a 2 > E% Assim escolhemos

NZ
— 1 3 1 i 1
0= ot Quando z > ¢ entao = > Sz eassim 0< 7z < e. 0 que prova
1
que lim — =0. n

T—00 X
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Limites Infinitos

. . . - . . 1
No Exercicio Resolvido 5 vimos que nao existe o limite lin%) ﬁ Em es-
T—r X

A

Figura22  _ ) 1
Nao existe lim —
x—0 |aj|

pecial, vimos que escolhendo o valor de z suficientemente pequeno

. 1 . .
podemos fazer o valor da funcao W arbitrariamente grande. Nesses
x
casos nos quais o limite nao existe, mas a funcao toma valores que
crescem de forma ilimita dizemos que o limite da funcao é infinito. Ve-

A partir da

jamos outro exemplo: Os limites lim .
z—at x—4  z—4-x—4

A
15 1

10 1 x—4
5<
20 —15 —10 —5 5 10 15
-5

~10

Figura 2.3

Figura 2.3 podemos observar que quando z tende a 4 pela direita, isto
1 cresce indefinidamente, to-

é, por valores maiores que 4 a funcao
mando valores arbitrariamente grandexs._Enquanto gue quando z tende
a 4 pela esquerda, isto &, por valores menores que 4 a funcao
decresce indefinidamente, tomando valores arbitrariamente gran%jeg e
negativos. Representamos esses comportamentos por:

. 7 . 7
im =0 e lim
z—4t T — 4 z—4- T — 4

= -0
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@ Definicao 2.

Limites Infinitos
Seja f uma funcao definida num intervalo aberto contendo a, ex-
ceto possivelmente em a.

O Dizemos que hin f(z) = oo se para todo € > 0 existe um
0 > 0tal que

se0 < |z —a| <dentdo f(x)>e.

O Dizemos que hin f(x) = —oo se para todo € > 0 existe um
0 > 0tal que

se0 < |z —al <dentao f(z) <e.

O Dizemos que lim+ f(x) = oo se para todo € > 0 existe um
r—ra

0 > 0tal que

sea <z <a+dentao f(x)>e.

O Dizemos que lim f(z) = oo se para todo € > 0 existe um
r—a—

0 > 0tal que

sea—06 <z <aentao f(z) > e.

De maneira analoga, podemos definir os limites laterais infinitos nega-

tivos: lim f(x) = —coe lim f(z) = —oo e 0s limites infinitos no in-
) x—at x—a~
finito lim f(z) =00, lim f(z) = —o0, lim f(z)=o0cce lim f(z)=
T—00 T—00 T——00 T——00
—00.

Exemplo 2.2 Mostre que lim z = .
T—>r00

Solucao  Pela definicao temos que mostrar que dado e > 0 existe
d > 0tal que se z > § entao f(x) > e. A demonstracao nesse caso €
imediata pois escolhendo § = ¢ temos o resultado desejado. ]

Exemplo 2.3 Mostre que lim z2 = oo.
T—r0o0

Solucao Nesse caso basta escolher § = /e para termos que se
x> 4§ >0entdoa? > e .
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@ Proposicao 2.

O Se f(z) > g(x) e li_r>n g(x) = oo entao li_I>n f(z) = .

O Se f(z) < g(x) e li_r>n g(xz) = —oo entao 1i_r>n f(z) = —cc.

- 1
0 Se f(z) >0e lim f(z) =0entao lim —— = oo
r—a

e f(2)
O Se f(z) < Oeii_%f(m) =0 entao il_rg%w) = —00
O Se f(z) # 0 ;i_%f(x) = oo ou ii_r}}lf(ac) = —oo entao
. 1
Y e

Exemplos 5. Como corolario do teorema anterior, temos 0s seguintes
limites, que sao facilmente obtidos através de comparacdo com uma
das funcoes x e ou —x.

Dado ¢ > 0 entdo lim c¢* = oo.

Tr—00

Dado k € N* entdo lim 2% = oc.

T—00

Dado k € N* impar entdo lim zF = —oc.
Tr—r—00

Dado k € N* par entdo lim z*F = cc.
T—r—00

Propriedades do Limite Infinito e

no Infinito

O limite infinito possui as seguintes propriedades algébricas:

Proposicao 2. : Propriedades Aditivas do Limite
Infinito

Sejam f(z),g(x), h(z) e m(z) fungoes, tais que:

lim f(z) = oo, lim g(z) = o0
ili)r}l h(z) = —o0 ;1_% m(z) = —c0

e seja n(x) uma funcao limitada. Entao:
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lim (f(2) + g(x)) = cc. i (lfar) ) = —es.
lim (f (%) — h()) = oo. Srplal-m(@l) = —es.
lim (f(2) + n(z)) = oo. lim (h(z) = f(2)) = —oc.

Proposicao 2.: Propriedades Multiplicativas do Li-
mite Infinito

Seja ¢ um numero real e f(z), g(z), h(x), m(z),n(z) e p(z) fun-
coes, tais que

lim f(z) = oo, lim g(z) = oo
il_r)r}l h(z) = —c0 il_rg m(z) = —o0
lim n(xz) =L; >0 lim p(z) = Ly <0
T—a T—a
Entao:
lim n(2)f(z) = 00 lim /() - g(z) = o0
lim p(a)f(@) = —o0 |
lim f(x)-h(z) =—o00

;%n(x)h(m) = —00
m11_r>r(11p(ac)h(:v) = 00 lim h(z) - m(z) = co

As propriedades anteriores permanecem validas se trocamos o limite
no ponto a por limites laterais ou por limites infinitos.

@ Proposicao 2.: Propriedades do Limite no Infinito

Seja ¢ um numero real e f e g duas funcoes reais tais que
lim f(z) = Ae lim g(x) = B. Entao:
xr—r 00

T—>00

Jim (f(2) +9(2)) = A+ Se B # 0 entao
B i (L)) _ 4

lim (f(2) - g(2)) = A CEs B
aoroon T 6] Jim |f(@)] = |A}

lim (f(2) - g(x)) = AB. Jm (F@)") = A"

lim (cf(z)) = cA. lim /7(z) = VA
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Quando tivermos lim f@) com lim f(z) = oo e lim g(z) = oo dize-
T—a g(x) T—a T—a

. . ~ . o0
mos que temos uma mdetermlnagao do tipo — . Nesses casos para
e}

o calculo do limite, de modo analogo as indeterminacoes do tipo g
temos que realizar uma simplificacao antes da utilizacao das proprie-
dades do limite. As estratégias de simplificacao usuais sao a fatoracao
e a multiplicacao pelo conjugado e também multiplicar ou dividir o nu-
merador e o denominador por um termo apropriado, como ilustram os
exemplos a seguir.

2
1
Exemplo 2.9 Calcule lim Tt .
z—o0 12 — 1

Solucao
| o241 22

Ilig)lo €Tre — - x1—>oo 2 —1+22 (2:])

1+
= lim “71 (2.2)

T—00 1 - =5

X

(23)

Como lim x—lz = lim % lim % = 0, temos que wli_)nolol + L =1=

T—00 T—00 T—00 .’E2
lim 1— % Temos que
T—00 X
a2+
lim =

:r~>ool‘2—1_

1

Exemplo 210 Calcule lim (22° — 322 +1).

r—00

Solucao  Colocando o termo de maior grau em evidéncia:

hm(%ﬁ—Sﬁ%&):x3Mn2731+“% (2.4)
T—r00 T —00 X x
=00-2=00 (2.5)

Exemplo 211 Calcule 1 22° + 32 + 1
. m ——7——.
P z—oo 42 —2x +1
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Solucao
3 1 1
Ly v E 1.1
oo da? — 2+l p2(4-2p 4+
2+3%+ %
B
@—2%+£§
2
=X — =00
4
Exemplo 212 Mostre que i < L
. 1M —F— = —.
=0 /922 +1 3
Solucao
1m —— = I ——
z—00 /92 +1 z—00 /972 +1+z
. 1
= lim ——
Tr—00 i
]9+ 22
Como lim 9+]Q¢hm9+]g3mﬁo
xT—00 x T—>00 X

Exemplo 243 Calcule lim

. x
lim ——— = -.

v—00 \/Oz2 + 1 3

1

5% 4+ 22 — 3

zo00 203 —x +5

Solugao

lim

5a3 + 22 —3 _
oo 203 —x+5

o bad 42?2 —3 23
lim

z—oo 223 —x 4+ 5 3
54 L1 _31
' T 23
lim

N | Ot

5x24+1—3
Exemplo 214 Calcule lim ————.
P 4 xgrolo 4t — ¢ + 2

(210)

(211)

(212)

(213)

(214)
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Solucao
i 522 +x—3 i 522 4+ — 3+ (2:15)
im ——m— = lim —mMM —— ;
oo dxt —x +2  rhcodzrt — x4 2 1ot
1 1 1
= lim —% 1“3 19” (216)
=0 (217)

O Numero ¢ e as Funcgoes Ex-

ponencial e Logaritmo

O proximo limite & conhecido como Limite Exponencial Fundamental é
a base dos logaritmos naturais ou neperianos.

Teorema 3. : Segundo Limite Fundamental

1 x
lim (1 + ) =e,
Tr—r00 €T

onde e ~ 2, 71828 é a constante de Euler.

Figura 2.4 1\*
g lim (1 + ) =e
X

Exemplo 2.2 Calcule lim <1+5> )
r—r 00 T
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~ .. X
Solucao  Fazemos a mudanca de variavel t = ¥ temos:

5 x 1 5t
lim (1—1—) = lim <1+> (218)
T—00 €T t—o0 t
"’
_ <lim <1+ > ) (219)
t—o00 t
= e’ (2.20)

T x
E lo 2. li )
xemplo 2.3 Calcule lim <x+1>

T—r 00

Solucao  Dividindo o numerador e o denominador por z temos:

x

z
1
T—00 \ X T—00
1 —
+ X
1
= lim = (2.22)
T—00 1
X
= e ! (2.23)

@ Definicao 3.

O logaritmo de base e & denominado funcao logaritmo natural
ou simplesmente logaritmo. Assim pelos fatos apresentados na
secao ??,a funcao logaritmo é a fungao In : (0,00) — R dada pela
regra

hr=y<se'=z

0 grafico da funcao logaritmo natural esta representado abaixo:

A

-5 —4 -3 -2 -1°
—1
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Teorema 3. : Continuidade das Funcoes Exponen-
cial e Logaritmo

As funcoes f(z) = c* e f(z) = log.(z) sao continuas.

Como afungao e é continua e crescente, pelo Teorema 3.6 a sua funcao
inversaln(z) : (0,00) — R é continua em todo o seu dominio.

@ Teorema 3. : Terceiro Limite Fundamental

-1
lim a =Ina.
x—0 x
Demonstracdo. Fazendo a substituicdo v = a" — 1 temos que
In(1 .
h=1log,(1+u)= In(l +u) e assim:
Ina
et —1 U 1 1
= = -na.
h In(u+1)-lna 1
In(u+1)u
Quando h — 0, u — 0, e assim
h
-1 1
lima zlimi-lnazﬁzlna.
h—0 u—0 l Ine
In(u+1)u

Figura 2.5 y 2T _ 1

im In2.
x—0 x
T —2
. . -1
Exemplo 2.7 Calcule o limite lim ————.
r—2 x—2
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Solucao  Fazendo a troca de variaveis t = v temos:
T —2
2 iy a2
= 1%3 (2.25)

Juro Composto

Suponha que fagcamos um investimento de capital inicial C, uma taxa
de juros anual de r quanto dinheiro vamos ter decorrido k£ anos? Res-
posta: isso depende de como 0s juros sao pagos. Se for utilizado juros
simples o total de juros sera aplicado ao final investimento, de modo
que o acréscimo total produzido pelos juros é Crk, e o capital final sera
igual C'(1+rk). No entanto, 0 mais comum €& que 0s juros sejam pagos
em periodos mais curtos de tempo. Dessa forma cada vez que esses
interesses sao pagos eles aumentam o capital inicial e produzirao, por
sua vez, mais capital quando novos interesses forem pagos. Isto é co-
nhecido como juros compostos. Por exemplo, se 0S juros sao pagos n
vezes por ano (Trimestral (n = 4), mensal (n = 12), etc). No final do pri-
meiro periodo, teremos C(1+7/N), final do segundo C(1+7/n)?%; no fi-
nal do exercicio C(1+7/n)", fim do k ésimo ano teremos C(1+r/n)n™*.
Quando n é grande, o nimero (1+4r/n)™ & aproximadamente igual a e”.
Precisamente, se 0s juros sao aplicados acumulam, instantaneamente
ao capital o que conhecido como compostos continuamente, em se-
guida, o capital no final do k ésimo ano é dado pela Ce"*.

Crescimento demografico

Se denotarmos por P, a a populacao mundial atual, e por A a taxa
anual de crescimento, a qual suporemos que se mantém constante.
Denotaremos por P(t) a populagao mundial passados ¢t anos. Passado
um ano, temos que a populacao mundial sera

P(1) = Py + APy = (1 + N P%.

Utilizamos o sinal de aproximacao & e nao o = porque calculamos
o0 crescimento da populagao AP, como se esta fosse constantemente
igual a Py em todo 0 ano, o que nao é correto. Obteriamos um resul-
tado mais exato se consideramos o crescimento da populagao mensal-
mente. Como a taxa de crescimento mensual & A\/12, passado um més
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. . A
a populagao sera (1 + E)PO' e passados doze meses

A 12

O calculo segue sendo aproximado, pois a populagao cresce continu-
amente. Para obter uma melhor aproximacao poderiamos considerar
dias em vez de meses. Em general, se dividimos o0 ano em n periodos,
obteriamos como aproximacao:

P(1) = (1 + :L)npo

Quanto maior seja n menor sera o erro que cometemos. Se fazemos
. . . . A\
que n cresca indefinidamente, entao 0 numero (1 + — ] seconverte
n

em e*, pelo que P(1) = e*P,. Se o periodo de tempo é de ¢ anos, en-
tdo P(t) = Pye*. Observa que tanto o juro composto continuo como
o0 crescimento demografico sao, matematicamente, o0 mesmo. Em am-
bos casos 0 que temos &€ uma magnitude que se incrementa de forma
proporcional a sua quantidade em cada momento. Outro processo que
entra nesta descricao é o decaimento radioativo, a Unica diferencia é
que a masa de matéria radioativa va diminuindo, ou seja, que a cons-
tante de proporcionalidade é negativa.
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Capitulo

Derivadas

Neste capitulo vamos desenvolver o conceito de derivada, que descreve
a reta tangente a uma curva, bem como serve de ferramenta para des-
crever as taxas de variacao de uma grandeza em relacao a outra. Este ca-
pitulo comega descrevendo a derivada como reta tangente e utilizando
esse conceito na compreensao de velocidades. Uma das realizagoes fun-
damentais do calculo foi a capacidade de descrever movimentos con- » Derivadas das Fungoes
tinuos matematicamente. Depois apresentaremos um conjunto de pro- Classicas (p. 77)

priedades das derivadas, o que nos capacitara a derivar efetivamente.

Neste capitulo:

» Motivagoes (p. 66)
» Definicdo de Derivada (p. 70)

» Regras de Derivagao (p. 80)
» A Regra da Cadeia (p. 87)

» Derivada da Fungao In-
versa (p. 90)

MOtiva ga es » Taxas de Variagao (p. 93)

O Problema da Reta Tangente

@ Dica

Uma das ideias centrais do calculo diferencial € a nogao de derivada. O >emanat

surgimento do conceito de derivada foi motivado por um problema de
geometria: encontrar a reta tangente a um ponto de uma curva. O con-
ceito de derivada nao foi formulado até o inicio do século XVII, quando
0 matematico francés Pierre de Fermat, tentou determinar maximos e
minimos de determinadas funcoes especiais. A ideia de Fermat pode
ser entendida se nos referirmos a curva na Figura 3.1. Suponha que
cada ponto desta curva tem uma direcao definida de que pode ser des-
crito por uma reta tangente. Algumas destas retas tangentes sao indica-
das por linhas em vermelho na figura. Fermat observou que nos pontos
nos quais a curva tem um maximo ou minimo, tais como os destaca-
dos na figura, a reta tangente deve ser horizontal. Assim, o problema de
localizar tais valores extremos foi reduzido a resolver outro problema,

o de localizar as tangentes horizontais. I1sso nos leva a questao mais
geral de determinacao da direcao da tangente num ponto arbitrario da
curva. Foi a tentativa de resolver este problema em sua generalidade
que levou Fermat a descobrir algumas das ideias rudimentares sub- varios pontos e 0 maximo e mi-
jacentes a nocdo de derivada. Embora o conceito de derivada tenha nimo de uma funcao.

Figura 3.1
Retas tangentes em
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4 4 4
‘ t t t

(a) (b)

sido originalmente formulado para estudar o problema das tangentes,
logo descobriu-se que ele também fornece uma maneira de calcular a
velocidade e, mais geralmente, a taxa de variacao de uma funcao. Va-
mos comecar a colocar matematicamente o problema da reta tangente.
Nesse problema temos uma funcao f e um ponto P no grafico de f e
queremos determinar a equacao da reta tangente ao grafico de f no
ponto P, como mostra a Figura 3.2. Uma primeira tentativa de definir
a reta tangente a curva no ponto seria como a reta que toca a curva
apenas nesse ponto, como é usual definirmos no caso de retas tan-
gentes a circulos. Mas essa definicao nao se mostra correta como as
imagens subsequentes ira convencé-lo. Na Figura 3.3a a reta que gos-
tariamos de denominar de tangente corta a curva em outro mais de
um ponto. Na Figura 3.3b, vemos que a reta desenhada corta o grafico
em um Unico ponto, mas com certeza essa nao € a reta que quere-
mos chamar de reta tangente. Destacamos que essas dificuldades nao
podem ser contornadas facilmente e temos que desistir da idéia de
definir a tangente a partir do conceito de "tocar a curva em s em um
ponto”, e procurar uma outra idéia. Para isso comegamos observando
que exceto nos pontos nos quais a reta tangente é vertical, o problema
de encontrar reta tangente no ponto P se resume ao problema de de-
terminar a inclinacao da reta tangente a f no ponto P, i.e, o coefici-
ente angular da reta tangente. Um modo de atacar esse problema é
aproximar o coeficiente angular da reta tangente utilizando retas que
passam pelo ponto P e por um segundo ponto, que denotaremos por
Q. Ou seja, aproximando o coeficiente da reta tangente a P pelo coe-
ficiente da reta secante por P e Q). Se considerarmos que o ponto P
tenha coordenadas P : (z, f(x)) e que o0 ponto @ tenha coordenadas
Q : (x+h, f(x+h)), entao o coeficiente angular da reta secante € dado
por:
fla+h)—flz) _ flx+h)—f(z)

MMsec = rz+h—=x - h

Conforme o ponto @ se aproxima do ponto P temos que a inclinacao

da reta secante por P e ) se aproxima da inclinagao da reta tangente

e

Figura 3.2
Reta tangente a fun-

cao f no ponto P.

Figura 3.4
5 Reta secante por P

e () e a reta tangente por P.
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a f no ponto P e no “limite” é igual a inclinagao. Assim temos:

o fa ) f(@)
h—0 h

O limite anterior se existir, @ denominado de derivada da funcao f no
ponto .

@ Definigao 1.

O Seja f uma fungao definida num intervalo aberto contendo
a. A inclinagao da reta tangente ao grafico de f no ponto
(a, f(a) & dada por

m = f'(a) = m}w

desde que o limite exista.

O A equacao da reta tangente f no ponto (a, f(a) & dada por

y—fla)=f'(a)(z-1)

desde que f’(a) exista.

Exemplo 3.2 Acheainclinacdo da reta tangente ao grafico de f(z) = 22

no ponto (a,a?).

Solucao  Ainclinacao da reta tangente no ponto a é dada pelo limite:

o fla+h) = fa)
h—0 h

e logo

2 2
m = lim 7((1 +h) a4
h—0 h
. a’+2ah+ k2% —a?
lim
h—0 h
2ah + h?

Assim a inclinacao da reta tangente no ponto a € 2a. "

O Problema da Velocidade

Suponha uma particula que se move em linha reta e cuja posicao em
funcao de ¢ é dada pela funcao s(¢). A a velocidade média no intervalo

Figura 3.5

Conforme o ponto

Q) se aproxima de P as retas se-
cantes se aproximam da reta

tangente.

68/340



Funcoes de uma Variavel & Derivadas, O Problema da Velocidade

[to,to + At] &€ dada por:
- As  s(to + At) — s(to)
At At

Podemos aproximar a velocidade instantanea no tempo ¢, como a ve-
locidade média no intervalo [tg, tg + At] tomando valores de At sufici-
entemente pequenos. A velocidade instantanea sera o limite, quando
At — 0, das velocidades médias da particula entre os instantes ¢y e
to + At. Ou seja, temos a seguinte definicao:

Definicao 1.
Se um ponto se move sobre a reta l tal que sua posicao é descrita
por s(t), entao a velocidade instantanea em ¢, € dada por:

0= lim S(to + At) = S(to)
At—0 At

desde que o limite exista.

Exemplo 3.4 Se a posicao de uma particula é dada por f(t) = t* — 5t,

onde f(t) € medido em metros e ¢ em segundos. Determine a veloci-
dade no instante a. Qual a velocidade no instante ¢t = 0? E em ¢ = 4?.
Determine os intervalos de tempo que a particula se move para a di-
reita e para a esquerda. Em que instantes a velocidade é 0?

Solucao  Avelocidade no instante a & dada por

fla+ At) — f(a)

v Alil—r:o At
. (a+At)?2 —5(a+ At) —a® + 5a
= lim
At—0 At
. a®+2aAt + (At)? — 5a — At — a® + ba
= lim
At—0 At
. 2aAt+ (At)? — 5At
= lim
At—0 At

= lim 2a + At -5
At—0
=2a—5

Logo a velocidade no instante a, v(a) € dada por v(a) = 2a — 5. A veloci-
dade no instante t = 0 € dada por v(0) = —5m/s e no instante t =4 ¢
dada por v(4) = 3m/s. Para determinarmos os instantes de tempo em
que a particula se move para a direita, temos que determinar os ins-
tantes de tempo nos quais a velocidade é positiva. Ou seja, queremos
resolver:]

2a—5>0elogoa>5/2

De modo analogo, para determinarmos os instantes de tempo em que a
particula se move para a esquerda, temos que determinar os instantes
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de tempo nos quais a velocidade é positiva. Ou seja, queremos resolver:
2a—5<0elogoa<b5/2

Para determinarmos os instantes em que a velocidade é zero temos
que resolver 2a —5=0e logo a = 5/2. ]

Definicao de Derivada

@ Definicao 2.

Seja f uma funcao definida num intervalo aberto contendo o
ponto a. Definimos a derivada de f(z) em @, denotada como
f'(a), como:
. fla+h)— f(a)
/ —
fila) = lim, h '
se o limite existir.

O simbolo f/(a) l&-se “f linha de a”. E a terminologia “f(a) existe” signi-
fica que o limite da Definicao 3.2 existe.

Exemplo 3.2 Calcule a derivada de g = /z em z = 4.

Solucao  Queremos calcular ¢’(4). Para tanto usaremos a definicao

de derivada: (41 1) @
/ .94+ h)—g
g'4) = fimy h
Como
g(4)=2eg(d+nh)=Vi+h
temos que
¢ (4) = lim vith-2
h—0 h

Multiplicando o numerador e o denominador pelo confugado temos:

Vith—2Vi+h+2

o
g) = lim ———— ==
A4h—4
= 1m ———
h=0 h (4 +h+2)
S
=0 b (VA+ R+ 2)

1
= lim ————
h—0 /4 + h + 2

1
4

a+h

v
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Exemplo 3.3 Calcule a derivada de f(x) =z no ponto a.

Solucao A derivada se existir sera dada por:

h—0 h

Funcao Derivada

Quando existir f’(a) dizemos que a funcao é diferenciavel no ponto
a. Se uma funcao f : I — R é diferenciavel em todos os pontos de
seu dominio dizemos simplesmente que f é diferenciavel. Se conside-
rarmos o conjunto S = {a € Dom f : f’(a) existe} podemos definir a
funcao f’: S — R que associa a cada x € S o nimero f/(z). A funcao
é denominada de funcao derivada de f ou simplesmente de derivada
de f.

Exemplo 3.4 O Exemplo 3 mostra que f(z) = z é diferenciavel em

todos os reais. Assim podemos definir a funcao derivadade f: R - R
e nesse caso a funcao é constante f/(z) = 1.

Exemplo 3.5 Calcule a derivada de f(z) = 23 + 22 Qual o dominio de

[
Solucao  Pela definicao

flz+h) - f(z)

/ T
@) = Jlim h
Como
f(x+h) =2+ 32%h + 3zh® + h® + 22 + 2hx + h?
fa) = 2* + a2
Temos que:
, . a®+3x%h + 3xh? + B3 + 22 + 2ha + h? — (23 + 2?)
f'(z) = lim

h—0 h

Simplificando temos:
f(z) = ’llin})?m2 +3xh + h? + 22+ h = 32% + 22
—

Como a funcao f é sempre diferenciavel o dominio de f’ é R. "
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Exemplo 3.6 Seja f(z) = /. Calcule a derivada de f. Qual o dominio
de f'?

Solucao  Pela definicao

f/(x):%g%f(x—’_h})b_f(x)
Como
flx+h)=vVz+h
f@) =V
Temos que:
)= i P
b x/ﬁ VI Vit h+
h—0 h \/ﬁ+\f
= lim —x+h—x
"~ w0 h(Va + h+ /)
1
TV h 4 a
1
RPN
O dominio de f’ & o conjunto dos reais positivos. "
Definicao Equivalente de
Derivada

Seja f : (a,b) — R uma funcao e seja ¢ € R Fazendo a substituicao
z = c+ h no limite e observandoque h =z —ce h —- 0 < z — ¢
temos que

f/(c) — lim f(x) — f(C)

T—C T —cC
De posse dessa informacao podemos dar uma nova definicao de deri-
vada, equivalente a anterior:

@ Definicao 2.

Seja f uma funcao definida num intervalo aberto contendo o
ponto a. Definimos a derivada de f(x) em a, denotada como
f/(a), como:

fl(C) — lim f(x) — f(C)

T—cC r—cC
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se o limite existir.

O limite f'(¢) = lim w pode ser escrito de maneira abreviada

Tr—cC

usando a notagao de variacao como:

i o Af
f(c)iAlalgoAix

Isso motiva a notacao de Leibniz:

Notacao 8 - Notacao de Leibniz. A derivadade f emc, f'(c) é denotada,
também, da sequinte maneira

af

dz|,_,

Ja a funcao derivada f' denotada também do seguinte modo:

af
dx

A notacao de Leibniz tem a vantagem de deixar claro que a derivada é
o limite do quociente das variacoes

i A1
dr = Az=0 Az

Exemplo 3.9 Calcule a derivada de f(z) = z'/3 no ponto a # 0.

Solucao
aff ) fa)
dr|,_, *=a x—a
21/3 _ 41/3
= lim
T—a T —a
21/3 _ q1/3

= lim (z1/3)% — (a1/3)3

Usaremos a fatoragao:
A —d® = (c—d)(+cd+ d?)

come=z'3ed=a'/3 Logo

ﬁ  m $1/3 _ a1/3
dr|,_, «—a (2173 — al/3)(22/3 + 21/3a1/3 + a2/3)
= lim !
soa (22/3 + 21/31/3 4 ¢2/3)
= lim L
z>a (a2/3 + a2/3 + a2/3)
1
=373
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Derivadas Laterais

Como a derivada de uma funcao f em um ponto a é definida como
um limite, podemos calcular os limites laterais, a esquerda e a direita
de a dando origem aos conceitos de derivada pela direita e pela es-
querda:

@ Definicao 2. : Derivadas Laterais

A derivada pela direita é definida como

fila) = tim LB =F@

r—a+ Tr—a

e a derivada pela esquerda é definida como

Claramente uma funcao é diferenciavel no ponto a se e somente se
existem f! (a) e f' (a) e f' (a) = f (a).

2 1
rsen, sex#0

Exemplo 311 Seja f(z) = { Mostre que existe

0 sez =0.
f'(0).
Solucao  Aderivada f(0) se existir & dada pelo limite:
.’172 sen 1_
! —
FO= 0720
. 1
=lim =z sen—
z—0 x
—0 S~~~
limitado

= 0 (pelo Teorema do Confronto)

Logo f/(0) existe e f/(0) = 0. "

Exemplo 312 Mostre que a fungao f(x) = |z| nao é diferenciavel no 0.

Solucao  Vamos calcular as derivadas laterais e ver que sao diferen-
tes: Calculando a derivada pela direita
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Calculando a derivada pela esquerda

Como as derivadas laterais sao diferentes a derivada nao existe. "
Este exemplo mostra que a continuidade de uma funcao em um ponto
nao garante a existéncia da derivada da funcao neste mesmo ponto,
mas a reciproca é verdadeira, isto é, a existéncia da derivada de f em
um ponto, implica na continuidade de f neste ponto.

@ Teorema 2.

Se f é diferenciavel no ponto x entao f é continua em z. Equiva-
lentemente, se f nao é continua em x entao f nao é diferenciavel
em x.

Demonstracdo. Como f é diferenciavel em z temos que

i @) — f(@)

y—=r Y —x

= f'(x).

Entao
tim [£(9) — £(a)] = im L= i (0 = @y 0 =0
y—x y—x y—x y—x
Assim, lim,_,, f(y) = f(z), logo f €& continua em . [ |
x? z <1

Exemplo 314 Determine a e b de modo que f(z) =
ar+b x>1

seja diferenciavel em todos os pontos.

Solucao A fungao f(z) € diferenciavel em (—o0,1) U (1,00) pois €
uma funcao quadratica no primeiro intervalo e uma funcao linear no
segundo e essas funcoes sao diferenciaveis em todos os pontos do
dominio

Logo precisamos apenas escolher a,b de modo que a funcao seja di-

ferenciavel em z = 1. Para isso as derivadas laterais devem existir e
serem iguais.

Calculando as derivadas laterais:

poy e gle) —g(1)
fi (1) = $1_1>I]1fl+ a1
lim ar+b—a—>

z—1+ r—1

a
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Coy o v 9(@) —g(1)
fﬁ(l) ' a:l—lgl— r—1
. x2—a-b
lim
z—=1+ x—1

Para que esse limite exista precisamos que —a —b = —1 e dessa forma

2_a-b

"(1) lim L —%~°
f_( )w—lgl-l- .I—l

. z? -1

lim

z—1+ x —1

i (x—1)(z+1)

z—1+ rz—1

Para que a funcao seja diferenciavel f/ (1)

como —a — b= —1temosque b= —1.

= f (1) eassima =2e

E interessante observar que para esses valores de a,b a funcao sera

continuaem z = 1.

Exercicios

Ex. 31— Para as seguintes fun-
¢Oes calcule a derivada no ponto
indicado através do limite do
quociente de Newton:

) — 1 TOT 1) = @)

h—0 h

1. derivada de f(x) = x no
pontoa =0

2. derivada de f(z) =22 + 1
no pontoa = 1

3. derivada de f(z) = 2% no
pontoa =1

4. derivada de f(x) = 323 —
x No pontoa =2

10.

pontoa = —1

derivada de f(x) = 2% no
pontoa =0

derivada de f(z) = /z no
ponto a =4

derivada de f(z) = ¥z no
ponto a =8

derivada de f(z) = 1 no
X
ponto a =1

derivada de f(z) = é no
ponto a = —1

d
Ex. 3.2 — Mostre %ax = In(a)a”.

5. derivada de f(z) = 2 no (Use que %em =e?).
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Ex. 3.3 — Determine a,b reais de 242 z<l

modo que a funcao f(z) = seja diferencia-

ar+b x>1
vel em todos os pontos.

Derivadas das Funcgoes Clas-

sicas

No préximo teorema apresentaremos as derivadas das principais fun-
coes. De posse do conhecimento dessas derivadas e das regras de de-
rivacao apresentadas na proxima secao seremos capazes de derivar
uma ampla familia de funcoes.

Teorema 3.: Formulas de Derivacao

Sao validas as seguintes formulas de derivacao

Se f(z) = ¢, entao f'(x) =0,

Se f(x) = 2™ entdo f'(x) = na™~! para todo n inteiro po-
sitivo,

- 1
Se f(z) = /x = z'/™ entdo f/(z) = ﬁx%—l para todo n
inteiro positivo,

Se f(z) =senx entao f'(x) = cosz,
Se f(z) = cosx entao f/(z) = —senx,
Se f(z) = e® entao f'(z) = €7,

Se f(z) =Inx entao f’(x)zl, x> 0.
%

Demonstracdo. Comegaremos demonstrando o item [« . Nesse caso

c—¢C

f(z) = lim

=1lim0=0
h—0 h—0

Faremos duas demonstracoes do item| » | A primeira demonstracao se
baseia na seguinte fatoracao:

yn — " = (y _ x)(yn—l 4 yn—Qx 4 nyn_Q 4 LL'”_l).
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Entao,
Fz)=1lm L2
y—=r Y — T
#/(z) = lim (y—z)y" Py e+ yzn 2
= lgn(y”—l I )
Yy—x

_ :L,n—l _|_mn—1 4. +xn—1 +$n—1

=na" L

A segunda demonstracao se baseia no Binomio de Newton

T —
) = Jim h
= lim (z+h)" — 2"
h—0 h
(m" +na™1h 4+ 771(”_11)2"7%2 4.+ h”) — "
= fo h
. nanlh 4 QU gn2p2 oy
5o h
—1
_ ;llinb (nxnl + (”)5712 )xn72h1 +._.+hn1>
= ;
=nz" ' 4+0+--+0
= nz" !

7

Demonstracao do item [« |. Fazendo a substituicao u = /yev = {x
temos que quando y — x, u — v. Assim

f(x) = lim W= v = lim

y—x Yy—T u—v Yy — " :&lig u™ — "
u—v
Usando o item anterior, temos finalmente que
1
1 11—
T opon—l N—l_ﬁx
nr n
Demonstracao do item
(@) = lim seny —sen T
y—z y—x
y—x y+o
2sen cos
. 2 2
= lim
y—x y—x
Sen y— 2 COS y+x
. 2 2
= lim
y—=z y—
2
()
Se1n
. 2 . <y+:c>
= lim ——— % lim cos [ =——
y—x y_x Yy—x
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O primeiro limite pode ser calculado fazendo a substituicao h = (y —
x)/2 e assim quando y — z temos que h — 0

fiz) =

lim sen () lim cos (y—;x)

h—0 Yy—T

= COST.

No limite acima usamos o Primeiro Limite Fundamental apresentado

na Secao ??,
. senh
lim =1.
h—0

Demonstracao do item [e| A demonstracao da derivada do cosseno
pode ser feita de maneira analoga ao item anterior usando a identi-

dade soma-produto. Uma segunda forma de demonstrar ambos os li-
mites trigonomeétricos é a seguinte, usando apenas a formula da adicao
do cosseno e do seno:

— cosx = lim

dx h—0

(coﬂx4—2)—(msx).

Usando a formula da adicao para o cosseno:

cos(a+ ) = cosacos 8 — senasen

temos
d . cosxrcosh —senxsenh — cosx . cosh—1 sen h
— cosz = lim =lim [ ——cosx | — senx || .
dx h—0 h h—0 h h
E assim p

7 C08% = (0-cosz) —(1-senz) = —senz
Demonstracao do item

eTth _ e eh —1
! — 1 — x 1 — T
F@) = iy~ =" i = — =

No calculo do limite acima usamos o Terceiro Limite Fundamental apre-
sentado na Secao ??,

h _
lim € 1 =1.
h—0
Demonstracao do item
1 h)—1 1 h
F(@) =l REER T m(“ )
h—0 h h—0 T

h .
Fazendo u = — temos que para h — 0, u — 0, assim
X

1
h

. h .1 i1
lmIn {1+ — :hmfln(l—i—u)“:flne:
h—0 xT u—0 X x

b

1
T

na Gltima igualdade usamos o Segundo Limite Fundamental, 1111%(1 +
u—

1

u)E:e. |
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Regras de Derivacao

@ Teorema 4. : Derivada da Soma e Subtracao

Se f e g sao funcoes diferenciaveis em z = a entao a funcao f+g
é diferenciavel ema e

(f£9) (@) = f'(a) £ ¢'(a).

Demonstracao. Faremos a demonstracao do caso da soma. O caso da
subtracao é similar. Seja h(z) = f(x) + g(z), e suponha que f e g sao
ambas diferenciaveis em x. Queremos provar que h é diferenciavel em
z e que sua derivada h/(x) € dada por f'(z) + ¢'(z).

o h(x +t) — h(z)

W (z) = lim " (31)
 lim [flz+1t) +g(x +f)] — [f(=) + g(=)] (3.2)

~ limy fla+t) - f(z) ;F gz +1) —g(x) (3.3)
iy flz+ ti f(z) . lim g(z + ti —g(x) (3.4)

= /() +4/(@) (35

u

Exemplo 3.2 Calcule a derivada de f(z) = Va® + V23

Solugao

L [V + V] = Ly L
dx dx dx

_ 4o 4o

dx dx
_ gxs/zz—l T ng/S_l

5 3
_ g3132/3 + gx—2/5

_5\3/m2+ 3
-3 5V x2

Exemplo 3.3 Calcule a equagdo reta tangente a f(z) = z* + /& no

ponto x = 1.

Solucao  Comecgaremos calculando o coeficiente angular m = f(1).
Para calcularmos a derivada utilizaremos a propriedade da Derivada
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da Soma: )
/ _ 3
fi(x) =42° + O
Calculandoem z = 1: )
F)=4+3

e logo f'(1) = g A reta tangente passa pelo ponto (1, f(1)) = (1,2) e

. 9 -
tem coeficiente angular 2 logo sua equagao é:

y-2= 21

Teorema 4. : Derivada do Produto por uma Cons-
tante

Se f & uma funcao diferenciavel em z e ¢ € R entdo a funcao cf
é diferenciavel em z e

(cf) (z) = cf'(x).

Demonstragdo. Seja h(z) = cf(x). Queremos provar que h é diferen-
ciavel em z e que sua derivada #/(z) € dada por f'(z) + ¢'(z).

W () = %g% h(z + ti — h(x)

=1

i @) = cf (@)
t

t—0
o 0 — (@)
t—0 t
o e (@)
t—0 t

=cf'(x).

Exemplo 3.5 Calcule a derivada de f(z) = 223 — 922 + 127 + 4
Solucao

d d d d d
— [22° — 92% + 120 + 4] = Izﬁ - —92° + —12z+ —4
X

dx dx dx dx
d d d d
=2—a% —9—a?+12—x+ —4
da?x gdxx + dx$+dx
=622 — 18z + 12
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@ Teorema 4. : Derivada do Produto

Se f e g sao funcoes diferenciaveis em x entao a funcao f-g é
diferenciavel em z e

(f-9) (&) = f'(x)g(z) + f(z)g'(2).

Demonstracdo. Seja m(x) = f(z)g(x), e suponha que f e g saoc ambas
diferenciaveis em z. Queremos provar que h é diferenciavel em x e que
a derivada m/(z) & dada por f'(z)g(z) + f(z)g’'(z).

m(x + h) — m(h)

m’(x) = lim, . (3.6)
~ lim flz+h)g(x +hh) — fz)g(z) (37)
o P W@+ ) = f@)g(e + b+ f(@)glw+ h) - f@)g(x)

h—0 h
(3.8)
o W@+ = F@)] - g+ b) 4+ f(2) - [g(@ + h) — g()
h—0 h
(3.9)
(310)
= f'(x)g(z) + f(z)g'(x) (311)
|

Como consequéncia do teorema anterior temos que em todos os pon-
tos onde f(z) e g(x) sao diferenciaveis temos que

(f-9) (@) = f'(x)g(z) + f(z)g'(2).

Exemplo 3.7 Derive f(z) = zsenz

Solucao  Utilizando a formula da derivada do produto temos:

f'(x) =1.senx + xcosz

=senx -+ xrcosx

Exemplo 3.8 Calcule a derivada de f(z) = ¢/(22)(2? + x).

Exemplo 3.9 Calcule a derivada de g(z) = e*\/x
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Solucao  Utilizando a formula da derivada do produto temos

f(e) =e"x +e" 2\1/5

=senx + xrcosx

@ Teorema 4. : Derivada do Quociente

Se f e g sao funcoes diferenciaveis em xz = a com g(a) # 0, entao

a funcao f é diferenciavel em a com

(ﬁ) @)= ="Gwr

Demonstracao. Considere a funcao m = 5. Como g(a) # 0 e g € conti-
nua, existe e > 0 tal que |h| < e = g(a + h) # 0. Ou seja, a funcao m
esta definida numa vizinhanca de a. Pela definicao de derivada temos:

. m(a+h)—m(a) 1 (flat+h) f(a)
}ILIEE) h o n (g(a+ h) B g(a)) (312)
1 fla+h)— f(a) e a+h
I i ()~ S )
(313)
L (kR g e
_leo gla+h)g(a) ( h ga) = 1 ) )
(314)
1 fla+h)—f(a) . gla+h)—g(a)
%%0 gla+h)g(a) h—0 h 9(a) = f(a) Ilzlg%) h
Limite 2 Limite 3
(315)

Limite 1

O Limite 1 pode ser calculado pela continuidade de g em a
1

lim =
h—0g(a+h)g(a)  g(a)
Os Limites 2 e 3 sao as definicoes das derivadas de f e g em a, ou seja
a+h)—ga
glath) —g@) _ o

2

@t = f@ _ .
fin LR =) e 20
Logos fim "= — s (P(a)gta) - Flalg'(a) .
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@ Proposicao 4.

Se x # Oef(x) = =" entdo f'(z) = —nz~""! paratodon in-
teiro positivo.

—’I’L.’L‘n_l

Demonstracdo. f(z) = 2" = - e logo f'(z) = o = e n=l
|
2 _
Exemplo 312 Calcule a derivada de f(z) = w
z+1
Solucao  Entao, se xz # —1 temos que
dr—1)(x+1)— (222 =2 +1
iy = L2 ¢ )
(x+1)
Temos que, para todo = # —1,
2 (224221
fl(x) _ ( 5 )
(x+1)
|
. 4r —2
Exemplo 313 Calcule a derivada de PN
Solucao
d [(4z—-2)] _ (4)(*+1) — (4o - 2)(22)
de | #2+1 | (2 +1)2
(42?4 4) — (82® —4z) 42?44z +4
- (a:2 i 1)2 - (xQ + 1)2

Exemplo 314 Calcule a derivada de f(z) = mz—‘/;l

Solucao
L %(wQ—Fl)—ﬁQm
f (IE) ($2 4 1)2

22 4+ 1 — 422
2Vx
(2 +1)2
—3x? +12\/x
(x2 +1)2
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Exemplo 315 Calcule a derivada de tgx

~ senx .
Solucao  Como tgx = ——, usando a regra do quociente temos:
COS T

d ¢ d sen x (316)
Do = — = ;
dzr & dx cos ¥
— Sen X Ccos T — Sen r— COoS &
= dz o (317)
cos? x
2 2
1
_ cos“ x +QS,en x _ - sech (3.18)
cos? x cos? x
(319)

Exemplo 316 Encontre todos os pontos no grafico de y = 2% — 3z, onde

a reta tangente é horizontal.

Solucao  Alinclinacao de uma reta tangente ao grafico dey = 23 —3z
é dada pela derivada
y =322 -3

Como as retas que sao paralelas ao eixo dos x tem inclinagao angular
0, nos agora encontraremos todos os valores de x para os quais ¢’ = 0.
Para isso resolveremos a equacao

3z2-3=0

E assim
r=—-1lex=1

Os valores acima sao as coordenadas z dos pontos em que as linhas
tangentes sao paralelos ao eixo z. Encontraremos as coordenadas y

destes pontos usando que y = 2% — 3x. Assim, paraz = -1,y =2 e
parax = 1,y = —2 Logo 0s pontos em que as linhas tangentes sao
paralelas ao eixo x, sao: (—1,2) e (1,-2). "

Exercicios

Ex. 3.4 — Escreva a equagao da 2. y=zx"4+3zxnopontozr =1
reta tangente as curvas y = f(x)
no ponto especificado. Esboce o

grafico de f(z) e da reta tan- 3.y = 5—; nho ponto
gente. (-1,-3)
1. y=23nopontoz =3 4 y=sen(z)nopontoxr =7
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5 y=2¥ nopontoz =2

6. y = cos(x) + % no ponto
z=0

Ex. 3.5 — Encontre as derivadas
das seguintes funcoes:

1. f(x) =32+ 52+ 8

1
2. f(x) = 27 + 625 + 5555 +
2+ 33+ 22+

3. f(z) =ax® +bx +c

4 f(x) = ax™ + bg™ "

5ﬂ@=%+%@+%&+
In(7)
2 1
6 f(x):5x—3_5
a a+4
7f@) = o2 4w 2 4
ar®!
a b
SO E T va

Ex. 3.6 — Quantas retas tangen-

tes a curva y = T passam
z+1 "

pelo ponto (1,2). Em quais pon-

tos essas retas tangentes tocam

acurva?

Ex. 3.7 — Encontre as derivadas
das seguintes funcoes:

1. f(x) = bsen(x) + 6 cos(z)

2. f(x) = te(x) — cotg(x)

sen(x) + cos(x)

3. flx) =

sen(z) — cos(z)

Funcoes de uma Variavel & Derivadas, Regras de Derivagao

W
~
—~
8
N
Il
®
IS
(@ I
]
»n
—~
8
N

o 1@ = o

5. f(z) = 2% In(z) — %

6. f(x)=2"+3"4+4"+5% +
6” + 77

7. f(x) = 7 +3%x+47 cos(z)

8. f(z) =logy(z) + logs(z) +
logy ()

9. f(z) = 2"logy(x)

Ex.3.9— Em que ponto a tan-
gente a parabolay =22 -7z +3
é paralela areta bz +y —3 =0.

Ex. 310 — Achar a equacao da
tangente eda normalacurvay =
34222 — 42 —3 no ponto (1, —4).

Ex. 311 — Achar a equacgao da
tangente eda normalacurvay =
34222 — 42 —3 no ponto (-2, 5).

1
Ex.312 — Dado f(z) = §x3 -
222 + 3z + 1. Encontre os pontos
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do grafico de f nos quais a tan- nida como:
gente é horizontal.

Ex.313— Dado o polindmio | sen(z)sex <c
p(r) = ax® + bax? + cx + d. De- f) = {

termine a,b,¢,d se p(0) = p(1) =

—2p/(0) = —1 e p”(0) = 10.

ar+bsex >c

Ache os valores de a,b em ter-
mos de ¢ de modo que f'(c)

exista.
Ex. 314 — Seja f a funcao defi-

nida como: Ex.316 — Dado ¢ > 0, seja f a

funcao definida como:

2
f(x):{ rz-sex<c

ar+bsex>c 1
—se |z| > ¢
Ache os valores de a,b em ter- flz) = |

ba? se |z| <
mos de ¢ de modo que f(c) a+bx’ se |z[ <e

exista. Ache os valores de a,b em ter-
mos de ¢ de modo que f'(¢)
Ex. 315 — Seja f a funcao defi- exista.

A Regra da Cadeia

@ Dica

A Regra da Cadeia nos fornece uma formula para determinar a derivada
Semana 2

de uma funcao composta h = m o g em termos das derivadas de f e
g.

Teorema 5. : Regra da Cadeia

Sejam f(z) e g(t) fungdes diferenciaveis com Img C Dom f. En-
tao h = f o g & diferenciavel e sua derivada & dada por

R'(t) = f'(g(t))g'(t), paratodote Domyg. (3.20)

Demonstragao. Faremos a demonstracao apenas no caso no qual
g(t) # g(to), num intervalo aberto contendo tq. Considere h = foyg
entao,

W (to) = Tim Fla(®) = Flg(to)) _

5o t—to t=to g

= f'(g9(t0))g' (to).

f(g(t)) — f(g(to)) g(t) — g(to)
t) — g(to) t— to
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Notagao 2. Nas condicoes do Teorema 3.5 fazendo as substituicoes:

y=f() entdo & = /() = f(4(0)

(3.21)
. . dx ,
x=yg(t) entdo&— = g'(t).
dt
em (3.20), obtemos
dy dy dx
— == — todot €D .
o = 7 qpc Paratodot € Domg
Exemplo 3.3 Calcule a derivada de h(t) = sen(t?).
Solucao Fazendo g(t) = t*> e f(xr) = senz, entdo

h(t) = f(g(t)), ¢'(t) = 2¢t, f'(x) = — cosx. Pela Regra da Cadeisa,

W(t) = f'(g(t)g'(t) = — cos(t*)2t.

Observacao 4. Observe que ao aplicar a Regra da Cadeia diferenciamos
primeiro a funcdo de fora f e avaliamos na fun¢ao de dentro g(z) e
entao multiplicamos pela derivada da fungdo de dentro.

Exemplo 3.5 Calcule a derivada de h(t) = In(5t + 3).

Solugao Fazendo g¢g(t) = 5t + 3 e f(z) = Inz, entao
h(t) = f(g(t), ¢'(t) =6, f'(x) = i Pela Regra da Cadeia,

1 )

W(t)=f9W)g'(t) = 5=55= s

Exemplo 3.6 Calcule a derivada de h(z) = cos (v/z).

Solucao  Faga f(z) = cos(z) e g(z) = /x. Entdo h = m o g. Como
f'(x) = —sen(z) e ¢'(z) = NG temos que
W) = (fog) (x) = —sen (va) ..

para todo z > 0. n

Exemplo 3.7 Derive g(z) = eV™@*1 Utilizando a regra da Cadeia po-

demos generalizar a regra de derivacao de poténcias inteiras z™, com
n € N, para poténcias reais z¢, com ¢ € R.
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@ Teorema 5. : Regra da Poténcia

Seja c um ndmero real e z > 0 entao

(z°)" = cx®"! para todo z > 0

Demonstracdo. Comecamos notando que z¢ = e*° = e¢"® ¢ pela
Regra da Cadeia

c—1

d c _ ieclnm _ eclnzi(

P 1 = 2% = =
2= G nr)=ux co=cx

Logo
(z¢) = ca®"! paratodox >0

Exemplo 3.9 Derive (3z — 7)™.

Solucao  Usando a Regra da Cadeia e da Poténcia temos:

d T T—1 d
%(31‘—7) =73z —7) ﬂ(&f—?)
=373z —7)" !
Exercicios
Ex. 347 — Calcule as derivadas 8. h(t) = sen*(2t)

das seguintes funcoes:

9. p(t) =cos®(#? + 3t + 1)
1. f(z) = (2z +10)12

10. f(z) = In(cosz)
2. f(t) = (3t —2)°

1. f(z) = In(2?)
3. () = (senf + cos 0)3

12. f(z) =2In(x)
4. h(t) = e3t°+t—1

13. g(r)=4"
5. flz) = (z+1)*

1. g(t) = 5eost
6. f(x) = cos(3x)

15, g(t) = 152
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16, m(w) = o Ex. 319 — Calcule & (In(kz)) de
2 duas formas diferentes:
3Y+1
17. m(w) = ‘
2w Usando a Regra da Cadeia, e
37 4 4 primeiro usando a regra do
18. f(z) = ez logaritmo In(ab) = Ina+Inb,
e entao calculando a deri-
19. f(z) = 22 sen(5x) vada.
20. g(t) = cos(t? + 3t) sen (5t —
7 Ex.3.20 — Calcule £ (In(z*))
de duas formas diferentes:
21. g(t) = cos(%)e‘r’t2

Usando a Regra da Cadeia, e

Ex. 318 — Encontre as retas tan-

gentes e normais nos pontos da- logaritmo  In(a”)

primeiro usando a regra do

plna,

e entao calculando a deri-

dos.
vada.

1. f(z) =42 —2) % ema =

0 Ex. 3.21— Mostre que a funcao
2. f)y=0Bt—-2)emt=1

H 1
+ sex#0

3. g(0) = (senf + cos ) em flx) = vesehT v#

0=rm/2 0 sex =0

, é continua no 0 mas nao diferen-

4 h(t)=eF"lemt=-1

ciavel no o

Derivada da Funcao Inversa

Se f & uma funcao continua e injetiva no intervalo I pode-se mostrar

que f tem inversa f~! e que esta é continua. O seguinte teorema nos

diz quando a funcao inversa é diferenciavel. Geometricamente, uma

funcao e funcao inversa tem graficos que sao reflexdes, na reta y = .

Esta operacao reflexao leva uma reta com coeficiente angular m em

uma reta com coeficiente angular que € o reciproco 1/m.

Teorema 6. : Continuidade da Inversa
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1/m

.

\]

Figura 3.6 , R
Derivada da Inversa. Se a reta tangente faz um angulo ¢

com o eixo z, a reta tangente a inversa é obtida refletindo a reta em
torno da retay = x faz um angulo de 7/2 — x como eixo z. Como
tgm/2 —x = 1/tgx, o coeficiente angular da reta refletida é o inverso
da reta tangente.

Se f éinjetiva e continua num intervalo, entao sua funcao inversa
£~ também é continua.

@ Teorema 6. : Teorema da Funcao Inversa

Seja f uma funcao injetiva e diferenciavel no intervalo I, com
derivada f/(f=1(b)) # 0. Entdo f~! é diferenciavel em b, e

Demonstragao. Pela definicao de derivada temos:

(ffl)/(b) — lim fﬁl(x) — fﬁl(b)

z—b z—0b

Sejaa = f~1(b) ey = f~(x). Como f é diferenciavel, f é continuae

91/340



Funcoes de uma Variavel & Derivadas, Derivada da Funcdo Inversa

logo por 3.6 f~! é continua. Logo f~1(x) — f~1(b) quando z — b. Logo

(/7' (6) = lim

Observagao 3. Um modo de recordar a formula anterior é utilizando a
notacdo de Leibniz. Para isso escreva y = f~1(z) e assim f(y) = x.

dy _ 1
dx_dj
dy

- 1
Exemplo 3.4 g(z) = zw entdo ¢'(z) = —z=~!, onde z > 0 sen for
n

par e z # 0 se n for impar (n > 2).

Solucdo  Observamos inicialmente que g(z) = x= é a funcdo inversa
de f(z) = «™. Assim

Exercicios

Ex. 3.22 — Calcule as derivadas 5. g(t) =sentcos™ !t
das seguintes funcoes:
6. f(t) =Intet
1. h(t) =sen1(2t)
2. f(t) =sec™1(2t)

3. g(z) = tg™'(22)

4 f(z) =xsen "tz
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Taxas de Variagao

Podemos generalizar o conceito de velocidade apresentado anterior-
mente. Seja @ uma grandeza que pode ser expressa como funcao da
variavel z entao:

Definicao 7.

A variagcao média de uma grandeza @ com respeito a variavel z
no intervalo [a,a + h] € definida como:

AQ _ Qla+h) - Q)
Ax h

E de modo analogo se tomarmos o limite h — 0 podemos definir a
variagao instantanea.

Definicao 7.

Avariagao instantanea de uma grandeza @ com respeito a varia-
vel z no ponto a é definida como:

Q. fla+h)— i@
dx ~ h—0 h

A taxa de variacao encontra uma enorme aplicabilidade. Destacamos
alguns exemplos de aplicagoes:

O Encontrar a velocidade (taxa de alteracao da posicao em relacao
ao tempo) de um carro desportivo movendo-se ao longo de uma
estrada reta.

O Encontrar a taxa de crescimento de uma populacao de bactérias
em funcao do tempo.

O Encontrar a taxa de variacao do indice de precos ao consumidor
em relacao ao tempo.

0O Encontrar a taxa de variacao de lucro de uma empresa com res-
peito ao seu nivel de venda.

Exemplo 3.3 A posicao de uma particula se movendo ao longo de uma

linha reta é dada por

s= f(t) =2t> — 15t* + 24t t > 0
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onde t € medido em segundos e s em metros.

Encontre a expressao que fornece a velocidade da particula no
instante ¢. Quais sao a velocidade e a velocidade da particula
quando t = 27

Determine a posicao da particula quando ela esta parada.

Quando a particula estd se movendo na direcao positiva? E na
direcao negativa?

Solugao

A velocidade da particula & dada por

o(t) = f'(t) = %(21&3 — 15t% 4 24t) (3.22)
= 6t — 30t + 24 = 6(t* — 5t + 4) (3.23)
=6(t—1)(t—4) (3.24)

A velocidade da particula quandot =2 ¢é
v(2) =6(2—1)(2—4) =—-12m/s

Em suma, a particula esta se movendo na direcao negativa a uma ve-
locidade de 12m/s.

A particula esta parada quando v(¢) = 0, ou seja,
v(t)=6(t—1)(t—4)=0

e vemos que a particula é estacionaria em ¢t = 1 e t = 4. Sua posicao
emt =1 ¢& dada por

f(1) =2(1)% —15(1)% +24(1) = 11m
Sua posicao em ¢ = 4 & dada por

f(4) =2(4)% —15(4)* + 24(4) = —16m

A particula esta se movendo na diregao positiva quando v(t) =
6(t—1)(t—4)>0

1 4
t—1 - + +
t—4 - - +

6(t—1)(t —4) ¥ - T

Resolvendo a inequacao acima temost < 1out > 4.

A particula esta se movendo na diregao negativa quando v(t) < 0 e
assim1l <t <4.
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(1=4)§

|
|
| (t=0)
|
|

]
T 1 T
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Exemplo 3.4 Movimento Harmonico Simples

Suponha que uma mola flexivel é fixada verticalmente a um suporte
rigido. Se um peso for anexado a extremidade livre da mola, ele se
acomodara em uma certa posicao de equilibrio. Suponha que o peso k
seja puxado para baixo (direcao positiva) e liberado do repouso de uma
posicao que esta 3 unidades abaixo do posicao de equilibrio no tempo
t=0.

m
Entdo, na auséncia de forcas opostas, como resisténcia do ar, o peso ‘
oscilara para frente e para tras em torno da posicao de equilibrio. Este
movimento é conhecido como Movimento Harmonico Simples. e
igura 3.

: . , Movimento Harmo-
Suponha que para uma determinada mola e peso, o movimento é des-

. - nico Simples
crito pela equacgao

s(t) =5cost ,t>0

Encontre as funcoes que descrevem a velocidade e aceleragao do
movimento.

Encontre os valores de ¢t quando o peso passa pela posicao de
equilibrio.

Solucao

'« |Avelocidade do peso parat >0é

v(t) = % = %(5cost) = —5sent

e sua aceleragao parat > 0¢é

_dv d

a(t) = pri a(75 sent) = —5cost

Quando s = 0, 0 peso esta na posicao de equilibrio. Resolvendo a

equacao

s=>5cost=0

temos que t =x/2 +nm, onden=0,1,2,....

Exemplo 3.5 [Reacao Quimical

95/340



Funcoes de uma Variavel & Derivadas, Taxas de Variacao

Uma reacao quimica resulta na formacao de uma ou mais substancias
a partir de um ou mais materiais de partida. Por exemplo, a equagao
de sintese do gas carbonico

C+ 0y — COy

na qual uma molécula carbono e uma de oxigénio se combinam para
formar uma mélecula de CO,. De maneira mais geral, vamos considerar
a reacao

A+B—C

onde A e B sao os reagentes e C' é o produto. A concentracao de um
reagente A € o nimero de moles por litro e é denotado por [A]. As con-
centracoes dos reagentes e dos produtos variam durante uma reacao,
e assim [A], [B] e [C] sao todas fung¢des do tempo.

Os quimicos estao interessados, por exemplo, na taxa instantanea de

producao de C, que é dada por %

Uma vez que a concentracao do produto aumenta a medida que a re-
agao prossegue, a derivada d[C]/dt sera positiva e, portanto, a taxa
instantanea de produgao de [C] é positiva.

As concentragoes dos reagentes, entretanto, diminuem durante a rea-
cao, portanto, para fazer as taxas de reacao de A e B niimeros positivos,
colocamos sinais de menos na frente das derivadas d[A]/dt e d[B]/dt.
Umavez que [A] e [B] diminuem na mesma taxa que [C] aumenta, temos
que

Como seria a relagao entre as taxas para a reacao entre ferro metalico
e acido cloridrico:

Fe +2HCI — Hy + Fe Cly?
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Capitulo

Topices em Diferenciacao

Derivacgao Implicita

Até esse momento a maioria das fungdes que encontramos foram apre-
sentadas naformay = f(x). Entretanto, algumas funcoes sao definidas
implicitamente por uma equacao nas variaveis x e y:

F(z,y) = G(z,y) (4.1)

Dizemos que uma funcao y = f(z) € definida implicitamente por tal
equacao se o ponto (z, f(x) for solugao da equacgao 41 para todo x €
Dom f.

Exemplo 41 Determine uma funcao definida implicitamente pela equa-
cdoy? +2%y—4=0.
Solucao  Podemos usar Bhaskara para resolver em y e assim

y=—x>+ /2t + 162

Exemplo 4.2 Uma elipse é caracterizada pela equagao
.’L'2 y2
2tp=l

Determine uma funcao definida implicitamente pela equacao da elipse.
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Solucao
22 2
PR
2 2
a b2
2 2 Y
- =a*(1—- b—z)

Quando uma funcao é dada implicitamente para calcular a derivada
de y em relacdo a z utilizamos a derivagao implicita, que consiste em
supor que y pode ser escrito como uma fungao de z, y(x), e diferen-
ciar ambos os lados da equacgao, aplicar as regras de diferenciacao e
finalmente resolver a equacao resultante de modo a isolar a derivada
da fungao definida de forma implicita. Utilizaremos a técnica de deri-
vacao implicita para apresentar outra forma de deduzir a derivada do
logaritmo natural.

d 1
Exemplo 4.3 Mostre que — In(z) = —.
dx x

Solucao  Sejay = In(x) logo x = e¥. Derivando implicitamente temos
quelzey%elogo%:l/eyzl/x. "

Exemplo 4. Calcule a derivada de cosz 4 cosy = 1/2.

Solucao  Derivando implicitamente:

% (cosz + cosy) = %1/2

\ ‘ 1 . '

—senz —senyy =0

y' = — cossec ysen Figura 44 z 1
sen— = 3

j/\/y\
PAGRE
LN

Figura 4.2

. 1
Exemplo 4.5 Calcule a derivada de sen T 3
Y

cosx + cosy = 1/2
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Solucao  Derivando implicitamente temos:

T
sen — = —
dy

y— x>

cos = 72dx =0

Yy Yy

dy

— =2 =0
y xdx

dy _y

dr x

Exemplo 4.6 Considere a funcao y = y(z) definida implicitamente por

tg(z +y) = sen(zy).

Encontre a equacgao da reta tangente a curva no ponto (y/m, —/7).

Solucao  Diferenciando ambos lados da equacao acima com relagao
a xz temos que
sec? (@ + y) - (z + ) = cos(ay) ().
dx dx
Portanto,

d d
2 _— = _—
sec”(z +y)(1+ —y) = cos(zy)(y + 2 y).

Resolvendo, temos que

dy _ ycos(zy) —sec®(z +y)
dr  sec?(x +y) — xcos(wy)’

Sabemos que y(v/7) = —/7. L0go, a derivada de y com relagao a = em
/7 é dada por

dy _ ycos(zy) —sec’(z +y)

dz  sec?(z +y) — x cos(zy)

-1
IRV
Logo, a equacgao da reta tangente a curva no ponto (y/m, —/7) € dada
por:
V=1
s = T —\T)— .
Vit 1( V) =T
|
3 3 dy
Exemplo 4.7 Se z° + y® = 6zy, encontre e
X

Solucao  Derivando ambos os lados da equacao em relacao a x, ob-

temos 322 + 3y2y’ = 6y + 6zy’. Resolvendo em 3/
, 2y2 _ .’L‘Q
Yy =55

y? — 2z

Figura 4.3
: teg(z +y) = sen(zy)

Figura 4.4
s 23 4+ y® = 6zy
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Exercicios

Ex. 41 — Encontre dy/dx dife-
renciando implicitamente

122+ =1
2. 22y +ay® =3z
3. Ve t+y+ /Ty =256

4. xsen(y)+cos(2y) = cos(y)

X

5 a9 =y
6. y = In(z% +y?)
7.2t +yt+y=7

8. 2?/° 425 =1

d -
Ex. 42 — Mostre quw ¢ & a
mesma para cada uma das se-
guintes funcoes definidas impli-
citamente.

ay=1
$2y2 =1
(3 sen(zy) =1
ln(xy) =1
Ex. 4.3 — Encontre uma equagao

da reta tangente a curva no
ponto dado

l‘Q yQ

A A,
T 0 ponto
(—5,9/4)
l'2 y2

2. — Z = 1 no ponto
9 36 P

Funcoes de uma Variavel & Topicos em Diferenciacao, Derivacao Implicita

3. y?> = 23(2 — x) no ponto

(1,1)

EX. 4.4, — Afuncaoy = f(x), y >
0 é dada implicitamente por 22 +
4y% = 2. Determine a equacao da
reta tangente ao grafico de f(z)
no ponto de abscissa 1.

Ex. 4.5 — Mostre, fazendo a dife-
renciacao implicita, que a tan-
gente a elipse

2 2
L |
a b2
no ponto (zg,yo) &

Lox yoy_l
o

Ex. 4.6 — Mostre que a soma dos
interseptos = e y de qualquer
reta tangente a curva /z+,/y =
Veéigualae.

Ex. 4.7 — Encontre as equacoes
das retas tangentes a elipse z2 +
4y? = 36 que passa através do
ponto (12,3)

Ex. 4.8 — A agua flui a partir de
um tanque cuja area de seccao
transversal & constante e igual
a 50m?. Localizado na parte in-
ferior do tanque, existe um orifi-
cio cuja seccdo é sempre 14m?2.
Inicialmente, a altura da agua no
tanque era de 20m e t segundos
mais tarde, era dada pela a equa-
cao

1
2\/ﬁ+%t—2\/2 =0 0<t<50v20
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Quao rapido a altura da agua
esta diminuindo no instante em

./figs/vazao.jpg

que ela vale 9m?

Derivadas das Fungoes Expo-

nencial e Logaritmo

Teorema 2.
Dado a um ndmero real positivo entao

—a* =ad"Ina

dxr

Demonstracao. Aplicando logaritmo natural a ambos os lados da equa-
cao y = a® temos:

Iny =1Ina®
0 que implica em:

Iny=xlna
Aplicando a funcao exponencial a ambos os lados da equacgao da equa-
¢ao anterior temos:

elny = e? Ina

y = e® Ina
Assim a® = e*!® e podemos derivar essa funcao usando a regra da
cadeia:
d x

~a® ="M ng=a"Ina

dx

Exemplo 4.2 Calcule a derivada de y = 2v*

Teorema 2.

Dados b um nimero positivo real diferente de 1 e z um nimero
real positivo, entao:

1

zlna

%loga:ﬂ =
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Demonstragao. Pela propriedade de mudanca de base do logaritmo

temos:
log,
log, z =
log, a
_Inx
" Ilna
E derivando temos:
d d Inx 1
— log, x —

dx T dzrlne zlna

Exemplo 4.4 Calcule a derivada de y = log;o(z2 + 1).

Solucao  Usando a regra da Cadeia temos:
1

d 2
el N=—o - .9
gz 1080 1) = gy 2

Derivada de f(z)9)

@ Teorema 2.

Sejam f(z) e g(z) fun¢des diferenciaveis com f(z) > 0. Entao a
derivada de

é dada por

Demonstragao. Comegamos aplicando logaritmo de ambos os lados
de h(z) = [f(z)]?®), temos:

In () = g(x) In[f (z)]
Exponenciando ambos os lados da equagao temos:

h(z) = e9(@) In[f ()]

Derivando, temos
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Como e9@) nlf @] = [f(2)]9(=)

f'(x)

W (x) = [f(@)]*D.(¢' () In[f ()] + g(=) @)

)

Para derivarmos funcoes da forma h(x) = [f(x)]9®) podemos utilizar
0 teorema acima, ou usar a estratégia apresentada em sua demonstra-
cao: aplicar logaritmo a ambos os lados da identidade h(z) = [f(x)]9®),
simplificar e posteriormente aplicar a fungao exponencial.

Exemplo 4.6 Calcule a derivada de z®

Solucao  Aplicando logaritmo natural a ambos os lados da equagao
y = z% temos:

Iny =Ina”
0 que implica em:

lhy=2xlnzx

Aplicando a funcao exponencial a ambos os lados da equacao da equa-
¢ao anterior temos:

elny _ emlnm

Y= eaclnx
Ou seja,
% = egclnx
Derivando temos
ix;c _ ieaclnx
dxr dzx
d
="M _(zlnx)

1
=T (llne 4 2-)
x

=e"n¥(lng 4 1)
=2°(Inz + 1)

Exemplo 4.7 Calcule a derivada de (sen x)°%*®

Solucao  Aplicando logaritmo natural a ambos os lados da equagao
y = (sen )% temos:

Iny = In(sen x)°**

0 que implica em:

Iny = cosz In(sen z)
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Aplicando a funcao exponencial a ambos os lados da equacgao da equa-
¢ao anterior temos:

eln Y — geosw In(sen z)
y = ecos T In(sen z)
Ou seja,
(Sel’l J’,‘)COS T _— eCOS x ln(sen x)
Derivando temos
d
% (Sen :L,)cos T _ %ecos z In(sen x)
d
= ecoseIn(sen) (o5 7 In(sen z))
1
— (g cosT(__ In(s ] ‘
(senx)“®**(—senxIn(senx) + cos T — Cos x)
2
= (senz)“**(—senx In(senx) + %))
)2
= (sen)®**(—senaIn(senz) + <20
|
Ex. 4.9 — Calcule as seguintes 6. 2™ + 77
derivadas
7. 2z 4+ 1)*
’I esenz
8. In(In(In(x)))
2. In(14 x2)
9. In(z)”
3.z
10. ¢
4. cos(x)®

1. xcosh(x)
5. senh(z)th(®@)

*12. Z%

Derivacao das Fungoes Trigo-

nometricas Inversas

Como vimos na secao, nenhuma das fungoes seno, cosseno e tangente
é bijetiva em seus dominios. Assim para definirmos suas inversas fize-
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mos restricoes no dominio e contradominio de modo a obtermos fun-
coes restritas bijetivas e podermos definirmos inversas. Nessa se¢ao
encontraremos as derivadas dessas funcoes.

@ Teorema 3.

Seja arcsenz : [—1,1] — {_271-, ;T] entao

, 1
arcsen’ © = ——
v1—22

~ ~ PR . ™
Demonstragdo. A funcao senx € injetiva no intervalo {2, 2] com
imagem o intervalo [—1,1]. Portanto, existe a funcao inversa g(z) =

arcsenz, para x € [—1, 1], dada por
Yy = arcsenx e seny = x.

Apresentaremos duas formas de derivar a fun¢ao arcsen x,, aplicando
a Proposicao 3.6 e utilizando derivacao implicita. Primeiramente deri-
varemos utilizando a Proposicao 3.6, assim:

1

arcsen’ v = ———M—.
cos(arcsen x)

Como 1 = cos?(arcsenz) + sen?(arcsenz) = cos?(arcsenx) + 22, l0go
cos(arcsenx) = v/1 — 22 pois cosy > 0 para —7w/2 < y < w/2. Portanto,
arcsen’ x = !
V1—a?

Utilizando derivacao implicita.

0 T
Yy = arcsenzx <= seny =z, —§§y§§.
Derivando implicitamente,
dy dy 1
— =1 ou — = .
COSydx dxr  cosy

Como 1 = cos?y + sen®y = cos?y — 2. Como cosy > 0 para —7/2 <
y < m/2, concluimos que
1

arcsen’ r = ——.
V1—a2?
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@ Teorema 3.

Seja arccosz : [—1,1] — [0, 7] entao

1
v1—22

arccos’ ¢ = —

A fungao cosz € injetiva no intervalo [0,7] com imagem o intervalo
[-1,1]. Portanto, existe a funcao inversa g(xz) = arccosz, para
€ [-1,1], dada por

Y = arccosxTr <= Cosy = T.
Demonstragdo. Se y = arccos x entao:
cosy =
Usando derivacao implicita temos
— COSYy = —2
X X
dy 1
———seny =
dx Y
Substituindo seny = y/1 — cos? y temos:
dy 2. _
—d—\/l—cos y=1
X
Finalmente substituindo = = cosy temos:
d
—EgVI—x2:1
X

dy 1

dx V1—22

@ Teorema 3.

Seja arctgz : [—1,1] — [-7/2,7/2] entao

arctg’ x =

1+ 22

Afuncao tgz € injetiva no intervalo TW, g com imagem R. Portanto,

existe a funcao inversa g(z) = arctg x, para « € R, dada por

Yy =arctgxr <= tgy = x.

~

= arctg (z)
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Demonstragdo. Se y = arctgx entao tgy = x. Derivando
implicitamente temos:

O lado esquerdo fica:

d d
% cos? Y+ sen? y% dy

= = = -/ 1 t 2
dx cosy cos?y dx( +tg” )

d d seny

—toy =
dx gY

Enquanto que o lado direito:

d
—rx=1
dxx
Assim p
Y 2
—(1+t =1
gy (LTt y)
Substituindo z = tgy temos
dy 2
—(1 =1
7oL +a%)
dy 1
dr 1+ 22

|
De modo analogo podemos calcular as derivadas das outras fungoes

trigonometricas inversas.

@ Teorema 3.: Derivadas das Funcoes Trigonometri-
cas Inversas

1 d 1
O —arcsenyr = ——— 0O —arcsect = ———————
dx V1 — z2 dz |z|vVz? —1
O d tgx —
1 — arcco = —
O — arccos & = dx 1+ a2
dz 1— a2
0 —— arccossec x =
dzx
o4 1 e
— arctgxr =
de BT T T2 |z[v/22 — 1
P d )
Exercicios
Ex. 410 — Calcule as seguintes 2. arccos(sen(z))
derivadas

3. arccossec(cos(z))

1. arcsen(z3)
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Taxas Relacionadas

Quando duas quantidades sao relacionadas por uma equagao, conhe-
cendo o valor de uma quantidade podemos determinar o valor da ou-
tra. O tema da taxas relacionadas leva isso um passo além: conhecendo
a taxa na qual uma quantidade esta mudando pode determinar a taxa
na qual as outras mudancas estao ocorrendo

Para ver isso suponha que z representa uma quantidade que dependa
de outras duas quantidades z e y, ou seja z = f(x) e z = g(y). A re-
lacao entre z e y pode ser expressa por uma fungao y = h(zx). Assim,
z = g(y) = g(h(x)). Utilizando a Regra da Cadeia temos que

dz dzdy
de  dydx’
Portanto, pela regra da cadeia, temos que a taxa de variacao de z com

relacao a =z &€ o produto entre a taxa de variagao de z com relagao a y
e da taxa de variacao de y com relacao a z.

Exemplo 41 Seja A a area de um quadrado de lado /; Qual a relacao

- 3 dA
com a variagao da area —?

- dl
entre as variagoes dos lados 7

dt
Solucao  Devemos considerar um quadrado de lado [, cufo lado varia
com o tempo I = [(¢) e consequentemente a area também & funcao do
tempo A = A(t). Como A = [?, derivando em relacao a t e usando a

regra da cadeia temos
dA dl
— =2]— 2
TR (42)
e, desta forma obtivemos uma relacao entre a taxa de variacao da

area com a taxa de variacao dos lados. =

Exemplo 4.2 Suponha que esta sendo bombeado ar para dentro de

um balao esférico, e seu volume cresce a uma taxa de 50cm?/s. Quéo
rapido o raio do balao esta crescendo quando o raio é 5em?

Solucao  Sejaroraioe V ovolume do balao no instante ¢. Sabemos

. . dV .
que a taxa de crescimento do volume é e 50 e queremos determi-

. . d
nar a taxa de crescimento do raio, d—z quando r = 5. Pela Regra da
Cadeia,
av._dvdr
dt  dr dt’
4 d
Lembrando que V = —mr® = v _ 47r? | logo
3 dr
dv 4 5 dr . dr 1 dVv
— =d4nrt— — = —_.
dt dt dt  4mwr? dt
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Concluimos que parar =5 dr !
= —_—= ]
quep T dt 2w

Exemplo 43 Um tanque de agua tem a forma de um cone circular

invertido com base de raio 2m e altura igual a 4m. Se a agua esta sendo
bombeada dentro do tanque a uma taxa de 2m3/min, encontre a taxa
na qual o nivel da agua esta elevando quando a agua esta a 3m de
profundidade.

Solucao  Sejam V, r e h 0 volume da agua, o raio da superficie e a
. av dh

altura no instante ¢. Sabemos que e 2 queremos achar s guando

h = 3. Temos que h e V estao relacionadas pela equacao: V = §7r7’2h.

.A 2 I
Por semelhanca de triangulos % =1 logo » = h/2. Substituindo na

. 1 h? .
expressao para V, obtemos V = 373 h = %h? Agora, derivando com
relagao a t,

v _mhdh _ dh_ A dV
dt 4 dt dt — wh? dt’
- d dh
Substituindo h = 3, v =2,temos — = 8 ]
dt dt 9.

Exemplo 4.4 Um balanco consiste de uma placa na extremidade de

uma corda de 10 metros de comprimento. Deixe o ponto P representar
o balanco no final da corda, e @ o ponto de fixagao na outra extremi-
dade. Suponha que o balanco esta diretamente abaixo de @ quando
t =0, e esta sendo puxado por alguém que anda a 6m / s da esquerda
para a direita. Encontre:

O o quao rapido o balanco esta subindo apos 1s;

O a velocidade angular da corda em graus/s apos 1s.

Solugao Comecamos perguntando: qual €& a quantidade
geométrica cuja taxa de variagao conhecemos, e qual é a quantidade
geomeétrica cuja taxa de mudanca que estamos querendo determinar?
Note que a pessoa que empurra o balanco esta se movendo
horizontalmente a uma taxa que conhecemos. Em outras palavras,
sabemos que a coordenada horizontal de P esta aumentando em 6
m/s. Vamos comecar fixando a origem em P no tempo ¢t = 0, Ou seja,
uma distancia de 10 diretamente abaixo do ponto de fixacao. A taxa
que conhecemos é dx/dt, e na parte (a) a taxa que queremos é dy/dt
(a taxa na qual o ponto P esta subindo). E na parte (b) a taxa que nos
queremos é = d@/dt, onde 6 significa 0 angulo em radianos medido
em relacdo a vertical. (Na verdade, uma vez que queremos que a
nossa resposta em graus/s, no final temos de converter df/dt de
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rad /s multiplicando por 180/w.) (a) A partir do diagrama vemos
que temos um triangulo retangulo cujos lados sao z e 10 — ¢, e cuja
hipotenusa é 10. Portanto, 22 + (10 — y)? = 100. Tomando a derivada
de ambos os lados obtemos: 2zi + 2(10 — y)(0 — y) = 0. Vamos
agora olhar para o que conhecemos depois de 1 de segundo, Ou
seja, z = 6 (porque x comecou em O e aumentou a a taxa de 6 m/s
durante 1 segundo), y = 2 (porque nos temos 10 — y = 8 do teorema
de Pitagoras aplicada ao triangulo com hipotenusa 10 e lado 6), e
z = 6. Colocando esses valores temos 2 -6 -6 —2 -8y = 0, a partir
do qual podemos facilmente resolver obtendo g: y = 4,5 m/s. (b)
Aqui nossas duas variaveis sao de x e 6, assim que nds queremos
usar o mesmo triangulo retdngulo como na parte (a), mas desta vez
vamos relacionar # com z. Uma vez que a hipotenusa é constante
(igual a 10), a melhor maneira de fazer isso é utilizando a funcao
seno: sen = x/10. Derivando, obtemos (cos6)d = 0,1&. No instante
em questdo (¢t = 1 s), quando temos um tridngulo retdngulo com
lados 6-8-10, cosf = 8/10 e & = 6. Assim (8/10)d = 6/10, Ou seja,
6 =6/8=3/4rad | s, ou aproximadamente 43 graus/s. .

Exemplo 4.5 A energia cinética de um corpo é dado por K = 1/2muv?.

Se 0 objeto esta em queda livre e acelerando a 9.8m/s?, quao rapido a
energia cinética esta aumentando quando a velocidade for de 30m/s?

Exemplo 4.6 Um gas estda numa camara com uma parede flexivel (de

modo que a cdmara pode expandir ou contrair). De acordo com os qui-
micos, se mantivermos o gas a uma temperatura constante, enquanto
aumentando ou diminuindo o tamanho da camara, a pressao P e vo-
lume V satisfazem a relacdo PV = constante. (Estamos utilizando a lei
do gas ideal PV = nRT, em que n e T nao se alteram.) Um aspecto
desta equagao que € 6bvio é que, quando o volume cresce/decresce
quando a pressao decresce/cresce. Pergunta se diminuirmos o volume
a um ritmo constante, qual sera a taxa de aumento da pressao?

Ex. 411 — A agua flui para uma 1cm?

superficie plana a uma taxa de
i 10 cm?

5cm3/s formando uma poca cir-

cular de 1omm de profundidade. 100 cm?

Quao rapido esta o raio cres-

cendo quando o raio é:
Ex. 412 — Uma escada de 24 m
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esta encostada numa casa en-

quanto a base é afastada a uma

velocidade constante de 1 pés/s.
" i

Em que taxa estﬁ topo da es-

cada deslizando pelo lado da

casa quando a base é:

|11 pédacasa?

210 pés da casa?
'3 23 pés da casa?
|4 24 pés da casa?

Ex. 413 — Um baldao circular é
inflado com ar a uma taxa
de 10cm?3/s. Quao rapido esta
aumentando o raio do balao
quando o raio é:

11cem?
210 cm?
| 3100 cm?

EX. 414 — Um cone cilindrico in-
vertido, com 20m de profundi-
dade e 10m de diametro na
parte superior, esta sendo preen-
chido com agua a uma taxa de
10om3/min. Em que taxa a agua
esta subindo no tanque quando
a profundidade da agua é:

1 m?
210 m?
19 m?
Quanto tempo o tanque levara

para encher quando comecar va-
zio?

Funcoes de uma Variavel & Topicos em Diferenciacao, Taxas Relacionadas

Ex. 415 — AUma corda, presa a
um peso, sobe através de uma
polia no teto e volta para um
trabalhador. O homem segura a
corda na mesma altura do ponto
de conexao entre corda e peso.

2 ft/s

— 30ft —

EX. 416 — Um barco esta sendo
puxado em uma doca a uma
taxa constante de 30 pés/min
por um guincho localizado a 10
pés acima do convés do barco.

A que velocidade o barco se apro-
xima do cais quando o barco
esta:

|1 50 pés distante da doca?
215 pés distante da doca?
'3 1 pé distante da doca?

40 que acontece quando o
comprimento da corda pu-
xada no barco é inferiora 10
pés de comprimento?

Ex. 417 — Uma  aeronave  F-
22 esta voando a 500 mph
com uma elevagao de 10.000
pés em um caminho reto
que a levara diretamente so-
bre uma arma anti-aérea.

o~

10,000 ft

X

Quao rapido a arma deve ser ca-
paz de girar para rastrear com
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precisao a aeronave quando o
aviao estiver:

1 milha distante?
1/5 milha distante?

Diretamente sobre a arma?

Ex. 418 — Suponha que o ho-
mem esteja diretamente ao lado
do peso (ou seja, um compri-
mento total da corda de 60 pés)
e comece a se afastar a umavelo-
cidade de 2 pés / s. Quao rapido
estd o peso subindo quando o
homem andou:

Derivadas

10 pés?

4O pés?

Ex. 419 — Uma
produz materiais de paisagismo
esta despejando areia em uma

empresa que

pilha conica. A areia esta sendo
despejada a uma taxa de 5
pés3/s; as propriedades fisicas
da areia, em conjunto com a gra-
vidade, asseguram que a altura
do cone seja aproximadamente
2/3 do comprimento do diame-
tro da base circular. Quao rapido
esta o cone subindo quando tem
uma altura de 30 pés?

das Funcoes

Hiperbolicas

Definicao 5.

As funcoes cosseno hiperbolico e seno hiperbolico, sao definidas,

respectivamente, por:

T _ ok 621 -1 1— 6721
senhx = =
2e® 2e="=
@
ap +671 621 + 1 1+672z
coshz = =

E facil verificar a partir da definicao acima que a funcao senh & impar

enquanto que a fungao cosh é par:

senh(—x) = —senhz

cosh(—z) = coshz

As fungoes tangente, cotangente, secante e cossecante hiperbolicos,

sao respectivamente definidas por:

et — e

et 4 e %

Funcoes de uma Variavel & Topicos em Diferenciacao, Derivadas das Funcées Hiperbolicas

Figura 4. . -
. > Grafico da funcao

cosh(x)
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coshx e*+4e™®

tha = =
T = Senha  er —e—o
. 2
sech z = (cosha)™ " =
. 2
csch z = (senhz) =
eZE — e—iE

@ Proposicao 5.

cosh?(t) — senh?(t) = 1

Demonstracado.

cosh?(t) — senh?(t) = [%(et +e H? - [%(et +e P =1

@ Teorema 5.

d
— senhz = coshz

dx

Demonstracao.

@ Teorema 5.

d
— coshx = senh x
dz
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Demonstracao.

—
o
o
wn
=
&
I
S~
7 N
o
8
ol T
ml
8
~_

=l =
—~
&=

QN

Usando as regras de derivacao podemos calcular as outras derivadas

hiperbélicas.

@ Teorema 5.

d
e (tgh z) = sech? z

d d (senhz
= (tehzg) = — [ =2/~
7, (teh) ( )

dx \ coshx
d d
—senhx | coshz —senhx | — coshx
~ \dz dxr
cosh? x
_ cosh? z — senh? 2
cosh? z

B 1

cosh? z

@ Teorema 5. : Derivadas das Funcoes Hiperbolicas

O —senhz = coshz
dz
d
0 —coshz =senhx
dz
d
] d—tghx =1—tgh®’z = sech®z = 1/ cosh®
7
d
O d—cothaz =1—coth?z = —csch®z = —1/senh®z
o

d
0O — sech x = —tghx sech z
dx

senh (z)

Figura 4.6
S Grafico da funcao

senh(x).
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] i csch x = — cothx csch z
dx

Exemplo 4.7 Calcule a derivada de tgh 22.

Solucao Usando a Regra da Cadeia, temos:

d
e tgh 2?2 = sech?(2?) - 2z

@ Teorema 5. : Derivadas das Funcoes Hiperbolicas
Inversas
d 1
0 — arsinh z = ——
2 +1
1
0O — arcosh 1 = ——
2 —1
O tanh 1
— artann r =
dx 1— 22
O e arcoth z = 122
O h 1
— arsecn r = ———
V1 — 22
. 1
— arccosec r = —
dx |z| V1 + 22

Demonstracdo. [« |Afuncao z € R
y=senh 'z < z =senhy

Derivando implicitamente

j—z = coshy
dy 1
dr coshy
S S
Vsenh®y + 1
_ 1
CVa?+1

Acima usamos que para todo x € R temos que coshy > 1. E assim

coshy = v/senh? y + 1.

y = coth™ z & 2 cothy
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Funcoes de uma Variavel & Topicos em Diferenciacao, Derivada de Ordem Superior

% = —csch?y
dy -1
dr  csch?y
B -1
B coth?y — 1
-1
21

Derivada de Ordem Superior

Seja f uma funcao diferenciavel em A. A funcao f' : A — R ou sim-
plesmente f’ é dita derivada de f ou derivada primeira de f. De modo
analogo, podemos definir a derivada de f’ que sera chamada derivada
segunda de f. Neste caso,

f'(x+h) = f'(x)

N/ T
() (@) = lim :
e escrevemos f” = (f’)’, quando o limite existir. Também podemos
escrever
f(2) — f”-
A derivada terceira de f € a derivada da derivada segunda da f, escre-
veremos
f(3) ou f///

Para n € N*, a derivada n-ésima de f sera denotada por (™ quando
esta existir. Alternativamente, podemos escrever

eof _d (dy\ o &f_d (df
dz?2  dz \dz dz?2  dz \dzx
para denotar a derivada segunda, f”, de y = f(z). Analogamente, usa-

mos
AN |
dx3 dx3

para denotar a derivada de terceira, f"”/, dey = f(x), e assim por diante.

Exemplo 41 Calcule as 4 primeiras derivadas de f(x) = 2% + 222 + = —
3/x.

Solucdo  Como f(z) = 23 + 222 + = — 3/x,
4 2 3
fllz)=32"+4r +1+ —
X

6

f”(l’) = 61""4_ E

18
(@) =6+ Py
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f””(:c) _ _L?

T

Exemplo 4.2 Se f(x) =sen(z) + e* 4 1. Logo,
d*f

pr cos(z) + €”.

Exemplo 4.3 Calcule sen®®

Solucao  Comegaremos calculando as primeiras derivadas:

sen’ x = cosx

sen” x = —senx
sen”' r = —cosx
sen® 2 = sen
Ou seja, a derivada de ordem 4 de senz € sen(z). "

1 -
Exemplo 4.4 Mostre que se f(z) = — entdo f(™(z) =
x
Exemplo 4.5 A posicao de uma particula é dada pela equacao s(t) =
5t3 — 6t2 + 9t. Encontre a velocidade e a aceleracao no instante t = 2.

Solucao A velocidade é dada por:
v(t) = &' (t) = 15t2 — 12t + 9

e a aceleragao

No instante t = 2s temos:
v(2) =60 — 24 +9 =45

a(2) =48

Aproximacoes Lineares e Di-

ferencial

As vezes precisamos de uma estimativa rapida e simples da variacao
em f(z) provocada por uma variagao em z. Isto é gostariamos de cal-
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cular o incremento
Ay := f(x 4+ Az) — f(x)

provocado pelo incremento na variavel x + Ax. Para esse fim utilizare- /
mos o fato geométrico que uma curva se aproxima de sua reta tangente P+ Ax)
na vizinhanca do ponto de tangéncia. Assim, para aproximar uma fun- 1
cao y = f(x) quando x esta proximo de p, usamos a reta tangente ao

grafico de f no ponto (p, f(p)), cuja equagao & f() K
y=f(p)+ f(p)(z—p)
e assim temos a aproximacao . : N
' x "+ AT

f@) =~ f(p) + f'(p)(z — p)
denominada aproximacao linear de f em p. A funcao linear L(z) =

f(p) + f'(p)(x — p) € chamada de linearizacao de f em p.

Exemplo 41 Aproxime /3,95 e v/4,02 utilizando a aproximacao linear
da funcao f(z) = V.

Solucao  Comegaremos determinando a equagao da reta tangente
1 - P
em p =4. como f'(x) = —=, a equacao da reta tangente e dada por

2z’
Lx)=f4)+ f(4)(x —4) =2+ i(m —4).
Agora,

V3,95~ L(3,95) =1.9875 e /4,02~ L(4,02) = 2.005.

Utilizando uma calculadora temos que /3,95 ~ 1.98746 e /4,02 =~
2.00499 =
A notacao de incremento pode ser usada na definicao da derivada de

uma funcao.

Fle) — t T AT~ F @)

A—0 Ax A0 Az

Desse modo, temos que
A
A—zm "(z) se Az=0.

Podemos rescrever a expresséo anterior como:

Ay =~ f'(z)Ar se Az =0.
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@ Definicao 7.

Seja y = f(x) uma funcao diferenciavel e deixe Az ser o incre-
mento de x.

O Adiferencial dx da variavel independente é definida como
dz = Ax

O A diferencial dy da da variavel independente é definida

como
dy = f'(z)Az = f'(z) d
f
flz + dx) /
i
Ay dy =tg adx = f'(z)dx
f(x) !
dz
'\' a
7 x T +dx
Figura 4.7

Aproximacao Linear e Diferencial

Para interpretar geometricamente a diferencial, considere a Figura 4.7.
Seja dz = Az avariagao em xz e Ay = f(z + dz) — f(x) a variacao
em y. Sabemos que f'(x) é o coeficiente angular da reta tangente ao
grafico de f no ponto (z, f(x)). Portanto dy representa a variagao da
reta tangente, enquanto Ay representa a variagao da funcao y = f(x)
quando z varia por uma quantidade dz.

Observacao 3. Quando dx for suficientemente pequeno, dy ira se apro-
ximar de Ay = f(x + dx) — f(x) no seguinte sentido
Ay — dy
dzx
Este fato implica que o erro cometido ao aproximarmos Ay por dy é

— 0, quando dxz — 0.

pequeno quando comparado a dz. Portanto
Ay~ dy

para dx suficientemente pequeno. Finalmente a aproximacao linear
pode ser escrita na notagdo de diferenciais como

flp+ dz) = f(p) + dy.
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Exemplo 4.4 Uma tigela tem o formato de uma semiesfera de raio

10cm e é preenchida com agua até a altura de x cm. O volume de agua
na esfera é dado por

V= §(30m2 — %)
Suponha que vocé meca a altura da agua como 5¢cm com um erro ma-
ximo de 0,1cm. Estime o erro maximo no volume calculado de agua na
tigela.

Solucao  Deixe z* denotar a altura real da agua. Queremos calcu-
lar a diferenca AV = V(z*) — V(5) entre o volume real V(z*) Nao
conhecemos o valor real de x* mas conhecemos que Az = x — 5 sa-
tisfaz |Az| < 0,1. Também conhecemos que V'(z) = %(603: —323) =
7(20x — 22). Logo usando aproximacao linear temos que:

AV = dV = V'(5)Ax
temos AV ~ 75 Ax e assim
AV ~ £23,56

Assim o volume calculado com z = 5 & V(5) ~ 654cm?, com erro de
+23, 56. n

Exemplo 4.5 O raio de uma esfera tem 21 cm, com um erro de medida

possivel de no maximo 0,05 cm. Qual é o erro maximo cometido ao

usar esse valor de raio para computar o volume da esfera? Se o raio
4 2140.05
da esfera for r, entao seu volume é V = §7TT3' Denotamos o erro na

medida do raio por dr = Ar. O erro correspondente no calculo do
volume & AV que pode ser aproximado pela diferencial dV = 4mr2dr.
Quando r = 21 e dr = 0,05, temos dV = 472120, 05 ~ 277. Logo 0 erro
maximo no volume calculado sera de aproximadamente 277cm3.

Exemplo 4.6

O Utilizando aproximacao linear encontre uma formula aproximada
para o volume de uma casca cilindrica de altura A, raio interno r
e grossura t.

O Qual o erro envolvido ao usar essa formula?

Solugao Queremos determinar o volume contido entre o cilindro
deraioreocilindro externo de raio r+Ar. O volume do cilindro interno
é dado por

V =nr?h
Se aumentarmos o raio r por um incremento de Ar, entao o volume
da casca é dado por AV. Usando aproximacao linear:

AV = 2nrhAr
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e logo

AV = 2rrhAr

O volume exato da casca cilindrica é dado por:

AV = 7(r + Ar)?*h — 7r?h

que simplificando fica

AV = 2rrhAr + wh(Ar)?

Fazendo a diferenca entre as duas formulas do volume temos que o

erro E é dado por:

E = nth(Ar)?

E logotemos que o erro é pequeno se Ar for suficientemente pequeno.

Exercicios

EX. 420 — Mostre que a lineari-
zacao de f(z) = (1 + x)Fema =
0L(z) =1+ ka.

EX. 421 — Dados f(z) = Jz e

x9 = 8,7, escolha um valor in-
teiro proximo a zo tal que f(zo) e
f'(z0) sejam faceis de calcular, e
calcule uma linearizagao da fun-
cao neste ponto.
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Capitulo

licacges de Derivadas

Neste capitulo vamos apresentar diversas aplicagdes do conceito de de-
rivada. Primeiramente, vamos entender quais informagoes a derivada
nos fornece sobre o grafico de fungdes. Utilizaremos essa informacao
para esbocar e compreender o grafico de funcoes. Também apresenta-
remos a utilizagao do cenceito de da derivada na solucao de problemas
de otimizacao.

Valores Extremos

Extremos Absolutos

@ Definicao 1.

SejamI c Refuncao f: I — R.

O Diremos que zp € I € um ponto de maximo global (ou
absoluto) de f, se f(z) < f(zo), para todo = € I. Neste
caso, diremos que f(zg) € maximo global.

O Diremos que zp € I @ um ponto de minimo global de f,
se f(z) > f(zo), para todo x € I. Neste caso, diremos que
f(zo) € minimo global.

0 Um ponto zp € I sera dito um ponto extremo global, se
2o for um ponto de maximo global ou um ponto de minimo
global.

Exemplo 5.2 Determine os extremos das seguintes funcoes analisando

seus graficos: [« | 2? z3 1/x \/%
x

Neste capitulo:

» Valores Extremos (p. 122)

» Teorema do Valor Médio (p.
130)

» Funcgdes Crescentes e
Decrescentes (p. 135)

» Concavidade (p. 138)

» A Regra de L'Hospital (p. 143)
» Assintotas (p. 152)

» Esboco de Curvas (p. 156)

» Problemas de Otimizacao (p.
162)

» Polinémio de Taylor (p. 168)

Ineimo global

Figura 5.1 .
. O ponto Aéum

ponto de minimo e D é um
ponto de maximo.
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\]

\]

Solucao A funcdo 2% possui um minimo em z = 0 e ndo possui
maximo;. | | A funcao z* ndo possui maximo e minimo. [« | A funcao
~ . P P ~ x . P
1/2 nao possui maximo e minimo. | «|A fun¢ao o pOSSui maximo
e minimo. "

Exemplo 5.3 Utilizando os graficos da Figura Determine os extremos

das seguintes funcoes nos intervalos especificados: 2?2 em [-1,2]

z? em (—1,2)

N

Figura 5.2 .
. Graficos de 22 em [~1,2] e (—1,2)
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Solucao Pelos graficos da Figura 5.2, temos que 0 maximo de
x? em [—1,2] ocorre em z = 2. O valor maximo que a funcdo atinge é
f(2) = 4. v Pelos graficos da Figura 5.2, temos a funcao z2 em (-1, 2)
nao possui maximo z = 2. Um modo de ver isso & por reducao ao
absurdo. Suponha que tivesse um maximo em a, que podemaos supor
maior que 0, se tomarmos valor b entre a e 2 a funcao sera maior em
b, pois a fungao é crescente em [0,2). O que levaria a um absurdo
e logo a funcao nao possui maximo. Porque esse argumento nao
funciona no item anterior? "

Extremos Relativos

@ Definicao 1.

Seja I um intervalo e f: I — R uma funcao.

O Diremos que zp € I € um ponto de maximo local de f, se
existir § > 0 tal que f(x) < f(=xg), paratodo z € (xg—0, 20+
d) N I. Neste caso, diremos que f(zg) € um maximo local.

O Diremos que xo € I € um ponto de minimo local de f, se
existir & > 0 tal que f(x) > f(xo), paratodo z € (zg—9,xo+
d) N I. Neste caso, diremos que f(zo) € minimo local.

O Um ponto zy € I sera dito um ponto extremo local, se
xo for um ponto de maximo local ou um ponto de minimo

local.

A funcao f possui maximos relati-
VOS N0S pontos a e ¢ € minimos re-

lativos nos pontos b e d. Observe
(b, £ (b)) que f(d) > f(a), ou seja, o valor
de uma funcao em um minimo re-

Figura 5.3 lativo pode ser maior que o valor
Extremos

) num maximo relativo.
relativos

O objetivo desta secao é utilizar a diferenciabilidade para localizar os
valores extremais da funcao.

@ Teorema 1. : Teorema de Fermat
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Se f é uma funcao definida no intervalo aberto (a,b) e z &€ um
ponto extremo de f em (a,b) entdo ou f nao é diferenciavel em
zou f'(z) =0.

Demonstracdo. Suponha que f é diferenciavel em zg e que zp € um
maximo local (uma prova similar pode ser feita quando o € um minimo
local). Entao 34 > 0 tal que (zg — §,70 + &) C (a,b) e tal que f(zg) >
f(z)Vz para todo x satisfazendo |z — z¢| < ¢. Logo, para qualquer
h € (0,0) temos que:

f(zo +h) — f(20)

h

Tomando o limite h — 0 temos que f’(zo) < 0. Por outro lado para
h € (—6,0) temos que

<0.

f(xo +h) — f(20) >0
A >
Novamente, tomando o limite h — 0 temos que f’(z¢o) > 0 Logo
J'(x0) = 0. [ |

Observacao 6. A reciproca ndo é necessariamente verdadeira. Seja
f(x) = 23 que esta definida em todo = € R. Logo f'(z) = 3z2. Portanto
f/(0) = 0. Porém 0 ndo é um ponto nem de maximo nem de minimo
para a fungdo f em qualquer intervalo (a,b) que contenha o 0.

@ Definicao 1.

O ponto p € Dom f € um ponto critico de f se f/(p) = 0 ou se a
derivada de f no ponto p nao existir. Neste caso, o valor f(p) é
chamado valor critico da funcao f.

Note que é necessario que exista f(p), a fim de p ser um ponto critico.
Este € um ponto importante, e muitas vezes esquecido.

Exemplo 5.8 Determine os pontos criticos da fungao y = 3z +2 cos(3x).

Solucao A derivada é dada por
Yy =3 — 6sen 3z
Os pontos criticos ocorrem quando
1
sen 3x = 3
Ou seja, quando
™

3x:g+27rk 3x:5%+27rk kel
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Ou seja quando

T 2k 57 2wk
= — _— = — _— Z
T 18_+ 3 3x 13 3 ke

Exemplo 5.9 Determine os pontos criticos da funcao g(z) = = —2'/3.

Solucao  Derivando temos que ¢'(x) = 1—1/32=2/3. 0Ou seja, ¢'(x) =

1
1-— .
3v/x2

Simplificando, temos:

() = 1 1 3vVr2 -1
xTr) = —_ =
g 3Vz2 3V/22

e assim os pontos criticos sao:

1 1
xr = — er=——
3V3 3v/3
|
1
Exemplo 5.0 Determine 0s pontos criticos da funcao f@) =z —23
22 +1
g(x)_xQ—x—G. L/
Solucao "

Extremos em Intervalos Fechados

O Teorema de Weierstrass 51.3 afirma que uma funcao continua em
um intervalo fechado atinge valor maximo e um minimo global, mas
nao diz como encontrar esses valores extremos. Notemos que o valor
extremo ou ocorre num ponto critico ou ocorre em um extremo do
intervalo.

Teorema 1. : Teorema de Weierstrass ou do Valor
Extremo
Se f for continua em continua em um intervalo fechado entao f
atinge valor maximo e um minimo global nesse intervalo. Dito de

outra maneira se f for continua em [a, b], entao existirao xy, zs €
[a, b] tais que

f(z1) < f(z) < f(z2), paratodo z € [a,b].

Reunindo o Teorema de Weierstrass e o Teorema de Fermat, chegamos
ao seguinte
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@ Teorema 1.

Se f é continua no intervalo fechado e limitado [a, b], entao f tem
pontos de maximo e de minimo em [a, b]. Mais ainda, 0s Unicos
possiveis pontos extremais da funcao f sao:

pontos criticos de f;

0s extremos do intervalo fechado [a, b], isto € a ou b.

a To b a To b
o UM maximo interior, o UM maximo interior,
f(xo) =0. f'(x0) nao existe.
Sem pontos de minimo interior. Sem pontos de minimo interior.

——T—
a T T2 b

21, T2 MINiIMOS,
f'(x1), f(z2) = 0.

Sem pontos de maximo interior.

Figura 5.4 ) ) )
Os extremos no interior do intervalo devem ocorrer nos

pontos onde f’ & zero ou nao existe.
Exemplo 513 Ache os extremos de f(x) = 3z* — 42® — 8 em [-1,2].

Solucao  Como f é diferenciavel, os pontos criticos ocorrem quando
f'(z) = 0. Calculando a derivada temos:

f'(x) = 1223 — 1227
resolvendo
122° — 1222 = 0
temos que a derivada se anula em z = 0 e x = 1. Logo os candidatos a
pontos de extremos sao —1,0, 1, 2. Calculando o valor da funcao nesses

10 A

P

—~10 A

3)

“y
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pontos temos:

=1
f(0)=-38
1) =-9
f(2)=8
Logo, z = 2 € 0 ponto de maximo e x = 1 & o ponto de minimo. "

Exemplo 514 Um fazendeiro deseja construir um curral e possui 500m

de cerca linear. O local onde deseja construir o curral faz divisa com um
edificio e assim nao sera necessario qualquer cerca neste lado. Quais
sao as dimensoes do curral que vai encerrar a maior area.

Exemplo 515 Determine a razao entre a altura e o diametro da base

do cilindro de volume maximo que pode ser inscrito numa esfera de
raio R.

Solucao O volume do cilindro é dado por
V =nr?h
e por Pitagoras temos a seguinte relagao entre o raio e a altura:

r*+(h/2)* = R?

Logo a expressao do volume em funcao da altura é
V(h) = h(R* — (h/2)?) = —((h®r)/4) + hn R?

Como o cilindro esta contido na esfera, temos que os valores de h es-
tao no intervalo [0, R]. Assim, temos um problema de extremos em um
intervalo fechado, e consequentemente temos a existéncia de um ma-
ximo. Esse maximo ocorrera ou nos pontos extremos do intervalo ou
nos pontos criticos. Como V' (h) é diferenciavel, os pontos criticos sao
0s pontos de derivada iguais a 0. Derivando

V/(h) = —((h*m)/2) + m(—(h*/4) + R?)

Resolvendo V’(h) = 0 temos:

2R
h=—"—
V3
Como
r* +(h/2)? = R?
temos que
2
T = gR
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e assim

Exercicios

Ex. 51— Suponha que f seja
uma funcao continua no inter-
valo [a, b]

1. f possui maximos e mini-
mos globais nesse inter-
valo? Justifique?

2. Como podemos encontrar
esses pontos?

Ex. 5.2 — Encontre os valores
maximos e minimos absolutos
de f no intervalo dado:

1. flz) = i;ljr‘l‘ no intervalo
[_474]

2. f(z) = xv/4 — 22 no inter-

valo [—1, 2]
3. xe~* no intervalo [0, 2]

4. ) o intervalo [1, 3]

x

Ex.5.3— Prove que a funcao
f(z) =2 + 251 + 2+ 1 ndo tem
maximos nem minimos locais.

Ex. 5.4 — Encontre os valores
maximos e minimos globais de
f nointervalo dado:

1. f(z) =2* —42% + 2 noin-
tervalo [—3,2]

N

g(z) = Zi7 no intervalo
(1,2]

h(x) = V9 — 2 no inter-
valo [—1, 2]

f(t) = sen(t) + cos(t) no
intervalo [0, /3]

f(z) =z—31In(z) nointer-
valo [1,4]

h(t) =1n(t)/t no intervalo

Ex. 5.5 — Suponha que f seja
uma fungao continua no inter-
valo (a,b)

1.

Diga algumas condicoes
para que f possua maxi-
mos e minimos globais
nesse intervalo? Justifi-
que’?

Ex. 5.6 — Encontre os valores

maximos e minimos globais de f

(se existirem) no intervalo dado:

1.

2.

f(z) =1+ L nointervalo
(0, 00)

g(x) = V94 z2 no inter-

valo (—oo, )

129/340



Funcoes de uma Variavel & Aplicacoes de Derivadas, Teorema do Valor Médio

3. h(z) = 2% — 722 +2noin- Ex. 5.7 — Encontre o ponto da hi-
tervalo (—oo, ) pérbole y?—2% = 4 que esta mais
proximo do ponto (2,0).
4. k(x) = In(x) — x no inter-
valo (0, 00) Ex.5.8 — Encontre a area do
maior retangulo que pode ser

_ 2 o
5. m(z) = 1/(x — %) no in inscrito na elipse 22 /a%+y2/b% =
tervalo (0,1) 1

Teorema do Valor Méedio

Sabemos que a derivada de uma funcao constante é zero. Pergunta-
se se uma fungao cuja derivada seja sempre zero € constante. Ou, em
outras palavras, se um corpo tem velocidade instantanea zero no inter-
valo de tempo dado por um intervalo, este encontra-se em repouso?
Para responder perguntas deste tipo devemos aprender a extrair infor-
macao de uma funcao a partir da informacgao dada pela derivada da
funcao. Informalmente, devemos utilizar a informacao que a derivada
nos da sobre o comportamento local da funcao para extrair informacao
sobre o comportamento global desta. O objetivo desta secao é, dada
uma funcao f : [a,b] — R, encontrar condigoes sob as quais exista um
ponto ¢ € (a,b) tal que

b) — f(a
P = 10=S@
Intuitivamente, a equacao acima nos diz que existe um instante de
tempo ¢ no qual a velocidade instantanea de um objeto (informacao
local) é igual a velocidade média do objeto no intervalo de tempo [a, b]
(informacado global). Como veremos muitos dos resultados deste ca-
pitulo dependem desse fato central, que & denominado Teorema do
Valor Médio. Comecaremos com um caso especial do Teorema do Valor
Médio conhecido como teorema de Rolle.

Teorema 2. : Teorema de Rolle

Seja f uma fungao continua no intervalo fechado [a, b], diferen-
ciavel no intervalo aberto (a,b) tal que f(a) = f(b). Entao, existe
c € (a,b) tal que f’(c) = 0.

Demonstragdo. Como f € continua em [a, b, temos que f atinge um
maximo M em z; € [a,b] € um minimos m, em algum zs € [a,b]. Su-
ponha z; e s sao ambos pontos finais de [a,b]. Como f (a) = f(b)
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Figura 5.
g 22 Teorema de Rolle

temos que e m = M e assim f é constante em [a,b]. Consequente-
mente f'(z;) = 0 para todo x; € (a,b). Suponha z; nao &€ um ponto
final de [a,b]. Entao z; € (a,b) e f tem um maximo local em z; . E 0
resultado segue a partir do fato que a derivada num ponto de maximo
ou minimo é zero. Da mesma forma, suponha x3 nao € um ponto final
de [a,b]. Entao z2 € (a,b) e f tem um minimo local em z5. E 0 resultado
segue a partir do fato que a derivada num ponto de maximo ou minimo
é zero. [ |

Exemplo 5.2 Mostre que 23 —x possui uma raizem [—1, 1].

@ Teorema 2. : Teorema do Valor Médio

. Seja f uma funcao continua no intervalo fechado [a,b] e dife-
renciavel no intervalo aberto (a, b). Entao, existe ¢ € (a,b) tal que

f(b) — f(a)

/ _

f (C) - b_ a .

(e f (C)I) U= F(©)+ () — o)
(b 1)
(a7f(a)) : tg(a)— f(bsz(a) —fl(C)

] —a
. b

7=

Figura 5.6 -
Teorema do Valor Médio
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Demonstracdo. A equagao da reta que passa pelos pontos (a, f(a)) €
(b, (b)) é dada por

Comegamos observando que h(z) é continua em [a, b] pois é soma da
funcao continua f e um polindmio de grau 1. Analogamente, temos
que a funcao h(x) é diferenciavel em (a,b). Finalmente é imediato da
definicao de h que h(a) = h(b) = 0. Logo, pelo teorema de Rolle existe
¢ € (a,b) tal que h'(c) = 0. Portanto,

Teorema 2. : Teorema do Valor Médio de Cauchy

Sejam f e g funcoes continuas no intervalo fechado [a,b] e di-
ferenciaveis no intervalo aberto (a,b). Entao, existe ¢ € (a,b) tal
que

Demonstracao. O resultado pode ser demonstrado utilizando o Teo-
rema do Valor Médio para a funcao

E observando que

h(a) =[f(b) — f(a)lg(a) — [9(b) — g(a)] f(a)
=f(b)g(a) — g(b) f(a)
=[f(b) — f(a)lg(b) — [g(b) — g(a)] f(b)
=h(b)

e assim h/(¢) = 0 para algum ponto ¢ € (a, b). Diferenciando h o resul-
tado segue.. |

* Teorema do Valor Médio de Cau-

chy Generalizado
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Teorema 2. : Teorema do Valor Médio de Cauchy
Generalizado
Sejam f e g funcoes definidas num intervalo fechado [a,b] que
sao n-vezes diferenciaveis em (a,b) e cujas primeiras n — 1 deri-
vadas sao continuas em [a, b]. Suponha ¢ € [a, b]. Entao para cada
x # cin [a,b] existe 21 no intervalo c e x; tal que

Demonstracao. Por simplicidade assumiremos ¢ < be z > ¢. Com x
fixo considere

Zf(k x—t
()
+ng

para cada ¢ € [¢, z]. Entao f e g sao continuas em [c, z] e derivaveis em
(c,z). Pelo Teorema do Valor Médio

:zrft

F'(21)[G(x) = G(o)] = G'(21)[F(x) — F(c)]
para z; € (¢, ). Logo
Fl(a1)lg(x) — G(o)] = G'(z1)[f (x) — F(0)]
pois F(x) = f(z), G(z) = g(x). Simplificando os termos de sinais opos-

tos temos que
xr — t)n_l

P )
Ft)= =g /0
pon ="
a0 ==y e™w
que fornece a formula desejada quando ¢t = x;. |

Consequéncias do Teorema do

Valor Médio

@ Teorema 2.

Se f'(z) = 0 paratodo z € (a,b), entao f é constante no intervalo
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(a,b).

Demonstracdo. Sejam zy e x2 € (a,b), cOM x7 < x3. Como f/(z) = 0
em (a,b) temos que f é continua no intervalo [z, 5] e diferenciavel
em (x1,x2). Aplicando o Teorema do Valor Médio, temos que existe ¢ €
(z1,22) tal que

f(x2) — f(x1) = f'(c)(z2 — x1)

Como f’(z) = 0 para todo z, temos que f/'(c) = 0 e assim

f(z2) = f(z1)

O teorema acima responde de forma explicita e positiva a pergunta
feita ao comeco desta se¢ao: um corpo cuja velocidade instantanea é
zero no intervalo de tempo dado encontra-se em repouso.

@ Corolario 2.

Sejam f e g funcoes continuas no intervalo fechado [a, b] e dife-
renciaveis no intervalo aberto (a,b) tal que f'(z) = ¢'(z) para
todo z € (a,b). Entao, existe K € R tal que

flz) =g(x) + K

para todo z € [a, b].

Demonstracdo. Considere a fungao F(x) = f(z) — g(x). Entao F'(z) =
f'(z) — ¢'(x) = 0 para todo z em (a,b). E logo f — g é constante. |

No corolario acima, € fundamental que o dominio de f seja um inter-

valo para que o resultado seja valido. Um contra-exemplo é a funcao

flz) = % pois f/(z) = 0 em todo ponto do dominio mas a fungao f
X

nao é constante. Isso ocorre pois o dominio de f nao & um intervalo.

Exemplo 5.8 Mostre que arcsenx + arccos x = /2.

Solucao  Calculando a derivada de arcsen z + arccos x temos:

1 1
Vi—z2 J1-—22

Logo

arcsen x + arccosx = K

emx = 0temos

arcsen 0 + arccos0 = K
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elogoK:g. m

Funcoes  Crescentes e

Decrescentes

Definicao 3.

Uma funcao f é crescente no intervalo dado I se para quaisquer
par a,b € I com a < btem-se que f(a) < f(b). A fungao f é
decrescente em I se para quaisquer a,b € I com a < b tem-se

que f(a) > f(b).

0 seguinte resultado nos da um critério utilizando o sinal da derivada
da funcao para determinar os intervalos de crescimento e decresci-
mento desta.

Proposicao 3.

Seja f: D — Resejal C Dum intervalo.Se f/(x) > 0 para todo
x € I, entao f é crescente em I. Por outro lado, se f’(z) < 0 para
todo x € I, entao f é decrescente em 1.

Demonstragdo. Aplicando o Teorema do Valor Médio a f em [z, xs],
existe um ¢ € (z1,x2) tal que

f(x2) = f(x1) = f'(c)(x2 — x1).

Como f’(¢) > 0 e xg—x1 > 0 devemos ter que f(xz2)— f(x1) > 00U seja,
f(z1) < f(xq). Logo f € crescente. A prova do outro caso € analoga. W

. . 1, 3
Exemplo 5.3 Determine os pontos para 0s quais f(x) = §z3 — 5;1:2 +

2x — 1 é crescente e decrescente. Utilizando essa informacao esboce o
grafico.

- . 1 3 ~
Solucao  Seja f(z) = §x3—§$2—|—2x—1, entdo f'(r) =22 —3z+2 =
(z — 1)(z — 2). Como f’ e positiva em (—o0,1) U (2,00) e f’ € negativa
em (1,2) podemos concluir pelo corolario anterior que a funcao f é

crescente em (—oo,1) U (2, 00)

decrescente em (1,2).
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Exemplo 5.4 Determine os pontos para os quais f(z) = — 1 é cres-
22 _

cente e decrescente.

Solucao A fungao nao esta definida emz = —1 e x = 1 A derivada

de f é: )
’ N pi
f (‘T) - (xg _ 1)4

Como o denominador & sempre positivo, e 0 numerador é positivo em
(0,00). Assim a derivada é positiva (0,00). De modo similar, podemos
concluir que a derivada é negativa em (—oo,0). Ou seja:

1| crescente em (0, 00)

decrescente em (—o0,0).

Teste da derivada primeira para a
determinacao de maximos e mini-

MOS

Utilizando apenas a informacao da derivada primeira é possivel deter-
minar se um determinado ponto critico de uma funcao f é:

O um ponto de maximo local,
O um ponto de minimo local

O nem ponto de maximo nem ponto de minimo local.

@ Teorema 3.

Seja f : I — R uma funcao diferenciavel e seja z € I um ponto
critico de f.Entao,

Se f/ > 0nointervalo (z—e,x) a esquerdadexz ese f/ <0
no intervalo (z,z +¢) a direita de z, entao = € um ponto de
maximo local.

Se f < 0nointervalo (z —e,z) a esquerdadexz ese f' >0
no intervalo (x,z +¢) a direita de z, entao z € um ponto de
minimo local.
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Se f’tem o mesmo sinal no intervalo (z — €, z) a esquerda
de z e no intervalo (z,z + €) a direita de =, entao = nao é
nem ponto de maximo nem ponto de minimo local.

Demonstragao. Vamos provar o a|.

Sejam z; e o em I e suponha que z; < x9. Agora, usando o Teorema
do Valor Médio em

[21, 2]
temos que existe um nimero ctal que z; < ¢ < x5 tal que
f(x2) = f(z1) = fc)(z2 — 21).
Como z1 < ¢ < x9 Sabemos que ¢ também deve estar em I, sabemos
que f(c) > 0 e também sabemos que x5 — 1 >0
Logo temos que

f(z2) — f(z1) > 0.

Reescrevndo a expressao anterior temos que f(z1) < f(z2) e assim,
por definicao f(z) deve ser crescente em I. |

Exemplo 5.6 Ache 0s maximos e minimos locais de f(x) = x'/3(8 — )

Exercicios

Ex. 5.9 — Prove que a funcao |1 Calcule o dominio de f

2x° 4+ 22 + 2x é crescente em to-

dos 0s pontos ‘2 Encontre os pontos e valo-

res criticos.
Ex. 510 — Determine 1os interva- ‘s Encontre os intervalos de
. nr . . .
los nos quais f(x) = — & cres- crescimento e decresci-
L xr
cente e nos quais é decrescente. mento.

4 Use o teste da primeira

Ex. 511 — Determine os interva- . .
derivada para dizer se 0s

los nos quais f(z) = e z%2/2 é . - B
q f(z) o / pontos criticos sao de ma-
crescente e nos quais é decres-

cente.

ximo ou minimo local ou ne-
nhuma dessas opcoes.

Ex. 512 — Nos exercicios a se-
guir uma funcdo é dada. Para 1 flz) =2*-3x+5

essa funcao
2. f(z) =cosx
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3 flo)=tge 10. f(z) = x2_3x+2

b f(z)=a®—522+ 7w —1 . f(x):%

5. fl)=22%—a2+ax—1 )

6. f(x)=at — 522 +4 IO s

7. flz) = x21+1 13. f(@:@

8. flz)=22+22—3 14 (f_(?ﬂ): senzcosz em

Concavidade

Uma funcao fé cdncava para cima no intervalo dado I se para quais-
quer par de pontos a,b € I, 0 segmento que conecta (a, f(a)) com
(b, f(b)) estiver acima do grafico de f. De modo analogo, uma funcao f
é dita concava para baixo no intervalo dado I se para quaisquer par de
pontos a,b € I, 0 segmento que conecta (a, f(a)) com (b, f(b)) estiver
abaixo do grafico de f. Mais formalmente,

@ Definicao 4.

Uma funcao f é dita concava para cima no intervalo I se para
quaisquer terna de pontos a,z,b € I com a < x < b temos que

f@) = fla) _ fb) — fla)

T—a b—a

Uma funcao f é cdncava para baixo no intervalo I se para quais-
quer terna de pontos a,z,b € I com a < x < b temos que

f@) =~ fla) _ fb) — fla)

r—a b—a

@ Teorema 4. : Teste da Concavidade

O Se f” > 0 no intervalo I, entdao f & cdncava para cima em
I

138/340



Funcoes de uma Variavel & Aplicacoes de Derivadas, Pontos de inflexdo

fltz + (1 —1t)y)

£(2) + (L - 0 F ()
‘ t (@) + (1 - )1 (1)

oF(tz + (1—t)y)

'
'
'

-

T tmr(l—ny ¥ T tzr(l—Dy ¥
Figura 5.7 Figura 5.8
Fun- -
¢ao concava cao concava para
cima

O Se f” < 0no intervalo I, entao f é cdncava em 1.

1‘2

Exemplo 5.3 Estude a concavidade de f(z) = e 2 eeshoceo grafico.

f’ > 0, crescente f' < 0, decrescente

f” < 0, c. baixo f” < 0, c. baixo

Solucao Comecamos calculando as duas primeiras derivadas

x? z? z?

f(x)=—ze 2 ef’(z)=(2—1)e 2.Comoe 2 >0 paratodo,
o sinal de f” é dado pelo sinal de 22 — 1. Portanto,

f/ < 0, decrescente f’ > 0, crescente
F!" > 0,c cima £ > 0,ccima

o f’(z) >0em (—oo,—1) e (1,400) = f & cOncava para cima em
(_OO,_]-) e (17+OO)7

o f’(z) <0em(—1,1) = f & cOncava para baixo em (—1,1).

Figura 5.9

Os quatro modos
= gue a concavidade interage com
o0 crescimento/decrescimento

Pontos de inflexao

Um ponto p € um ponto de inflexao de f se p € um ponto no qual a 15 ¢
concavidade da funcao muda.

@ Definicao 4.

10 +

f// <0
Seja f uma fungdo continua em p € Dy. Diremos que p € ponto ¢ babo
de inflexao de f se f & cOncava para baixo em (p —e,p) e f €
~ . _ ~ . t t + + x
concava para cima em (p,p+¢), ou se f é coOncava para cima em 1 2 3 4

(p—e¢,p) e f & cdncava para baixo em (p,p + €).

Figura 5.10 .
Pontos de Inflexao
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Teorema 4.

Seja f: I »>Rea,bceltalqueac (b,c)C I Seosinalde f”
em (b, a)for diferente do sinal de f”” em (a, ¢) entao a € um ponto
de inflexao de f.

Exemplo 5.6 Mostre que f(z) = z™ possui um ponto de inflexao na

origem se n for impar.

Teste da derivada segunda para a
determinacao de maximos e mi-
nimos

Se a funcao analisada for duas vezes diferenciaveis ha critérios bem
simples para a determinacao de maximos e minimos locais. Seja f :
I — R uma funcao dada.

Teorema 4.

Seja f uma funcao duas vezes diferenciavel com segunda deri-
vada continua num intervalo aberto contendo o ponto a e com
f'(a) = 0. Entao:

Se f"(a) < 0, entao f tem um ponto de maximo local em a.

Se f”(a) > 0, entao f tem um ponto de minimo local em q;

Demonstracdo. Vamos provar apenas o item [« A demonstragao do
item | » | & analoga.

Primeiro, uma vez que estamos assumindo que f(z) € continua em um
intervalo em torno de z = ¢, entao podemos assumir que f(c) < 0
em algum intervalo aberto, digamos (a,b) em torno de x = ¢, ou seja,
a<c<b

Agora seja z tal que a < x < ¢, vamos usar o Teorema do Valor Médio
em [z, ¢]. No entanto, em vez de usa-lo na propria fungao, vamos usa-lo
para a primeira derivada. Entao, o Teorema do Valor Médio nos diz que
existe um nimero z < d < ¢ de tal modo que,
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Agora, como a < z < d < ¢ sabemos que f(d) < 0 e também sabemos
que ¢ —x > 0 e assim obtemos que f(c¢) — f(z) < 0.

No entanto, também assumimos que f(c) = 0 e logo — f(x) < 0 e assim
f(z) > 0.

Ou, em outras palavras, a esquerda de z = ca funcao esta aumentando.

Vamos agora analisar o outro lado. Paraisso sejax talquec<xz <be
usando o Teorema do Valor Médio em [c, x] e para a primeira derivada
temos que existe um nimero ¢ < d < z de tal modo que,

f(@) = fle) = fld)(z —¢)

Agora, como ¢ < d < x < btemos que f(d) < 0 e também sabemos
que x —c¢ > 0 e assim,

fl) = fle) <0

Novamente, usando o fato que f(c) = 0 obtemos que f(x) < 0.
Assim a direita de x = ¢ a funcao esta diminuindo.

Entdo, a esquerda de z = cafuncao estaaumentando e a direitadexz =
c a funcao esta diminuindo, portanto, pelo teste da primeira derivada,
isso significa que x = ¢ deve ser um maximo relativo. |

Exemplo 5.8 Determine os pontos criticos da funcao f e classifique-os

(pontos maximo, minimo local) sendo

4

T —bx
f(x):Z—x3—2m2+3; o] f(z) = 2%,

Solugao Temos f'(z) = 23 — 322 — 4o = z(2? — 3z — 4).
Portanto, z = —1, 2 = 0 e x = 4 sa0 0s pontos criticos de f. Como
f"(-1) =5, f"(0) = —4 e f"(4) = 20 concluimos que 0 é ponto de
maximo e —1 e 4 sao pontos de minimo. | » |z = 0 & ponto de maximo

2 . .
ex:geponto de minimo. m

Exemplo 5.9 Seja a funcdo f(z) = (z —1)® + 1. Analise seus pontos

criticos.

Solucdo  Temos f(z) = 3(z—1); Logo, f/(z) = 0 < z = 1.
Ainda, f"(z) = 6(x—1) = 0 < z = 1. Assim, f’'(1) = f"(1) = 0 e,
neste caso, o critério falha. Devemos entao analisar a concavidade de
fnumavizinhangadopontox =1: f"(z) =6(z—1) >0z > 1
e f'(z) = 6(x—1) < 0 < =z < 1 portanto, a curva muda
de concavidade no ponto = x = 1 & um ponto de inflexao.
A funcao f nao tem pontos de maximo ou minimo locais
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e minimos

em R,uma vez que f'(z) = 3(91:—1)2 > 0 para =z # 1, 0 que
implica que f & monotona crescente. Se f estivesse definida

num intervalo fechado [a,?]

entao,

f teria um ponto de

minimo absoluto em z = a e um ponto de maximo absolutoem z = b.m

Exercicios

Ex. 513 — Esboce o grafico de
uma funcao f(x) que é:

1 Crescente, concava para
cima em (0, 1),
|2 crescente, concava para

baixo em (1,2),

'3 decrescente, concava para
baixo em (2,3) e

|4 crescente, concava para
baixo em (3,4).

Ex. 514 — Encontre os valores
de ctal que o grafico de

f(z) =2t 4223 + ca® + 22 + 2

seja concavo para cima em todos
0s pontos.

Ex. 515 — Mostre que a funcao
f(z) = x|z| tem um ponto de
inflexao em (0,0) mas que f”(0)
nao exista.

Ex. 516 — E possivel que uma
funcao seja crescente e concava
para cima em (0,00) com assin-

tota horizontal y = 17 Nesse
caso, dé um eshoco de tal fun-
cao.

Ex. 517 — E possivel que uma
funcao seja crescente e concava
para baixo em (0, 00) com assin-
tota horizontal y = 17 Nesse

caso, dé um esboco de tal fun-
cao.

Ex. 518 — Nas proximas ques-
toes determine os pontos de in-
flexao e os intervalos para 0s
quais as funcoes sao concavas
para cima e para baixo:

1. flz) =2 -22+1
2. f(x)=—a® =5 +7
3. flx)=a -z +1

4 f(zx) =22 —32% 4+ 92 +5

28

5. f(m):Z+§f2x+3

6. f(x) = —32*+82+ 62—
24x +2

7. f(x) = 2* — 42 + 62% —
dr +1

1
2 +1

x
2 —1

10. f(x) = senx + cosx ON

1. f(x) = 2%e”

12. f(z) =2*Inz
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13. f(z) = e 6. f(z) = —32*+82%+ 622 —
24z + 2

Ex. 519 — Nas proximas ques-

~ ~ . i — 4 4 3 6 2
toes uma funcao f(z) é dada. En- 7 fz) = z° + bz

. dr+1
contre 0s pontos criticos de f e v
use o Teste da Segunda Derivada, 8. f(x) 1
fx) = =
quando possivel, para determi- z?2+1
nar os extremos relativos. "
9 fla)=—5—
1. flz)=2%-22+1
10. f(z) = senx + cosx ON
2. f(z)=—2% 5247 (=7, )
3 fzx) =2 —z+1 1. f(x) = 2%e”
_ .2
4 3 —z2
13. =
5. f(e)= "+ % —20+3 3 Jl@)=e

A Regra de L'Hospital

Uma aplicacao do Teorema do valor médio generalizado permite-nos
simplificar o calculo de limites da forma

lim f@)

z—a g(x)

quando iifbf(x) = ii_}rrzg(x) =0.
Observacao 1. Comecamos observando que ndo é possivel aplicar a re-
gra do quociente para calcular este tipo de limite ja que o denominador
converge a 0 quando x tende a a.

Um resultado que permite em diversos casos simplificar o calculo des-
ses limites é conhecido como regra de L'Hopital e converte a forma
indeterminada dada em um limite envolvendo derivadas, que muitas
vezes & mais facil de calcular.

Teorema 5. : Regra de L'Hospital

Sejam f e g fungdes diferenciaveis no intervalo aberto (a,b) tal
que
lim f(z)=0e lim g(z)=0.

z—at z—at
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Suponha, também, que ¢'(z) # 0 para todo =z € (a,b). Se
f'(x)

- existe, entao
z—at g (.’E)

f(z

!
lim ——= = lim f(a:)
z—at g(x)  a—at ¢'(z)

~

Demonstragdo. A partir da diferenciabilidade de f e g o Teorema do Va-
lor Médio de Cauchy garante que para quaisquer dois pontos distintos
xeyem I existe um £ entre z e y tal que

fl@)—fly) _ 1)

9(x) —g(y) 9”&

Entao como f (a) = g (a) =0:

€ _ f=)
g g

0 £ depende de z e £ — a quando z — a. Aléem disso, € # a quando

I e(a..z):

x > a. E assim

ILH(;"' g/ (g) o r—at g/ (l’)

re_ . f e
]

Observagao 3. A regra de L'Hopital pode ser generalizada para os limi-
tesz —pT, v —p~,x — +o0 oU x — —oo. E para a indeterminacgao
da forma @, OU seja para o caso:
o0
lim f(z) = +oo = lim g(x)

Para aplicar a regra de L'Hospital no caso em que x — a, as funcoes
envolvidas devem ser diferenciaveis no intervalo aberto contendo o
ponto a (exceto, tal vez, no proprio ponto a). Isto sempre deve ser ve-
rificado!!

Aplicando a Regra de L' Hopital

Passo 1 Verifique que lim f(z)/g(x) € uma forma indeterminada
do tipo 0/0. Passo 2 Derive separadamente f e g. Passo 3 Encon-
tre o limite de f/(z)/¢'(x). Se esse limite for finito, +o00 ou —oo,
entdo ele é igual ao limite de f(x)/g(x).

17621

Exemplo 5.4 Calcule lim
x—0 x

Solucdo  Como lim 1 — e** =0 e lim = = 0 pela Regra de 'Hopital,
x—0 z—0

1— 2z 1— 2x)/ ) 2x
i 22 g L), 22y
z—0 x z—0 x z—0 1
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senx

Exemplo 5.5 Calcule lim
x—0 x€X

Solucao  Como lim senz = 0 e lim «# = 0 pela Regra de LU'Hopital,
x—0 z—0

I
. senx . sen . cosx
lim = lim ( ) = lim =1.
t—0 T x—0 x! z—0 1
n
24 9¢

Exemplo 5.6 Calcule lim L se existir.

z—0 sen ()

Solucao  Note que lirrbaz:2 + 2 = lin%)sen () = 0 e que as fungoes
xr—r r—r

envolvidas sao diferenciaveis em toda parte. Logo, podemos aplicar a

regra de L'Hospital.

22 4 2z . 2x+27

2530 sen (x) 230 cos (z)

1-— -
Exemplo 5.7 Calcule lim ﬂ se existir.

=0 xsen (r)
Solucao  Note que lim 1 — cos (x) = lim zsen (x) = 0 e que as fun-
z—0 z—0

coes envolvidas sao diferenciaveis em toda parte. Logo, podemos apli-
car a regra de L'Hospital.

I —cos(z) . sen ()

x—0 xsen (z) +50 sen () + wcos(x)

Note que lin%sen(:r) = lin}Jsen (z) + zcos(xz) = 0 e que as fungoes
T— T—

envolvidas sao diferenciaveis em toda parte. Logo, podemos aplicar a

regra de 'Hospital novamente.

sen () ) cos ()
im =
z—0 sen (x) + zcos(x) 20 2.cos(x) — zsen (z)

1
2

. 1-— 1

Portanto podemos concluir que lim M = —. ]
z—0 zsen () 2

1
1 — cos <)
Exemplo 5.8 Calcule lim 7 seexistir.

z—00 (1>
sen (| —
xr

- 1 1 - L
Solucao  Observe que 1—cos () e que sen (> sao diferenciaveis
xz x

paratodoz > 0 e que ambas fungdes convergem para 0 quando z — oo.

0.35f
0.30F
0.25}
0.20¢
0.15f
0.10¢
0.05f

1 —cos (I/x)

sen (1/x)

8 10
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Logo, temos que

1 1
1 — cos () " 2sen ()
. T . T
lim ———% = lim ——%
T—>00 1 Z—00 1
sen ( > 2 cos <>
T T
(1>
sen [ —
— lim —\%/
z—¥00 (1)
cos [ —
T
_sen (0)
~ cos (0)
=0.

Diferencas e Produtos Indetermi-

nados

No caso de produtos indeterminados utilizamos que fg = f/1/g para
transformar o produto em quociente. Essa estratégia é ilustrada nos
exemplos a seguir.

Exemplo 5.9
lim zlnz
z—0+
x Inx
Solucao 0.4}
1
lim zlnz = lim 2T 0.2}
z—0+ z—0+ 1/x
Utilizando L'Hopital temos 02 04 06 08 10 12 14
-0.2¢
Inz 1/x
zi>1(r)l+ 1/x _z—1>r(r)l+ —1/x2 -0.4f
.2
= lim —
z—0+ X
= lim —x=0
x—0+
|
Exemplo 510 =
lim xe®
r—r—00
Solucao
lim ze®” = lim
T——00 z——oc0 e~ 7T
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Utilizando 'Hopital temos

. T . 1
Iim — = lim =0
rz——oc0 ¢~ % r—+—o0 —e~ 7T

|
No caso de diferencas temos que manipular a expressao de modo a
converté-la num quociente ou num produto indeterminado:

Exemplo 511 Calcule

) ( 1 1 )
lim — =
z—0+ \ T sen x

Solucao
1 x?
Iim —(1-—
z—04 22 sen T
€ 2
. T
lim =0
z—0+ Sen x
|
Exemplo 512 Calcule
1
lim zsen —
T—r00 €T
Solucao
1 sen —
lim zsen — = lim Z
T—00 x Z—00 1/m
—z 2 cos —
= lim 3
T—r00 —xTr
= lim cos —
T—00 €T
o1
=cos | lim —
T—00 T
=1.

Poténcia Indeterminadas

Quando temos uma forma indeterminada que envolve uma poténcia,

ou seja formas indeterminadas da forma 0°, 1% e oo®, em geral a estra-

tégia a ser utilizada é aplicar o logaritmo natural: se lim In (f(a:)) =1L,
r—c

entdo lim f(z) = lim e®) = ¢ L
T—rC T—rC

1.0
0.8
0.6
0.4
0.2

\/ 0.5
-0.2

x sen(1/x)

1.0

1.5

2.0

25 3.0
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Exemplo 513

(1+1/%"
2.5¢
Solucao  Temos uma forma indeterminada do tipo 1°°. Seja f(z) = 2.0
(141/x)*. Desta forma queremos calcular ILm f(z). Comecaremos cal- st
culando lim In (f(2)). Lo
1\ * 0.5}
lim In (f(z)) = lim In <1 + > N
T—00 T—00 X 05 1.0 15 20 25 3.0
1
= lim zln <1 + >
T—r 00 €T
1
In (1 + )
= lim — %/
T—00 1/x
Como temos uma forma indeterminada 0/0, logo, aplicando a Regra de
L'Hopital:
1
(=1/22
Ty GV
= lim
oo (—1/27)
= lim ———
z—oo 14+ 1/x
=1.
Logo lim In (f(z)) = 1. Voltando ao limite original
r—r0o0
1 x
lim (1 + > = lim f(z) = lim e"U@) = ¢l —¢,
xr—00 X xT—00 xr—00
|
Exemplo 5.4
lim z”.
z—01
x)(
1.0
Solucao  Temos uma forma indeterminada do tipo 0°. Seja f(z) = 2®. 0_8\_/
Comecaremos calculando lim In (f(z)). 0.6
z—0t
0.4¢
Ilir(r)l+ In(f(z)) = wlirgh In (%) 0.2}
— hm thll‘ 012 0.‘4 0.‘6 0.‘8 1:0
x—0
. Inx
= lim
a—0t 1/x
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Como temos uma forma indeterminada —oo/o0, l0go, aplicando a Regra
de L'Hopital:

1/x
im
z—0+ —1/x2

= lim —x
z—0t

=0.

Logo lim In(f(x)) = 0. Voltando ao limite original

z—0t

lim 2% = lim f(z) = lim e®U@) =0 =1,
z—07F xz—07+ z—07+

Exemplo 515 Calcule

lim (z 4 3) 500 .

T—00

Solucao  Sey=(z+ S)ﬁ entao

2 2In(5z + 3)
1 :1 3 n) ) = ——————— %
vy =In((e+3)7) = =
2In(5 3
Agora calcularemos lim M Como lim 2In(bz +3) = cc €
T—00 ln X T—00
lim Inz = oo, temos um forma indeterminada "oo - 00”e podemos apli-
T—r00
car L'Hospital
lim 21n(5z + 3) _ im 2w
z—00 ]n(;r) z—=oco x + 3
|
Exemplo 516 Calcule
lim z°°"%.
z—0t

Solucao  Sey = "% entao

Iny = In(z*"%) =senzlnz.
Agora calcularemos lim senzlnz. Como lim senz = 0 e
z—0t . . z—0t .
lim Inz = oo, temos um forma indeterminada "0 - co”. Para aplicar a

z—0t
regra de L'Hospital, precisamos reescrever senxInz como uma fragao.

Poderiamos escrever

senx

1/lnz

senzlnxy =

ou
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Inx Inx
senzxlny = —— = .
1/senz  cscx

Vamos considerar a primeira opgao. Neste caso, aplicando a regra de
'Hospital, obteriamos

. . senx
lim senzlnz = lim
z—0t z—0t 1/1HQ]‘
CcoS &

= i)

li —z(Inz)? cos x).
IE&( z(Inx)* cos x)

Infelizmente, nao temos apenas outra expressao envolvendo a forma
indeterminada "0 - 00", mas 0 novo limite &€ ainda mais complicado de
avaliar do que aquele com o qual comecamos. Em vez disso, tentamos
a segunda opcao:

Inz Inz

senzlnz = ———= ——
1/senx  cscx,

e aplicando a regra de L'Hospital, obtemos

. . Inz
lim senzlnz = lim
z—0t z—0t CSC X
. 1/x
= lim #
z—0+t —cscx cotx
1

lm ———.
z—0+ T cscxcotx

COS T
Usando o fato de que cscx = e cotx = ——, podemos reescrever
N T sen T

_ . se
a expressao do lado direito como

lim ——— = lim -—tx}
z—0+ I COST z—0+ (—tgw)

(hm%nm>-<hm(—tgﬂ>=1~0:0
z—0t T z—0t

Concluimos que 1im+ Iny = 0. Portanto, como Inz € uma fungao conti-
x—0

—sen’z . [sen x
x

nua temos que In ( lim y> =0eassim
z—01

lim y = lim 2577 = ¢ = 1.
z—0*t z—0*t

Por isso,
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Exercicios

Ex. 5.20 — Calcule os seguintes
limites usando L'Hopital quando

possivel

1.

10.

1.

12.

13.

14.

15.

o 4a3 42243
hm —_—
rz——1 5+ 1

1,100 —1‘2—|—$— 1
x—1 .’E1273

tgx

1m
z—m/2 tg 5

. a
lim xsen —
xTr—r00 x

lim In(z) In(z — 1)

r—1

lim z'/*
xTr—r00

lim msen(:lc)
z—0t

3
i _5¢¢ (x)
=0 1 — cos(z)

. z \"
lim ( 5 )
z—oo \ 22 + 1

3

lim z3e %
xTr—r00

e~

lim zlnz
x—0+

) < 1 1 )
lim — -
z—=0+ \ T sen x

Ex. 5.21 — Calcule os seguintes

limites usando 'Hopital quando

possivel

10.

1.

12.

13.

1.

16.

17.

. 2242
Iim ——
x—1 x—1

I 2 +x—6

m-—-—

r—2 JC2 — 7I+ 10
sen x

lim
T—T X — T

senx — cos T
im —
z—7/4  cos(2x)

lim sen(bz)

z—0 €T

sen(2x)
im
z—=0 1+ 2

sen(2x)

50 sen(3z)

sen(ax)

250 sen(bx)

.oet—1
lim 5
rz—0+t X

lim 5
r—0t €T

lim ———-
e—0t 3 — 12

. X
lim —
r—oo et

lim
T—r0o0

lim

eIE
Jm o

. e
lim —
z—00 2T

lim —
z—00 3T

22 =522 43249
lim
z—3 3 — T2 + 152 — 9
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

1
Ex. 5.22 — 1. lim —e

2.

Uma assintota de uma curva é uma reta tal que a distancia entre a
curva e a reta tende a zero quando as coordenadas z ou y tendem ao

. 3 + 42? + 4z
lim
z——-2 3 + 722 + 162 + 12

. Inz
lim —
xr—r00 €T

In(2?

~—

lim
T —00 T

lim ze®
Tr—r—00

1/x
z—0t T

lim (14 2)/*

z—0t

lim (2z)*

z—0t

lim (2/z)*

z—0t

lim (senz)” Dica Teo-
r—0t

Assintotas

infinito.

@ Definicao 6.

A reta z = a € uma assintota vertical de uma funcao f se pelo

10.

11.

12.

13.

14,

15.

16.

17.

18.

19.

rema do Confronto.

li 1— 1—z

. 1/z
250

lim (1/z)*

r—00

li 1 1—x
A )

lim (14 z)Y/®

T—00

lim (14 z2)/®

r—00

lim tgxcosx
z—w/2

lim tgx sen(2x)
r—w/2

. 1 1
lim — —
z—1+tInx  x—1

. 5 T
1m 27—
z—=3t x4 —9 x—3

wl;rgomtg(l/x)

w

lim (Inx)
T—r 00 T

152/340



Funcoes de uma Variavel & Aplicacoes de Derivadas, Assintotas

menos uma das seguintes afirmacodes for verdadeira:

lim+ f(z) =00 lim f(z) = o0
lim+ f(z) = -0 lim f(z) = —o0

2

Exemplo 5.2 A reta x = 3 € assintota vertical de f(z) = 3

@ Definicao 6.

Aretay = L é chamada de assintota horizontal para uma funcao

fse
lim f(z)=1L ou lim f(z)=1L

r—+o0 T——00

2 —1

Exemplo 5.4 A retay = 1 é assintota horizontal de f(z) = T

@ Definicao 6.

Seja f: I — R uma funcao qualquer. Se existem a, b € R tais que

lim (f(z) — (axz+0b)) =0

Tr—r00

dizemos que a reta y(x) = ax+b € uma assintota inclinada a fun-
cao f.Se a = 0 dizemos que y(x) = b &€ uma assintota horizontal
a funcao f.

Como encontrar a e b?

O coeficiente a € dado pelo valor do seguinte limite, se existir.

a = lim —f(x)
Tr—r 00 €T
Uma vez encontrado .o valor’de a podemos utiliza-lo péra e-nc.ontrar Y rezrarare AP B |
o valor de b. O coeficiente b e dado pelo valor do seguinte limite, se 6

existir.
b= lim (f(z)—ax).

T—00

-1.5 -1.0 -0.5

Exemplo 5.6 Determine asassintotas de f(z) = v922 + z + 1 e esboce

o grafico.
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Solucao  Antes de calcular os limites, faremos algumas simplifica-
coes
1 1
f(x) |:L’| 9+ Z + 2

= - (51)

11
I+ -+ sex>0
= xlxl (5.2)
—“94‘*"‘72 sex <O0.
X X

Primeiramente observamos que lim f=) =3e lim f) = -3.
) r——+oco I r——00 I .
Assim a = 3 para x — +o0o € a = —2 para x — —oo. Determinemos
agora n.
1 1
lim [v922 o+ 13z = lim T -
@00 e=40 92+ +143z 6
1. .
Logo, y = 3z + 5 é assintota para x — +oco. Analogamente vemos que
1. .
y=—-3r — 5 e assintota para x — —oo. (]
.%'3

Exemplo 5.7 Determine as assintotas de = )
plo 5.7 fl@) = 1

Solucao  Como afuncao esta definida em todos os pontos, pois z2+1
nunca é 0, nao ha assintota vertical. Uma vez que liEItl f(z) = +oo,
Tr—r L0

nao ha assintotas horizontais. Fazendo a divisao de polindmios obte-

mos
(ts X
= — —,

2 +1 2 +1
entao

v 1 0

li —z= 1 =0.
x—lrfoo 2 4+1 t ac—l)I:?oo 2+ 1

Portanto, a reta y = = € uma assintota obliqua. "

Assintotas e Funcoes Racionais

Uma funcao racional

0O possui uma assintota horizontal se o grau de p(z) for menor ou
igual que o grau de g(z) pois nesse caso existem os limites
quando x — +oo0.

O possui uma assintota inclinada ou obliqua (ndo horizontal ou ver-
tical) ocorre se o grau de p(x) for exatamente 1 maior que o grau
de g(z). Para encontrar a equacgao da assintota inclinada, use a
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divisao de polindmios dividindo p(x) por ¢(z) para obter um quo-
ciente ax+b com um resto, r(x). A assintota inclinada ou obliqua
tera equacao y = ax + b.

0O pode possuir uma assintota vertical nos pontos onde ¢(x) = 0.

Exemplo 5.8 Encontre a assintota inclinada da seguinte funcao:

() 223 4 422 — 9
r)= ——F—F5
g 3—a2
Solucao Fazendo a divisao de polindmios
( 223 4 422 —9>;<—x2—|-3)——2910—44—M .
' B —x2+3
- 2$3 +6.’E T10 s
422 + 62 —9
— 4a? +12
6 +3
Dessa forma temos que
223 + 422 — 9 6z + 3
T 44—
3— a2 * * -3 —2?
6 3 . P
Como lim brts 0 temos, pela definicao de assintota que a
x—+oo 737;E2
assintota inclinada de g(z) é aretay = —2x — 4 "

Exemplo5.9 Encontre as assintotas (vertical, horizontal e/ou inclinada)
para a seguinte funcao:

3+ 1

z2 -9

fx) =

Solucao  As assintotas verticais podem ser encontradas igualando o
denominadorazeroz? -9 =0e logoxz = -3 0oux = 3.

30
Afuncao nao possui assintotas horizontais pois 0s graus do numerador k L_/_

€ maior que o do denominador. &N - ; W
-10]
Para calcular as assintotas inclinada fazemos a divisao de polindmios \

9z + 1
3 1)+(2—9)= e,
( . + . x+:ﬂ279 B

— 234+ 9z
9r +1
Dessa forma temos que

3 +1 9z +1
X
2 -9 2 -9

9 1 . P
Como lim 55; = 0 temos, pela definicao de assintota que a
z—too x4 — 9

assintota inclinada de g(z) €aretay == "
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Esboco de Curvas

Utilizando os conceitos e resultados obtidos ao longo das Gltimas se-
coes é possivel fazer um esboco do grafico de uma funcao que revelem
0s aspectos fundamentais das fun¢oes. A seguir apresentamos um ro-
teiro que nao pretende ser exaustivo. Isto €, o roteiro que apresenta-
MOS a seguir serve apenas como um guia ja que cada funcao apresenta
suas peculiaridades e seria inGtil tentar apresentar um algoritmo que
sirva para todas as fungoes.

Roteiro para a construcao de graficos

Encontrar o dominio Dom f.
Calcular os pontos de interseccao com 0s eixos.
Encontrar os pontos criticos e 0s valores criticos.

10 |

Determine, quando possivel, se f for par ou impar.
Determine intervalos de crescimento e decrescimento.
Encontre os maximos e minimos de f. _1/ : ; "
Determine intervalos de concavidade e convexidade.

Determine os pontos de inflexao.
Encontre as assintotas.
Faca o esboco do grafico de f.

O oo N o o &~ w N =

Y
@)

Observagao 1.

5
‘1| Conhecer as simetrias da funcdo, isto é, se a fungdo f é par ou /
impar ou periédica pode diminuir o trabalho a ser feito. : /
-1

Distinga entre pontos de maximos e minimos locais e globa’is.

Distinga entre assintotas inclinadas, horizontais e inclinadas.
D

Exemplo 5.2 Esboce o grafico de f(z) = 323 — 102 + 7o + 5. 10 |

Solucao 5
1 O dominio de f & todos os reais; isto & f(x) esta definida para ‘ / ‘ ‘ ‘
todo z. -1 / 1 2 3

Calculamos f(0) = 5. Nao calculamos as raizes pois € um polino- -5 |

mio de grau 3.
Para determinar os valores criticos de f calculamos f/(x) = 922 — i
. ra 5.11
20z +7. Usando a formula de Bhaskara temos que f/ se anula em: 'sura s Esboco do grafico
de f(x) =32% — 1022 + Tz + 5

204 ,/(—20)2 —4(9)(7) 1
- 2(9) )

<10j:v@?):¢:rz:0435,L787
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Para determinar os pontos de inflexao de f calculamos f”(z) =
18z — 20. E logo

f'(x)=0=2=10/9 ~ 1.111.

Nao existem assintotas verticais.

Para determinar o comportamento assintotico para valores gran-
des calcularemos os limites de z — +o0

lim f(z)=—-o00 lim f(z) = 0.

TrT——00 Tr—r00
Logo nao temos assintotas horizontais
Marcamos os valores x = (10 + +/37)/9 e z = 10/9 na reta real,

como na figura 512. Marcamos cada subintervalo no qual seja
crescente ou decrescente, concava para cima ou para baixo.

LS l
>0 f'<o f <o f>0 | l
ff<o I ff<o | f" >0 | ff<o | |
h | | | - l l
(10 —V37) F=1 1(10+V37) ‘ | A X
=~ 0.435 =~ 1.787 —4 —~ 2 1 4
Figura 5.12 i | |
reta real para a funcao f do Exemplo 2. ! !
NOs colocamos 0s pontos apropriados no eixo como mostrado (a)
na Figura 511(a) e conectamos os pontos com linhas retas. Na | y |
Figura 511(b) nds ajustamos essas linhas para demonstrar a con- o !
cavidade adequada. Nossa curva cruza o eixo y emy =5 e atra- i i
vessa a z eixo perto de x = —0.424. Na Figura 511(c) mostramos =/ ____ R N
um grafico de f desenhado com um programa de computador, . j N 4 X
verificando a precisao do nosso esboco. | 1
n L 1
(b)
2 y
- ¢ —x—2 I |
Exemplo 5.3 Esboce o grafico de f(z) = ———. 5T |
¢ —x—6 | |
soluggo A :,,,A 777777 N
| T — X
E Vamos determinar o dominio maximo de definicao, para isso bus- - 2\
camos 0s pontos para 0s quais nao podemos calcular f. Achamos ! !
queemz = —2 e x = 3, f(x) ndo esta definida . Logo o dominio | s | |
de fis Dom = {z # —2,3}. (©)
Para determinar os valores criticos de f, primeiro calculamos i
. igura 5.1
f/(x). Usando a regra do quociente temos T Esbogos do grafico
2 —x—2
- - de ==
f'(@) = el srid J@) ==

(22 +2-6)2 (v —3)%(z+2)2
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f'(z) = 0 quando = = 1/2, e f’ ndo esta definida quando =z =
—2,3. Como f' ndo esta definida somente quando f também nao
esta, estes nao sao valores criticos. O Unico valor critico é x = 1/2.

Para encontrar os possiveis pontos de inflexao, encontramos
f”(x), novamente utilizando a regra do quociente:

2422 — 24x + 56
@) =~

(x —3)3(x +2)3

Nos achamos que f”(z) nunca é o (igualando o numerador a
0 e resolvendo para x, encontramos que as Unicas raizes para
esta equacao quadratica sao imaginarias) e f” nao esta definida
quando x = —2,3. Assim concavidade possivelmente ira alterar
somenteemx =-2ez =3

As assintotas verticais de f estao em z = —2 e z = 3, 0S pontos
onde f nao esta definida.

a uma assintota horizontal de y = 1, pois lim f(z) = 1 e
r—r— 00

lim f(z)=1.
xr—ro0
Colocamos os valores ¢z = 1/2, x = —2 e x = 3 na reta real

como mostrado na Figura 514. Marcamos em cada intervalo
se f é crescente ou decrescente, concava para cima ou para

baixo. Desta forma vemos que f possui um maximo local em

x = 1/2; a concavidade muda apenas nas assintotas verticais.
£/ > 0 incr f' >0 incr f’ < 0 decr f’ < 0 decr
f” >0cup ‘ f"” < 0 c. down f” < 0 c. down ‘ f” >0cup
<+ ‘ ‘ >

-2 3

s ——

Figura 514
Reta real para f do Exemplo 3.

Colocamos os pontos apropriados no eixo como mostrado na
Figura 513(a) e conectamos os pontos com linhas retas. Na
Figura 513(b) nos ajustamos essas linhas para demonstrar a
concavidade adequada. Também mostramos que f intersepta o
gixoremz=—-lex =2

5(x — 2)(x + 1).

Exemplo 5.4 Esboce f(z) = 22 4+ 2z + 4

Solucao

Assumimos que o dominio de f é todos 0s nimeros reais e con-

sideramos as restricoes. As (nicas restricoes vém quando o de- Figura 5.5 .
_ ) Q. ¢ d o Esboco do grafico

nominador & 0, mas isso nunca ocorre. Portanto, o dominio de f 5(x — 2)(z + 1)

B p ) de f(z) =
é todos 0s nuUmeros reais R. @) 22+ 2x+4
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[~]

Nos determinamos os valores criticos de f igualando f/(z) =0e
resolvendo para x. Noés achamos

15x(z + 4)

(22 + 22 + 4)2 f'(z) =0 quando x = —4,0.

f'(@) =
Encontramos os possiveis pontos de inflexao, resolvendo f”(z) =
0 for z. Encontramos

3023 + 18022 — 240
(22 + 22+ 4)3

fw) = -

O polindmio clbico no numerador nao fatora em termos simples.
Assim aproximamos as raizes r = —5.759, z = —1.305 e x = 1.064.

Nao existem assimptotas verticais.

Temos uma assintota horizontal em y = 5, pois Egl flx) =
lim f(z)=>5.
xr—r 00

NoOs colocamos os pontos criticos e possiveis pontos em uma li-
nha de niimero como mostrado na Figura 516 e marcamos cada
intervalo como crescente/decrescente, concava para cima/para

baixo
! > 0incr £’ > 0iner f! < 0 decr f! < 0 decr ! > 0 incr ! > 0 decr
" >0cup " < o0cdown f' < 0c down " >0cup " >0cup " < 0 c. down
< | | | | >
—5.579 —4 —1.305 0 1.064
Figura 5.16

Reta real para f do Exemplo ??.

Na Figura 515 (a) marcamos 0s pontos importantes na reta real,
bem como as duas raizes de f, z = —1 e x = 2, e ligamos 0s
pontos com linhas retas para obter uma impressao geral sobre
o grafico. Na Figura ?? (b), nos adicionamos concavidade. Figura
545 (¢) mostramos um grafico gerado por computador de f, con-
firmando nossos resultados.

2

Exemplo 5.5 Esboce o grafico da funcdo f(z) = z + 223 = 2+ 2V/22

Solucao

Afuncao f é uma funcao algébrica irracional e definida para todo

R, ou seja, Dom(f) = R. A fungao f é continua para todo = € R.
(Verifique a continuidade de f no ponto x = 0).
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f(—z) =2 +2Va2 £ 2+ 2V22 = f(z)
—f(@)=—a—2Va2 £ 2z +2Va2 = f(—=x)

Logo, f nao é par nem impar.

Vamos determinar agora as raizes f: f(z) = 0 < {
sao as raizes de f;

Vamos agora determinar a derivada, pontos criticos e os interva-
los nos quais f é crescente e decrescente

2 -3 4
! =142-z 3 =14+ ——
f(z) + 37 + 5%
f1(z) ndo é definida para =z = 0, e portanto, f nao é diferenciavel
no ponto z = 0.

4 4 64
/ = —_— = 3 = — — :——%—2
f'(x) 0<:>1+3\3/E 0= Vx 3 ET= "5 ,37
. 4 . -
ASS|m,x:—%eum ponto critico de f.
4 64
! N -
f(m)>0<:>1+3\3/5>0<:>x< o

27
nao existir no ponto z = 0, devemos analisar o sinal de JZ numa
vizinhanca deste ponto; Para = > 0, temos f'(z) =1+ ——= > 0,

3V
ou seja, f é crescente para x > 0; Para -g—j < x < 0, temos que
f'(z) < 0, ou seja, f & decrescente. Podemos ja concluir que f
tem um minimo local no ponto = = 0 (porque?).

. P . 64
ou seja, f & crescente no intervalo (—oo, ) . Do fato de f’

Agora vamos estudar a concavidade de f:

LI W~

f”(x)z—gar = comz #0

4 1
9Vt
64
Temos que f”(x) < Oparatodoz # 0 = f”(—2—7) < 0, portanto,
T = o € um ponto de maximo local para f. Ainda, do fato de
f"(z) < 0 paratodo z # 0, entao f(z) tem a concavidade voltada
para baixo para todo z # 0.

Passaremos agora a determinar as assintotas: Temos que

lim (z 4 2Vz?) =+ oo

r—+00
lim (z+42Vz?) = lim V xQ(%JrQ): lim Va2 (Y7 +2) = —oo

z3
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Se existir assintota inclinada, serd uma reta y = ax + b
onde, a e b sao constantes dadas por: a = limg e @ =
xr
L 2
2

lim, 400 (f(2) — az) = limg 400 213 = 2lim, oo Va2 = +o00.
O mesmo calculo, feito para + — —oo, mostra que nao ha
assintota inclinada para f.

Valores especiais de f: f(0) =0 e y = 0se z +2V22 =0 =

=0 . 64 32
raizes de f), f(——=) = — ~ 1,18; f(1) =4 e
{x:—S ( i) =% 1)
f(8) = 16.
>
—1 4
|
- °
Exercicios
Ex. 5.23 — Para as seguintes fun- '3 Encontre os intervalos de
coes, encontre as assintotas in- concavidade e os pontos de
clinadas e eshoce o grafico, e inflexao;
para isso:
|4 [Encontre as assintotas hori-
zontais e verticais e inclina-
"1 Encontre os intervalos para das:
0s quais a funcao é cres-
cente ou decrescente; ‘5 Esboce o grafico, utilizando

as informacoes dos itens
‘2 Encontre os valores de ma-

Ximo e minimo locais;

anteriores
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1.

10.
1.

12.

13.
1.
15.

16.

Ex. 5.24 — Esboce o grafico das

flx)=2® —22° 4 42 + 1

. flx) = =23 4+ 50 — 3w 42

flz) =23 +32> + 3z +1
flx)y=2® -2 -z +1
f@) = (2~ 2)In(z ~ 2)

flx)=(x— 2)2 In(z — 2)

) =
2? —dx +3
f(x)_x2—6x+8
22 —2x+1
f(x)_x2—6x+8
fl@)=avz+1

f(z) = senzcosz on

flz) = (J:—3)2/3—|—2
(@ -1
3223 — ¢

(z+2)% +1

seguintes funcoes:

1. x + cos(x)
2. 23z +4)
3. In(z* 4 27)

4. In(1 —In(z))

—1
5. el‘-'-l

1
10. ————— 2n <z <2rm
1 — cos(z)

M. tt2—4

Ex. 5.25 — Nas proximas ques-
toes é dada uma funcao com pa-
rametros a e b. Descreva 0s pon-
tos criticos e possiveis pontos de
reflexao de f em termos de ae b.

a

b=

2. f(z) =sen(az +b)

3. f(z) = (z —a)(z - b)

Problemas de Otimizacao

As ferramentas apresentadas neste capitulo para encontrar os valores
extremos de uma funcao tém uma enorme aplicabilidade em diversos

problemas das mais diversas areas. Nesta secao vamos ilustrar essa
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aplicabilidade resolvendo problemas tais como maximizar areas, volu-
mes minimizar distancias, tempo e custos. Como veremos o0 maior de-
safio na solucao destes problemas esta frequentemente em descrever
o problema como um problema de otimizacao, explicitando a funcao
que deve ser maximizada ou minimizada.

Exemplo 5.1 [Otimizacdo: perimetro e area] Um homem tem 100 metros

de cerca, um quintal grande e um cachorro pequeno. Ele quer criar com
a cerca um cercado retangular para seu cao que tenha a area maxima
possivel. Quais dimensoes fornecem a area maxima?

Solucao  Pode-se adivinhar a resposta correta - isso & 6timo. Vamos
continuar mostrando como o calculo pode fornecer essa resposta em
um contexto que comprove que essa resposta esta correta. E (til come-
car por esbocar a situagao. Nosso cercado é esbocado duas vezes na
Figura ??, com grama verde e placas de vedacao agradaveis ou como
um retangulo simples. De qualquer forma, desenhar um retangulo nos
forca a perceber que precisamos conhecer as dimensoes desse retan-
gulo para que possamos criar uma funcao de area - afinal, estamos
tentando maximizar a area.

Figura 517
Um esboco do anexo no Exemplo 1.

Permitimos que x e y indiqguem o comprimento dos lados do retangulo.
Claramente,
Area = xy.

Ainda nao sabemos como lidar com fungdes com 2 variaveis; precisa-
mos reduzir isso para uma Unica variavel. Sabemos mais sobre a situ-
acao: o homem tem 100 metros de cerca. Sabendo que o perimetro do
retangulo deve ser 100, podemos criar outra equacao:

Perimetro = 100 = 2z + 2y.

Agora temos 2 equacgoes e 2 incognitas. Na Ultima equacao, resolvemos

por y:
y=50—z.
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Agora substitua esta expressao por y na equacao da area:
Area = A(z) = z(50 — x). Note que agora temos uma equacao de uma
variavel; podemos realmente chamar a area de uma funcao de z. Esta
funcao so faz sentido quando 0 < z < 50, caso contrario, obtemos
valores negativos de area. Entao, encontramos os valores extremos de
A(x) no intervalo [0,50]. Para encontrar os pontos criticos, pegamos a
derivada de A(x) e definimos igual a o, depois resolvemos por z.

A(x) = 2(50 — )
=50z — 22
Al(z) =50 — 2z

Resolvendo 50 — 2z = 0 encontramos x = 25. Esse € o Unico ponto
critico. Calculamos A(z) nos pontos finais do nosso intervalo e neste
ponto critico para encontrar os valores extremos. Neste caso, tudo o
que nos interessa € o maximo. Claramente A(0) = 0 e A(50) = 0,
enquanto que A(25) = 625m?. Este & o maximo. Ja que encontramos
anteriormente y = 50 — x, descobrimos que y também é 25. Assim, as
dimensdes do cercado retangular com perimetro de 100 metros
com area maxima é um quadrado, com lados de comprimento de 25
metros. "

Exemplo 5.2 Um fabricante de embalagens deseja fabricar uma lata

cujo formato & um cilindro circular reto de volume V4. Quais devem ser
as dimensoes da lata de modo a minimizar a quantidade de material
gasto na fabricacao, ou seja a“area lateral da superficie?

Solugao Sendo r e h 0 raio da base e a altura da lata, respectiva-
mente. O volume da lata é dado por

Vo = 7r2h (53)
e a area lateral
A =27r? 4+ 27rh (5.4)
Resolvendo a equacao 5.3 para h temos:
_ Y
w2

e substituindo em 5.4 temos

A(r) = 2mr? + 2E
r

Claramente o raio deve ser positivo, e a area deve estar definida temos
que temos que 0 < r < oo A funcao A(r) é diferenciavel em todos os
pontos do dominio. Assim para calcular os pontos criticos, derivamos

A'(r) =4mr — 2%

2 (2mr® = Vp)
——
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e logo a derivada é igual a zero em:
1
r= (Y03
2w

Como nao estamos num intervalo fechado, nao temos a garantia de
existéncia de um minimo. Para analisarmos o comportamento de
A(r) iremos estudar o sinal da derivada. A derivada € positiva se

1
Yo\ 3 . .y . Vo\3 .
r> (223 e negativa caso contrario. E assim o ponto r = [ —> 36
2w 2w
um ponto de minimo global ]

Exemplo 5.3 Encontre as dimensodes do triangulo isdsceles de maior

area que esteja inscrito na circunferéncia de raio R.

Solucao  Sejam z a altura do triangulo, y a base e z a medida de um
. a . 1

dos lados congruentes. A area do triangulo € A = 3%y onde z € (0,2R)

ey € (0,2R). Utilizando Teorema de Pitagoras temos que

2
(g) + (z— R)*=R?* e portanto y = 2v/2Rz — 22

2

Substituindo obtemos A(z) = zv2Rx — x%. Logo, nosso problema é
maximizar a fungao

A(z) = 2V 2Rz — z2 x € (0,2R).

Calculando a derivada
3R — 2x)
A/ — x( ,
(z) V2Rx — 22

temos que ou x = —R € 0 unico candidato a ponto de maximo no
intervalo (0,2R). Analisando o sinal da derivada primeira vemos que

de fato z = §R € um ponto de maximo. Portanto as dimensoes sao

altura z = gR ebasey=+V3R edaiz’= %Rz + %RQ = 3R%

Logo o triangulo € equilatero. "

Exemplo 5.4 Uma calha deve ser construida com uma folha de metal

de largura 30em dobrando-se para cima 1/3 da folha de cada lado,
fazendo-se um angulo # com a horizontal. Determine o angulo que vai
maximizar a quantidade de agua que a calha pode conter.

Solucao  Neste caso, queremos maximizar o volume que uma calha
pode suportar. Primeiramente observamos que o volume de uma ca-
lha desta forma é a area de secao transversal vezes comprimento da
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calha. Assim, para um determinado comprimento, a fim de maximizar
0 volume devemos maximizar a area da secao transversal. Para obter
uma férmula para a area da secao transversal vamos refazer o desenho
acima um pouco.

A area seccional pode ser obtida somando a area do retangulo e as
areas dos triangulos. Como b = 10cosf# e h = 10sen § temos:

1
A=10h+2 (2bh> = 100sen § + (10sen §)(10 cos 6)

A = 100(sen # sen 0 cos 6
Podemos assumir que 6 pertence ao intervalo 0 < 6 < 7/2. Calculando
a derivada temos:
A’(0) =100(cos 0 4 cos? 6 — sen? 0)
=100(cos § + cos? @ — (1 — cos 6))
=100(2cos? 0 + cos§ — 1)
=100(2cos — 1)(cosf + 1)

E logo a derivada se anula quando: 2cosf — 1 = ou seja cosf = 1/2 e

logo # = 7w/3. ou quando cosf + 1 = 0, ou seja cosf = —1 e § = 7.
Como A(0) = 0, A(w/3) =~ 129.9 e A(w) = 100. Temos que a area
seccional maxima ocorre quando 6 = /3. m

Exemplo 5.5 Um arame de comprimento L é cortado em duas partes.

Com uma dessas partes faz-se um quadrado e com a outra um retan-
gulo equilatero. Em que ponto deve-se cortar o arame para que a soma
das areas seja maxima?
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Solucao A soma das areas é dada por

V3

1 v? (5.5)

A=d?+
onde, a® é a area do quadrado de lado a e ?Zﬂ é a area do triangulo
equilatero de lado b. Como 0 arame tem comprimento L, entdo L =
4a + 3b = a = ﬂ Substituindo o valor de a na equagao 5.5,
obtemos A como funcao de apenas uma variavel:

_ 2 2 _ 2 2
A(b>:[L43b} +§b2:L 6Lb + 9b + 4+/3b

1 16
:% {(9+4\/§) b2 — 6Lb + L2

Devemos determinar um valor para b de modo que A(b) seja maxima.
Comecaremos procurando 0s pontos criticos

3 W3 3. 943
A®b)=—-=(L - —2=_2L
(b) 5 ( 3b) + > 3 + 5 b
Entao, -
'B)=0<=b=
7' Y
Por outro lado, A”( 3L ) = 9+ V3 > 0 = a soma das areas
943 2
assume um minimo local nesse ponto (critério da segunda derivada)
3L 1 9L ~ p
uandob= ———=<=a=-|L—- ———].Como afuncao A(b) é
f 9+V3 4 ( 9+\/§) @0 Al)

- . L . .
continua no intervalo O,§ temos que existe um maximo e um

. L .
minimo absolutos em |0, 3} Como somente assume um minimo local

no interior deste intervalo, entdo o maximo deve ser assumido em
um dos extremos deste intervalo. Vamos calcular os valores nos

L L 1
extremos: Se b = 0 e portanto a = T temos A(0) = (4) = 1—6L2;
L L L\?
Se b = — e portanto, a = 0, temos A(=) = @ -] = ﬁLQ Como,
3 3 4 3 36
3 1 4 .
%LQ < ELQ (porque §\/§ <1 e /3 < 2), segue-se que a area
€ maxima quando nao se corta o arame, formando somente um
L
quadrado de lado a = 1 m
- [ ]
Exercicios
Ex. 5.26 — Quais sao as dimen- Ex. 5.27 — Encontre a area ma-
soes do retangulo com a maior xima de um triangulo retan-
area que pode ser desenhada gulo com hipotenusa de compri-
dentro do circulo unitario? mento 1.
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Ex. 5.28 — Uma caixa sem tampa
deve ser construida a partir de
um quadrado de 60cm de largura,
cortando fora um quadrado de
cada um dos quatro cantos e do-
brando para cima os lados. En-
contre o maior volume que essa
caixa pode ter.

Funcoes de uma Variavel & Aplicacoes de Derivadas, Polinémio de Taylor

sem topo é feita para receber
Vem? de liquido. Encontre as
dimensoes que minimizarao o
custo do metal para fazer a lata.

Ex.5.30— Uma caixa com
tampa conforme a figura abaixo
é feita a partir de uma folha de

papel de 12cmx12cm. Encontre a
Ex. 529 — Uma lata cilindrica caixa que optimiza o volume.

Polinomio de Taylor

Nesta secao, vamos apresentar os Polinomios de Taylor que € o polind-
mio de grau n que melhor aproxima uma funcao na vizinhanca de um
ponto a.

Polinomio de Taylor de Ordem 1 e

2

0 exemplo mais simples de aproximacao de uma funcao por um polino-
mio € a aproximacao linear, que apresentamos na secao 4.7. Naquela
secao utilizamos a aproximacao linear

Py(z) = f(a) + f'(a)(z — a)

para aproximar a funcao f(z) para x numa vizinhanca de a. Definimos
0 erro que cometemos ao aproximar f(x) por P, como

Er(z) = f(z) = Pi(x).

E desta forma podemos escrever:

f(x) = f(a) + f'(a)(z — a) + E: ()

Proposicao 9.

O erro E;(x) tende a zero mais rapidamente do que (z — a). Isto
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é, temos que:
Ey(z)

lim ——= =0,
T—a T —a

Demonstracao. Observemos que, para = # a, temos

E-1) _ f@) = f@)

r—a Tr—a

E logo

tim 21 _
T—a T — Q

O polindmio de Taylor de ordem 1 de f(x) ao redor de a € definido
como

Pi(z) = f(a) + f'(a)(z — a)

@ Teorema 9.

O polindbmio P, é a funcao linear que melhor aproxima
localmente f(z) ao redor de a.

Demonstragdo. Seja uma g(z) uma funcao linear
g(a) = d+m(x - a)

E tal que
fl@)=d+m(z—a)+ Ei(x)

e suponhaque lim M =(0.Comooerroemaé0temosqued = f(a)

e logo a reta p;szg go_r ?a, (f(a)). Para determinarmos m observe que

f(@) = fla) = m(z — a) + Er(2)
dividindo por (xz — a) e tomando o limite teriamos
By (x)

limM: lim m + lim ———=

r—a r—a T—a T—a r — Q

E logo m = f/(a). |

Uma deficiéncia da aproximacao linear é que a reta tangente possui
apenas a mesma inclinacao de f; ela nao consegue por exemplo, pos-
suir a mesma concavidade que f. Nosso proximo objetivo é encontrar
um polindémio p(z), que coincide nao s na inclinagao, mas também
na concavidade Para isso suponha que a funcao f(z) seja duas vezes
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diferenciavel. Procuramos um polindmio P (z), de grau no maximo 2,
tal que

fa) = Py(a), f'(a) =P3(a) e f"(a) = Py(a).

Devemos procurar Py(z) na forma Py(z) = co + ¢1(x — a) + ca(z — a)?
que satisfaca:

0 f(a) = Py(a) = co = f(a),
O Pj(z) =1 + 2c2(x — a) = Pi(a) =c1 = f'(a),
f"(a)

O Py(x) =2c; = Py(a) =2c2 = f"(a) = co = =

Concluimos, portanto, que

Pya) = f(a) + f@)(z — a) + LDz~ a)?

Novamente, definimos o erro que se comete ao aproximar f(x) por
Py (x) por
Ey(z) = f(z) — Po(x).

Observemos que, para = # p,

o) T~ @)~ P o) - T a2
(x—a)? (x —a)? ’
e, utilizando a regra de L'Hopital, obtemos
. B@) 1. [fx)—fa) L]
Iy e~ | Ty @ =0

Ou seja, quando = — p, 0 erro Ey(z) tende a zero mais rapidamente
que (x — a)?. Definimos o polindmio de Taylor de ordem 2 de f(z) ao
redor de p por

Pyfa) = J(a) + /') @) + T3 (@~ ap?

Novamente podemos provar que P, € o polindmio de grau 2 que melhor
aproxima localmente f(x) ao redor de a.

Polinomio de Taylor de Ordem n

Suponha que f tem derivadas até ordem n no ponto x = 0, onde n > 1,
encontraremos um polinémio

n

P(x)=co+caz+...chx

que concorda com f e suas primeiras n derivadas em 0. Ha n + 1 con-
dicoes a serem satisfeitas, ou seja,

Po(0) = f(0) PL(0)=f'(0) ...p5M(0)= f"(0)
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A equagao P,(0) = f(0) nos da que ¢o = f(0). Diferenciando temos
P/ (x) = c1 + 2con + ... ncpz™ !

e assim P/ (0) = ¢; = f/(0), e logo ¢; = f/(0) Diferenciando novamente
temos

P! (x) =2co +...ncpz"™

e assim P/ (0) = 2co = f'(0), e logo ¢ = f'(0)/2 E ap0s diferenciar k
vezes:
cx = f*(0)/k!

temos que tal polindmio tera a seguinte forma

Po(x) = f(0) + f'(0)(2) + @xg tee %xn
@ Definicao 9.
O polinémio
Po(z) = f(0) + f/(0)(z) + @xz et %xn
é denominado polindmio de Taylor de ordem n de f(x) centrado
na origem.

De modo analogo, podemos mostrar que existe um polindmio de grau
menor igual a n que concorda com f e suas primeiras n derivadas em
a. Ou seja, que satisfaz:

Py(a) = f(a) Py(a)=f(a) ...p7"(a)=f"(a)
Esse polindmio é

"(a (") (a
Pae) = f(a) + F@)e—a)+ @ —ap 4 T oy

e é denominado polindmio de Taylor de ordem n de f(x) ao redor de

a.

Exemplo 5.4

Determine o n-ésimo termo do polindmio de Taylor para f(z) =

ev.

Use Ps(x) para aproximar o valor de e.

Solucao

171/340



Funcoes de uma Variavel & Aplicacoes de Derivadas, Polinémio de Taylor de Ordem n

Comecamos tabelando as derivadas de e® calculadas no ponto
f(z) = e = f(0)=1
flla)y=e" = [f(0)=1

z=0. ['(x)=e" = ["(0)=1 Desta forma pela defi-

fMW@)=e = fM(0)=1
nicao de Taylor
f'p(0) o f7(0) 5
S TR S TR Y

- LU

Po(x) = f(0) + f'(0)

Da parte 1

1 1 1 1
le T2 =3 -4 - 5'
R R SRS YRR DT

Para aproximar o valor de e, observe que e = e! = f(1) ~ P5(1).
F muito simples de calcular P5(1):

1 1 1 1 163
Pi(1)=14+14 -+ =4 — 4+ — = = ~2.71667.
s(1) =1+ Tt T2 T 120 T 60

O grafico de f(z) = e* e Ps(z) € mostrado na figura 5.18.

10 +

y = Ps(x)

Figura 5.8 3 .
Grafico de f(x) = e e de seu polindmio de Taylor de
grau Ps(x).
- °
Exercicios
Ex. 5.31 — Determine o polind- 1. In(z) em torno de 1
mio de Taylor de ordem 2 de f
em torno de zq 2. e emtorno de 0
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3. sen(x) em torno de 0
4. cos(xz) em torno de 0
5. senh(z) em torno de 0
6. cosh(xz) em torno de 0
7. /T emtornodel

8. /x emtorno de 4

em torno de 0

1—22

Ex. 5.32 — Usando o polindomio
de Taylor de ordem 2 calcule o
valor aproximado e avalie o erro:

1. In(1.2)

2. V3.8

3. sen(0.1)

4. sen(m/25)

5 60'003

Ex. 5.33 — Determine o polino-
mio de Taylor de ordem 5 de f
em torno de zg

Exemplo 5.5

Funcoes de uma Variavel & Aplicacoes de Derivadas, Polinémio de Taylor de Ordem n

1. In(xz) em torno de 1

2. ¢* emtorno de 0

3. sen(x) em torno de 0
4. cos(xz) em torno de 0
5. senh(x) em torno de 0
6. cosh(z) em torno de 0
7. &/x emtorno de 1

8. v/r emtorno de 4

9. (1+a)*emtornode0

Ex. 5.34 — Quantos termos do
polindmio de Taylor sao neces-
sarios para aproximar e com um
erro inferior a 107°?

Ex. 5.35 — Usando polindmios
de Taylor calcule cos(1) com erro
em modulo inferior a 10~*

Ex.5.36 — Use o polindmio de
Taylor de ordem 4 de cos(2z)
para calcular o exato valor do li-
mite

Ache 0 n-ésimo termo do polindbmio de Taylor de y = Inx em

xr=1.

Use Ps(x) para aproximar o valor de In 1.5.

Use Ps(z) para aproximar o valor de In 2.

Solucao

173/340



Funcoes de uma Variavel & Aplicacoes de Derivadas, Polinémio de Taylor de Ordem n

Comecamos tabelando a derivada de Inz em z = 1
f(z)=Inz = f(1)=0
Fay=1z = f=1
fl@)=-1/2% = f'1)=-1
fr@) =2/t = (1) =2
=

F@W(z) = —6/a* f@1) =-6 Pela definicao 5.9.2,

F(z) = FmQa) =

(=)™ (n - 1)! )

—1)"* (n — 1) it

temos v (_1) (n—l)!

Pn(x):f(c)+f’(c)(a:—c)+f'gfc)(x—c)2+ ”:;!(C)(a:—c)g—i— ot :l(!c)(a:—c)"
—04 @D -re- 1t ie- eyt Ty

E assim Pg(x) é dado por

___1_21_3_1_41_5_1_6
Py(a) = (2=1)=5 (=145 (01~ (a—1) '+ 2 (0-1) = (a— 1),
E desta forma

Ps(1.5) = (1.5 — 1) — %(1.5 —1)2+ %(1.5 —1)3 — 3(1.5 1)+

1

1
e+ (1.5 -1)° 1.5 —1)¢

_ 2
T 640
~ 0.404688.

Esta € uma boa aproximacao ja que In1.5 ~ 0.4055. A figura 519
mostra o graficode y =Inz e y = Py(x).

Agora aproximaremos In 2 por FPs(2):

1 1 1

Pﬁ(z):(2—1)—5(2—1)2+§(2—1)3—1(2—1)4+---

1 1

S -(2-1)P°—-2(2-1)°
+:2-1)7-5(2-1)

PR SR S S |
23 45 6

_ 37

60

~ 0.616667.

Essa aproximacao nao é fantastica: uma calculadora mostra que
In2 = 0.693147. O grafico na Figura 519 mostra que Ps(z) fornece
aproximacoes menos acuradas de Inz quando z fica proximo de
0 ou2.Mesmo o polindmio de Taylor de ordem 20 falha ao aproxi-
mar Inx para z > 2, como mostra a figura 5.20. Nos discutiremos
a seguir o porque.

Para entendermos porque a aproximacao acima falha precisamos en-
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/ y = Ps(x)
Figura 5.19

Grafico de y = Inzx e de seu polindmio de Taylor de
ordem6emaz =1

y=Inx

1 2 3

y = p2o(x)

Figura 5.20 . .
Grafico de y = Inz e de seu polindmio de Taylor de

ordem 20 centradoem z =1

tender a precisao com que uma fungao é aproximada por polindmios
de Taylor, para esse fim definimos o erro como sendo

sendo f(z) a fungao dada e P,(z) o polindmio de Taylor de grau n
ao redor de a. O teorema a seguir nos fornece uma férmula para o
erro.

@ Teorema 9. : Formula de Taylor com Erro de La-
grange

Suponhamos que a funcao f(z) seja (n + 1) vezes diferenciavel
no ao redor do ponto p. Entao

_ fn+1 (T)

En(@) (n+1)!

(x —a)" !

para algum T entre z e a.
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Exemplo 5.7 Use o Teorema 5.9.2 para estimar o erro cometido ao

aproximar In1.5 e In2 por Ps(z), o polindmio de Taylor de grau 6 de
f(x) =Inz centrado em = = 1, como calculado no Exemplo 5.

Vimos que In 1.5 pode ser aproximado por Ps(1.5). Para calcular-
Mos O erro usaremos o Teorema 5.9.2 e para isso precisamos de
um intervalo aberto I que contenha x e ¢. Quanto menor o in-
tervalo usamos o melhor; ele vai nos dar uma aproximacao mais
precisa (e menor!) do erro. Assim escolhemos I = (0.9, 1.6), pois
este intervalo contém tanto ¢ = 1 e x = 1.5. Agora precisamos
estimar max\f<"+1)(z)|. Nesse caso especifico queremos deter-
minar o quao grande é a sétima derivada de y = Inz no intervalo
aberto (0.9,1.6). A sétima derivada é —6!/27. O maior valor que
atinge em I é de cerca de 1506. Assim, podemos limitar o erro
como:

Inax|f(7

|E6(1.5)] <
1506 1
<
= 5040 27
~ 0.0023.

Como Ps(1.5) = 0.404688 e usando uma calculadora temos que
In1.5 =~ 0.405465, 0 erro real & de 0.000778, que & menor que o
erro maximo estimado usando o Teorema 0.0023.

Novamente comecamos escolhendo um intervalo I que contenha
¢ =1ex = 2; Nesse caso escolheremos I = (0.9,2.1). O valor
maximo da sétima derivada de f nesse intervalo é 1506 (o0 maior
valor ocorre proximo de z = 0.9). Logo

)
|E6(2)] < max|f 'y 1)7]
e
— 5040
~ 0.30.

Esse limitante nao é tao bom quanto o anterior. Como FPs(2) =~
0.61667, a nossa estimativa de erro garante que o valor real de
In2 esta entre 0.31667 e 0.91667. E desta forma nao sao muito
Uteis.

Exemplo 5.8 Quantos termos do polindmio de Taylor sao necessarios

para aproximar e com um erro inferior a 107°?

Solucao  Queremos que E,(1) < 10~°. Logo basta tomar n tal que

CE] < 1075, ou seja, tal que (n + 1)! > 3(10°). Substituindo
valores em (n + 1)! temos que n = 8. "
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* lrracionalidade de e

Comecaremos obtendo uma expressao para e utilizando o

@ Teorema 9.

. 1 1 1 1
e= lim (1 +1+ - + + + ...+ )
n—+o00 2 4!

Demonstracdo. Como vimos, o polindmio de Taylor de ordem n ao re-

3 1.4 n

dor do zero da funcao f(z) = e® € P,(z) = 142+ 2+ gttty
Observe que para z € [0,1], 0 < e* = f("*D(z) < e < 3. Pelo Teorema

5.9.2, 0 erro da aproximacao é dado por

f(n+1 ’

1 1 1
R == (141 )| =100 = |
le ()] = le +++,+++ CES

2 3!
para algum z € [0, 1]. Logo,

1 3

1
'+4'+ +n') ~ (n+ 1)

1
141
)(+++3

Finalmente, tomando o limite e aplicando o Teorema do Confronto ob-

temos
, 11 1 1
lim (1+1+ tog gt ) .
n—+o00 2 4!

@ Teorema 9.

O nUmero e é irracional.

Demonstracao. Suponha que e € um ndmero racional. Entao existem
inteiros positivos a e b de tal forma que e = a/b. Defina o nimero

Desta forma se e é racional, entdao x sera um inteiro. Para vermos esse
fato substituimos e = a/b nessa definicao e obtemos

aczb!(a—f:1>—ab—1 zb:g
b n! n!

n=0 =

O primeiro termo é um ndmero inteiro, e cada fracao na soma é real-
mente um ndmero inteiro porque n < b para cada termo. Portanto x
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€ um nimero inteiro. Agora demonstraremos que 0 < = < 1. Primeira-
mente provaremos que x & positivo, para isso utilizaremos a represen-
tacao de e em série obtida anteriormente, obtendo

> 1 K1
w=“(§3nr—§3m>
n=0 n=0
= bl

n=>b+1
Agora demonstraremos que z < 1. Para todos os termos comn > b+ 1
temos a estimativa

b! 1 1

WOt D012t (m-0) bt

Essa desigualdade é estrita para cada n > b + 1. Alterando o indice
de soma de k = n — b e utilizando a férmula para a série geométrica
obtemos

— b 1
et 2wy

n=b+1 ’ n=b+1
= 1 1
A LR R S
a b+1
1
=-<1
b

Como nao existe inteiro estritamente entre 0 e 1, chegamos a uma con-
tradicao, e assim e deve ser irracional. [ ]

x Demonstracao da Formula de
Taylor com Resto de Lagrange

Teorema 9. : Formula de Taylor com resto de La-
grange

Suponhamos que a funcao f(z) seja (n + 1) vezes diferenciavel
no ao redor do ponto p. Entao

n+1 T
_ f ( )(LU _a)n—i-l

En(@) (n+1)!

para algum T entre x e p.

Demonstracdo. Podemos obter a formula de Taylor utilizando no Teo-
rema 5.21 g(z) = (z — ¢)™. Desta forma para algum z; teriamos

n—1 (k) c ,
(f(w) - me(x - c>k> n! = f (1) (z — )"

k=0
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ou
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Capitulo

Tntegral Tndefinida

Neste capitulo trataremos do problema inverso ao processo de encon-

Neste capitulo:

trar derivadas, ou seja, 0 processo de encontrar antiderivadas.

» Integral Indefinida (p. 181)

Integral Indefinida - agaciopr s

» Integragdo por Partes (p. 199)
Uma parte significativa dos capitulos anteriores foi devotado ao pro-
blema de encontrar a derivada de uma funcao f(z). Neste secao abor-
damos o problema inverso: dada uma funcao f(x) achar uma funcao
F(x) que satisfaca
F'(z) = f(). (61)

Aequacao 6.1é um exemplo de equacao diferencial. De modo geral uma
equacao diferencial € uma equagao envolvendo y, z, e as derivadas de
y. Um exemplo de uma equacgao diferencial simples da forma da equa-
cao 61 é: 3y’ = 2z. Ao resolvermos uma equacao diferencial buscamos
encontrar uma funcao y que satisfaca a equagao dada. A equacao an-
terior possui ao menos uma solucao: y = z2. Podemos encontrar outra:
y = 22 +1, que também resulta em 2z quando derivamos. E claramente
podemos generalizar y = 22 + C, onde ¢ é uma constante, também é
solucao.

@ Definicao 1.

Uma funcao F definida num intervalo I &€ denominada uma pri-
mitiva ou antiderivada de f se

F'(z) = f(x) (6.2)

para todo = € I. O conjunto de todas as primitivas de f(z) é
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denominado integral indefinida de f, e sera denotado por

/ (@) da.

Se F' for uma primitiva de f, entao por definicao a funcao F é deriva-
vel e logo continua. Conhecendo uma antiderivada de f podemos en-
contrar outras simplesmente adicionando uma constante. O proximo
teorema nos diz que no caso diferenciavel essa é a forma de obter
todas.

@ Teorema 1.

Sejam f e g funcdes continuas no intervalo fechado [a, b] e dife-
renciaveis no intervalo aberto (a,b) tal que f'(z) = ¢'(z) para
todo x € (a,b). Entao, existe C' € R tal que

f@)=g(z)+C

para todo z € [a, b].

Demonstragao. Considere a fungao F(z) = f(x) — g(z). Entao F'(z) =
f'(z)—¢'(x) = 0 paratodo x em (a,b). E logo f —g € constante. Ou seja,
existe C'tal que f(x) — g(z) = C e assim

Usando a Definicao 6.1, podemos dizer que se f & continua no intervalo
fechado [a, b] e diferenciavel no intervalo aberto (a,b) entao

/ f(z) dz = F(z) + C. (6.3)

Exemplo 3.
2 ?

Regras Basicas de Integracao

Como o processo de integracao e derivagao sao, em certo sentido, ope-
racoes inversas, podemos descobrir muitas regras de integracao, con-
jecturando uma antiderivada F de f e, em seguida, verificando que F
é uma antiderivada de f, demonstrando que F’(z) = F(z).

\

Figura 6.1

Antgiderivadas de 22

sao da forma % +C
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@ Proposicao 1.

Mostre que

Demonstracao. Levando em consideracao que a regra de derivagao de
poténcias consiste em:

0 Diminuir a poténcia de 2™ por 1 obtendo "1,

O Multiplicar 2™~ pela poténcia inicial n obtendo naz™ 1.
Revertendo o processo passo a passo temos:

O Aumentar a poténcia de =™ por 1 obtendo z"*!.

o Dividir "1 pela poténcia final n + 1 obtendo na™~1.

Esse argumento sugere que

$n+1
" dr = -1
/x x n+1+0 n #

De fato, verificando

d [amt! o :n+1m"+1_1:x"
dr |n+1 n+1

De maneira similar as regras de derivagao que obtivemos nos capitulos
anteriores podem ser convertidas em integrais indefinidas:

@ Proposicao 1.: Tabela de Integrais Indefinidas
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xr
mn—i—l a

/m" dm:n+1—|—C, @/a‘” dx:lna+0.
/%dx:1n|x|+(]. /cotgzdx:ln|sen:zr|+0.
/sena: dx = —cosx + C. /?laﬂdxzarctgx—kc.
/cosx dz =senz + C. /m;ﬂ dmzéarctg(%)—i-a
/sec2m dr =tgx + C. /ﬁ dmz%ln Zi_i

1
/cossech dz = —cotgx + C. /ﬁ dx = arcsen(z) 4 C.
V1i—x
1 T
/tg:v dx:—ln|cosx|+C, /.—,m dx = arcsen <E) +C.

+C.

Exemplo 6.6 Calcule as seguintes antiderivadas/l dx/q:4 dx

1 . .
/—5 dx/\/E dx Das propriedades da derivada 3.4 € 3.4 temos
X

a seguintes propriedades da integral indefinida.

@ Teorema 1.

A integral indefinida é linear, isto é:

o [ i@+ @) do= [ fia) do+ [ falo) do.

] /af(x) dmza/f(:v) dz.

S 1
Exemplo 6.8 Calcule a antiderivada de f(z) = 3z* —senx + 6——.

V2z
Solucao  Utilizando a linearidade da integral indefinida

1 1
32 —senz +6—— dz = [ 32 dx—/senx dm+6/—dx
/ Vi Vi

3 6-2
= —u% — (—cosx) + TV4$+C

5
3
= 3x5 +cosx + 3Vdx + C.

. . 1
Exemplo 6.9 Calcule a antiderivada de f(z) = 2%3% — 3e® + 6.

/e’” de =¢e*+C. /\/ﬁ dmzln’aﬁ—\/x?ﬂ:a?‘—i—a
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Se /f(x) dz = F(z) + C, entao

/f(ax—I—b) dxzéF(ax—l—b)—l—C.

Essa Proposicao pode ser facilmente verificada calculando a derivada
da expressao do lado direito na equacao acima.

(éF(ax b+ c)/ _ 2F’(am +0) (az + b)’

= %f(ax—i—b)a

= f(axz + D).

1
z+1

Exemplo 611 Calcule a antiderivada de f(z) =
Solucao  Utilizando a Proposicao 61.1 temos:

Exemplo 612 Calcule a antiderivada de f(x) = cos(2x + 1).

Solucao  Utilizando a Proposicao 61.1 temos:

1
/COS(2.’L‘ +1) de = 3 sen(2z + 1)+ C

Exercicios

Ex. 61 — Calcule as seguintes 5. /(3x+1) dz
antiderivadas:

1./xd:z: 3./9c”d:c

4. /(Jc2+x+1) dx
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1 2
5. /? dz 16. /sec (2z) d=
1 2
6. /(x—i—) dz 17. /sen (z) dx
23
7. /\3/5 dz Ex. 6.2 — Nesse problema inves-

. 1
tigamos o porque que / = dz =

8. /(3W+cos(x)> dx In|z| +C.
9. /e‘“” dz Qual o dominio de y = Inx?

Encontre 4 (Inz).

10. /cos(Sm) dz

Qual o dominio de y =

1. / (z + 3 + cos(22)) da in(==)?

Encontre - (In(—=z)).

12. /(1—COS(4:C)—|—sen (%)) dz Vocé deve ter percebido
que 1/z tem dois tipos de
antiderivadas, dependendo

1

13. — dz sexz > 0ouzxz < O

/\/1—332 -
Em uma expressao, forneca

. 1

1 uma formula para /f dx
14. —— dz T
1tz que leve em conta esses di-
ferentes dominios e expli-

15. /300 dz que sua resposta.

Problemas de Valores Iniciais

Na secao 3.1 vimos que a derivada da funcao posicao retorna a funcao
velocidade, e a derivada da funcao velocidade descreve a aceleracao.
Podemos agora fazer a reciproca: a antiderivada da funcao aceleracao
retorna a funcao de velocidade, etc. Enquanto existe apenas uma deri-
vada de uma dada funcao, existem infinas antiderivadas. Portanto, nao
podemos simplesmente perguntar “Qual é a velocidade de um objeto
cuja aceleracao @ —9.8m/s2?”, Ja que ha mais de uma resposta. Pode-
mos encontrar a resposta se fornecermos mais informagoes, como no
exemplo a seguir. Muitas vezes a informacao adicional vem na forma
de um valor inicial, um valor da funcao que se conhece de antemao.
Para simplificar a notagao, € comum no estudo das equacoes diferen-
ciais denotar uma solugao de ¢/(z) = f(x) como y(z) em vez de F(z),
como anteriormente. Com essa notacao, o problema de encontrar uma
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funcao y(x), cuja derivada é f(z) e cuja curva integral passa pelo ponto
(z0,y0), € expresso como: encontrar uma funcao que satisfaca

Y = f(x) y(xo) = yo

Esse problema é denominado problema de valor inicial, e a exigéncia
y(xo) = yo € uma condicao inicial do problema.

Exemplo 6.13 Resolva o problema devalorinicial ¢/ (x) = cosz e y/'(0) =
1.

Exemplo 614 Aaceleracao devido a gravidade de um objeto em queda

é de —9.8m/s2. No momento ¢t = 3, um objeto caindo tinha velocidade
de —10m/s. Encontre a equagao da velocidade do objeto.

Solucao  Queremos saber a funcao de velocidade, v(t). Nos sabemos
duas coisas:

O A aceleragao, ou seja, v'(t) = —9.8 e

0 a velocidade em um tempo especifico, ou seja, v(3) = —10.

Usando a primeira informacao, sabemos que v(¢) &€ uma antiderivada
de v'(t) = —9.8. Entao comecamos por encontrar a integral indefinida
de —9.8:

/(—9.8) dt = 9.8t +C = v(t).

Agora usamos o fato de que v(3) = —10 para encontrar C:

o(t) = —9.8t + C

v(3) =—10
—9.8(3)+C = —10
C=194

Assim v(t) = —9.8¢419.4. Podemos usar essa equagao para entender o
movimento do objeto: quando ¢ = 0, 0 objeto tinha uma velocidade de
v(0) = 19.4m/ s. Como a velocidade é positiva, 0 objeto estava se mo-
vendo para cima. Quando o objeto comecou a descer? Imediatamente
apos v(t) = 0:

43
32 +86=0 = t= . ~2060

Reconheca que somos capazes de determinar bastante sobre o
caminho do objeto, conhecendo apenas sua aceleracao e sua
velocidade em um Unico ponto no tempo. m

Exemplo 6.15 Encontre f(¢),dado que f”(t) = cost, f/(0) = 3e f(0) = 5.
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Solucao  Comegamos por encontrar f’(¢), que & uma antiderivada

de f/(t):

() dt = /cost dt =sent +C = f'(t).

Entdo, f'(t) = sent + C para o valor correto de C. Nos recebemos

f'(0) = 3, entao:

f(0)=3 = sem0+C=3 = (C=3.

Usando o valor inicial, encontramos f/(t) = sent + 3. Agora encontra-

mos f(¢) integrando novamente.

f@%:/f%wdh:/@m¢+$cu=—mmt+&+61

Nos recebemos f(0) = 5, entao

—cos0+3(0)+C =5

Assim f(t) = —cost + 3t + 6.

Exercicios

Ex. 6.3 — Uma particula se des-
loca sobre o eixo x com uma fun-
¢ao posicao x = z(t). Determine
z = z(t) sabendo que:

dx

1. — =2 —1ex(0) =2
- (0)

dx 1

2. —=—— =
"1y er0=0
d*z

A
z(0) =1

Pz

d2
5. —f =cos(3t)ewv(0)=1e

z(0) =0

-1+C=5

C=6

Ex. 6.4 — Resolva os seguintes
problemas de valores iniciais.

1 f'(z)=3z+2e f(0)=7
2. 3% 47z 47

3. f'(x) =senz e f(0) =2
4 f'(z) = 5e e £(0) = 10

5 fl(z) = 42® — 322 e
f(=1)=9

6. f'(x) = sec’z e f(n/4) =
)

7. @) =T"ef2) =1
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8. f'(z) = 5e f(0) = 1, 2. f7(0) = send e f'(x) = 2,
f(0)=3 f(m) =4

9. f'(x) =Tz e f'(1) = -1, 13. f'(x) = 2422 + 2% — cosw
f(1) =10 e f'(0) =5, f(0)=0

10 T -4l W f'(z) = 0e fi(1) =3

f)=1

1. f’(x) = 5" e f'(0) = 3,

f(0)=5

Integracao por Substituicao

Assuma que F(x) seja uma antiderivada de f(x) e que g(x) seja uma
funcao diferenciavel. Logo, F(g(x)) € uma antiderivada de f(g(z))g'(z)
ja que

(F(g(x)))" = F'(g(x))g'(x)
= f(g(z))g'(2).

Desta forma, se denotarmos /f(x) dz = F(x), entao
[ fa@ng' ) do = Flg(a).
Escrevendo u = g(x) e observando que /f(u) du = F (u) temos que

/ f(g(2)g (@) de = / f(u) du, (6.4)

A formula acima é conhecida como Método de Substituicao.

Teorema 2. : Método de Substituicao

Se f é uma funcao cuja antiderivada éF' e g for uma funcao dife-
renciavel, entao

[ g @) do = [ 1w au
onde u = g(x).
Para nossos propositos, sera Gtil denotar u = g(x) e escrever 4% = g(z)

na forma diferencial du = g(z) dz. Com esta notagao a Equacao 6.4
pode ser expressa como

/f(u)du =F(u)+C
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Aa notacao diferencial serve principalmente para facilitar a utilizacao
do método de substituicao. Os exemplos a seguir ilustram como o0 mé-
todo funciona.

Exemplo 2. Calcule a antiderivada de [(3z +1)%-3 dz. <

Solucao  Observamos que a derivada de 3z + 1 é 3. Isso motiva a
substituicao

u=3x+1, du =3 dx
e assim
7 1 7
/(3m+1)6~3 dx:/(u)6 du:u?JrC':erC
|
Exemplo 3. Calcule a antiderivada de [ 2zv/1+ 22 dz. <

Solucao  Observamos que a derivada de 1 + 22 é 2z. Isso motiva a
substituicao

u=1+z?, du =2z dx
e assim
ud/2 2
/295\/1 + 22 dz = /(u)l/2 du= 57 +0 = S+ C
|
Exemplo 4. Calcule a antiderivada de [ \/% dz. <

Solucao  Observamos que a derivada de 1+ 23 é 322 que € um mal-
tiplo do fator 22 que aparece no integrando. Isso motiva a substituicao

du

u=1+z3, du = 32? dz, ?:xz dz
e assim
x? 1
2r— dex = [ ——= du
V14 a3 / 3Vu
1
= g/u_l/2 du
2 1
== C
3u +
2 -
= g\/1 +a3+C
|
Exemplo 5. Calcule a antiderivada de [ sen® 4z cos 4z du. <
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Solucao  Observamos que a derivada de sendz € 4cosx que é um
multiplo do fator cos 4z que aparece no integrando. I1sso motiva a subs-

tituicao
du
u = sen 4x, du = 4cosdzr dzx, 7= cosdr dx
e assim
5 1 5
/sen 4x cos dx dxzz/u du
1 14
1 6
= ﬂ(senélx) +C
|
- °
Exercicios
Ex. 6.5 — Calcule as seguintes . /(:c+3e5$+cos(2:c)) da

antiderivadas:

1. /95 dx 12. /(1 — cos(4x) + sen (;)) dx

2. / (Br+1) do
13

[ =

. — dz

1— 22

3. /x" dx 1
‘14./ dx

1+ 22
/(x2+x+1) dx

15. /3”” dz

16. /secz(2x) dx

Ea

o o
— —
/&\ aw‘ —_

+ &
Hw‘ —

S~

o

S

17. /senQ(x) dz

—
B
=y

Ex. 6.6 — Uma particula se des-

loca sobre 0 eixo z com uma fun-
8. /(3\/7 x2+cos(x)> dx B s v )
¢ao posicao x = x(t). Determine
x = z(t) sabendo que:
9. /e4m dx
1 d—x—%—lex(O)—Q
Cdt B

10. /cos(3x) dz
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dz 1 d?

X
a1y er0=0 Loz = etew(0) =0e
z(0) =1
d2
355 = 3ev(0) = le o
z(0) =1 5 @ = cos(3t)ev(0)=1e
z(0) =

Exemplo 6.6 [Integracao por Substituicao]

Calcule /acsen(ac2 +5) da.

Solucao Sabendo que a técnica de substituicao esta
intrinsecamente relacionada com a regra da cadeia, escolhemos u
como a "fungao”de dentro de sen(z? + 5). (Ressaltamos que esta nao
€ sempre uma boa escolha, mas muitas vezes € o melhor tentativa
para comecar.) Fazendo u = 22 + 5, temos du = 2z dz. O integrando

possui um termo z dx mas nao um termo da forma 2z dz. Logo
dividimos ambos os lados da expressao por 2:

du=2x dx = %du:x dz.
Agora substituimos

2 _ 2
/:csen(a: +5) dz = /sen(x +5)x dz

U %(/u
1
S d
/ 5 senu du

1 2
= —5 cosu + C (trocando w por z“ + 5)

1
=-3 cos(z® 4+ 5) + C.

1 .

Logo /xsen(x2 +5) do = -5 cos(z? + 5) + C. Podemos verificar a

resolucao, calculando a derivada do lado direito. n
}integracdo por Substituicao

E Escolha u = g(z), geralmente, a "fungao de dentro”da fun¢ao do
composta f(g(x)).

Calcule du = ¢/(z) dz.

Use a substituicao u = g(x) e du = ¢’(x) dz para transformar o

integral em um que envolve apenas u: /f(u) du.

Calcule a integral resultante.

Substitua u por g(z), de modo que a expressar a solugao final s6
em termos de x.

Exemplo 6.7 [Integracdo por Substituicao]

192/340



Funcoes de uma Variavel & Integral Indefinida, Integracao por Substituicdo

Calcule /x\/x+3 dzx.

Solucao  Nesse caso, apos reconhecer a fungao composta, escolhe-
mos u = x + 3. E dessa forma du = dx, fornecendo uma substituicao
simples. Mas nesta fase, temos:

/xﬁdx:/x\/ﬂdu.

Nao podemos calcular uma integral que possui tanto um = e um u
nela. Precisamos converter o x de uma expressao envolvendo apenas w.
Comou = z+3,temos u—3 = x. Trocando x in por u—3. e reescrevendo
VU COmMo =,

/x\/m dx:/(u—?))u% du
:/(u%—?uu%) du

2 5
:5u5—2u%+0

2
:5@+$g—ﬂx+$%+a

Exemplo 6.8 [Integracdo por Substituicao]
Calcule /(295 +2) e T2t g

Solucao  Apos reconhecer a composicao, escolhemos u = z2 +2x+1.
d ) o .
Logo, d—u = 2z + 2. Pelo método de substituicao, concluimos que
X

/(2’1,‘ +2) e 2L qp — /eu du = et + O = e 2241 | ¢

Exemplo 6.9 [Integracdo por Substituicao]

Calcule /15:52 V53 4+ 7 da.

. o d
Solucdo  Fazendo a substituicdo u = 523 + 7, d—u = 1522 temos:
X

6 6

i 6/5 3 6/5
/15$2de:/mu] du:5u +C:M+C_

Exemplo 6.10 [Integracdo por Substituicao]

Calcule /xzx/erl dz.
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Solucao  Fazendo a substituicitou =x +1,temosz=u—1e du =

dx. Entao,
/xQ\/aL‘ +1dz = /(u - 1)*Vu du (6.5)

= /(u2 — 2u + l)ul/2 du (6.6)

_ / (/2 — 202 +-u?) du (6.7)
2 772 52 52, 2 39

= ZyT2 92 : .
=u U + U +C (6.8)
2

=Z(z+ )72 — %(x +1)%2 4 %(x +1)32 4+ 0. (6.9)

Exemplo 6.11 [Integracao por Substituicao]

Calcule /\/senxcosx dz.

- o dx .
Solucao  Fazendo a substituicao ¢ = sen z, 5 = Cos® e assim temos
que

/\/senzcos:r dx:/\/i dt
2
=324 C
3 +

= % sen®2(z) + C

Exemplo 6.12 [Integracao por Substituicao]

x

Solucao  Observe que (14 22)" = 2z. Utilize a substituigdo t = 1422

d
Logo, d—f = 2x e temos que

/L dac:}/}dt
1+ 22 2/t

Integrais Trigonomeétricas

Nessa se¢ao utilizaremos a técnica de Integracao por substituicao para
calcularmos integrais envolvendo fungoes trigonométricas. Essa estra-
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tégia sera detalhada e generalizada nas Secoes 8.3 e 8.4.

Exemplo 613 Calcule /sen3(:c) dz.

Solucdo  Observe que sen®(z) = sen?(z)senz = (1 — cos?(z)) senz.

Utilize a substituicao t = cosx. Logo, j—t = —senx e temos que
x
/sens(m) dz = / (1 —cos®(z)) senz da
:—/@—#)a
L3
=t—| =t C
()
L 3
=~ |cosz — 3 cos () | +C

=3 cos®(x) — cosx + C.

Exemplo 6,14 Calcule /tgx dx.

Solucao  Como tgzx = w, tome u = cosz, du = —senz dz. Assim
cosx
d
/tgaz de = /senx dez = /f—u = —Injul = —In|cosz| =
cos T U
In|(cosz) ™t = In|secz|. n

Exemplo 6,15 Calcule /sec:v dx.

Solucao  Paracalcularmos essa integral utilizaremos um truque. Mul-
tiplicando em cima e embaixo por secz + tg x temos:

sec? z + secxtgx
secx dx = dz
secr +tgx

Fazendo a substituicdo u = secx + tgx e du = (sec’ v + secr tgz) dz.
Temos
du
secx de = | — =1In|u| =In|secz + tgz|.
u

@ Proposicao 2. : Integrais das fungoes Trigonomé-
tricas

] /tgu du =1In|secu| + C
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] /cotgu du =1In|senu|+ C
] /secu du =In|secu + tgu| + C

] /Cossecu du = In | cossecu — cotgu| + C'

Exemplo 617 Calcule /w2 cossec z® du.

@ Proposicao 2. : Integrais Envolvendo as Fungoes
Trigonométricas Inversas

O / ! d arcsenu + C
- = du=
V1—u2

1
O /1+u2 du = arctgu + C

u = arcsec |u| + C

1
O | ——d
/|u|\/1—u2

1 1
Exemplo 64 Calcule [« — d —— dx | ¢
Pro B /\/1—4332 x/\/9—4x2 @ [<]
efl}'
e |
/4/1+62x X
P d ]
Exercicios
EX. 6.7 — 1. /3362 (2 — 5)7 dx 6. [ sen®(z)cos(z) dz
cos(3 — 6z) dx

2. /(2&0—5) (z° — 5z + 7)3 dz

sec’(4 —z) dx

1
d
/233—1—7 o

1
N
/\/mx

— — —

3. /x(m2+1)8 dx

\O

4. /(12x—|—14) (322 + 72— 1)° da
10
5. / (32 + 22) (52* + 52% + 2)° da

M

/ ac dx
’ vzr+3
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4.u/

2
12. /fo dz
(22 +3)

13 / x d
. —— dzx
V1—22

4. /sec(2m) dz

.’I?B—LU

15. —— d
5 \/E T
Nz
e
16. d
v
4
T
17. — dx
/\/x5+1

1
- +1
18. /7”—; dx
x
19. /7111(:5) dx
x
20. /tg2(ac)secQ(x) dz
1
21. d
/x—5 *
22. / r dx
3T + 2

23. /xcos (xQ) dx

24, /x2 csc? (x?’ + 1) dz

25. /th(m) dz

26. /sen(m)\/cos(x) dz
Ex. 6.8 — 1. /63171 dx

.3
2. /e”“ 2% dz

3. /612729”1(3:— 1) dz

~

®©

10.

1.

12.

13.

1.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

/

e’ +1

dx

et —e "

2x

dx
e

/ 3% dx

— S S S S S S S

dx
T
31
z dz
z+1
22 4+2x—5 da
r—3
322 —5x + 7
—— dx
r+1
22 +2x+1
3 + 322 + 3z
3a3 + 42?2 + 2¢ — 22
22 +3x+5
20+ 7 q
—— dx
22 +Tx +3
92z +3) d
322 4+9x + 7

—% 4 1422 — 462 — 7
2 —Tr+1

dx

dx
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7
22. ——
/:c2+7 dx

3
23. — dxz
/ V9 — 22

14
24. — dz
/ Vb — 122
2
25. — dzx
/ vz -9

26 /$ dx
' vt — 1622

Ex. 6.9 —

X
2~/md“‘
9
' /4x2+1 dz

1
— dzx
/ zv4z? — 1

w

Ea

o

1
——d
/\/16—9372 v

1
6. —d
/x2—2x+8 v

\O

/L d
' 2 4+ 62 + 34

10 /ﬂ dx
' z2 — 2z + 10

1 / < d
. — dzx
Vv1—zt

2
/— dz
vV—x2+6x+7

/ 3
— dz
vV—2?4+8z+9

1.

12.

13.

1.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

/ 7 —2x du
z2 4+ 122 + 61

/ 2 +5x—2
2 - 10x + 32
/x2+9

/ S g,

2 +4x+9

/ sen(z) e
cos?(z) + 1

/ cos(x) e
sen?(z) + 1

cos(x)
/1fsen2(x) de
3z —3
V2 —927—6
-3

v 6:E +8

cobx dxz. A dica é
reescrever cotx Como
cosx/senz, e fazer u =

sen x.

cscx dz. A dica @ mul-

tiplicar cscz por (cscz +

cotx)/(cscx + cot ).

/ cos’ () sen(z) dz

/ ¢ dx
et +1

/sen (5:1c + 1) dx
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Integracao por Partes

A partir da Regra do Produto para derivacao obtemos uma técnica de
integracao denominada de integracao por partes. Sejam f,g¢ : [a,b] —
R funcoes diferenciaveis em (a,b). Entao, para cada = € (a,b), temos
que

[f(@)g(@)] = [ (x)g(x) + f(x)g'(x),

equivalentemente

Como f(z)g(x) € uma antiderivada de [f(x)g(z)]’, se existir uma an-
tiderivada de f/(x)g(x), entao também existira uma antiderivada de
f(x)g'(x) e valera a formula de integracdo por partes:

/ (@) (@) dz = f(z)g(z) - / fo)gx) dz (610)

Teorema 3.

Sejam f, g : [a,b] — R diferenciaveis em (a,b).Se existir uma an-
tiderivada de f/(z)g(z), entao também existira uma antiderivada
de f(x)g'(x) e valera a formula de integragao por partes:

/f(x)g’(x) dzr = f(z)g(z) —/f'(x)g(m) dz (621)

Notagao 2. Se denotarmos u = f(z) e v = g(z), temos
du= f'(z) dz e dv=g'(z) dz

e podemos reescrever a Equacao (6.11) como

/u dv:uv—/v du

Exemplo 3 - Integracao por Partes.

Calcule/xcosx dz. <

Solucao A chave para a integragao por partes é identificar parte do
integrando como "u " e parte como " dv. " A pratica vai ajudar a fazer
boas identificacoes, e mais tarde vamos apresentar alguns principios
que ajudam nessa escolha. Nesse exemplo escolheremos u = x pois a
sua derivada & uma constante (e assim esperamos que a integral no
lado direito seja mais simples) e consequentemente escolhemos

199/340



Funcoes de uma Variavel & Integral Indefinida, Integracao por Partes

dv = cosxz dx. Em geral, é Gtil para fazer uma pequena tabela de
valores como feito abaixo. Inicialmente s6 conhecemos v e dv como
mostrado no lado esquerdo da Figura 6.2; Na direita, preenchemos
com os valores restantes que precisamos. Se v = z, entao du = dz.
Como dv = cosz dz, v € uma antiderivada de cosz. Logo podemos
escolher v =senx

U= v="7 N U= v =senx
du=7 dv = cosz dx du = dx dv = cosz dx
Figura 6.2

Montando a Integracao por Partes

Fazendo as substituicoes na integral por partes temos
/xcos:c dm:xsenx—/senx dz.
Integrando sen x temos — cosx + C e assim

/a:cosx der = xsenx + cosx + C.

|
O exemplo acima demonstra como a integracao por partes funciona de
modo geral. Tentamos identificar u e dv na integral dada, e o ponto cru-
cial & que geralmente queremos escolheru e dv para que du seja mais
simples do que u e esperemos que v nao seja muito mais complicado
do que dw. Isto significa que a integral no lado direito da Integragao
pela formula Partes, [ v du sera mais simples que o integrando origi-

nal [ u dv. No exemplo acima, nés escolhnemosu =z e dv = cosz dax.

Entdao du = dx era mais simples do que u e v = senx NAo0 & Mais com-
plicado do que dw. Portanto, em vez de integrar z cos z dz, poderiamos
integrar senz dz, 0 que sabemos fazer.

Exemplo 6.4 [Integragao por Partes]

Calcule /xex dz.

Solucao  Fazemosu = z e dv = ¢* dx. Logo du = dz e v = €%

U=z v="7 - U=z v=¢"
du =7 dv =¢e" da du = dx dv =¢" dz
Figura 6.3

Montando a Integracao por Partes

Logo utilizando integracao por partes temos
/xe” dx:xex—/e” dz.
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/xex dz = ze* — e + C.

Exemplo 6.5 [Integracao por Partes]

Calcule /m2 cosz dz.

Solucdo  Faremos u = 22 e l0go dv = cosz dx. Assim du = 2z dx e

v = senx COMO mostrado abaixo.
2

U= v="7 - u = x> v =senx
du =7 dv = cosx dz du =2x dz dv =cosz dx
Figura 6.4

Montando a Integracao por Partes

A formula de integracao por partes fornece entao:
/x2 cosz dz = z?senz — /2xsen1: dz.

Neste ponto, podemos constatar que a integral a direita &
realmente mais simples do que a integral com que comegamos,
mas para calcula-la, precisaremos fazer uma integracao por

partes novamente. Agora escolhemos v = 2z e dv = senz
u = 2x v="7 - u=2x V= —COoSx
du =7 dv =senz dzx du=2 dxr dv=senx dx
Figura 6.5

Integrando por Partes, novamente.

/xzcosm dz = 2%senz — <—2xcosx—/—2cosz dx).

22 cosz dz = 2?senx + 2z cosz — 2senz + C.

E logo

Exemplo 6.6 [Integracdo por Partes]

Calcule /ez cosz dz.

Solucao Essa &€ uma integral classica. Faremos u u = ¢e* e
dv = cosz dz. Entdo du =e* dz e v =senxz:
_ T _ 7 _ T _
u=e v =" - u=e v =senx
du =7 dv = cosz dz du=¢* dz dv =cosz dx
Figura 6.6

Montando a Integracao por Partes
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Observe que du nao ésimples que u, 0 que vai contra 0 N0sso principio
geral (mas confie). A integracao por partes produz

/emcosx dx:emsenx—/e””senx dz.

A integral a direita nao €& muito diferente daquela que
comegamos, entao parece que chegamos a lugar nenhum.
Mas vamos continuar e aplicar a integracao por partes para

0 novo integrante, usando u = e®* e dv = senz dx. Assim:
— o _? — o7 - _
u==ec v =" = U ==e€ v = COS T
du="7 dv =senx dx du=¢€" dv dv=senx dz
Figura 6.7

Integrando por partes novamente.

Logo
/em cosx do =e*senx — (—em cosx—/—em Ccos T da:)
zewsenx—&—eicosx—/ewcosx dz.

Parece que estamos de volta exatamente a onde comecamos, pois o
lado direito contém /el cosz dz. Mas este fato é positivo. Adicionando

/e“’ cosz dx a ambos os lados, temos:
2/695 cosx doz =e“senx + €” cosx

Dividindo ambos os lados por 2

/ezcosz dz =

simplificando temos

(e“" senx + €* cos :17)

NN

1
/e“J cosz dz = §ew (senz +cosz) + C.

Exemplo 6.7 [Integracdo por Partes]

Calcule /ln:z: dzx.
Solucao  Até esse ponto, obtivemos regras para integrar as funcoes

trigonométricas familiares e e*, mas ainda mao apresentamos uma
regra para integrar Inz. Isso porque Inz nao podia ser facilmente
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integrado com nenhuma das regras que apresentamos até este
ponto. Mas podemos encontrar sua antiderivada por uma aplicacao
inteligente de integracao por partes. Faca v = Inz e dv = duz. Este é
um bom e sorrateiro truque, que pode ser GUtil em outras situacoes.
Assim du = (1/x) dz e v =z, como apresentamos abaixo.

u=Inzx v="7 - u=Inzx v=uz
du =7 dv = dzx du=1/x dz  dv=dx
Figura 6.8

Montando a Integragao por Partes

Logo, por integracao por partes

/1nx dx:xlnx—/xé dzx.

Que pode ser simplificado a:

/lnx der=a2lnx—2+C.

Exemplo 6.8 [Integracao por Partes]

Calcule /arctgx dz.

Solucao  Utilizaremos o mesmo truque da integral anterior. Faga u =
arctgz e dv = dz. Entdo du = 1/(1+ 2?) dz e v = z. Por Integragao
por Partes, temos:

x
tgxr dr = tgx — dx.
/arc gz dxr = rarctgz /1—}—332 x

A Gltima integral pode ser feita por substituicao. Fazendo u = 1 + 22,
temos du = 2z dx. Assim

1 /1
/arctg:c dx:xarctgx—f/f du.
2) u

Logo
/arctgx dr = zarctgz — In(1 + 2?) + C.

Formulas de Recorrencia

@ Teorema 3.

Dado n um inteiro positivo e n > 2,
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1 _ n—1 _
O /sen”x dz = —=coszsen™ 'z + sen” 2z dz
n n

O [cos"z do = %cos"_lxsenx + "T_l Jcos" 2z dx

1 _ n—1 _
O /Sen"x dr = —= coszsen™ ' x + sen” 2z dx
n n

Demonstracdo. Provaremos o item a.
I, = senzcos" 'z 4 (n —1) /(1 —cos? z)cos" %z dx
Observe que
/(1—cos2 x)cos" 2z dx = /cos”*Qx da:—/coszx cos" % x dx = /cos"”m dx—/cos":z: dz
logo
I, = senwcos™ tx + (n — 1) /cos”*2 x dz— (n— 1)/008" z dx

I, =senxcos" *x+ (n— I, o —(n—1)I,

ou seja
nl, = senzcos™ 'z + (n—11I,_9
senxzcos" lx m—1
In = + I’n,—2
n n
Agora provaremos o item c. |
Exemplo 6.0 Prove a  formula de reducao

/gv”e“C dz = 2"e” —n/x"ilew dx

Solucdo  Fazendo u = 2™ e dv = €* dz. Temos que du = nz™ dx e
v = e*. Fazendo a integral por partes obtemos:

/x”ez dz = z"e” — /em cnz™ 1 dz (612)
/x"e‘” dz = z"e” —n/x”flex dz (613)
(614)

/:c”e”” dox = z"e” — /e$ -~z de (65)
/x”e”” dx = 2"e” —n/m"‘lew dx (616)
(617)

"

Exemplo 6.11 Prove a formula de reducao paara n > 2 /sec":c dzr =
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t 2 -2
grsee .70 [ sec" %z dx
n—1 n—1

Solucao A prova é por integracao por partes:

dsec"2(x)

/sec"(x) dz = /secz(a:) sec" % (z) do = tg(x)sec"*Q(x)f/tg(x)T dz.

Como a derivada de sec" %(z) = (sec(x))""2 &
(n — 2)sec™3(z) sec(x) tg(z) temos:

/sec"(x) dr = tg(x)sec" 2(z) — (n — 2) /th(x) sec"%(x) dx

Agora usando a identidade tg?(x) = sec?(z) — 1 temos:

/ sec™(z) dz = tg(z) sec 2(x)—(n—2) / sec” (x) da+(n—2) / sec"2(z) dz

ou seja
I, = tg(z)sec" %(x) — (n — 2)I,, + (n — 2)I,,_»

Adicionando (n — 2)I,, em ambos os lados temos:
(n — I, = tg(x)sec" (z) + (n — 2) 1,

Agora, obtemos a formula dividindo por n — 1, 0 que podemos fazer
para qualquer valor de n, exceto n = 1. ]

Exercicios

Ex. 610 — Calcule as seguintes 7. [ ze 2 dz

integrais indefinidas:

1. /xsenx dx 8.

e cosz dx

re=® da e*® sen(3x) dx

10.

e’ cos(br) dx

11. senzxcosx dx

2 12.

— S S S S —

13.

o
—
8

w
9]

8
o
S
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14. /xtg_lx dz 26. /J]CSCQI‘ dz
15. /senflx dz
Ex. 611 — 1. /xcsczx dx

16. /xcoshac dx

2. /xsecxtgx dx
17. /xsenhx dx

3. /xcscxcotx dz
18. /xlnx dx

4. /secxtgw dz

19. /(m—2)lnx dz

Ex. 612 — Calcule a integral in-
definida depois de fazer uma
substituicao.

20. /xln(:z:f 1) dz

21. /xln(xZ) dz 1. /sen(ln:n) dz
22. /x2 Inz dr 2. /sen(\/;E) dx
23. /(lnsc)2 da 3. /1n(\/5) da
2% / (In(z + 1))? do b [V da

25, /xsec2:17 dx 5. /ehw dz
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Capitulo

Tntegracio Definida

Nature laughs at the difficulties of integration.

— Pierre-Simon Laplace

Neste capitulo, utilizaremos o problema da area como motivagao e de
modo a formular o conceito de integral definida. Discutiremos o teo-
rema fundamental do calculo, que relaciona os problemas de encon-
trar retas tangentes e areas, ou dito de outra forma, que relaciona os
problemas de antiderivadas e integrais. Finalmente discutiremos técni-
cas para calculo de integrais. Concluimos o capitulo estudando funcoes
definidas por integrais, com foco na fungao de logaritmo natural.

Areas e Somas de Riemann

Problema do calculo de area

Considere o problema de determinar a area da regiao delimitada pelo
grafico de uma funcao f(z),0eixox easretasz=a ez =b.

[h]

A

///

v

A area dessa regiao pode ser aproximada utilizando retangulos, como

Neste capitulo:

» Areas e Somas de Rie-
mann (p. 207)

» Integral Definida (p. 212)

» * Fungoes Continuas sao
Integraveis (p. 217)

» Propriedades da Integral (p.
220)

» Teorema Fundamental do
Calculo (p. 225)

» Integracao por Substituicao
na Integral Definida (p. 230)

» Deslocamento e Espaco
Percorrido (p. 234)

» * A Funcao Logaritmo e
Exponencial Revisitadas (p. 235)
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na figura 71. Aumentando o nimero de retangulos e diminuindo o tama-
nho de cada retangulo teremos uma aproximagao melhor. E no "limite”
teremos a area da regiao.

[h]

Figura 7.1 , . B . .
Aproximacao da area da regiao pela soma das areas dos

retangulos.

Vamos motivar a construcao da integral utilizando um exemplo con-
sidere a regidao abaixo do grafico y = 22 de [0,1]. Essa regido é apre-
sentada na Figura 7.2. Nesse caso considere o problema de aproximar
(e posteriormente determinar) a area com sinal da regido. Denomina-
remos essa area de integral de x? de 0 até 1 e a denotaremos por

1
/ x? dz. Faremos primeiramente algumas aproximacoes. Comecare-
0

mos com 4 divisoes de tamanho 1/4. Estas divisoes particionam o in-
tervalo [0,1] em 4 subintervalos, [0,1/4], [1/4,1/2], [1/2,3/4] e [3/4,1].
Em cada um desses subintervalos vamos desenhar um retangulo. Trés

[h]

*———o—0— 00— 0

O 1y 12 3/ 1

\

escolhas sao usuais para a altura do retangulo: o extremo esquerdo, o

Figura 7.2

extremo direito e o ponto médio. Grafico de f(z) = 22.

Qual a area da regiao pintada?
O Extremo esquerdo Nesse caso escolhemos como altura o valor

da funcao no extremo esquerdo de cada subintervalo.

O Extremo direito Nesse caso escolhemos como altura o valor da
funcao no extremo direito de cada subintervalo.

O Ponto Médio Nesse caso escolhemos como altura o valor da fun-
¢ao no ponto médio de cada subintervalo.

1
Exemplo 71 Aproxime o valor de / z? dz utilizando o extremo es-
0

querdo, o extremo direito, e o0 ponto médio, utilizando 4 subintervalos
de mesmo tamanho.
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[h]

Figura 7.3 ) . o -
Aproximacao pelo extremo esquerdo, extremo direito e ponto medio
0 1 1 9
64 16 64
1
3/4
2/4
1/4
o 1)4 2/4 3/4 1
Figura 7.4

1
Aproximando / z? dz usando o extremo esquerdo.
0

Solucao  Aproximagao usando o extremo esquerdo. Dividiremos o
intervalo [0,4] em 4 subintervalos. Na figura 7.4 vemos 0s 4 retangulos
desenhados em f(z) = 2 usando o extremo esquerdo. (As areas dos
retdngulos sao dadas em cada figura.) Observe que no primeiro subin-
tervalo, [0,1/4], o retangulo tem altura f(0) = 0. Desta forma somando
as areas dos retangulos (base x altura) temos:

FQO) -1+ f(1/4) - 1/4+ f(1/2) - 1/4+ f(3/4) - 1/4 =
0+1/64+1/16+9/64 = 14/64.

Aproximacao usando o extremo direito. Somando a area dos retangu-
los (alturax bases) temos:

FOU/4) -1+ F(1/2) - 14 F(3/4) - 1+ (1) -1 =
1/64+1/16 4+ 9/64 + 1/4 = 30/64.

14 & & &k
0.8 +
0.6 T
04 +
0.2 +
0 1/4 1/2 3/4 1

Figura 7.5 , v, -
Aproximando / 2 dx usando o extremo direito.
0
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o
S

s
©

9
256

1
256

¥
o

=
|
o
o

S

3/4

2/4

1/4

v

0 1)4 2/4 3/4 1

Figura 7.6 _ v, -
Aproximando / z* dx usando o ponto médio.
0

Aproximacao usando o ponto médio. A figura 7.6 mostra a aproximacao
1

de f usando o ponto médio. Temos a aproximagao de/ z? dz como:
0

f(1/8)-1/4+ f(3/8)-1/4+ f(5/8) - 1/4+ f(7/8) - 1/4 =
1/256 + 9/246 + 25/256 + 49,256 = 21/64.

Observagao 2. Dado uma particdao de [a,b], 0 primeiro subintervalo e
[0, z1]; 0 Segundo é [z1,x1]; O i-ésimo subintervalo € [x;_1,z;].

O Quando usamos o extremo esquerdo o ponto que utilizamos para
definir a altura e zf = z;_;, e consequentemente a altura do i-
esimo retangulo é f(x;_1).

O Quando usamos o extremo direito o ponto que utilizamos para
definir a altura é zj = x;, e consequentemente a altura do i-€simo
retangulo é f(x;).

O Quando usamos o ponto meédio o ponto que utilizamos para de-

. . Ti1+x; L. ~ .
finir a altura é ¥ = ~“——", e a altura do i-ésimo retangulo é

Ti—1 + x4 . ~
I (121) Em todos os casos a soma das areas dos retan-

gulos
> flap)Aw;
=1

é dita Soma de Riemann de f em [a, b).

Utilizaremos essas formulas nos proximos exemplos

1
Exemplo 7.3 Calcule / z? dz aproximando a area utilizando o ex-
0
tremo direito com n subintervalos igualmente espacados.
- 1-0 .
Solucao  Sabemos que Az = — = 1/n. Também sabemos que
z; =0+ Ax(i —1) = (i — 1)/n. O extremo direito € z; = i/n. Assim a
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soma sera

_ (;3) <n(n+1é(2n+l)

2 +3n+1
a 6n2

RN N
T3 2n  6n2

Encontramos uma formula para aproximar a integral definida
utilizando n subintervalos igualmente espacados e extremo direito.
Usando 10 subintervalos, temos uma aproximacao de 0,385. Usando
n = 1000 da uma aproximacao de 0.3338. "

5

Exemplo 7. Aproxime / 23 dz usando o extremo direito e n subin-
-1

tervalos igualmente espacados, entao faca n — oo para encontrar a

. 5—(-1 _
area exata. Neste caso Az = # = 6/n. Também temos que
n

z; = (—1) + iAz; A soma correspondente ao extremo direito é:

/5 3 do ~ zn:f(xl)Ax
1 =

I

. -

[
I

&
Il
-

F(=1+iAz)Ax

(—1+iAx)*Ax

I
NE

-
Il
_

((iAz)® — 3(iAz)® + 3iAz — 1) Az (distribuindo Ac)

|

s
I
-

(i?’A:c4 — 3i2A:L'3 + 3iA$2 — Al‘) (abrindo o somatorio)

Il

s
Il
-

= Aa:4zn:i3 — 3Am3zn:i2 —|—3Ax22n:i — zn:Am
i=1 i=1 i=1 i=1

2
= Az (n(n + 1)) —3Az3 nin + 1)6(2n +1) + 3Aw27n(n2+ D) — nlAx

2
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100 +

5

Aproximando / x3 dz usando o extremo direito e 10
-1

subintervalos igualmente espacados.

Figura 7.7

(usando Az = 6/n)

1296 n2(n+1)2 4216 nn+1)2n+1) _36n(n+1)
- : =0 ; mnT

n4 4 T3 +3ﬁ 2 -0

(simplificando)

=156 + 3—7:8 + %
Mais uma vez, encontramos uma formula sucinta para aproximar a in-
tegral definida utilizando n subintervalos igualmente espacados e ex-
tremo direito. Usando 10 subintervalos, temos uma aproximacao de
195,96. Usando n = 100 da uma aproximacao de 159,802. Podemos
agora calcular o valor exato utilizando o limite
/5 2® dz = lim (156+378+2126> = 156.
n n

1 n—00

Integral Definida

Nesta secao formalizaremos as ideias apresentadas na se¢ao anterior.
Comecaremos definindo uma particao. Nos exemplos da secao ante-
rior utilizamos apenas particoes em subintervalos de mesmo tamanho,
mas nada impede que consideremos particoes mais gerais. Seja [a, b] C
R um intervalo limitado e fechado. Dizemos que

P:ra=xy<z1 <9< <z =0b n €N,

é uma particado ou divisao de [a,b]. Neste caso, escrevemos
P = {z;}, Nos exemplos da secao anterior consideramos trés
escolhas de ponto para determinar a altura: o extremo direito, o
extremo esquerdo e o ponto médio. Novamente, nada impede que

212/340



Funcoes de uma Variavel & Integracao Definida, Integral Definida

[h]
*—o—0—0— 00— 0
To=@1 T2 T3 "7 g, =b

Figura 7.8 - :
Uma particao do intervalo [a, b]

consideremos escolhas mais gerais. Denotaremos por Az; o tamanho
do i-ésimo subintervalo [z;, z;4+1] € por xF qualquer valor no i-ésimo
subintervalo. Os pontos z; sao denominados marcas € 0 conjunto
das marcas sera denotado por C = {z}}. Seja f uma funcao limitada

[h]

7 3 T3 Ty,
*—0——0—0—0— 00— 0@ o——0—0
To =a Z1 €2 z3 o T, =0b
Figura 7.9
Marcas

definida no intervalo fechado [a, ], @ soma
Rf’p,c = Z f(scl*)sz
i=1
é dita Soma de Riemann de f em [a,b]. Diremos que uma funcao f :
[a,b] — R € integravel, se existir um nimero 4 € R tal que

|P|—0

lim ) f(a])Az; = A
=1

para toda particao P = (z;) de [a,b] e para todo conjunto de marcas
xf € [z;—1, ;). Escrevendo o limite acima utilizando €'s e §'s te-
mos

@ Definicao 2. : Integral de Riemann

Uma fungao f : [a,b] — R sera dita integravel, se existir A € R
tal que para todo e > 0, exista § > 0 tal que

n

> f@h)Az - A

=1l

<e€

para toda particao de [a,b] com |P| < 4, qualquer que seja a
escolha das marcas z} € [x;—1, ;). Neste caso, escrevemos

Az/abf(x) dz
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que é denominada integral definida ou simplesmente integral
de f em relagdo a = no intervalo [a, b].

E importante observar que de acordo com a definicao anterior, para
que a integral exista o limite nao deve depender da escolha da particao
e das marcas. Um caso importante para o qual a integral existe, sao as
funcoes continuas:

@ Teorema 2. : Funcoes Continuas sao Integraveis

O Seja f uma funcao continua no intervalo fechado [a, ] en-
tao f é integravel em [a, b].

0 Se f é limitada e continua por partes no intervalo [a, b] en-
tao f é integravel em [a, b].

A demonstracao desse teorema sera apresentada na proxima secao.
Vejamos alguns exemplos. Nesses exemplos, as funcoes consideradas,
sao continuas, e logo integraveis e consequentemente o valor da inte-
gral nao depende da escolha da particao e das marcas e dessa forma
podemos utilizar uma escolha especifica de particao e de marcas.

b
1
Exemplo 7.3 Mostre que / r dr = §(b2 —a?).

a

Solucao  Vamos comecar subdividindo o intervalo [a,b] em n subin-
tervalos de tamanho

Desta forma os pontos da particao sao:

b—a b—a
To=a T =a+ ——, To=a+2
n

bh—
zr=a+k a’

Tp =20

Agora escolheremos ¢, como o extremo direito do subintervalo, isto &,
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cp, =T E logo
b n
/a z do = nlgréo;f(ck)Am

n b—a b—a
)
Jim ek (10

[
=
|
B
e
g B
SR
™
| — |
IS
_|_
ol
o
s |
)
_ 1

n—oo n, n 2
= (b—a) lim {a+b2a”(”n2+l)]
—(b—a) [a+ 3 nlﬁn;o"("njl)]
:(b—a)(a+b;a)

1

1

Exemplo 7.4 Mostre que/ x? dng.
0

Solucao  Vamos comecar subdividindo o intervalo [0, 1] em n subin-
tervalos de tamanho

Ar = —
n

Desta forma os pontos da particao sao:

1 1
g =0 = iL’zZQE7

1
T =k—, T, =1
n

Agora escolheremos ¢, como o extremo esquerdo do subintervalo, isto
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é, ¢, =xTr—1. E logo

b n
2 T
/a z° dz = nh_r)r;C ,;_1 flek)Ax

I
T
SE
2l

§ -

o

|

[\
)=

oyl

_l’_
)=

=

k=1 k=1 k=1
= Jim %n(n L)@+ —n(n 1)+ n}
~ lim [ L1 1}
n—oo | 6n2? 2n 3
_ 1
)

a 4
Exemplo 7.5 Mostre que/ 23 dr = az.
0

Solucao  Vamos comecar subdividindo o intervalo [0, a] em n subin-
tervalos de tamanho
Azx =

3le

Desta forma os pontos da particao sao:

a 2a
CE():O 1 = —, To = —,
n n
ka
T = —, T, =a
n

Agora escolheremos ¢, como o extremo direito do subintervalo, isto &,
cp, = Tp_1. E logo

b n
2 T
/a x dx = nh—>Holo ,},1 flex) Az

3
. " [kal® a
= lim E — =
n—o00 n n
k=1
4 n
.a
= lim — E k3
n—,oo N,
k=1
4

a1, 9
-t i (3 +17)
4 2

. a*(n+1)
R g

216/340



Funcoes de uma Variavel & Integracao Definida, « Fungdes Continuas sdo Integraveis

b
Exemplo 7.6 Mostre que/ e de=e

a

b_ e,

Solucao  Vamos comecar subdividindo o intervalo [a,b] em n subin-
tervalos de tamanho

Desta forma os pontos da particao sao z = a + kAxz Agora escolhe-
remos ¢, como o extremo direito do subintervalo, isto &, ¢, = ). E
logo

b n
/ e’ da = nl;n;OZf(ck)Ax
@ k=1
n
= lim Zea"'kAzAx
n— oo
k=1

n

. . k

= lim e*Az lim g AT
n—oo 7l—>00k 1

Usando a formula da soma da PG.

Ax (,Ax™
. e e -1
= lim e“Ax—( )
n— 00 eA"c —1

b—a
. e -1
= lim eaniA
n—o00 eRrr — 1

Quando n — oo temos que Az — 0

Como (eA* —1)/Az — 1 quando Az — 0

= — e®

x Fungoes Continuas sao

Integraveis

As duas somas de Riemann que apresentamos abaixo sao de particular
interesse pois representam duas possibilidades extremas da soma de
Riemann para uma dada particao.

Definicao 3.: Soma Superior e Inferior

Definimos a soma superior e inferior de uma fungao continua f
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com relacao a particao P, respectivamente, por

n n

[f,P) =3 wip(f@)ae: e S(P) =3 max(f(o))Aa

Para uma particao P e um conjunto de marcas C, como

P) = iggl( )NAz,; < Zf Az, < S(f, P Zmax ))Az;.
i=1 ‘

Consequentemente I(f; P) < R(f; P;C) < S(f; P).

A

f(x)

»
>

Lo|= ary Ti X141 rz=20

Figura 710 . "
S(f,P)eI(f,P)para f continua e positiva.

@ Definicao 3. : Integral de Darboux

Considere uma funcao continua f : [a,b] — R. Se

lim S(f,P)= lim I(f,P),

|P|—0 |P|—0

isto &, se a soma superior convergir para soma inferior quando o
tamanho de cada intervalo da particao P vai para zero, dizemos
que a integral de Darboux existe.

@ Teorema 3.

Aintegral de Riemann existe se e somente se a integral de Dar-
boux existe.

Demonstragdo. Dado uma particao P e denotaremos por Ry p a soma
de Riemann. Como

n n

I(f,P) =) min(f(x))Az; < Zf YJAz; < S(f,P)=") max(f(x))Ax;.

zel;

- xz€el;
=1 =1
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Consequentemente Iy p < Ry p < Sy p. Do fato anterior, temos que se
a integral de Darboux existe, entao as somas de Darboux superior e in-
ferior correspondente a uma particao suficientemente pequena estara
proximo do valor da integral, de modo que qualquer soma de Riemann
estara proximo do valor da integral. Por outro lado para que a soma
de Riemann exista, a soma deve existir para qualquer escolha de mar-
cas z} e deve ser igual, em particular podemos escolher o zF como o
maximo e o minimo Ou seja fazemos a escolha 1 < k < n, existem
ug, Vg € [Tp—1 .. 2] tais que:

fug) =max{f(z):z € [rr_1..21]}

f(vg) =min{f (x): x € [Tr_1..74]}

E desta forma temos que a funcao & Darboux integravel [ |

Teorema 3. : Funcoes Continuas sao Integraveis

Seja f uma fungao continua no intervalo fechado [a,b] entao
existe a integral de Riemann de f .

Demonstracdo. E suficiente demonstrar que dado ¢ > 0, existe uma
particao P de [a,b] tal que:

S(f;P)—=I(f;P) <e

onde S(f; P) e I(f; P)denota S(f; P)denotaasomasuperiore I(f; P)
a soma inferior de f (x) em [a,b] em relacao a particao P. Primeira-
mente observamos que uma funcao continua no intervalo fechado é
uniformemente continua. Logo existe § > 0 tal que se x,y € [a, b] satis-
fazem |z — y| < 4, entao:

€

@)= f )<

Deixe P = {xo,x1,%2,...,T,} S€r uma particao de [a,b] de tamanho
menor que 4§, isto &, tal que:

— Tp_ 1)
1?}?§n($k Tp_1) <

Entao para 1 < k < n, existem wug, vy € [Tr—1 .. 2] tais que:
f(ug) =sup {f () : & € [wp—1..21]}

flog)=nf{f(x):x € [wr—1..2x]}

Por hipdtese, x — xx—1 < 4, 080 |ux, — vi| < 4. Pela definicao de §

temos que:
€

Jug) = f (o) < 2

—a
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Consequentemente:

n

S(fsP) = I(f; P) =Y f(we) (= ap—1) = D f (vk) (@ — zp-1)

k=1 k=1

[f (ur) = f (vx)] (o — 2p—1)

1

n
k=

n

€
< m Z ((Ek —(Ek;,l)
k=1
€
- b—a(x"_xo)

= €

Propriedades da Integral

Antes de continuar faremos a seguinte convencao:

@ Definigao 4.

Se a < b entao definimos
a b
/ f(z) dxé—/ f(z) dz.
b a

Valem as seguintes propriedades

@ Proposicao 4.

linear, isto &,
O paratodo A € R, a funcao Af é integravel e
b b
/ Af(z) doe= )\/ f(z) dz.

o Afungao f + g é integravel e

/ab[f(x)+g(x)] de/abf(m) dx+/abg(x) de .

(71)

(7.2)

(7.3)

(7.4)
(7.5)

Sejam f,g : [a,b] — R funcoes integraveis. Entao a integral €
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Demonstracao.
b

/ M(z) do = hm ZAf YA, (7.6)

= E&o )\; flah) Az (7.7)

=A|1131‘r502f )Az; (7.8)

b
=\ flz) dz (7.9)
b n
| @+ gt@) do= fim 71D + gl An, (710)

(711)

= lim Y f(z})Az; + 11311302 g(z)Az; (772)
] =1

= [ f(z) dz+ / g(z) dx (713)

Seja f : [a,b] — Rintegravel. A integralé positiva, isto &, se f(x) >
0, para todo z € [a, b], entao / f(z) dx > 0. Em particular, se
g(x) < f(x) para todo z € [a, b], entao

/ ") s / f@) d

Além disso, se f(x) = 0, para todo z € [a, b], entao f sera integra-

vele/ f(z) de=0.

Demonstracdo. Como f(zF) > 0 entao Zf YAz; >0

b
/ f(z) dz= hm Zf )JAz; >0 (714)

Para demonstrar a segunda parte note que f(z) — g(z) > 0. |
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@ Proposicao 4.

Seja f : [a,b] — R integravel e m,M € R. Se m < f(z) < M
entao:

b
m(b—a)g/ f(z) de < M(b—a)

Demonstragao. Pela Proposicao 7.4 temos:

/abmdxg/abf(x) dxg/abde

b
m(b—a) §/ f(z) de < M(b—a)

@ Proposicao 4.

C
Aintegral € aditiva, isto , se existirem as integrais/ f(z) dz e
a

b b
/ f(z) dz,com c € [a,b], entao existira a integral/ f(z) d=

/abf(m) dm:/acf(a:) d:v—l—/cbf(m) dz .

e
Isto quer dizer que se f for integravel em todos os subintervalos
de um intervalo [a,b], entao f sera integravel em [a,b]. Em parti-

cular, quando ¢ = a, teremos / flx) dz=0.

a

Ry Ry

a c b \'

. b ¢ ’
Figura 7.11 /f(:r) dx:/ f(z) dx—|—/ f(z) d
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Valor Médio

O valor médio de um nimeros finito de valores y1,ys, . . ., y, € definido

como
ittty

n

Ym

Agora vamos calcular o valor médio de umafuncaoy = f(z),a <z < b.
Comecamos dividindo o intervalo [a, b] em n subintervalos iguais, cada
um com comprimento Az = (b — a)/n. Em seguida, escolhemos os
pontos =%, ..., = em subintervalos sucessivos e calculamos a média
dos numeros f(x}),..., f(xk):

n

fa) 4+ flag) _ f@)+--+ f(27)

O valor limite é

, 1 ., . 1
nh_{rgob_a;f(xi)Ax— b—a/a f(x)dx

pela definicao de uma integral definida.

@ Defini¢ao 4. : Valor Medio de uma funcgao

Suponha f uma funcao integravel no intervalo [a, b]. O valor mé-
dio de f no intervalo [a, b] &€ definido como

b
= [ t@)s

Exemplo 7. Calcule o valor médio para f(z) = x? em [1, 3]. <
Solucao
S
fm = 3j ) X dx

_1yE_r

- 2\3 3

13

3

valor Médio

Figura 7.12 L
Valor Médio da fun-

cao f(z) = 22
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@ Teorema 4. : Teorema do Valor Médio para Inte-
grais
Seja f uma fungao continua no intervalo fechado [a,b]. Entao

b
existe ¢ no intervalo (a,b) tal que : / f(z) dz = f(c)(b—a)

Demonstragdo. Como f € continua ela € integravel em [a, b]. Pelo teo-
rema de Weierstrass, existe m, M € [a,b] tais que:

f(m) = min_f(x)

z€la,b]
f(M)= Jnax, f(z)
Logo
b b b
/ f(m) dxg/ (@) dxg/ £ (M) dz
E assim:

b
fn -0 < [ f@ dr<sOne-a
Dividindo por (b — a) temos:

b
fom) < 5 [ F@) do< g0

Logo pelo teorema do Valor Intermediario, existe ¢ € (a,b) tal que :

b
[ 1@ A= 1

b
/ Hmdw=@Nb—®

|
Paridade
@ Teorema 4.
Suponha que f é continua em [—a, a]. Entao
O Se f é par entao f(z) dz = 2/ f(z) d=.
—a 0
O Se f éimpar entéo/ f(x) dz=0
Exemplo 10. Calcule /1 __ter dx <
p ) 1 1 + 5132 + 1‘6

224/340



Funcoes de uma Variavel & Integracao Definida, Teorema Fundamental do Calculo

Fungéo par Fungéo impar

Figura 713 ) ) . _ S
Paridade e integracao em intervalos simétricos em rela-
cao a origem
- tgx .. .
Solucao Como = _—2 @ impar pois
o F@) = ae par p
B tg —x _ tgx _
(=) = 1+ (—2)2+(—2)¢ 14a2+26 /(@)

temos que

1
tgx
———— dz =0
/,11—1—:1024—:106 o

Teorema Fundamental do

Calculo

Primeiro Teorema Fundamental do

Calculo

O Primeiro Teorema Fundamental do Calculo estabelece a principal co-
nexao entre calculo integral e o calculo diferencial. Considere uma fun-
cao continua f : [a,b] — R com f(¢) > 0. Entao a funcao

o) = [ "5 de

pode ser interpretada como a area de f de a até z, onde z pode va-
riar de a até b. Vamos calcular ¢’(x) por definicao. Mas antes disso
vamos apresentar um calculo heuristico. Para tanto observamos que,
para h > 0, g(x + h) — g(x) & obtida subtraindo-se as areas, logo ela é
a area sob o grafico de f de x até x + h. Para h pequeno essa area é
aproximadamente igual a area do retangulo com altura f(z) e largura
h,
g(x+h) —g(x) =~ hf(x), logo =2~ f(x).
Assim esperamos que
g(@+h) —g(z)

(@) = lim S5 ZID i,
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[h!]

Figura 7.4 . B ) .
A funcao g(x) fornece a area abaixo de f(z) de a até .

Figura 7.5 . =
Calculando a derivada de g(z) pela definicao.

Como veremos esse fato é verdade em geral, como apresentado no
seguinte Teorema.

Teorema 5. : Primeiro Teorema Fundamental do
Calculo

Seja f uma fungao continua em [a, b], entao a funcao g definida
por

awé/wﬂwm, a<z<h

é diferenciavel em (a,b) e ¢'(z) = f(x).

Demonstracdo. Se x e x + h estao em (a,b), entao
x+h T
sash)=glo)= [ sayde~ [ s ar
x z+h T z+h
= [swydes [ a- [g@yae= [ s

logo para h # 0,

T —g(x @th
st =ae) L

Suponhamos que h > 0. Como f é continua em [z, z + k|, pelo Teorema
de Weierstrass 5.1.3 existem x; e xo em [z, xz+h] tais que f(z1) < f(t) <
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f(z2) paratodo t € [z,x + h]. Logo,
x+h

f(xl)hg/ F(t) dt < f(wa)h.

x

Como h > 0, podemos dividir por h, obtendo

x+h
fa <y [ 10 dt < s,

ou equivalentemente,

glz +h) —g(x)
h

A desigualdade anterior pode ser demonstrada de forma similar para

fx) < < f(xa).

h < 0. Agora, quando h — 0, z; — x e x5 — x. Consequentemente,

}Li—>mo (z1) = xlligle(xl) = f(z), e %E}% f(z2) = xlggle(xz) = f(z),

pois f & continua, e assim pelo Teorema do Confronto 1.5,

d(x) = lim g(x + h})l —g(x)

= f(2),

e 0 Primeiro Teorema Fundamental do Calculo fica demonstrado. H

Exemplo 7.2 Ache a derivada da funcao g(z) = / V142 dt.
0

Solucao  Como f(t) = V1 +t2 é continua, pelo Primeiro Teorema V142 /
Fundamental do Calculo ¢'(x) = V1 + z2. "

4

Exemplo 7.3 Calcule a derivada de g(x) = / sect dt.
1

Solucao
Utilizamos o Primeiro Teorema Fundamental do Calculo e a Regra da 0 z
Cadeia. Seja v = =4, entdo
4
d [* d [ d d
g (z) = %/1 sect dt € %/1 sect dtd—z = sec uﬁ = sec(zt)4z3.
|
o sect
Exemplo 4. Calcule a derivada de g(z) = / et dt. <
ZE2

Solucao  Nesse caso nenhum extremo de integracao é constante po-
demos contornar esse fato observando que 0

4 4

z 2 0 2 z 2
g(m):/ et dt:/ et dt+/ et dt
z2 2 0
CL‘2 1174
= —/ et dt—|—/ e dt

0 0
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Agora podemos usar o Primeiro Teorema Fundamental do Calculo para
concluir. Faga isso!

Segundo Teorema Fundamental

do Calculo

Computar integrais a partir da definicao como um limite de somas de
Riemann pode ser um procedimento longo e dificil. O Segundo Teorema
Fundamental do Calculo nos fornece um método muito mais simples
para o calculo de integrais.

Teorema 5. : Segundo Teorema Fundamental do
Calculo

Suponha que f é continua em [a, b] entao

/ f(z) dz = F(b) — F(a)

onde F é qualquer antiderivada de f.

Demonstracdo. Seja g(z) = f(t) dt. Pelo Primeiro Teorema Funda-

a

mental do Calculo, ¢'(xz) = f(z), ou seja, g € uma antiderivada de f.
Pelo Corolario 5.2.2, duas antiderivadas s podem diferir por uma cons-
tante portanto, F(z) — g(z) = k, onde k € uma constante. Fazendo z =
a,a formulaimplica que F(a) = k e fazendo = = b, temos F(b) —g(b) =
k = F(a). Daj,

b
FO) - F() =g) = [ 1(0)at,
e a demonstracao esta completa. |

Notacao 6. Utilizaremos a notagdo

b
F(z)| £ F(b) — F(a).

a

Desse modo o Segundo Teorema Fundamental do Calculo pode ser re-
escrito

b b
/ F(z) do :/ F(@) dz = F(b) - F(a) = F(z)

a

Exemplo 7.7 Calcule a integral de f(z) = 22 no intervalo [1,2].

228/340



x>-3x+1

Funcoes de uma Variavel & Integracao

. 0
Figura 716 ,&?Hi@ge‘ra/[&%ﬁ} 3537 L1 fl%, representa a diferenca a
—1

diferenca entre as areas em lilas e vermelho.

0 0 0 0
/ (23 + 3z — 1) dm:/ z° d:v—i—/ 3z dx—/ 1 dz  (715)
—1 1 —1 —1

0

T 32 11
== = - =——. 16
Tl +5 LY 1 (716)
- [ ]
Exercicios
Ex. 71— Use o Teorema Funda- as seguintes integrais ou expli-
mental do Calculo para achar a que porque elas nao existem:

derivada das seguintes funcoes:

1
N 1. / z” + 3z dz
1. / V1 + 2tdt 0
0

4
. ./xﬁ dx
/ In(t)dt -1
1

N
N

w

5
2 3. / m dx
/cos(tZ)dt —2

+
\}&
8
[ V)
+
w
8
o
8

cos(z)
4. / (t + cos(t)dt -1
1
1
e” 5. / 2%/% dz
5. / (t + cos(t))dt 0
1
8
0 6. Vx dx
6. /ZCOSQ(t)dt 1
‘ 4
o 7. / 287 dz
7. / 2(:os2(t)dt 1
v i
2
5
8. / Vtcos(t)dt ¥
vz

Ex. 72 — Use o Teorema Funda-

mental do Calculo para calcular /4 1
10. — dzx
1
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w/4 1
1. / sec’(x) dx 13. / e’ do
0 0

2m 1
12. / csc?(60)df 14. / 5'dt
™ 0

Lo
15. —dt
> ]ﬁ t2+1

Integracao por Substituicao

na Integral Definida

Existem dois métodos para calcular uma integral definida por substi-
tuicao. Um deles consiste em calcular primeiro a integral indefinida e
entdo usar o Segundo Teorema Fundamental do Calculo. Por exemplo,

2 2
2
/ 2zy/1+4 22 doz = §(1+x2)3/2 =

0 =565 = @)

3 3

Um outro modo consiste em se mudar os limites de integracao ao se
mudar a variavel. Regra da Substituicao para Integrais Definidas. Se ¢’

for continua em [a, b] e f for continua na variagao de u = g(x), entao

b g(b)
)¢ (x) dx = ) du.
Lf@ﬂw() L@fﬂ

Demonstragdo. Seja F uma antiderivada de f. Entdo, F(g(z)) € uma
antiderivada de f(g(z))¢'(x), logo, pelo Segundo Teorema Fundamen-
tal do Calculo (Teorema 7.51), temos

b
/fmmquM=ﬂmw—F@w»

Por outro lado, aplicando uma segunda vez o Segundo Teorema Funda-
mental do Calculo também temos

g(b) g(b)
[ fw du=F)| = Flgb) - Flgla)
g(a) g(a)
|
3 Vi,
Exemplo 71 Determine: / e 2 dua; / e du.
—1 0
Solucao Tome w = —2z. Entdo, du = -2 dz. Logo,
dx = —du/2. Quando z = -1, v = 2; quando z = 3, u = —6.

Logo, trocando integrando, dx e limites de integracao,
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3 —6 u|—6 —6 2
/ e dr = / e“(—=1/2) du = _ _ ¢ _ (_i) _
2 2 2

2
—1 2
1 . L S
§(e2 — ¢ 9). Outro modo € primeiro encontrar a antiderivada:
u —2z
/e‘h dz = /e“(—1/2) du = —% = —62 . Agora basta calcular
3 e=20|? 1
/ e 2 dr = — 5 = 5(62 — e 9. ] Tome u = 322 Entdo
1 -1

du = 6z dz. Logo,  de = du/6. Quando xz = 0, v = 0; quando
x = /2, u = 6. Logo, trocando integrando, dz e limites de integracao,

V2 6 u |6 6
1
/ ze¥ dz :/ e du/6 = £
0 0 6
U 3z?

— % _~ Outro modo & primeiro
encontrar a antiderivada: /xe3””2 de = /e“ du/6 = % = 5
V2

, 6 6

2
e3x

6

eb

=5

\/5 2
Agora basta calcular/ e dr =
0

S| =

0

1
Exemplo 7.2 Calcule / V2r—1 dz. Fazendo u = 2z — 1, temos
1/2

1 1
du =2 dzou§ du = deuandOz:i,u:O;quande:Lu:l.
Assim,
1
12
12 82 _ 1
23 |, 3

IS

1 1 1 /1
/ \/23:—1dac:/ Vu= du:f/ Vu du =
1/2 0 2 2 Jo

Exercicios

_ . : B w/2
Ex. 7.3 — Calcule as integrais fa / 0 cos(0)d v —
0

. o 5.
zendo as seguintes substitui-
. sen(0)
coes:
" 6 Pl d
1. / cos(3x)dx u =3z ), x5 r
0
L 6
2. / r(4+22)0dx u=4+ /- /2 vz -2 dz
0
22
w/2
9 8. / sen?zcosr dr
3. / 2V +1lde v = /2
0

3+ 1 1
9. / 22(1 — 2%)* dx
0

w2 /4
4./ Sen(\}ﬁ:)dx u = L
x - 2
\/OE 10. / (z+1)e” T2 dg

-2
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| V3
1
1142 1 /4 — 2

: 1
12. — d
/2 226z 10 °F

Integracao por Partes na Integral

Definida

Combinando a formula de integragao por partes com o Segundo Teo-
rema Fundamental do Calculo, podemos avaliar integrais definidas por
partes.

@ Proposicao 6. : integracao por partes

Sejam f e g funcdes derivaveis em [a,b] com f’ e ¢’ integraveis.
Entao

b b
[ @) dz = f0)9(0) - f@(@) - [ F@)9lz) da.

Demonstracdo. Seja h(xz) = f(x)g(z). Pela regra da derivada do pro-
duto, W' (z) = f'(z)g(x) + f(x)g'(x). Assim, integrando os dois lados de
z = a até x = b e utilizando o TFC temos que:

b
/ W (z) dz = h(b) — h(a) (717)
= f(b)g(b) — f(a)g(a) (718)
b b
— [ F@ge) do+ [ g @) do G0

Rearrumando os termos obtemos o resultado. [ ]

In 2 T
Exemplo 7.4 Determine:/ ez dx; / xcosz dz.

0 0
Solucao Tomeu =z e dv = e® dx. Assim, du = dx e v = €*.
Logo, /xex dz = ze® — /em dx = wze® — e”. Agora utilizamos os

In2
limites de integragéo:/ ex dr = xe” —e*|P? = 2In(2) — 1.
0

Caso tivesse tomado v = e* e dv = z dz, teriamos du = e* dx

x 2
e v = x?/2. Assim, /e‘"”w dr = 332@ — /%ez dz, uma
integral ainda mais complicada! Reflita sobre isso..s| Tome
u = x e dv = cosz dr. Assim du = dr e v = senz. LOgZo,
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/mcosx dr = xsenx — /senm dr = zsenz + cosz. E assim

s
/ zcosz do = (zsenz + cosx)|y "
0

€1 1
Exemplo 7.5 Calcule/ 2 4. Fazendowu = Inz, temos du = — da.
1T T

Quandoz =1,u=In1=0;quandoz =e, u =lne = 1. Assim,

1

1 2
/ln—mdx—/udu:u— :1
1 T 0 2 0
P d )
Exercicios
EX. 7.4 — 1. / rsenzx dz 2. re"/3dr
0

x? cos(mzx) dx

1
2. / ze * dx 3.
1

— — Y~ —

) In(2 1
3. / z?senz dz 4 n2e +1) dz
—m/4
5. [ tetat
4. / z2senz dx
6. / (In(z))? dz
In2
s )
0

7. / zsenh(z)dz

1
6/edx
0

1
/ (22 +1)e " dz
2 0
7. /xe*h dx
1 4
9.u/ Vitin(t)dt
1
8. / e*senz dx
0

2
|
10./ n(;) dz
w/2 1 T

0. / e?* cosz dx
—7/2 1
11. / 2% dx
0

Ex. 7.5 — Calcule as seguintes in-
tegrais: 12. /cos(ln(z)) dz

©

1./ x cos(bx) da

—T
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Deslocamento e Espaco Per-

corrido

Consideremos uma particula que se desloca sobre o eixo z com equa-
cao de posicao x = x(t) e com velocidade v = v(t) continua em [a, ).
Sabemos que d—m(t) = v(t), ou seja, z(t) € uma antiderivada de v(t). Por-
tanto, pelo Segundo Teorema Fundamental do Calculo (Teorema 7.51),
temos

b
/ o(t) dt = 2(b) — 2(a) (7:20)

que é o deslocamento da particula entre os instantes a e b. Para calcu-
lar a distancia percorrida devemos ignorar o sinal da velocidade. Por-
tanto, definimos por

b
/ ()] dt (721)
o distancia percorrida pela particula entre os instantes a e b. Quando

v(t) > 0, para todo t € [a, b], entdo (7.20) e (7.21) implicam que a distan-
cia percorrida pela particula e o seu deslocamento coincidem entre 0s

/a "oty dt

Exemplo 71 Uma particula desloca-se sobre o eixo = com velocidade

v(t) =2 —t.

instantes a e b e sao iguais a

Calcule o deslocamento entre os instantes t=1 e t = 3.

Calcule o espaco percorrido entre os instantes 1 e 3.

3
=0.

3 2
t
Deslocamento :/ (2—1t) dt = <2t - 2>
1 1

3 2 3
Espaco percorrido :/ |2 — ¢ dt:/ (2-1) dt—/ (2—1t) dt =1.
1 1 2

Interpretagao: em [1,2) a velocidade é positiva, o que significa que
neste intervalo a particula avanga no sentido positivo; em (2,3] a
velocidade é negativa, o que significa que neste intervalo a particula
recua, de tal modo que em ¢t = 3 ela volta a ocupar a mesma posicao
por ela ocupava no instante ¢t = 1.
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x A Fungao Logaritmo e Expo-

nencial Revisitadas

Nesta secao vamos apresentar a definicao da funcao logaritmica como
uma integral e a definicao da fungao exponencial como sua inversa. A
funcao f(t) = 1/t € continua em (0, co). Pelo teorema fundamental do
calculo, f tem uma antiderivada em no intervalo com pontos finais 1
e x sempre que xz > 0. Esta observacao permite-nos fazer a seguinte
definicao.

Definicao 8.
A fungao logaritmo natural € uma funcao definida por

1
lnxé/gdt, z > 0.
1

8=

Inz

[h]

Figura 7.17 . i ,
Definicao do logaritmo como integral.

Proposicao 8. : Propriedades do Logaritmo.

A funcao logaritmo é continua e diferenciavel em todo seu domi-
nio e satisfaz:

Inl=0,

1
In’ 2 = = paratodo z > 0,
x
In(ab) = Ina + Inb, para todo a,b > 0,

a
In (3) =Ina —Inb, para todo a,b > 0,
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In(a") = rlna para todo a > 0 e r racional.

Demonstracdo. O item (a) segue diretamente da definicao pois

|
ln(l):/ — dt=0.
1t

A diferenciabilidade de Inz, bem como o item (b) sdao consequéncias
do Teorema Fundamental do Calculo | 7.5:

A continuidade da funcao logaritmo é consequéncia de sua diferencia-
bilidade. Para demonstrar o item (¢), seja f(z) = In(az), onde a &€ uma
constante positiva. Pela Regra da Cadeia, temos

f(x)=—a=~-.

ax T

Portanto, f(z) e Inz tem a mesma derivada, entao pelo Corolario 5.2.2,
diferem por uma constante:

In(az) =Inz+ C.
Fazendo z = 1, temos que Ina = C. Assim,
In(az) =Inz + Ina,

e substituindo = = b, temos a propriedade (c). O item (¢) também pode
ser demonstrado do seguinte modo

1 1 1 1
In(zy) :/ n dt:/ n dt—l—/ n dt = In(x) +/ n dt.
1 1 T T

Agora fazemos a substituicao w = t/x e assim temos

zy Yy
/ 1 dt = / —axdu = / 1 du = In(y).
u

Para demonstrar o (d) utilizaremos o item (¢) com a = 1/b, temos que

In <ll)) +Inb=In1=0, portanto In (Il)) = —Inb.

a 1 1
In (g> =1In (ab> =1lna+In (b) =Ina—Inb.

Finalmente o item (e) € demonstrado de maneira analoga e sera dei-
xado como exercicio. |

Agora,

Grafico do logaritmo.
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@ Proposicao 8.

A funcao Inz é crescente e seu grafico & concavo para baixo em
todos os pontos..

Demonstracdo. Como a derivada de Inz € sempre positiva, o logaritmo
é crescente e como a derivada segunda é sempre negativa, In"(z) =
—1/22, o logaritmo é concavo para abaixo em (0, +o0). [ |

Observe que em particular esta Proposicao implica que Inz é
injetiva.

@ Proposicao 8.

lim Inz = c©
Tr—r 00

Demonstracdo. Observe queln2 > 0eparan € N, In2" =nln2. Como
Inz € crescente, quando z > 2", In(z) > nIn2. Como lim nln2 = oo,
n—oo

entao lim Inx = oo. |
T—>00
@ Proposicao 8.
lim, .o+ Inz = —00

Demonstragdo. Se 0 < = < 1, entao (1/z) > 1 e lim,_,o+(1/2) = oo,
Sejay = 1/z; entao lim, o+ Inz = lim,, o In(1/y) = lim,_, o In(1) —

In(y) = lim, 00 — In(y) = —o0.

Logo, o dominio de In € (0,00) e a imagem é R; In(x) como mostra a Fi-
gura 718.ComoIn1l =0, :EEI—‘,I}OO Inx = +oo e Inx € uma funcao continua
crescente, pelo Teorema do Valor Intermediario ??, existe um nimero
onde Inz assume o valor 1. Esse niUmero é denotado por e.

@ Definicao 8.

Denotamos por e 0 nimero tal que lne = 1.
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Inz

P

(h] .

Figura 718 B )
Grafico do logaritmo natural.

Esta definicao € consistente com a definicao do nimero e como um
limite. Para isso demonstraremos que

lim (1 + z)/7 = e.

z—0

Seja f(x) =Inz. Entao f/(1) =1 e pela definicao de derivada
- fd+2z)—f(1) — lim In(1+ z)

/
f (1) iao €T x—0 €T (7.22)
= lim In(1 + z)"/* (7.23)
x—0
_ : 1/z
=1In Q%(l + ) ) , (7.24)

pois a funcao In é continua. Assim,
In (hm(l + ;z:)l/“’) =1
z—0

e portanto
lim (1 4+ 2)Y/* =e.
z—0

Funcao Exponencial Agora vamos apresentar uma nova defini-
cao da funcao exponencial. Comecamos lembrando que ja mostramos
que a fungao Inx € injetiva e, portanto, tem uma inversa.

@ Definicao 8.

A funcao inversa de In(z) € denominada de fun¢ao exponencial
natural e denotada por y = exp(z).

O dominio da fungao exp(z) € 0os nimeros reais e sua imagem é (0, co).
Observe que comoexp(x) é a inversa de In(z), exp(lnz) = = para = >
0, € In(expz) = =z para todo z. Além disso, como consequéncia das
propriedades do In(z) temos que exp(1l) = e, exp(0) = 1, wli)n’olo expr =

oo, e lim expx =0.
x

——00
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@ Proposicao 8.

A funcao exponencial é diferenciavel em todos os pontos do do-
minio e

% exp(z) = exp(z).

Demonstracdo. Pelo Teorema da Fungao Inversa, exp(x) possui deri-
vada em todos os pontos. O teorema também nos diz qual é derivada.
Alternativamente, podemos calcular a derivada usando diferenciacao
implicita: Deixe y = expx, entao Iny = z. diferenciando em relacao a

1d .
x chegarmos fd—y = 1. Assim, 3£ =y = exp. [ |
y X

Como expx > 0, expx € uma funcao crescente cujo grafico é concavo
para cima.

239/340



Funcoes de uma Variavel & Técnicas de Integracao,

Capitulo

[écnicas de Tntegracao

Neste capitulo:

A melhor maneira de explicar é fazer

— Alice no Pais das Maravilhas, Lewis Carrol » Fracdes Parciais (p. 240)

» * Decomposicao em Fragoes

Uma das consequéncias do Teorema Fundamental do Calculo, é que Parciais (p. 252)

podemos calcular efetivamente uma integral de uma funcao se conhe-
cermos uma primitiva, isto &, uma integral indefinida. Neste capitulo
desenvolveremos um conjunto de técnicas para calcular integrais in-
definidas e definidas. Os métodos que apresentaremos sao para clas-
ses particulares de funcdes, tais como fungdes racionais (método das
fracdes parciais), trigonométricas e envolvendo raizes quadradas (subs-
tituicdo trigonométrica). Finalmente na Gltima secdo apresentaremos
algumas estratégias para o calculo de integrais.

» Integrais Trigonométricas (p.
255)

» Substituicao Trigonomé-
trica (p. 263)

» * A Substituicao de Weiers-
trass u = tg(z/2) (p. 269)

» Estratégias de Integragao (p.
270)

Fracoes Parciais

Nesta secao mostraremos como integrar uma funcao racional, i.e., quo-
ciente de polindmios, expressando-a como soma de fracées parciais.
Para esse fim considere a func¢ao racional

onde P e @ sao polindmios. Primeiramente observamos que se o grau
de P for maior ou igual ao grau de @, entao podemos simplificar a
expressao realizando a divisao de polindomios,

P(x) R(x)

Q(x) Qx)’
onde S(z) e R(x) sao também polindmios. Quando o grau de P for
menor que o grau de @ dizemos que P(z)/Q(x) é uma funcao racional
propria. Essa sera a primeira etapa da técnica de integracao de fungdes
racionais: realizar a divisao de polinémios de modo a obter uma funcao

= S(z) +

racional propria.
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342 1 S . .
Exemplo 8.1 Calcule/% dz. Fazendo a divisao polinomial
T —
3 . 2 4
( T +2x+1)f(x—1):x —|—x+3+71
T —
—$3+.’172
2 + 2z
—22 4z
Jz+1
-3z +3
4
obtemos
3 2 1 4 3 2
/M dx:/ P tr+3+— dx:x—+x—+6x+4ln|x—1|+C.
z—1 z—1 3 2

A segunda etapa da técnica de integracao de funcgoes racionais con-

siste em fatorar o denominador Q(x) o maximo possivel. Pode ser mos-
trado que qualquer polindmio Q(z) pode ser fatorado como produto
de fatores lineares e de fatores quadraticos irredutiveis. Um fator qua-
dratico é dito irredutivel se nao tiver raizes, ou seja, se A < 0. Ou seja,
qualquer polindmio Q(z) pode ser fatorado como produto de termos
da forma:

(ax + b)™ (cx? + dx + e)"

O seguinte quadro estabelece como decompor uma funcao racional
como uma soma de fungoes racionais cujos denominadores sao todos
de grau inferior ao grau de Q(x).
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Decomposicao em Fragoes Parciais

P(z)

Q(z)

que o grau de Q.. Para obtermos a decomposicao em fragoes
parciais repetimos 0s passos abaixo para cada fator linear e
para cada fator quadratico irredutivel de Q(z)

Seja uma funcao racional, na qual o grau de P é menor

Termos Lineares: Se (z — a) divide Q(z), seja (z — a)™ a
maior poténcia de (z — a) que divide Q(x). Entao a de-

i P(z) .
compaosicao de contera a soma de termos
Q(x)
Ay + As + + L
(x—a) (z—a)? (x —a)"

Termos Quadraticos Se x2 + bz + ¢ divide Q(x), seja (z? +
bz +c)™ a maior poténcia de 2% + bz + ¢ que divides Q(z).

- . P .
Entao a decomposicao de QECE; contera a soma de termos
X
Bix+C4 Box + Cs Bz + C,
22 +bx+c (224 bx +c)? (2 4+ bz + )

De posse dos termos que aparecem na decomposicao em fra-
¢oes parciais, para determinar os coeficientes A;, B; e Cy:

Multiplique as fracoes por Q(z), simplifique o denomina-
dor. Agrupe os termos de mesmo grau.

lguale os coeficientes resultantes dos poténcias de z e
resolva o sistema de equacoes lineares resultante.

O truque de Heaviside apresentado abaixo pode ajudar a
simplificar o sistema.

Explicamos os detalhes dessa expansao através dos diferentes casos
que podem ocorrer.

Fatores Lineares

@ Teorema 1.

Para cada fator da forma (az + b)™, a decomposicao em fragoes
parciais contém a seguinte soma de m fragdes parciais

Ay N Ay N Apm
ax+b  (ax +b)? (ax +b)™
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onde A;, A,, ..., A,, sao constantes a serem determinadas.

Exemplo 8.3 [Decompondo em Fracoes Parciais] Encontre a Decompo-

sicao em Fragoes Parciais de

2 -1

Solucao O denominador fatora em produto de termos lineares z2 —
1= (x—1)(x+1). Logo temos a seguinte expansao
L _ A B
22-1 -1 x4+1

Para determinar as constantes A e B, multiplique ambos os lados por
22 —1=(x—1)(x+1):
Alx —1)(z+1)  B(xz—1)(xz+1)

+

z—1 z+1

=A(x+1)+ Bz —1)
=Ar+A+Bx—B

1=

Agrupe os termos de mesmo grau
=(A+B)z+ (A— B).
Temos a igualdade
1=(A+ B)x+ (A—B).
Por uma questao de clareza, reescrever o lado esquerdo como
0Oz+1=(A+ B)x+ (A— B).

No lado esquerdo, o coeficiente do termo =z é 0; a direita, é (A + B).
Uma vez que ambos os lados sao iguais, temos que 0 = A + B. De
modo analogo, no lado esquerdo o termo constante € 1; no lado direito
o0 termo constante é (A— B). Logo temos 1 = A— B. Temos um sistema
linear com 2 equacoes e duas variaveis. Resolvendo temos

A+B=0 _ A=1/2
A-B=1 B=-1/2

Logo
112 12
2-1 z—-1 z+1°

Exemplo 8.4 [Integrando usando Fragbes Parciais] Utilize a decompo-
. . . . rz+3
sicao em fracoes parciais para integrar | ————— dux.
2 — 31+ 2

Solucao  Observe que 22 — 3z +2 = (z — 1)(x — 2). O método de
fracOes parciais fornece a decomposicao

T+ 3 B A n B
22-3x+2 -1 x-2
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e portanto A(x —2)+ B(x—1)=z+30u (A+ B)z—2A—-B=xz+3.
Como os polindmios sao idénticos, seus coeficientes devem ser iguais.
Logo, A+ B=1e —2A — B = 3. Resolvendo, obtemos A= —-4e B=5
e assim

x+3 —4 5
- — dz = dzr = —4In|z—1|+51n |[x—2|+k.
/x2—3m+2 v /(m—ler—Q) . nle—1+5n o2+

Observagao 5 - Método de Heaviside. O metodo de Heaviside pode
facilitar a descoberta dos fatores da decomposicdo. O método de He-
aviside € um método para facilitar a resolucdo da igualdade de dois
polinémios. Como a igualdade de polinbmios deve ser satisfeita para
todos os valores de x, tomaremos alguns valores particulares para os
quais a igualdade se simplifica, em especial, tomaremos as raizes dos
termos lineares.

llustraremos a utilizacao do método no exemplo no qual devemos de-
terminar A, B na expansao

3r+1 A B

(x+3)(x+1) x+3+x+1.

Para isso multiplique os dois lados por (z + 3)(z + 1):
3v+1=A(x+1)+ Bz +3).

Como a equagao anterior deve ser satisfeita para todos os valores de
x, tomaremos alguns valores particulares para os quais a igualdade se
simplifica, em especial, tomaremos as raizes dos termos lineares. Para
o sistema anterior. Tome x = —1 para obter —2 = 2B e portanto
B=-1.

Tome z = —3 para obter —8=(—2)A e portanto A=4.

Exemplo 8.6 [Integrando usando Fragdes Parciais] Utilize a decompo-

3

.~ f ~ Tl 1 t S d
SICAa0 em Tracoes parcials para in egrar/ (3? — 5)<$+3) x

Solucao A estratégia de integracao por fracoes parciais 81 pressu-
poe que o grau do numerador & menor que o denominador. Uma vez
que este nao é o caso, comecamos usando divisao polinomial para re-
duzir o grau do numerador.

19z + 30

3) = (a2 —22 -1 ) —p24 T
(x) @ ro ) =r2t e s

— 234+ 222 4 152
222 + 15z

—22% +4x+ 30

19z 4 30
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Assim
23 192 + 30
S [ R o ey
Usando fragoes parciais, fazemos a expansao
19z + 30 A B

(x —5)(z+3) x—5+x+3
para valores apropriados A e B. Logo

192430 = A(z +3) + B(z — 5)
=(A+ B)x+ (34—-5B).
que implica que

19=A+18
30 =3A-5B.

resolvendo o sistema linear

125/8 = A
27/8 = B.
Integrando
3 125/8  27/8
_ dx= 2 d
/(x—5)(a:+3) . /(‘“ +x—5+x+3> v
x2 125

27
:?+2x+?ln|x—5|+§ln|z+3|+a

Exemplo 8.7 [Integrando usando FracOes Parciais] Utilize a decompo-
. . .. . 2z +1
sicao em fragoes parciais para integrar | ———-———— dx.
3 —zt—x+1
Solucao  Primeiramente observamos que 1 é raizde % — 2% —x +1,
logo (z — 1) é um fator. Fazendo a divisao de polindmios obtemos x3 —
2> —x+1=(z—-1)(22-1) = (x — 1)%(x + 1). Consequentemente a
decomposicao em fracoes parciais é
2rx +1 A B C
, = + + :
»w-—z2—z+1 z41 (z-1) (z—1)2
Expandindo temos que 2z +1 = A(z — 1)+ Bz +1)(z — 1)+ C(z + 1).
Utilizaremos o método de Heaviside. Fazendo z = 1 obtemos 3 = 2C

. 3 . 1
ousejaC = 7 Fazendo x = —1, obtemos —1 = 44 ou seja A = -7
. 1 3 . 1
Finalmente fazendo = = 0, obtemos 1 = 1~ B+ 3 e assim B = T
Consequentemente
20 +1 1 1 1 1 3 1
- do=— | — do+- | — dz+= | ——= d
/x3—x2—m—|—1 v 4/x+1 x+4/x—1 x+2/(x—1)2 .
(81)
1 1 3 1
=—-1 1+ -lnjz—1] - =——+C.
4n|x+\+4n|x | 2x_1+C
(8.2)
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Fatores quadraticos

Queremos calcular integrais do tipo

P
/i dr |
ar? +br +c
onde P & um polindmio e A = b? — 4ac < 0. Entdo devemos reescrever
o denominador como soma de quadrados. Em seguida, fazemos uma
mudanca de variavel e calculamos a integral. Antes de apresentar o mé-

todo de fragdes parciais, para esse caso. Mostraremos como é possivel
integrar os termos obtidos.

2¢+ 1

E lo 8.8 Calcule | ——— du=.
xemplo u /I2+2x+2 T

Solucao  Escrevamos o denominador como soma de quadrados 2 +
20+2 =224+2r+1+1 = (x+1)2+1. Fazendo a substituicdo u = x+1,
temos du = duz;

2 1 2 1
/L dx:/L d (8:3)
22+ 2z 42 (x+1)2+1
o (2u—-1)+1
_ / o w (8.4)
2u -1
= [y vt [ g (8.5)
=In(1+ u2) —arctg u + C (8.6)

=In(1+ (z+1)%) —arctg(z + 1) + C. (87)

422 — 3x + 2
Exemplo 8.9 Calcule | ———— dz.
plo£.9 /4932 Tz 3

Solucao  Como o grau do denominador é igual ao grau do denomi-
nador, primeiro vamos dividir os polindmios,

422 — 3+ 2 rx—1 r—1

- =1l =1 ——

4?2 — 42+ 3 4?2 — 4243 (2x —1)2+2
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1 .
Fazendou =2z —1louxz = %, temos du = 2 dz, assim

422 — 3x + 2 z—1
—  dz = 14+ —-—+-—-—-1]d 8.8
/4x2—4x—|—3 v /( +(2x—1)2+2) . (8.8)
u+1
TPRS Y Y (69)
2 u2 + 2
1 u—1
=z Z/uQ—i-Q U (810)
1 U 1 1
= ) —du—=> | —— d 811
er4/u2—|—2 “ 4/u2—|—2 “ (8:1)
1 11 U
= —In|u?+1| - =—=arctg [ — C (812
x—|—8n|u—|—| 4\/§arcg(\/§>+ (812)
1 11 2z — 1)
=z+ =-In|(2z —1)>+ 1| — = — arct ()—i—C.
§inl(2e =17 1] = g wwetg (2
(813)

@ Teorema 1.

Para cada fator da forma (az? + bz + ¢)", a decomposicao em
fracoes parciais contém a seguinte soma de n fracoes parciais

Alﬂ'] + Bl AQ.’E + BQ An{L’ -+ Bn
ax?+bxr+c  (az?+ bx+ c)? (az? + bx + c)™
onde Aj, As, ..., A, sao constantes a serem determinadas.

Exemplo 8.11 [Decompondo em Fracoes Parciais]

1
becomponha f(z) = g aP@ ra )@ o T 7E O

¢Oes parciais, mas nao determine os coeficientes resultantes.

Solucao O denominador ja se encontra fatorado, ja que z2 +z+2 e
z? 4+ + 7 sdo irredutiveis. Como (z +5) € um termo linear que divide
o denominador, teremos o termo

A
T+ 5

na decomposicdao. Como (x — 2) divide o denominador, teremos os
seguintes termos na decomposicao :

B C o D
x—2  (r—2)2 (z —2)3"

r+ F .
. Final-
. 2?+r4+2
mente, o termo (22 +2+7)2 gera os seguintes termos na decomposicao
Gx+ H o Iz +J
24+x+7 (22 4+ x+T7)2

0 22+ z 4 2 termo no denominador fornece o termo
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Juntando tudo temos:

1 A N B N C N D N
(x+5)(x—2)32+2+2) (22 +2+7)2 x+5 -2 (z-2)2 (z-2)3
Ex+ F Gr+H Iz +J

2+z+2 224+ 7 (224x+7)2

Determinar os coeficientes A, B, ..., J seria um processo tedioso. =

Exemplo 8.12 [Integrando usando Fraces Parciais] Utilize a decompo-
- - .. . 2 4+x+1
sicao em fracoes parciais para integrar B8 dz.
3 —
Solucao  Como o grau do numerado & maior que o grau do denomi-
nador, comecamos fazendo a divisao polinomial:

822 1
( x° —|—J;+1)+(3§3—8>=x2+x:—7x+
z° —8
— 25 + 822
8z +x+1
Como a® — 8 = (x — 2)(2? + 2z + 4).
x5+x—|—1_x2 8x2—|—x—|—1_x2+ 8r2 + 1+ 1
3-8 3-8 (x —2)(22 422+ 4)
Pelo método de fragoes parciais,
S8x2+x+1 A Bx+C

(x —2)(x% + 22+ 4) I72+IE2+2I+4.
Entdo, 822 + x + 1 = A(2? + 2z + 4) + (Bz + C)(z — 2). Fazendo z = 2
35
obtemos 35 = 124 ou A = o Fazendo x = 0, obtemos 1 = 44 — 2C

1 1
ouC:§6. Fazendo = = 1, obtemos 10:7A—B—CouB:f—2.
Assim,

61 +16

82 1 35 1 8T 5

/ AT d:l:z—/ d:c—!—/udz
(x —2) (22 + 2z + 4) 12) -2 22+ 22z +4
—§ln|x—2|+i/761x+64 x
12 12 ) 224204+4

Para calcular a Gltima integral, escrevemos 22 + 2z +4 = (z + 1)2 + 3
e fazemosu=x+10ouz=u—1e du=dx; portanto,

lz + 64 1 4 1(u—1)+ 64
/6x+6 d_/6:v+6 d_/6(u ) +64

2t2z+4 0 ) wrn2es T u? +3

1 1
:61/Ldu+3/mdu:G—In(u2+3)+iarctgi+0

u? +3 2 V3 V3
61 3 z+1
= —1In((z+1)?+3) + — arcte =—— + C.
g In((r 12 +3) ety
Finalmente,
D +z+1 3 35 61 3 r+1
———dz = —+—In|z—-2|+—1 1)2 t .
/ S5 @=gt nlx |+24 n((z+1) +3)+12\/§ arctg 7 +C
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Exemplo 813 [Integrando usando Fracoes Parciais] Utilize a decompo-
22 +2c+5

sicao em fracOes parciais para integrar / ——— dux.
x2(x—1)

Solucao  Expandindo em fracoes parciais temos;

2 +2c+5 a b c
2(x—1) =z 22 z-1

Para calcular a, b, c colocamos o lado direito com 0 mesmo denomina-
dor:

2 +2r+5 _ az(z — 1) + b(x — 1) + cx? _ (a+c)x®>+(b—a)r—b
z?(x —1) z2(x — 1) z2(x —1) '

lgualando os coeficientes obtemos o sistema
a+c=1, b—a=2, —-b=5

Resolvendo, obtemos a expansao em fragoes parciais:

172—|—2:c+5_ 7 5 8

2x—1) oz a2 z—1

Integrando cada um dos termos da direita, obtemos:

2
2
/x 205 dx:—710g|x|+g+8log|x—l|.

z2(z—1)

Exemplo 814 [Integrando usando FracOes Parciais] Utilize a decom-

osicao em fracoes parciais para inte rar/ 72* + 31z + 54 dz
POSIE coesp P S GrD@ r e 1)

Expandindo em fragoes parciais

T2 + 31z + 54 A Bz +C

(x+1)(z2+62+11) z+1 YT

Colocando no mesmo denominador

72? + 31z 4+ 54 = A(2? + 62 +11) + (Bx + C)(x + 1)
= (A+ B)2* + (6A+ B+ C)z + (11A+ O).

0 que implica:

7T=A+B
31=6A+B+C
54 =11A+C.
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Resolvendo o sistema, obtemos A =5, B=2¢e C = —1. Logo

/ 7x? + 31z + 54 dx—/ 5 n 20 — 1 da
(x+1)(z2 + 62+ 11) r+1 22+6x+11 '
O primeiro termo é facil de integrar e € igual a 5In |z + 1]. O segundo

20— 1

‘ o . z? + 6z +11
possui um termo quadratico no denominador e um termo linear no

numerador. 1sso nos leva a tentar uma substituicao. Faremos a subs-
tituicdo u = 22 + 6z + 11, logo du = (2z + 6) da. Como o numerador
é 2z — 1, e nao 2z + 6, Podemos obter o termo 2z + 6 no numerador

termo exigira um pouco mais de trabalho. O integrando

adicionando e subtraindo 7 “7 — 7"

2r —1  2e—-1+7-7
224+6x4+11 2246z +11
2x+6 7

22+ 6x+11 2246z + 11

NOs agora pode integrar o primeiro termo utilizando substituicao, le-
vando a In|z? + 6z + 11|. O termo final pode ser integrado usando arco
tangente. Em primeiro lugar, completamos o quadrado no denomina-

dor:
7 7

2+6z+11  (z+3)2+2
Fazendo a substituicao u = z + 3 obtemos

/;dx—lmt z+3) . o
2r6rr1l BT A '

Juntando tudo

/ 72% 4 31z + 54 dw_/ 5 . 2w-—1 de
(x4 1)(2? + 62 + 11) N z+1 x24+6x+11

5 20 +6 7
N e R O
r+1 m+/x2+6x+11 v /m2+6x+11

:51n|x+1|+ln|x2+6x+11|7Larctg (ﬁ

V2 V2
Nem sempre o método de fracoes parciais € o método mais simples,
como ilustra o exemplo a seguir:
342

Exemplo 815 Calcule /L dz.

(x —1)?
Solucao  Essa integral pode ser calculada por fragoes parciais, mas
nesse caso é melhor fazer uma mudanca de variaveis. Sejau = z — 1
ouz=u-+1e du= dz. Assim, temos

3 +2 (u+1)3

3 2
:/u + 3u 2+3u+3 du (815)

U

2
3
:%+3u—|—31n|u\—5+0 (816)
B (x —1)2

3
5 t3@ -1 43— 1| - " +C. (817)
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Exercicios
Ex. 81— Decomponha —;

. o z° — 3z

em fragdes parciais.
— T
Ex. 8.2 — Decomponha ———
x4 —9

em fragoes parciais.

Ex. 8.3 — Dados «,3,m,n cons-
tantes, com a # B mostre que
existem A e B tais que:

mx + n A B

(x—a)(z—p5) _x—a+x—5'

Ex. 8.4 — Usando o exercicio an-
terior calcule as seguintes inte-
grais:

1

/ (x4+1)(xz—-1) de
z—1
./ :1572

3

T
/x2+3x+2 dz

Ex. 8.5 — Seja a # 0. Mostre que:

1 1
/7dm =— arctg(f) +k
a a

o? 4+ 22

Use esse fato para calcular as in-
tegrais:

1
E/54—3:2 dz
1

/mdw
3x+1
/ 5+x2

Ex. 8.6 — Prove que dados

a,m,n constantes mostre que

Funcoes de uma Variavel & Técnicas de Integracao, Fatores quadraticos

existem A e B tais que:
mx+n A B

2 z-a (r—a)

(r—a) >

Ex. 8.7 — Calcule as seguintesin-
tegrais por fragoes parciais:

1
x
/3:2 5+ 6 dz
rz+3
=)

ac—l
x> +x+1

/x2—2x—|—1 dz
x2 42
SIEy
z+1
/ x+3)d

4+w+1

afeey,

R

Ex. 8.8 — Calcule as seguintes
integrais por fracoes parciais:

(/“ 1222 + 21z + 3
dz

(x4+1)(32z2 4+ 52 —1)

5 / 202 +x+1 du

' (x+1)(z249)

/ 6x° +8x — 4

. dx
(x — 3)(2? 4 62 + 10)

L / 224+x+5 A

) 2 4+ 42 + 10

[z ¢
—_——— dz
3 + 222 + 3z

w

o

Ex. 8.9 — Calcule as seguintesin-
tegrais

/ Tx+7
1. —_— dx
22 4+ 32— 10
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Tx —2 1222 + 21z + 3
2+ (x4+1)(32z2 4+ 52 —1)
3 j/ 1y 2
: — dx _
322 — 12 15 / 62 + 8z — 4 du
(x — 3)(2% 4 62 + 10)
z+7
0 /7 dz
(z+5)? 202 + x4 1
16. ———— dx
(z+1)(z2+9)
s /—3I—20 da
) (z+38)? 2% — 20z — 69
17.
/ /kx—?ﬂﬂ+ﬂx+1ﬂ
/ 922 + 11z + 7
——— dx
x(zr+1)2
/ 922 — 60z + 33
18. 3
/ e R (x = 9)(2? — 22 + 11)
M G0 +3)B-22)

10 / 622 4+ 452 + 121
9422 — 10z 4 ") (2 +2)(2? + 102 + 27)
(Tz+3)5z — Bz —1)
/2 8z + 21
20. RS
/LL ta+l 1 (@ +2)(x+3)
x2+x—2
5 14z +6
10. / dz 0
xQ—x—QO
s l/d 22+ 5z -5 b
/2x2_4x+6 ")y (x—10)(22 + 4z + 5)
1. dx
22 -2z +3
23 /1 a dx
* /x5+2x2+31 dz CJo (@+1)(a? 422+ 1)
224+x+5 62 + 4
13. 224210 24, =
22 + 42 + 10 322 4 4o 1 1

+» Decomposicao em Fracoes

Parciais

Nessa secao denotaremos por R[z] o conjunto dos polindmios com co-
eficientes reais e por C[z] o conjunto dos polindmios com coeficientes
com coeficientes complexos.

Teorema 2. : Teorema de D'Alembert
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Seja P(z) € R[z] e c € R (ou C) tal que P(c) = 0. Entao existe um
Q(z) € R[z] (ou C[z]) tal que P(x) = (z — ¢)R(z).

Demonstracdo. Pelo algoritmo da divisao de polindmios, a divisao de
P(z) por x — c tera como resto um polindmio de grau 0, isto &, P(x) =
Q(z)(x —c) + 5. Como P(c) =0 = Qc)(c—c)+ S =8 =0, logo
P(z) = Q(x)(z — ¢). |

@ Teorema 2. : Fragoes Parciais - Raizes Reais

Sejam P(z) e Q(z) € R[z], a € R com Q(a) # 0 e n € N. Entao
existem B € R e R(z) € R[z] tais que

Demonstracao. Colocando os dois lados com o mesmo denominador
do lado esquerdo, queremos @ e B tais que P(x) = R(z)(z — a) +
BQ(z). Como P(a) = BQ(a), e Q(a) # 0, defina B = P(a)/Q(a). Defina,
h(z) = P(z) — BQ(x). Pela definicao de B, é claro que h(a) = 0. Pelo
Teorema8.2 (D'Alembert), existe ¢ € R[z] tal que h(z) = R(z)(z — a) =
P(z) — BQ(x). Logo, P(x) = R(z)(xz — a) + BQ(x). |

Como consequéncia temos:

@ Corolario 2.

Sejam P(z) e Q(z) € R[z], a € R com R(a) # 0 e n € N. Entao
existem By,..., B, € R e g € R[] tais que

Assim se b € R é raiz de Q(z) do Corolario acima, podemos aplicar o

R(x)

proprio Corolario em o) e prosseguir na expansao em fracoes par-
X

ciais. Precisamos de alguns fatos sobre as raizes complexas de polino-
mios reais. e polindmios reais.

@ Lema 2.

Seja @ € C\ R (complexo ndo-real) e P(z) € R[z]. Entdo: (a)
P(a) = P(a). (b) P(a) = 0 se, e somente se, P(@) = 0.(c) se a &
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raiz de 2 + bx + c entdo 2% + bz + ¢ = (z — a)(z — @).

Demonstracdo. (a) E facil ver que a+b = @ + b e ab = @b para todo
a,b € CequesecceR,¢=c Agora considere um P(z) = Y a;x’ e
faca a conta termo a termo. (b) P(a) = 0, se, e somente se, P(«a) = 0.
Por (a), isto ocorre, se e somente se, P(a) = P(a) = 0. (c) Por (b) é
claro que @ também é raiz. Pelo Teorema de D'Alembert, 22 + bz + ¢ =
R(z)(z — a)(x — @). Comparando os graus dos polindmios dos dois
lados, concluimos que ¢ tem grau 1, isto é, R(x) = C. Comparando o

coeficiente do 22 dos dois lados, concluimos que R(z) = 1. |

A conclusao do item (b) do Lema & que raizes complexas nao-reais de
polindmios reais aparecem sempre aos pares conjugados.

Teorema 2. : Fragoes Parciais - Raizes Complexas

Sejam P(z) e Q € R[z] e a € C \ R (complexo nao-real), raiz de
2?2 4+bx+c,b,c € Rcom Q(a) # 0en € N. Entdo existem B,C € R
e R(z) € R[] tais que

P(z) _ R(z) . Bu+ C
Q(z)(z2 + bz +c)  Qx)(z2 +bx+c)" ! (x2+bx+c)v

Demonstragao. Colocando os dois lados com o mesmo denominador
do lado esquerdo, queremos @ e B, C tais que P(z) = R(x)(z? + bz +
¢) + (Bzx + C)Q(x). Como « € raiz de 2% + bx + ¢, pelo Lema 8.2 (b),
@ também é raiz. Agora temos que P(a) = (Ba + C)Q(a) e P(a) =
(Ba + C)Q(a@). Como por hipdtese Q(«) nao se anula, pelo Lema 8.2
(@), Q(@) também nao se anula. Assim introduzimos P = P(a)/Q(«).
Pela propriedade do conjugado, e pelo Lema 82 (a), P = P(@)/Q(a).
Para determinar B e C precisamos resolver o sistema:

Ba+C = P,
Ba+C = P.

Ele possui solucao Unica pois seu determinante € a — @, que € nao
nulo pois por hipotese o &€ complexo nao-real. Agora, conjugando todos
elementos do sistema, obtemos um sistema para B, C-

Ba+C = P,

Ba+C = P
que é idéntico ao anterior mas com outras incognitas. Pela unicidade
de solucao temos que B= Be C = C, isto é, B,C € R. Defina, h(z) =

P(z) — (Bx + C)Q(x). Pela definicao de B e C, é claro que h(a) =
h(a) = 0. Pelo Teorema 8.2, aplicado duas vezes, existe ¢ € R[z] tal
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que h(z) = (z — a)(z —a@)R(z) = P(z) — (Bz + C)Q(z). Pelo Lema 8.2
(@), (x — a)(x — @) = 2% + bx + c. Assim, h(z) = (22 + bz + c)R(z) =
P(z)—(Bx+C)Q(zx). Como os polindmios do lado direito estao em Riz]
e o primeiro termo do esquerdo também, concluimos que ¢ € Rz]. E
necessario provar isto pois por D’Alembert, como a raiz € complexa, g €
Clx] de forma geral. Logo P(z) = R(z)(z? + bz +c)+ (Bx+C)Q(z). W

Como consequéncia do teorema anterior temos:

Corolario 2.

Sejam P,Q € R[z] e @« € C\ R (complexo nado-real), raiz de
22 +bx + ¢ b,c € Rcom Q(a) # 0 en € N Entdo existem
By,...,B,,Cy,...,C, € R e q € R[] tais que

P(SC) - R(JE) BllL’ -+ Cl BQ.’E + CQ
Q(x)(x2+br+c)* Qz) (z2+br+c) (x2+bx+c)?
B,z + C,,

(22 + bz + o)’

Integrais Trigonomeétricas

Nesta secao nos dedicaremos as integrais envolvendo funcoes trigono-
métricas e algumas das técnicas que podemos usar para calcula-las.
Vamos comecar com um exemplo simples:

Exemplo 8.1 Calcule /sen5xcosx dz

Solugao Na integral em questao podemos realizar a substituicao

simples u = sen z.

/sen5 rcosx dr = /u5 du Fazendo a substituicao u = senx (8.’]8)
1 6
=3 sen’ x (819)

Exemplo 8.2 Calcule /cossz d.

Solucao  Nesse caso nenhuma substituicao simples funciona. Para
integramos poténcias de cosseno por substituicdao, necessitamos de
um fator extra senx. Assim, iremos separar um fator cosseno e con-
verter o fator cos*z restante em uma expressao envolvendo o seno,
usando a identidade trigonométrica fundamental sen? x + cos?z = 1:
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4

Observe que cos® z = cos*x cosz = (1 — sen® )2 cos x.

/cos5 r dr = /(1 — sen? z)cosx dx (8.20)
= /(1 — ’U,2)2 du Fazendo u = sen x, du = cosz dzx. (8.21)
::/1—mﬂ+u4mt (8.22)

2 u’
—u— w3+ 8.2
u 3u 5 + (8.23)
2 5
=senz — 3 senz + 22 Ly ¢ (8.24)

Exemplo 8.3 Calcule /sensx cos® z d.

Solucao  Neste caso temos ambos senos e cossenos e, neste €aso,
0 expoente do seno é par enquanto o expoente do cosseno é impar
Assim, podemos usar uma técnica semelhante nesta integral. Desta vez,
vamos separar um cosseno e converter o restante para senos.

sen® x cos® x = (sen® z)? cos® x sen(x) (8.25)
=(1- cos? x)2 cos? z sen 7. (8.26)
Fazendo a substituicao u = cosz temos du = — senxdx e assim
/sen5 rcos’x dx = /(1 —cos®x)%cos® rsenz dx (8.27)
= — /(1 — u2)2u2 du (8.28)
= — / u? —2u* + b du (8.29)
:—(f—f§+f)+c (8.30)
_ _cos;x n 2(3025&3 3 cos77x Lo (831)

|
O Unico caso que ainda nao analisamos é quando ambos 0s expoentes
sao pares, Neste caso, a técnica que usamos no primeiros exemplos
simplesmente nao funcionara. Nesse caso a estratégia é utilizar uma
ou mais das seguintes formulas para reescrever o integrando.

cos?z = % [1 + cos(2x)] (8.32)

sen’x = % [1 — cos(2z)] (8.33)

(8.34)

Exemplo 4. Calcule /(3054 zsen’z dr. <
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Solucao  Como as poténcias de seno e cosseno sao ambas pares,
procedemos como segue:

2
/cos4xsen2x dx = / (1 + c;s(2;z:)> <1 — C;S@I)) dx

/ 1+ 2cos(2x) + cos?(2z) 1 — cos(2x) d
= x

4 ' 2
- /é(l + cos(2z) — cos?(2z) — 0053(2x)) dz

O termo cos(2z) € facil de integrar. O termo cos?(2x) exige que reduza-
mos a poténcia novamente. O termo cos®(2x) possui poténcia impar, e
para calcula-la utilizaremos uma substituicao.

1
/cos(?x) dz = 5 sen(2z) + C.

1 4 1 1

/0082(21') dz = /M dz = = (2 + —sen(4z)) + C.
2 2 4

Finalmente cos®(2x) as

cos®(2z) = cos®(2z) cos(2z) = (1 — sen®(2z)) cos(2z).

Fazendo u = sen(2x), temos du = 2 cos(2z) dz, logo

/ cos(22) dz = / (1 - sen?(22)) cos(22) da

(1—u?) du

\
N |

(u — %u:g) +C

DN = N =
N

m@@—éwﬁmm)+c
Agrupando, temos:

/ cos* zsen?z dz = / é(1 1 cos(2z) — cos?(2x) — cos’(22)) do
é [sc + E sen(2z) — ; (z+ i sen(4z))
%(sen(Qx) - ésen3(2x))} e
1
"8

1 1 1
[ T3 sen(4x) + 5 sen3(2x)} +C

Exemplo 8.5 Calcule /sen4(x) dz.

Solucao  Nesse caso ambos 0s expoentes sao pares e utilizaremos

as identidades sen?(x) = 1 1 —cos(2z)] e cos?x = 1 1+ cos(2z)] . As-
2 2
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sim,
/ sen’(z) dz = % / (1 — cos(22))? dz (8.35)

- % / (1 — 2co8(22) + cos2(2)) dz (8.36)

— i/u — 2cos(2x) + %(1 + cos(4z)) da (8.37)

:i (35 — sen(2z) + Senglx)) +C. (8.38)

2

Exemplo 8.6 Calcule a seguinte integral /sen rcos’z dx

Solucao  Faremos de dois modos: Solugao 1

No primeiro modo utilizaremos as identidades
) 1 , 1 :

sen®(x) = 3 [1 — cos(2x)] e cos®x = 3 [1 + cos(2x)]. Assim,

/sen2 xcos® dr = / % [1 — cos(27)] % [1+4 cos(2x)] dx (8.39)

= i/l — cos?(2z) dz (8.0)

Novamente reutilizaremos a formula de angulo duplo:

/seanCOSZx dz = 3/1 — cos?(2z) da (8.41)
1 1
=1 / 1- 3 [1+ cos(4z)] dz (8.42)
1 /11
= 1/55 cos(4x) dx (8.43)
1z 1
=1 [2 ~3 Sen(4x)} +C (8.44)
T 1
=323 sen(4z) + C (8.45)

Solugao 2
No segundo modo utilizaremos a identidade:

/ senz cos?z dz = / fsenz cos 2)? da (8.46)
- / [; sen(2x)]2 dz (8.47)
_ i / sen®(2z) da (8.48)
- % / 1 — cos(4x) dz (8.49)
- g - % sen(4z) + C (8.50)

258/340



Funcoes de uma Variavel & Técnicas de Integracao, Integrais Trigonométricas

Estratégia para avaliar / sen™ x cos" x dx

Se n for impar,
/senmx cosPFH) ¢ dg = /senmx(cos2 x)¥ cosx dx
(8.51)
= /senmm(l —sen?z)® cosz da.
(8.52)

Entao faca v = sen x.

Se m for impar,

/sen(2k+l) z cos"x do = /(sen2 z)* cos" x senx dx
(8.53)
= /(1 —cos? )" cos™ z senz du.
(8.54)

Entao faca u = cos .

Se m e n forem pares, utilizamos as identidades dos an-
gulos metade

1 1
sen’ 2 = 5(1 — cos(2z)) cos® x = 5(1 + cos(2x)).
Algumas vezes pode ser (til a identidade

1
Senz CosT = sen(2x).

Quando tivermos produtos de senos e cossenos podemos usar tam-
bém as identidades:

2sena cosb = sen(a — b) + sen(a + b),
2sena senb = cos(a — b) — cos(a + b),

2cosa cosb = cos(a — b) + cos(a + b).

Exemplo 8.7 Calcule /sen(Sx) cos(2z) du.

Solucao  Como sen(3z) cos(2x) = %[sen(t')x) + sen(z)]. Entao,

/sen(?)x) cos(2z) do = %/[sen(f)m)—l—sen(x)] dz = _ILO cos(5;v)—% cosz+C.
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Estratégia para avaliar
sen(ma) cos(nx) dx /.\‘(\11(//1,1') sen(nx) dz /('os(m,z') cos(nx) dx

‘Utilize a identidade correspondente:

2sena cosb = sen(a — b) 4 sen(a + b),
2sena senb = cos(a — b) — cos(a + b),

2cosa cosb = cos(a — b) + cos(a + b).

Podemos usar uma estratégia semelhante para avaliar integrais envol-
vendo poténcias de tangente e secante.

Exemplo 8.8 Calcule /secgm dx.

Solucao  Faremos de dois modos. No primeiro modo converteremos
em Senos e cossenos:

o3 (g) — [ cos(x)
sec” () cos3(x) (1 —sen?(x))?

Como cos z aparece com uma poténcia impar, entao o substituicao u =
sen(x) deveria funcionar

du
3 _
/sec xdx—/(l_u2)2

A Gltima integral admite a seguinte expansao em fracoes parciais

1 1/4 1/4 1/4 1/4

T—w@f 1-u ' (0-w? Ttu (+u?

Calculando as antiderivadas termo a termo temos

1 /4 1 1/4 1. 14u 1 u

— Sin(l— 2 tma 2t o= -

g —wt gt = e+ C= g 5 + O
(8.55)

1 1l+senz 1lsenz 1 1l+4senz 1
= 2 =7! Ssecxtgz+C. (856
1T —senz  Zeo?z 4 MT—sena | 2OCCTETH (8.56)

No segundo método utilizaremos integral por partes

/secsxdmz/udv

com
dv = sec? z dz, (8.57)
v=tgux, (8.58)
U = secz, (8.59)
du =secxtgx dx. (8.60)
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Entao

/sec?’xdm = /udv (8.61)
= uv — /vdu (8.62)
=secxrtgx — /seca:tg r dz (8.63)
=secxrtgr — /secx sec’ x — 1) dz (8.64)
=secxrtgx — (/ sec’ x dx — /secx dx.) (8.65)
=secxtgr — /sec3xdx+/secx dzx. (8.66)

Dessa forma
2/SeC3xdx = secxtngr/seC:c dx (8.67)
=secztgx + In|secx +tgz| + C. (8.68)

E logo

1 1
/sec3xdx = isecxtngr 51n\sec:v+tgx| + Ch.

Exemplo 8.9 Calcule /tgﬁx sectz dz. Observe que tgfz sectz =

tgbx sec?x sec?z = tgbx(1 + tg?x)sec?x. Fazendo u = tgx temos
du = sec? z dz e assim

/tng sect x dxz/tgﬁx(l—l—thx) sec’ x dxz/u6(1—|—u2) du

u’ u? tg” tg?
= — _— C:
7+9+ 7 9

Exemplo 810 Calcule /tg5x sec’ z dz. Observe que tg® x sec” z =

6 6

tgt x secl x secxtgr = (sec? x — 1)? secS x secx tgx. Fazendo u = secx

temos du =secx tgx dx e assim

/thx sec’ r doz = /(sec2 r—1)? sec® z secx tgx dr = /(u2—1)2u6 du

Ull 9 7 SGC11 €T Sng x SEC7 x
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Estratégia para avaliar / tg™ @ sec" z dz

Se n for par,

/tgm x sec? x dx = /tgm z (sec? ) sec? x dx
(8.69)
= /tgm z(1+tg?x)* 1 sec® z du.
(8.70)
Entao faca u = tgx.

v Se m forimpar,

/tg(2k+1) z sec" ¢ dz = /(tg2 z)* sec" Lz secx tgx da

= /(seczx — Dk sec" 1tz secx tgx dr.

Entao faca v = secz.

Exercicios

Ex. 810 — Calcule as seguintes s /Sen(5m) cos(3z) da
integrais
1. /sen:ccos4m dz 9. /sen(x) cos(2z) dz
2. /sen3x005$ da 10. /sen(Sx) sen(7x) dx
3 /sen3xcos2m da 1. /Sen(ﬂx) sen(27x) dx
L /Sen?’xcos?’m da 12. /cos(x) cos(2z) dx
s
5. /sen6xcossx de 13. [ cos (5:15) cos(mz) dx
4 2
6. /senzmcos7x dz 14. /tg zsec” x dx
2 4
7. /sen2xcoszm dx 15. /tg rsec” x dx
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16. /tg3xsec433 dr Ex. 811 — Calcule as seguintes
integrais.
17. /tggxseczx dzx /2
1. / sen(bx) cos(3z) dx
0
18. /tg3xsec3:1: dx x/2
2. / cos(x) cos(2z) dx
—7/2
19. /tg5xsec5x dx ot
3. / tgt xsec® z dz
0
20. /tg4x dz
w/4
4. / tgzxsec4x dx
—m/4
21. /sec5x dx
Ex. 812 — Calcule:
22. /tgzxsec:c dzx
/sen(x) sen(8z) dz
23. /tg2xsec?’x dx
/sen3(:v) dz
24, / senz cos® z dx /0082(4x) dx
0
™ /sen(x) cos*(5x) da
25. / sen® z cosx dx
o /sen(Zm) cos?(2x) dx
w/2 ) g /4
206. / P sen“ zcos' z dx / sen2(2x) cosQ(Qx) da
- ;
/ cos(z) cos?(4x) dz
0

Substituicao Trigonometrica

Este método pode ser utilizado no calculo de integrais que contém
radicais, realizado através de substituicdes envolvendo funcgoes trigo-
nométricas. Em particular queremos calcular integrais que contém ex-
pressoes da forma:

2

a? — x2 \/a2+a:2 \/x2—a2

A estratégia para calcular tais integrais € fazer uma substituicao que
elimine o radical. Por exemplo para eliminar va? — x? faga x = asen 6.
Logo 0 = sen!(x/a), para —7/2 < 6 < 7/2. Nesse intervalo, cosf > 0,
logo

va? — 22 =acosf
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Vejamos um exemplo:
Exemplo 8.1 Calcule/\/97x2 dz.

Solucao Como 1 — sen?t = cos?t, entdo 9 — 9sen?t = 9cos?t, a
mudanca x = 3sent,—g <t< g, elimina a raiz do integrando. Temos
dxr = 3cost dt. Entao,

/\/9—302 dx:3/\/9—9sen2tcostdt (8.71)

= 3/\/900$2tcost dt (8.72)
= 9/\cost|cost dt = 9/cos2t dt (8.73)

. s ™ .
pois cost > 0 se 3 <t < 3 Assim,

/\/1 — 22 dx = 9/cos2t dt (8.74)

1 1
= 9/ (2 + 3 cos(2t)) dt (8.75)
9 9 9 9
= §t + 1 sen(2t) + C = it + 3 sent cost +C (8.76)

< .. .. ™ Vs
Devemos retornar a variavel z original. Como = = sent — 5 < t < 5

segue t = arcsenx € cost = /1 — x2; logo

9 9
/\/171’2 dxzéarcsenx+§$\/1fx2+6', —-l<z<l.
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Substituicao Trigonométrica

Para integrandos contendo va? — x2:

Faca x = asen®, dx = acosf db a
b's
Logo 6 = sen~!(x/a), para —m/2 < 60 < /2.
. 0
Vi —x

No intervalo, cos @ > 0, logo
Va2 —z2 =acosb
Para integrandos contendo vz2 + a2:
2
Faca z = atgh, dx = asec? 0 df 5

Logo 0 = arctg(z/a), para —m/2 < 6 < /2.

No intervalo, secf > 0, logo
VrZ + a2 = asect

Para integrandos contendo v/z2 — a2:
Faca x = asec, dr = asecftgf db

Logo § = sec™(z/a). Se x/a > 1,entdao 0 < 6 <
7/2;se x/a < —1,entdo 7/2 < 0 < . 0

Restringimosax > a,logoxz/a > 1,r0 <6 < /2.
No intervalo, tg# > 0, Logo

VrZ—a?=atgh

X2 —

Exemplo 2 - Usando Substituicao Trigonométrica.

1
— dx
/\/5+x2

Calcule

Solucao  Facilmente reconhecemos a escolha a = /5 e fazemos = =
V5tgh. Dessa forma dz = v/5sec? 6 df. Usaremos o fato que v/5 + 22 =
V5 + 5120 = VBsec? § = /5sec . Substituindo temos:

= e
VEsec? 9 do
/ 54 a2 54+ 5tg°6
/\/556020
V5 sec

= /secH do

:lnlsec9+tg9| +C.

A integracao terminou. Como o problema original foi colocado em ter-
mos de x, devemos converter nossa resposta de volta a essa variavel: O
triangulo de referéncia (b) da Substituicao Trigonomeétrica ajuda. Como
x = v/5tg#h, nds temos

tgf = Y e sech=

S
S
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Logo
/# dx:ln’secﬁ—l—tge‘—&—C
V5 + 2
»?2+5
=In|——+ —| +C.
NG V5

Podemos deixar esta resposta como esta, ou podemos usar uma iden-
tidade logaritmica para simplifica-la. Observe:

V2 +5 T 1
In|——+ —=|+C=In|—=(Vz2+5+z)|+C
VIR V3 )
=ln|—|+h|Vz2+5+z|+C
2|l |
=In|Va2+5+z|+C,
o termo In (1/V/5) é absorvido na constante C. .
Exemplo 3 - Usando Substituicao Trigonométrica. Calcule
472 — 1 dz. N

Solucao  Comegamos reescrevendo o integrando na forma vz2 — a?
para algum valor de a:

o (1)

Assim temos que a = 1/2, e seguindo a ideia da Substituicao Trigono-
. 1 1

métrica(c), fazemos x = 5 sec 6, e logo dx = 3 secHtgf df. Fazendo as

substituicoes temos

2
/\/4x2—1 dx:/Zsz— (;) dz
1 1/1
= — 20— =
/21/4860 0 1 (28606‘tg9) de
1
— Zlaec2 f — ;
—/\/4(5ec 0 1)(se09tg9> dé
/1 s
—/ Ztg 9<sec9tg9> de
1

= /ithGSecf) de

= %/ (86029— 1) secf df
= %/(sec?’ﬁ—sece) de.
Calculamos a integral de sec3 6 no Exemplo 8, m

; 1
/sec‘59 do = §<seCGtg9+ln|seCG+tg9|) +C.
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Logo

/\/43:2—1 dxz%/(se@@—sec@) dé

= % (;(secﬂtg0+ln|sec€)+tg0|> lnse(:0+tg9> +C

= %(sec&tg@—1n|sec9—|—tg0|)+C.

.. L 1 a
Vamos retornar a variavel inicial. Coma =1/2, ez = 5 secd, o triangulo
da Substituicao Trigonomeétrica (c) mostra que

tg0 = /a7~ 1/4/(1/2) =2//a" = 1/1 e secd=2u.
Logo
1
Z(sec@tgéfln’seCQthgQD+C:

(20227 = 1/4-n |20 +2y/a? = 1/4]) + C
(42/22 = 1/4—In |20+ 2/a2 = 1/4]) + C.

N

Assim

/\/4x2 —1dz= i<4x\/x2 —1/4—In |2z + 2\/2% — 1/4’) +C.

Exemplo 8.4 [Usando Substituicdo Trigonométrica] Calcule
/ V4 — 2

X
Solucao  Usando a Substituicao Trigonométrica (a) coma = 2, z =

2send, dr = 2cosf e logo v4 — 22 = 2cosf. Consequentemente

V4 — 22 2 cos 6
/T dx:/

4sen? @

:/cot20 do
:/(csc2071) dé

=—cotd -0+ C.

(2cos @) db

Para reescrever a resposta em termos de x utilizaremos o triangulo de
referéncia da Substituicao Trigonométrica (a), assim cot § = /4 — 22 /x
e 0 =sen"!(z/2). Logo

4 — 2 4 — 2
J R e (AR
T T 2
|
Exemplo 8.5 [Usando Substituicao Trigonométrica] Calcule

1
— du.
/x2+1 .

Solucao  Jasabemos que a integral anterior € arctg z+C. Nos aplica-

mos Substituicao Trigonométrica para mostrar que obtemos a mesma
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resposta sem inerentemente confiar no conhecimento da derivada da
funcao arco tangente. Fazendo a substituicao (b), deixe x = tg0, do =
sec? df e note que 2 + 1 =tg2 0+ 1 = sec? §. Logo

1 o,
/m dx—/seCZGSeC 6 do
:/1 a0

=0+C.
Como =z = tgh, 6 = arctgxz, e concluimos que
L d tgx 4+ C
——— 4T = arctgx .
2 +1 & "
eIl Bl Substituicoes Trigonométricas
Expressao no  Substituicao Restricao Simplificacao
integrando
a? — x? x = asenf —n/2<0n/2  a®>—2?=a®—a’sen?0 = a®cos? 0
Va2 + a2 x=atgh —m/2 < 07/2 a?+ 22 =a%+a’tg?0 = a®sec® 0
z2 — g2 T = asecf 0<0<n/2se a?—a?=a%sec’d—a?=a’tg?0
T >a
- ]
Exercicios
Ex. 813 — Calcule as integrais EX. 814 — " / /22 + 1 da

usando substituicao trigonomé-
trica. Eshoce o tridngulo retan-

H 2
gulo associado 2. /\/m dx

/2\/%9 dz 3./\/1—x2dx
x2v/22? —
. 3 2
/:c V9 —22 dx 4./ 927 de

Ul

3
x
o
2m—|—9 ./\/xz—ldx
/3x3\/4—9m2 dx
0
/x\/l—m4 dx
dx
/ (5 — 4z — 22)°>

(@)}

. /\/102716 dz

7. /\/4m2+1 dz
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8. /\/1—9362 dz 19. /x2(1—x2)_3/2 dz

9. /\/16x2—1 dz 20. /x2\/1—z2 dz

8 VB — 12
10. | —— da
/m 2“-/ R
3 2
N [ ——= dz r
/V7_x2 2 /\/552—1-3 a

5 1
12. /mdﬂc 23_/ 122 de
-1

X
13. d 8
=T 2 [ Va6 do
4

Va? —11
1. /“””7 dz
€T

2
Ex. 815 — 1. / vVaz 44 de
0

. VaZ =10 ) .
2_ N
. L [
'/(:v2+1)2 )
1
1 3./ V9 — 22 da
7. | ————m—= d -1
/ /(m2+4x+13)2 v
1
T 4. / 221 — 22 do
/( dx -1

®. | o

x A Substituicao de

Weierstrass u = tg(x/2)

Se um integrando é uma funcao racional de senx e cosz, ela pode ser
reduzida a uma funcao racional de u pela substituicao de Weierstrass
u = tg(x/2) Esse fato pode ser facilmente verificado, observando que

. _ 9. . _ sen(r/2) 2
senx = 2sen(x/2) cos(x/2) = QW cos”(x/2).
Assim,
2tg(z/2)  2u

senxr =

1+tg?(x/2)  1+u?

De modo analogo temos:

cosz = 1 — 2sen®(z/2) = cos®(x/2) sec?(x/2) — 2 cos*(x/2) tg*(x/2),
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logo,
1—tg*(x/2)  1—u?
1+tg2(z/2)  1+u2’

Dessa forma temos que ao realizarmos a substituicao u = tg(z/2) te-

COST =

mos que:
] 2u . 1—u?
senTr = 1_'_7,“2 COST = m
1
Como u = tg?(x/2), temos que du = §sec2(aﬁ/2) de =
1/2(1 + tg%(z/2) dz. Logo
2d
de = =%
14+ u?

Exemplo 81 Calcule /cossecx dx

dx 1+t2 1 dt T
- 9. dt= [ & = mp Czl‘tf‘(]
/Senx / 2t 1+¢2 t n ¢+ ntey +

1
Exemplo 8.2 Calculefi dz. Fazendo u = tg(x/2), temos
Cosx + senx

1 - 2 .
que du = 5(1 + tg?(x/2))dz, entdo dxz = TTa du. Utilizando as
u
identidades trigonométricas anteriores,

1—u?+2u

cosx +senx = 5
1+u

Assim,

/ LI 2/ L d
—  dx= — du
cosx +senzw 1—u2+2u ’

a qual pode ser integrada utilizando fragdes parciais. Note que

1 1 1 /11
w2 —2u—1 (u—a)u—0b) 2/2\u—a u—-b)’
ondea=1++v2eb=1-+/2. Portanto,

1 1
= —(nju—b—Infu—
/cosx—i—senx dz \/i(n\u bl—ln|u—al])+C

_ L

% (1n] te(2/2) — 1+ V2| — In| tg(x/2) = 1 - V2|) + C,

Estrategias de Integracao

Alice no Pais das Maravilhas- Lewis Carrol

Alice perguntou: “Poderia me dizer, por favor, que caminho devo
tomar..?"
“Isso depende bastante de onde vocé quer chegar”, disse o Gato.
“O lugar nao me importa muito.., disse Alice.
“Entao nao importa que caminho tomar”, disse o Gato.

— Alice no Pais das Maravilhas, Lewis Carrol
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Esta secao apresenta uma estratégia geral para resolver problemas na
integracao.” A estratégia tem trés etapas:

O SIMPLIFICAR;
O CLASSIFICAR;

0 MODIFICAR.

No passo 1, SIMPLIFICAR temos que tentar reduzir nosso problema para
um que possa ser resolvido mais facilmente. Se isso nao resolver o
problema passamos para o passo 2, CLASSIFICAR. Aqui usamos a forma
do integrando para decidir qual técnica especial que podemos utilizar,
ou seja, a integracao por partes, substituicao, etc. Se formos incapa-
zes de classificar o integrando, passamos para a etapa 3, MODIFICAR.
Nesse caso temos que manipular o integrando em uma ou mais for-
mas. Devemos sempre buscar por alternativas simples antes de iniciar
os calculos mais complicados, e iniciar o processo com o passo 1.sem-
pre que conseguirmos transformar a integral para algo mais facil. Ha
um par de observagoes que precisam ser feitas sobre essa estratégia.
Primeiro, ndo € um conjunto rigido e rapido de regras para determinar
o método que deve ser usado. E realmente nada mais do que um con-
junto geral de diretrizes que nos ajudam a identificar as técnicas que
podem funcionar. Algumas integrais podem ser calculadas em mais de
uma maneira e assim dependendo do caminho que vocé tomar vocé
pode terminar com uma técnica diferente de outra pessoa que também
esta seguindo essas estratégias.

SIMPLIFICAR

Como os problemas a seguir ilustram, vale a pena tomar alguns
momentos para procurar uma solucao rapida ou facil para um
problema antes de saltar para um procedimento complicado. Isto é
especialmente verdadeiro em integracao, onde uma observacao
oportuna pode economizar uma enorme quantidade de trabalho.
Os dois tipos principais de simplificacao que vamos discutir estao
resumidos no quadro a seguir.

O Manipulacoes Algébricas Simples;

O Substituicdes Obvias;

"Essa estratégia é baseada na estratégia apresentada em (Schoenfeld1978) e sua efi-
ciéncia é discutida em (kallam1996investigation).

271/340



Funcoes de uma Variavel & Técnicas de Integracao, Estratégias de Integragdo

Exemplo 84

‘/¢E@+V@)®n:/v§+xdx
/cos2x dz :/%[1+cos(2x)] dz

r—3 1
/x—4 dar—/l—l—fﬂ_4 dz

2_ 1 1
l/%;g%iidx:/éxf,+§44idx

2¢ — 1 2 4 42x—1

Exemplo 8.2

x
— d
/:1:2+1 .

Solucdo  Faca a substituicao u = 2% + 1. .

Exemplo 8.3 Calcule /x?’\/xz —1 dz

Solucao  Fagau=+vaz% -1 "

Exemplo 8.4 Calcule

tex
/ g4 dx
sec* x

Solucao
/ tg43: dx = / SengEcos‘lsc dx (8.77)
sect x Ccos T
= /senmcos?’x da w=cosa (8.78)
I 4
=1 cos“x +C (8.80)

z+1
Exemplo 8.5 Calcule/x2Jr1 dz
Solucao
z+1 T 1

x2+1:x2+1+m2+1
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Exemplo 8.6 Calcule

Solugao

/ dxr
zvInz

Faca a substituicao u = Ilnx

CLASSIFICAR

Aqgui usamos a forma do integrando para decidir qual técnica especial
que podemos utilizar, ou seja, a integracao por partes, substituicao,

substituicao trigonomeétrica, etc.

CLASSIFICAR
Se o integrando:

For uma Funcao Racional: entao a integracao por fragoes
parciais deve funcionar.

For uma Funcao contendo
Va2 — 22 Va2 + z2 V2 — a2

nesse caso uma substituicao trigonomeétrica deve funcio-

nar;

For um produto de senos e cossenos, secantes e tangen-
tes, ou cossecantes e cotangentes: entdao as estratégias
apresentadas na secao de integracao trigonométrica de-
vem funcionar.

For um polindmio vezes uma funcao trigonométrica, ex-
ponencial, ou logaritmo? Se assim for, entao a integracao
por partes pode funcionar.

Tem outras raizes que nao aquelas listados acima: entao
a substituicao u = {/g(z) pode funcionar.

Exemplo 8.7 Classifique as seguintes integrais:

o/

22
— dz
Vaz? —9

O /x3 senz? dx

o / sen(3z) cos(8z) dz

o/

2 —2x+1

3
1
x® +x+ da
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o / sen(52) cos’ (52) da

O /egz cos(4z)dz

Solucao Como o integrando possui uma raiz v4z2 — 9, que pode
ser simplificada a 2,/22 — 9/4 uma boa escolha é fazer uma substitui-
cao trigonomeétrica. | » | Nesse caso comecamos com uma substituicao
u=2% elogo du =2z dr e ap0s essa substituicao a integral fica:

/usenu du

que pode ser feita por partes. Essa integral & produto de senos e
cossenos e pode ser convertida numa soma usando a relagao:

2sena cosb = sen(a — b) + sen(a + b)

Como a integral em questao envolve uma funcao racional com o
grau do numerador maior que o denominador, a estratégia é fazer
a divisao polinomial e usar integracao por fracoes parciais.
Integral Trigonométrica. A integral em questao pode ser feita por
integrando por partes duas vezes. ]

Exemplo 8.8

/a:ln:v dx

Solucao  Por partes "

MODIFICAR

Algumas integrais podem nao se encaixar no esquema de classificacao
anterior, e nesse caso nés podemos desconhecer de forma adequada
para resolvé-los. Uma maneira de abordar esses problemas & procu-
rar similaridades entre estas integrais e outras integrais que sabemos
como fazer. Se a forma de um problema dificil se assemelha a de um
problema padrao, existem duas possibilidades. Poderiamos ser capa-
zes de reduzir o problema dificil de que forma "padrao”. Ou ainda, as
técnicas que usaria no problema mais facil pode nos ajudar a resolver
o mais dificil. Observacao: Existem problemas de integracao que pa-
recem muito semelhante a um problema sollvel, mas que sobre um
exame mais minucioso, se mostram impossiveis de serem resolvidas
utilizando as técnicas apresentadas neste livro.
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Problemas Similares

O Procure por problemas faceis similares ao que vocé esta
trabalhando.

O Tente reduzir o problema dificil de forma semelhante do
problema faceis.

O Tente as técnicas que vocé usaria no problema similar.

Algumas manipulacoes algébricas sao bastante faceis de serem utili-
zadas e valem a pena considera-las automaticamente antes de tentar
qualquer outra coisa. Por exemplo, n6s quase sempre quebramos o
integrando de uma soma em uma soma de integrais e depois integra-
mos termo a termo. Antes de fazer isso, no entanto, devemos procurar
outras alternativas. Uma operacao que é mais complicada, mas que
também vale a pena ser considerada é simplificar funcoes racionais
pela divisao longa. Nos chamamos uma funcao racional (o quociente
de dois polindmios) uma "fracdo propria”se o grau do numerador é me-
nor do que o grau do denominador. Fracoes proprias sao geralmente
mais faceis de manipular do que as improprias.

i

Multipliqgue o numerador e o denominador por /1 — z.

Exemplo 8.9 Calcule

Exemplo 810 Calcule

cosv/z dx

Solucao  Fagaasubstituicdo u = y/z entdo z = u? e logo dz = 2u du.
Assim:

cosvz dx = 2/ucosu du. (8.81)

Por partes temos: (]

Exemplo 811 Calcule

2
= d
/3+2ﬁ !
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Solucao
2 2 1
/7 dz = 7/72 dz (8.82)
3+ 222 3J) | (Q )
+ (5%

Fazendo a substituicao u = %az "

Caso nada disso funcione, tente:

O Racionalizagao;

O Uso de identidades trigonométricas

O Substituicoes "inusitadas”

O Tente modificar a integral para produzir o termo vocé precisa.

O Tentar introduzir o termo que vocé precisa, e compensa-lo.

1
Exemplo 812 Calcule /7
1+senx
Solucao
1 1 1 —senx
—— dx = d 8.8
/1—|—senx o /1+senx1—senx o (8.83)
1 —senx
= [ — 8.8
/ 1—sen?x (8.84)
1 —
- / T Qe (8.85)
cos? T
= /8602 r—tgasecxr dx (8.86)
=tgxr —secx +C (8.87)
|
- °
Exercicios
Ex. 816 — Calcule: / z?
4. dx
vr+3
1 / i d
. — dx
&+ 38 5. /cscﬁ(Zt) dt
2. /sen(ln t) dz
6 / 1 dx
' 422 +4x — 3
6arctg:v
3'/1+x2 dz ; / 2+ e
' 23— a2 — 2
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8. /gcgsensc2 dz 22. / cos(3x) cos(8z) dx
0

senh x
> | Tcoshz Ex. 817 — Calcule:
10. /eBz cos(4z)dz 1. /2_ﬁ dz

t

. 4x45+x+1 = N / grtsenz

25 + 24 secx

oAt

12. /tg2(2t) sect(2t) dt 3. /m da
; 2%y/4x2 -9 L. /x?’ da
3 dz Va2 + 16

1, /x2\/1—|—x2 dz 5. / sen’(z) da
0

2
15. / sen’(2z) dx 6. /sen(3x)cos(8x) dz
0
16. / Vylny dy 7. / sen’(x) da
17. /xzvx —2dx 8. /SeCZ(CL') dz
1 3
18. - dx 9. /sec (z) da
/\/m
19, /932 da 10. /sec5(x) dx
V162249
20 /; da . /sen4xcos2x dz
) V1622 +9
2
-3
senhln 1. o
4 .2
1
3. / S L

8
w
|

K
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Capitulo

licacies da Integral

Neste capitulo vamos mostrar como somas de Riemann e integrais de-

Neste capitulo:

finidas surgem nos mais diversos problemas tais como encontrar o vo-

lume e a area de superficie de um solido, encontrar o comprimento de
» Construcdo de Formulas

uma curva plana, calcular o trabalho realizado por uma forca, encontrar
Integrais (p. 278)

o centro de a gravidade de uma regiao plana, encontrar a pressao e a

forga, etc. » Areas (p. 279)

Volume (p. 285)
Trabalho (p. 297)

Construcao de Formulas

>
>
» Comprimento de Arco (p. 301)
» Area Superficial (p. 302)

>

* Centro de Massa (p. 304)

Integrais

Considere uma fungao f limitada e continua por partes em [a, b] e uma
particao em n subintervalos igualmente espacados

a<21 <xy << Ty <Tpyp =0

Deixe Az = (b — a)/n denotar o comprimento do subintervalo, e deixe
¢; ser um valor no i-ésimo subintervalo. A soma

n

Zf(ci)Ax

1=1
& denominada Soma de Riemann. As somas de Riemann podem ser
utilizadas para aproximar algumas quantidades como areas, volumes,
trabalho, pressao, etc. Para uma funcao limitada e continua por partes
pelo Teorema 7.3 a aproximagao torna-se exata tomando o limite das
somas de Riemann obtendo a integral definida:

n b
nli_)n;OZf(ci)Ax :/ f(z) da.
i=1 @

Este capitulo emprega essa técnica para uma variedade de aplicagoes.
Suponha que o valor Q de uma quantidade deve ser calculada. Primei-
ramente aproximaremos o valor de @ utilizando uma soma de Riemann,
em seguida, encontraremos o valor exato através de uma integral defi-
nida. NOs resumimos essa técnica no seguinte quadro
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Aplicagao da Estratégia de Integrais Definidas

Deixe uma quantidade @ cujo valor deve ser computado.

Divida a quantidade em n “subquantidades” menores de
valores Q.

Identifique a variavel z e a funcao f(z)d e tal forma que
cada subquantidade pode ser aproximada com o produto
f(ci)Ax, onde Ax representa uma pequena mudanca em
x. Assim Q; =~ f(c¢;) da.

Reconhecaque Q =37, Qi ~ Y i, f(ci)Az, que é uma
soma de Riemann.

b
Tomando os limites apropriados temos Q = / f(z) dz

Areas

Area entre duas curvas

Sejam f e g fungdes continuas em [a, b] tais que g(z) < f(z) para todo
x € [a,b] entao f(z) — g(z) é continua em [a,b] e f(z) — g(x) > 0
Considere P = {xy,...,x,} uma particao de [a,b] em subintervalos de
igual comprimento, entao a soma de Riemann

(f(27) — g(a7)) Aw;

n
=1

7

€ uma aproximacao para a area entre as curvas f(z) e g(z). Como a A

a /J >
> g9(z)

::/9(33) /1

\ 4

e
LT
= " 9(z) Figura 91 .
P g() altura= f(a}) — g(x) -
/] / dream (F(r?) ~ o(at) on Area entre duas cur

Vas.

Aproximacao da area entre duas curvas por retangulos.

funcao f(x) — g(z) € continua em [a,b], temos que o limite da soma
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de Riemann acima existe. Agora, como f — g € nao negativa em [a,b] &
natural definir a area entre as curvas f(z) e g(x), denotada por A(f, g),
como sendo

b
A(f.g) = / (f(2) - glx)) d.

@ Teorema 2. : Area entre Curvas

Sejam f(z) e g(x) funcoes continuas em [a,b] com f(z) > g(z)
para todo z in [a,b]. A area da regiao limitada pela funcoes y =
fx),y=g(zr)easretaszr=aexz=bé

b
/ (f(z) - g(z)) de.

Exemplo 9.2 Calcule a area da regiao limitada por de y = ze™® e

y=e*ex=—-lex=1

~ 2 - -
Solucao  Como e” > xe~™ temos que a area e dada por:

2

1
A:/ e’ —xze ™ dx (9.1)
1
1

1 2
:/ e’ dx—/ ze * dx (9.2)
-1 -1

Fazendo a substituicao v = —z? na segunda integral

1 1 1
:/ e dx+—/ e du (9.3)
. 2/,
1 1
= (ez + eﬂﬁ) (9.4)
2 —1
1
=e— - (9.5)
e

Exemplo 9.3 Calcule a area da regiao compreendida entre os graficos
dey=a2?ey=/r

Solucao Primeiramente determinaremos 0s pontos nos quais as
curvas y = 2% e y = /() se interceptam. Igualando as equacoes
temos que z?2 = ﬂx), e resolvendo temos que as curvas se
interceptam em z = 0 e z = 1. Observamos que z? < y < /z para
todo x € [0, 1]. Consequentemente a area € dada pela integral:
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Exemplo 9.4 Mostre que a area do circulo de raio r é 7r?

Solucao A area do circulo com o raio r pode ser calculado pela in-
tegral

/\/rz—xz—(—\/TQ—x2) dx:2/ V2 — 22 dx

Para calcular a integral, faremos a substituicao: x = rsenf e assim
dx = rcosfdf. Esse € um exemplo de Substituicao Trigonométrica que
sera estudada detalhadamente em 8.4. Com essa substituicao temos
que: § = arcsen (%)

I /2
/ V2 —22 dz = v/r?(1 —sen26) - rcosfdf (9.6)
- —7/2
71'/2
= / r? cos® 0.dé (9.7)
_7r/2
r2 [
=3 / (1+ cos20)dé (9.8)
—/2
2 /2 /2
1
- (9 + [ sen 29} > (9.9)
2 s 2 o
/2 /2
2
mr
-5 (910)

Integrando em Relacao ay

Em diversas situacoes é mais facil calcular a area da regiao integrando
com respeito a y ao invés de integrar em relacao a x. Considere, por
exemplo, a regidao R delimitada pelos graficos de z = f(y) e x = g(y),
onde f(y) > g(y), e as linhas horizontais y = ¢ e y = d. Nesse caso
podemos mostrar que

@ Teorema 2. : Area entre Curvas
Sejam f(y) e g(y) fungdes continuas em [¢,d] com f(y) > g(y)

para todo y in [a,b]. A area da regiao limitada pela funcoes « =
fy),z=g(y)easretasy=cey=dé

d
/ (fly) —g(y)) dy.

A

Y

r/ |
\ V)

Fisurao.3 . B
g Area do Circulo
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AN
) v=c

Exemplo 9.6 Calcule a area da regiao compreendida entre os graficos

dey=z—-2ex=1y>

Solucao  Comecaremos calculando a interseccao das duas curvas:
lgualando as equacoes temos x = y+2 = y? e logo 2 —y — 2 = 0.
Assim as curvas se interceptamemy =—-1ley = 2.

Integrando em relagao a y temos:

2 2 3
9
A= N2 dy=|L 4oL =7 1
d[;Ky-+ )=y~ dy 5T =3 (9.11)

Também podemos calcular integrando em relacao a x. Nesse caso pre-
cisamos dividir a regiao em duas

Alz/olf—(—\/a?) da::2/01\/5dx

:2[§¢Eﬂ :%

0

A2:/14f_(x—2) dx=/14\/5—x+2 dz

4

2 3 1 19
-5t -5 | =%
4 19 9
A=A+ Ap= g — =~
1+ Ao 3+6 3

Curvas que se Entrelacam

Nesse caso queremos determinar a area de uma regiao R entre duas
funcdes f e g tais que o grafico de f situa-se acima do grafico de g para
alguns valores de = (f(x) > g(z)) e encontra-se abaixo para outros
valores de z (f(x) < g(x)).
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Nesse caso, a estratégia para determinar a area da regiao R € que
dividi-la em sub-regides cada uma descrita por uma Unica condicao:

0 ou f(x) > g(x)

0O ou f(x) < g(x).

Ay

Exemplo 9.7 Encontre a area da regiao R limitada pelos graficos de

2 .
y=cosxey=—x—1leasretasverticalsx=0ex =.
s
Solucao

n/
Alz/‘ﬂﬂM—g@ﬂdm x)>g(x) (912)
0

7T/2 2 2
:/ [cosx— <—:z:—1)] der = {sen:r— —x2+x}
0 T T

e
/2
A2=/)[M@—f@Hdw gx)>f(x) (9:14)
0
/2 ) 2 T 4
:/ [—x—l—cosm] dz = {—xZ—x—senx} = R
0 & ™ w/2 4
(95)

Assim a area total
A:Arh%:2+g

Exercicios
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Ex. 91 — Nos Exercicios 1a 7, en-
contre a area da regiao sombre-
ada no grafico dado .

4,,
: > X
1. A 0.5 1
2+ y= 3cosx+1
/-\/— y
y=2
2
: : X
™ 2T
1
y 6. =1

3 €1
y = —3x3 4 3x 42
2 t t X
/2 7r

il 1 "Ex. 9.2 — Esboce a regiao delimi-

~____ 1+ v=xX+x-1 tada pelas curvas e decida se a

integracao deve ser feito com re-

y lacao a variavel x ou y. Desenhe

2+ y=sinx+1 ym retangulo tipico com sua al-

tura e largura. Finalmente ache
a area da regiao.

y = sinx 1

Ly =z+1, y =9 -
x

t X 5
/2 #\\

r=-1, x=2

5y = 1z, oy =
/22, =2

y = sin(4x)

77)8 71'/&
6. =2y z+y=1

7. y=cos(x)y=1-2zx/x

8 y = sen(mx) y = z° —
x

=2
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9.y = se(z) y =
-7
cos(z), x=-—— x=
3
™
3

Ex. 9.3 — Ache a area da regiao
delimitada pela parabola y = z?2
a reta tangente a esta parabola
no ponto (1,1) e o eixo .

EX. 9.4 — Ache o nUmero b tal
que a reta y = b divida a regiao
limitada pelas curvas y = 22 e
y = 4 em duas regioes de areas

iguais.

Ex. 9.5 — Determine c para que a
area da regiao delimita pelas pa-
rabolas y = 22 —c? e y = ¢? — 22

seja 576.

Ex. 9.6 — Nos proximos itens en-
contre a area da regiao deli-
mitada pelas funcoes de duas
maneiras: 1. tratando os limites
como funcoes de x, e 2. tratando
os limites como funcoes de y.

Volume

2 3
y
14
y=vx
0.5 +
y=—2x+3
2' It
1 2
—0.5
y=—3x
—1
y
l,
x=—1y+1
3. 1 2
—1 |
— 1
X=3
-2 |
y
4

Seccoes Transversais

Seja S um solido limitado pelos planos # = a € x = b, como o primeiro

da Figura 9.7. Quando interceptamos o solido S com um plano, obtemos
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uma regiao plana que é denominada de secgao transversal de S. Na
segunda imagem da figura 9.7 apresentamos uma secao transversal de

S.

Solido S & uma secao transversal do mesmo.

Denotaremos por A(z) a area de secgao transversal perpendicular ao
eixo x e passando pelo ponto = com x € [a,b]. Para calcular o volume
consideraremos uma particao P = (x;) de [a,b]. Vamos dividir o s6-
lido S em n fatias utilizando os planos P, -, P, _,. Essa divisao do
solido em fatias é apresentada na Figura ??. Escolhemos entao pon-
tos zf € [x;—1,z;] € consideraremos a segao transversal passando por
xf, temos que o volume da i-ésima fatia S; pode ser aproximado pelo
volume do cilindro reto com base a se¢ao passando por z} e altura
Az;. A aproximacao por cilindros é apresentada na Figura ??. Como a

L

(a) Fatias do solido (b) Aproximagao do solido por cilin-
dros
area da base de cada um dos cilindro & A(x}) e sua altura Az;, uma A
T

aproximacao para o volume da i-ésima fatia S; €

Somando os volumes destas fatias obtemos uma aproximacao para o

volume total

n

V= Z A(z])Ax;.

i=1
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Fazendo o tamanho da parti¢ao tender a zero, |P| — 0, temos:

n

b
V = lim A(:z:;»k)Axi:/ A(z) de.

|P|—0 %
=1

@ Teorema 3. : Volume por Secoes Transversais

Seja S o sélido limitado por planos que sao perpendiculares ao
eixo z em z = a e x = b. Se a area da secao transversal &€ A(x)
para x € [a,b], com A continua, entao o volume de S €

V:/abA(x) da.

Exemplo 9.2 Determine o volume de uma piramide de base quadrada

com comprimento do lado [ e altura de h. Uma fatia da piramide é um

quadrado de lados 2x. Por semelhanca de triangulos temos:

e logo

Solucao  Logo a area da secao transversal é:

2
Aly) = (22)(27) = 42 = 1 (h— y)’

Como a piramide esta entre os planos y = 0 e y = h temos que o
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volume é dado pela integral:

h h 72
V:/ Aly) dyz/ %(h—y)Q dy subs.u=h-—y, du=— dy
0 0
(916)
2o, 2 ud | 12 J1 1,

L Amr?
Exemplo 9.3 Mostre que o volume da esfera de raio r e WTT

Solucao A secao transversal da esfera por z € um circulo de raio
R(z). Pelo Teorema de Pitagoras temos que R(z) = vr? — z2. Logo o
volume é dado por

Ve / ' (V=) aa (918)

-

T
= 71'/ (7’2 — :1:2) dx (919)
- .’L'3 r=r
=T 7'21; - T— (9.20)
3 r=—7
3 _ 3 2
= <7T’f‘3 — w%) — <7r (—r3) + WTT) =277 — gﬂ'?"g (9.21)
Ar3
= 22
3 (9.22)

Exemplo 9.4 [Solido de Steinmetz] Calcule o Volume da regido delimi-

tada pela interseccao de dois cilindros, ambos de raio r, se 0s eixos
dos cilindros sao perpendiculares.
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Solucao  Uma segao vertical do sélido de é um quadrado de lado z.
Uma vez que o solido € obtido a partir da interseccao de dois cilindros
de raio r, a largura do quadrado z e a altura z sao relacionadas por

Desta forma area do quadrado é A = 422 que pode ser expressa em ‘

termos de z como z:

A(z) = 42 = 4(r* — 27) v

0O método de integracao por fatias cilindricas fornece entao que o vo-

lume é dado por

2z

Solidos de Revolucao

Um caso particular importante no qual podemos utilizar o método das
secdes transversais ocorre quando o solido S é obtido por rotagao, em
torno do eixo x, da regiao

A={(zy) R a<e<b0<y< fla)),

Nesse caso temos que a area da secao transversal passando por z é

Consequentemente, temos que o volume do sélido S obtido por rota-
¢ao, em torno do eixo x, do conjunto A é

V= ﬁ/ab[f(x)]Z da.

289/340



Funcoes de uma Variavel & Aplicacoes da Integral, Solidos de Revolucao

b
y volume do solido = J mf(x)%d x

a

area = 71 )‘(x)2

raio = f(x)

Método dos Discos

Deixe S ser o s6lido obtido rotacionando a regiao y = f(z) de
x =aaté z = bao redor do eixo z. O volume do solido S é dado
por

b
V:’/T/ f(2)? da.

Exemplo 9.5 Encontre o volume do so6lido obtido pela rotacao em

torno do eixo z da regiao sob a curva y = v/z de 0 até 4.

Solucao  Quando fatiamos o solido por um plano perpendicular ao
eixo z e passando pelo ponto z, obtemos um disco de raio v/z. Logo a
area da secgao transversal é

A(z) = 7(V/x)? = 7.

Portanto, o volume do solido &

4 4 22
VI/A(IE)dLEIT(/deCIT(—
0 0 2

= 8.
0

De modo similar, para determinar o volume de um sélido obtido com a
rotagao, em torno do eixo y, de uma regiao compreendida entre o eixo
yeacurvaz = f(y),c <y < d, observamos que a seccao transversal
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é um circulo de area A(y) = w[f(y)]> e consequentemente o volume
é dado por

V= /CdA(y)dy.

Exemplo 9.6 Calcule o volume do sélido obtido pela rotagao, em torno

. - . . 2
do eixo y, da regiao compreendida entreoeixoyeacurvaxz = —,1 <
Y
y <4

a

3

2

-
F
[
I
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
1L

-1
=2 Y z

Solucao  Ovolume é

o [ () ()

Exemplo 9.7 Calcule o volume do sélido obtido pela rotacao, em torno

do eixo y, da regiao compreendida entre a parabola y = 22 e a reta
y = 2x no primeiro quadrante.

Solucao  Areta e a parabola se cortamem y = 0 e y = 4, portanto
0s limites de integracao sao ¢ = 0 e d = 4. O volume pode ser expresso
entao como
V=W-VW
Onde V; e V5 sao os volumes dos solidos obtidos pela rotacao, em
torno do eixo y, das curvas R(y) = /y e r(y) = g, respectivamente.
Assim,
4 y? 716

4
V2=7T/ (\/§)2dy:87r V1:7T/ —dy = —.
0 o 4 3

1
Portanto,VZSW—% = 8% n

Exemplo 9.8 Deduza a formula do volume do toro obtido
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ao girarmos o circulo 22 + (y — R)> = 72 em torno do eixo z.

Solucao  Aregiao é delimitada superiormente pory = R+ vr? — z2
e inferiormente pory = R— /1?2 — 22 com « € [—r,r]. Assim, definindo
K = +/r? — 22, 0 volume do toro é dado pela integral

4rRK dx = 4nR V2 — 22 dz.

/ (R4 K)2— (R—K)?] dx:/
Como / v/r2 — 22 dz & metade da area do circulo de raio r, esta

. 7'('7“2 . P 71"1“2 9
integral vale - Assim o volume do toro é 47TRT = (27 R)(7r?). =

Exercicios

Ex. 9.7 — Nos Exercicios 1 - 4, y
uma regiao do plano cartesiano
é sombreada. Use o método das
segoes transversais para encon-

2.
trar o volume do solido de revo-
lucao formado pela rotagao da
regiao em torno do eixo x.
y
1 y
y=x 10 y = 5x
T o5 y=x
3
u t X
0.5 1
+ t t > X
0.5 1 1.5 2
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4
Ex. 9.8 — Nos Exercicios 1 - 4, Ex. 9.9 — Nos proximos itens,
uma regiao do plano cartesiano uma regiao do plano cartesiano
é sombreada. Use o método das é descrita. Encontre o volume
secoes transversais para encon- do solido de revolucao formado
trar o volume do solido de revo- pela rotacao da regiao em torno
lucao formado pela rotagao da de cada um dos eixos dados.
regiao em torno do eixo y.

1. Regiao limitada por:

: y = v,y = 0e

gl s z = 1. Rotacionada em
torno:

1 s y=x 0 eixox

y=1
} . 0 eixo y
0.5 1
r=1
y
2. Regiao limitada por:

y = 4 —22 ey =

0. Rotacionada em

2 torno:

0 eixo x
y=4
y=—1
y r=2
10 |
3. O triangulo de vér-
o tices (1,1), (1,2) e
3 s (2,1). Rotacionada em
torno:
do eixo x
ois 1 1i5 z g de y =2
do eixo y
dexz=1
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4. Regiao limitada por y = EX. 911 — Um cone circular incli-
22 — 22 + 2 ey = nado com altura de 10 e raio
2x — 1. Rotacionada em de base de 5. (Dica: todas as se-
torno: cOes transversais sao circulos).

0 eixox
y=1 / o
Yy=>5

5. Regiao  limitada  por

y = 1/Va2+1, =z =
1, 2z = 1 e o eixo Ex.912— Um cone triangular
r.  Rotacionada  em reto com altura de 10 e cuja base
torno: € um triangulo isdsceles retan-
do eixo x gulo com comprimento lateral 4.
dey=1
dey=-1

6. Regiao  limitada  por

y = 2z, y = =z e
x = 2. Rotacionada em Ex. 913 — Um sélido com com-
torno: _ primento 10 com uma base re-
do eixo tangular e um topo triangular,
y=4 em que uma extremidade & um
do eixo y quadrado com comprimento la-
teral 5 e a outra extremidade é
T =2 um tridngulo com base e altura 5.

Ex. 910 — Um cone circular reto
com altura de 10 e raio da base

Cascas Cilindricas

Considere 0 s6lido S obtido pela rotacao, em torno do eixo y, da regiao
limitada pory = f(z),onde f(z) > 0,e pelasretasy =0,z =aex =b.
Seja P = (z;) uma particao do intervalo [a,b] e seja zf € [x;—1,2;] O
ponto médio do i-ésimo intervalo, =i = (z; + z;-1)/2. Se o retangulo
com base Ax; = (z; — x;—1) e altura f(z}) € girado ao redor do eixo y,
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Figurag9.6 . . _ . , o
Solido S obtido pela rotacao, em torno do eixo y, da regiao limitada por y = f(z)

entdo o resultado @ uma casca cilindrica cujo volume é
Vi = (2nz}) f(z})Ax; = [circunferénciallaltura]lespessural.

Portanto uma aproximacao para o volume V de S é dada pela soma

Figura 9.7
g Volume

dos volumes dessas segoes:

n n

Va> V=Y (2 f(x)) A
i=1 i=1
Esta aproximacao torna-se melhor quando |P| = max Az; — 0. Entao
definimos o volume do sé6lido S obtido pela rotagé_o,_em torno do eixo
y, da regiao limitada por y = f(z), onde f(z) >0,y =0,z =aex =0
por

n

b
V =27 lim fof(xf)Axl :27T/ zf(z) dz.

P|—0
|P|=0 =

@ Teorema 3. : Cascas Cilindricas

Deixe S ser o solido obtido rotacionando a regiao y = f(z) de
x = a até x = b ao redor de um eixo y. O volume do soélido é

b
V= 271'/ r(z)h(z) dz.

Exemplo 910 Encontre o volume do sélido formado pela rotagao da
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regidao limitada pory =0,y = 1/(1 + 22), x = 0 e z = 2 ao redor do
eixo y-axis.

1U(14x3)
1.0

0.8
0.6

0.4

0.2

Solucao  Nesse caso temos que o raio da casca cilindrica é r(z) =
eaalturaéy = 1/(1+2?). Como a regido é limitada pelos planos z = 0
e x = 1, temos que o volume é dado por

1
V:27r/ de.
o 1+ a2

Fazendo a substituicdao u = 1 + 22, temos du = 2z dx. Além disso

u(0) =1ewu(l) =2
:W/Qidu

2

= wlnu‘
1

=7mln2~ 2178

Exemplo 911 Determine o volume do so6lido obtido pela rotacao, em

torno do eixo y, da regiao limitada pory = 222 — 2% e y = 0.

Solucao A funcao 2z — 23 intercepta o eixo x emz =0 e x = 2.
Logo podemos expressar o volume como:

2 ? ? 32, 16
V= 27r/ xf(z) de = 27r/ r(20%—2%) doz = 27r/ (223 %) dz = 27r(873) =5
0 0 0

Exercicios

Ex. 914 — Nos Exercicios a se- revolucao formado pela rotagao
guir uma regiao do plano carte- da regiao sobre o eixo .

siano é sombreada. Use o mé-

todo das cascas cilindricas para

encontrar o volume do sélido de
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0.5 1

0.5 1 1.5 2

Trabalho

Nesta secao, vamos definir trabalho realizado por uma forca que de-
pende da posicao. Comecamos lembrando que no caso de uma forca
constante F, o trabalho realizado ao mover um objeto sob acao dessa
forca é definido pelo produto da forca pelo deslocamento d:

7= Fd, trabalho = forca x distancia.

Agora consideremos o deslocamento de uma particulade xz = aatéx =
bcom a < be suponhamos que a forca dependa da posicao, isto é, F =
F(z), e que a forga seja continua no intervalo [a,b]. Considere entao
P = (z;) uma particao do intervalo [a, b] com marcas =} € [x;—1,24], ¢ =
1,...,n. Se o tamanho do i-ésimo intervalo Ax; = x; — x;_; for sufi-
cientemente pequeno, F sera praticamente constante nesse intervalo, Yn
e entao o trabalho realizado pela forca de z;_; até z; é aproximada-
mente
T = f(z])Ax;.

Logo podemos aproximar o trabalho realizado por F de a até b pela

soma dos trabalhos realizados nos intervalos [z;—1, 2], 1 = 1,2,...,n,
isto
n
TR Y f(a)A.
=1

Fazendo o tamanho dos intervalos diminuir a aproximacao sera melhor,
0 que nos motiva a definir trabalho como segue.
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@ Definicao 4.

O trabalho 7 realizado por uma forca F sobre uma particula no
deslocamento de x = a até = = b & dado por

|P|—0

n b
r= lim > fa)an = [ F) da.
p=Il @

Exemplo 9.2 Quanto trabalho é feito ao lancarmos verticalmente um

corpo de massa m kg a partir do superficie da terra para uma orbita
de altura A m acima da superficie? Utilize que a forca da gravidade
exercida por uma massa M em outra massa m é dada por

—GMm
= 2

F

r

Solucao ?F _ _gMm
T M
w :/ 5 mn dr,
T0 r

onde ro € 0 raio da Terra e r1 = 79 + h Assim o trabalho é dado por Q
" —_GM
W :/ — UL
T0 T

_ GMm "
Ty

7o
_GMm  GMm
oo ro
~ GMm B GMm
a ro+ h 0

Exemplo 9.3 [Calculando o Trabalho] Uma corda de escalada de 6om

esta pendurada na beira de um precipicio Quanto trabalho é realizado
ao puxar a corda até o topo. Considere que a corda tem uma massa de

66g/m,

Solucao Denote por x a quantidade de corda puxada, desta forma
a quantidade de corda ainda dependurada é de 60 — xz. Como cada
metro de corda tem uma massa de 66 g, ou 0,066 kg. A massa da corda
ainda pendurado é 0,066(60 — x) kg, multiplicando esta massa pela

aceleracao da gravidade, de 9,8m/s?, temos uma forca variavel descrita
por
F(z) = (9,8)(0,066)(60 — ) = 0,6468(60 — ).

T0+h
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Assim, a quantidade total de trabalho em puxar a corda é

60
W:/ 0,6468(60z) dz = 1,164.24).
0

Exemplo 9.4 [Relagao entre Trabalho e Energia Cinética] Uma particula

de massa m desloca-se sobre 0 eixo x com funcao de posicao x = z(t),
com zg = x(to) € x1 = x(t1). Suponha que x(t) seja 2 vezes diferencia-
vel em [tg,t1] e que a forca f(x) seja continua em [zg, z1]. Seja v = v(t)
a funcao que descreve a velocidade da particula, com vy = v(tg) €
v1 = v(t1). Mostre que o trabalho realizado pela resultante de z, até
z1 € igual a variacao na energia cinética, isto é,

1

Xy 1
T= / f(z) dz = —moi — —ma?.
- 2 2

Solucao A posicao é dada por z = z(t). Logo dz = 2/(¢) dt. Como
xo = x(tg) € x1 = x(t1), entao para x = xo,t = o €, para ¢ = x1,t = t1.
Assim

T = /QE1 flz) daz = 1 flz(t)2'(t) dt = 1 flx®)v(t) dt. (9.23)
xo to \x/ T to

Pela 22 Lei de Newton, temos
f(@(t) =m-a(?), (9.24)

onde a = a(t) é a aceleracao da particula no instante ¢. Fazendo a
mudanca de variavel v = v(t),dv = v'(t) dt = a(t) dt, para t = tg,v =
vp € parat =ty,v = vy; portanto, de 9.23 e 9.24,

x1 ty ty t1
T = / F(z) dx = / F(z(t))v(t)dt = ma(t)v(t) dt =m u(t) a(t) dt
xo to to to \/T
v1 U2 v1 1
= m/vo vdv = m . = imvf - §mv§.

Molas e a Lei de Hooke

A Lei de Hooke afirma que a forca necessaria para comprimir ou
esticar uma mola z unidades a partir de seu comprimento natural
é proporcional a z; isto é, essa forca é F(z) = kx para alguma
constante k. Por exemplo, se uma forca de 1 N se estende a uma
mola de 2 cm, entao uma forca de 5 N alongara a mola em 10 cm.
Convertendo as distancias para metros, temos que alongar esta mola
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0.02 m requer uma for¢ca de F(0.02) = k(0.02) = 1 N, portanto
k=1/0.02=50N/m.

Exemplo 9.5 Uma forca de 20 libras estende uma mola de um compri-

mento natural de 1cm a um comprimento de 6cm. Quanto trabalho foi
realizado ao esticarmos a mola para esse comprimento?

Nao estamos de forma alguma preocupados com o comprimento da
mola, apenas com a quantidade de sua mudanca em relagao ompri-
mento natural. Portanto, nao nos importamos que 20 libras de forca
estiqguem a mola para um comprimento de 6 cm, mas sim que uma
forca de 20 libras estique a mola por 5cm. Isto é ilustrado na Figura 9.8;
medimos apenas a mudanca no comprimento da mola, nao o compri-
mento total da mola. Convertendo as unidades de forca para Newton:

YAAAAYAYAYA A ma

!
T

I T R T
T T T T T
01 2 3 4 5 6

SAVAVAVAVAVAVA I

!
T

I T R R R
T e L
01 2 3 4 5 6

Figura 9.8 ) _
llustrando os aspectos importantes do trabalho reali-

zado ao esticarmos uma mola no Exemplo 5.

20 b = 4,44-20 ~ 89N Convertendo as unidades de comprimento para
metro temos

F(0,05) = 0,055k = 89 N.

Logo k = 1780 N/m e F(z) = 1780x. Calculamos o trabalho total reali-
zado integrando F(x) de z = 0 até z = 0, 05:

0,05
w :/ 1780x dx
0

- 890902’0’05
0

~ 2.225 N-m.

Exemplo 9.6 Suponha que um tanque de agua tem a forma de um

cone circular reto com a ponta na parte inferior, e tem 10 metros de
altura e raio de 2 metros. Se o tanque esta cheio, quanto trabalho é
necessario para hombear toda a agua para fora por cima do tanque?

Solucao  Para aproximar o trabalho, dividiremos a agua no tanque
em sec¢des horizontais, aproximamos o volume de agua em uma sec-
cao por um disco fino, e calculamos a quantidade de trabalho necessa-
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ria para levantar cada disco para o topo do tanque. Como de costume,
tomamos o limite fazendo as seccOes mais finas obtendo o trabalho
total. Na profundidade h a seccao transversal circular através do tan-
que tem um raio » = (10 — h)/5, usando semelhanca de triangulos,
e area (10 — h)?/25. Uma secao do tanque em profundidade h, por-
tanto, tem um volume de aproximadamente w(10 — h)?/25Ah e logo
contém o7 (10 — h)?/25Ah quilogramas de agua, onde ¢ é a densidade
da agua em quilogramas por metro cibico; o = 1000. Assim a forca
da gravidade sobre esta quantidade de agua é 9.807(10 — h)?/25Ah,
e, finalmente, esta secao de agua deve ser levantada uma distancia h,
0 que exige h9.80m(10 — h)?/25Ah Newton-metros de trabalho. Logo o
trabalho total € dado por

10
W 93;“ / h(10 — h)? dh = 98030007r ~ 1026254 Newton-metros.
0

Comprimento de Arco

Nesta secao iremos definir o comprimento de uma curva. Se a curva
€ uma poligonal, podemos facilmente encontrar seu comprimento so-
mando os comprimentos dos segmentos de reta que formam a poligo-
nal. Agora suponhamos que a curva C seja dada pelaequacaoy = f(z),
onde f é diferenciavel e a < z < b. Seja P = (x;) uma particao de [a, b].
Entdo a poligonal com vértices (z;, f(z;)) € uma aproximagao para C.
O comprimento da curva C é aproximadamente o comprimento da po-
ligonal, e a aproximacao torna-se melhor quando |P| — 0. O compri-

N ~

mento da poligonal é

L(P) = Y v/l = i) + (i) — Fai )P

Aplicando o Teorema do Valor Médio 5.2 em cada intervalo [z;—1,z;],
existe um z} € (z;-1, ;) tal que

f(xi) = fwimr) = f(@])(wi — i) = f/(2]) Ay
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Desta forma

Izn:\/(Axi)“r A2 Zv (1+ (f1(a7))* A
i=1

Entdo, definimos o comprimento da curva C por

L_lly‘mz,/uf' ))2Az; = /\/ [f/(2)]? da.

Exemplo 91 Calcule o comprimento de arco da curva f(z) = /2, com

1<z <4.

Solucdo  Como f(z) = x3/2, temos que f'(z) = gmm, e assim,

oy

9
Fazendo a substituicao, u = 1 + 4a: entao du = 1 dz. Quando = =

1
lu= 13; quando x = 4,u = 10. Consequentemente,

10 3/2
=3 e (1—3) .
13 27 4

4 10
L=- \/_du— u®/?

9 J13/4

Area Superficial

NOs ja vimos como uma curva de y = f(z) em [a,b] pode ser girada
em torno de um eixo para formar um sélido. Em vez de calcular o seu
volume, consideraremos agora a sua area superficial.

Sy

—~

Podemos aproximar a area da superficie pela area da superficie ge-
rada pela revolucao de uma poligonal plana em torno de um eixo deste
plano Consideremos f definida e positiva em [a, b] com derivada conti-
nua em (a,b). Seja P = (x;) uma particao de [a, b]. Consideremos a po-
ligonal com vértices (z;, f(x;)) e girando-a ao redor do eixo x obtemos
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uma aproximacao para a superficie. Seja A a area lateral da superficie
gerada pela rotagao da poligonal da figura abaixo. Lembramos que a
area lateral, A, do tronco de cone é dada por

Ar =7(r1 +rq)g = 27ryg
1
onder = 5(7’1 +72).

Agora vamos deduzir a area lateral de um sélido de revolucao qualquer
em torno do eixo x pela aproximacao da soma das areas laterais de
varios troncos de cone. Se denotarmos por L; o comprimento da curva
ligando os pontos x;_1 a x;, COMO

L = \/1+ f'(x})Ax;
para algum 7 no i-ésimo subintervalo. Entao
R=f(ziy1) e r=f(z).

Assim, a area da superficie de um dos tronco do cone é de aproxima-

o /NI 1) [y e,

Como f & uma funcao continua , pelo TVI temos que existe d; em

[#;, 2;41] tal que f(d;) = W

damente

; Logo:

2nf(di)y/1+ f'(zf)?Ax;.

Somando sobre todos os subintervalos temos

Area Superficial & Y 2 f(di)\/1 + f/(z})? A,
=1
que € uma soma de Riemann. Tomando o limite temos
b
Area Superficial = 27r/ f@)V/1+ f(z)? da.

A area da superficie do solido formado pela rotacao do grafico de y =
f(z) ao redor do eixo y, com a,b > 0, €

b
Area Superficial = 27r/ z\/1+ f'(z)? da.

Exemplo 91 Determine a area de superficie do solido formado pela

revolucao da curva y = 23 em [0, 2] em torno do eixo z.

2
A= / 213 (1 + 92%)Y 2 da (9.25)
0
Substituicdo u = 1 — 92* du = 2723

* u1/2
7T/* o7 du (9.26)

2

~ 203.04 (9.27)
0

s
= (1 4 gph)3/2
o7 (1 +927)
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Exemplo 9.2 Determine a area de superficie do sélido formado pela

revolucao da curva y = 22 em [0, 1] em torno do eixo y.

Uma vez que estamos girando em torno do eixo y, 0 “ raio " do sélido

nao é f(z), mas sim . Assim, a integral para calcular a area de super-
ficie é:

1
A:27T/ xy/1+ (22)2 dz.
0

Substituicdo u = 1 + 422%; novos extremos u =1 e u = 5.

Exemplo 9.3 Encontre a area da superficie obtida pela rotacao da curva
—X

=+v4—22 -1 <z <1,aoredordoeixoz. Temos f'(z) = ——,
! =0 ==

e assim,

1
1 dox = 8.

1 2 1
T 2
Sz27r/ V4 — 22 1+7dx:27r/ \/47x27d:r:47r/
1 4— 22 —1 V4 — 2 -1

* Centro de Massa

Consideremos uma placa fina com densidade uniforme p que ocupa
uma regiao A do plano. Desejamos encontrar o centro de massa da
placa A. Suponha que a regiao A seja da forma

A={(z,y) eR*} a<2<b 0<y< f(a)},

onde f é funcao definida e continua em [a, ], com f(x) > 0, para todo
x € [a,b].
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Consideremos uma particao P = (x;) de [a, b] e escolhnemos o ponto z}

P . . Z; XTi—
como sendo ponto médio do intervalo [z;—1, ], que é 2} = %
Isto determina uma aproximacao por retangulos de A.

(zh,1/2f(x}))
4
a T TiT141 = b >
O centro de massa do retangulo R; é seu centro (x > Como

sua area é f(z})Ax;; temos que a massa do i-ésimo reta ulo é

m; = péﬁf(f%k) : (9.28)

base altura

Logo o centro de massa da regiao formada pela uniao dos retangulos
Ri,Ry...R, é

> atm, fjx:pﬂxnm fo A,
i=1 o B

T="% (9.29)
> mi Z pf (xf) Az, Z F(a?) Az
=1
y 1, %Z fa)ps () A, Zf Az,
T = (9.30)

Z m; Z pf(x])Ax; Z f(z})Ax;
i=1

Fazendo o tamanho da particao tender a zero |P| — 0, obtemos as
coordenadas do centro de massa da regiao R

/bxﬂ ) d / e
/f /af(x) da

O argumento anterior motiva a definigao:

@ Definicao 7.

(9.31)

@ |

Exemplo 9.2 Calcule o centro de massa da regiao limitada pelas curvas

y=cosz,y=0,x=0ex=m/2.
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; /2 ™/2
Solucao  Aareadaregiao é:Area A = / cosz dr =senz =1
0 0
assim,
1 /2 m/2 w/2 w/2 -
f:,i/ xf(z) dx:/ xcosz dr = xsenw 7/ senz de = ——1,
areaA J, 0 0 0 2
1 1 7\'/2 1 71'/2 1 71'/2
Y= éreaAi/o f(z) dz = 5/0 cos?z dx = Z/o (14-cos(2x)) dz
/2
1 1
=1 <x+ 28en(2x)) . =—
- 71' 71'
Portanto o centro de massa € (5 -1, §> . "
Exemplo 3. Calcule o centro de massa do semi-circulo de raio r. <
Y
X

Solucao  Por simetria T = 0. Por outro lado

Centro de massa para a regiao entre duas
curvas

Se a regiao A esta entre as curvas y = f(z) e y = g(x), onde f(z) >
g(x), entao 0 mesmo argumento anterior pode ser usado para mostrar
que o centro de massa de

A={(my) eR% a<z<b, glx) <y< fx)}

é dado por
1 b 1 10
T s [ @ -g@] o, 7= [P -gw) da
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Exemplo 9.4 Determine o centro de massa da regiao A limitada pela

reta y = = e pela parabola y = 22.

Solucao A area daregiao €

1 2 3
P T T 1
Area A = N dp = — 2 =2,
/O(x xz®) do 5 5], 6
Portanto,
1 3 4N 1
1
T:6/O z(x — z?) dx6<a; Z) 0:§,
1 ! 2 BN\ 9
y=6= o de=3(=—-=|| ==
Y 2/0($ z%) da (3 5)0 5
(1 2
O centro de massa e 35 ) ]

Teoremas de Pappus

@ Teorema 7. : Primeiro Teorema de Pappus

Seja C uma curva plana, que se situa inteiramente de um dos
lados de uma reta L no mesmo plano. Se denotarmos por r a
distancia entre o centroide da curva C e a reta L, entao

O a area superficial A do solido de revolugao obtido a partir
da rotagao de R ao redor de L é dado por

V =2nrc

onde ¢ &€ o comprimento da curva C.

@ Teorema 7. : Segundo Teorema de Pappus

Seja R uma regiao plana, que se situa inteiramente de um dos
lados de uma reta L no mesmo plano. Se denotarmos por r a
distancia entre o centroide de R e a reta L, entao
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O a area superficial A do solido de revolucao obtido a partir
da rotacao de R ao redor de L é dado por

0 o volume V do solido de revolugao obtido a partir da rota-
cao de R ao redor de L é dado por

V =2nrA

onde A é a area de R.

Exemplo 7 - Volume do toro. Calcule o volume do toro obtendo rotacio-
nando o circulo de raio r cujo centro é (R,0) em torno do eixo y usando
o Teorema de Pappus. <

Fi .
'gura 9.9 Volume do Toro (wiki)

Solucdo  Comoaareado circulo é mr? e a distancia entre o centroide

do toro e o eixo y € R,0 volume do toro é

V =272 Rr?

Exemplo 8. Volume do toro triangular e quadrado Calcule usando o
Teorema de Pappus o volume dos solidos obtidos:

O rotacionando o tringulo equilatéro de lado r cujo centro é (R, 0)
em torno do eixo y.

O rotacionando o quadrado de lado r cujo centro é (R,0) em torno
doeixoy.
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<

Solucao  Como a area do triangulo é ’JT\@ e a distancia entre o cen-
troide do toro e 0 eixo y é R,0 volume do primeiro sélido é

V3
4

V =27R

Como a area do quadrado é r2 e a distancia entre o centroide do toro
e 0 eixo y € R,0 volume do segundo solido é

V =21R-r?

Exemplo 9 - Volume da Esfera. Calcule o volume da esfera usando o
Teorema de Pappus. <

Solugao

. - .4 . P
O centroide do semi-circulo esta a 3—Tda origem e logo o volume é
s

dr 7 4
=9 o = Ty
14 7r><3ﬂ_>< 3 37rr
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Capitulo

Integrais Tmproprias

b
Quando definimos a integral definida / f(x) dz, colocamos duas hi-

poteses sobre a familia de funcdes que podiam ser integraveis:

0 O intervalo sobre o qual estavamos integrando [a, b], era um in-
tervalo finito, e

0O Afuncao f(z) era limitada.

Nesta capitulo, consideramos integrais onde uma ou ambas as con-
dicoes acima nao sao validas. Tais integrais sao chamadas integrais
improprias.

Intervalos Infinitos

Definigao 1. : Integrais Improprias em Intervalos
Infinitos

(1| Deixe f ser uma funcao continua em [a, c0). Definimos

/aoof(m) dr £ lim /abf(:c) dz.

b—o0

Deixe f ser uma funcao continua em (—oo, b]. Definimos

b b
/ f(x) dz = aEr_noo f(z) da.

a

Deixe f ser uma funcao continua em (—oo0,00). Seja ¢ um
ndmero real entao definimos

[I>

0 c b
/ f(z) dz lim f(x) dz + bli}m / f(x) da.

a—r — o0
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0.5

Figura 104 B
O grafico de f(z) = 24 do Exemplo 2.

Uma integral impropria € dita convergente se o limite correspon-
dente existe; caso contrario, ela é dita divergente. A integral im-
propria do item 3 converge se e somente se ambos os limites
existem.

Exemplo 10.2 [Calculando Integrais Improprias] Calcule as
seguintes integrais improprias.
1
— d
/1 2
<1
2 —d
JEEE
0
/ e’ dx
e 1
. - d
/_ool+x2 )

Solucao
=1 wm [ - Sfico de d
oz do = Jim g de = lim =) Ografico de da
-1
— lim — 41
T

area definida por essa integral é apresentada na Figura 10.1.

fe'e) b
/ ~— dx = lim 1 dx
1

X b—oo J1 T

b
= lim In |ac|‘
b—o0 1

= lim In(b)

b—o0

= Q.

[ee]
- - . . . . 1 .
O limite nao existe, logo a integral impropria / — dx diverge.
1 X

Compare os graficos das Figuras 10.1 e 10.2;0bserve como o grafico
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0.5

Figura 10.2 3
O grafico de f(z) = 1 do Exemplo 2.
y
T X
—10
Figura 10.3

O grafico de f(z) = e¢* do Exemplo 2.

de f(z) = 1/x € mais largo. Essa diferenca é suficiente para fazer
a integral impropria divergir.

0 0
/ e’ dzr = lim e® dz

O grafico de da area definida por essa integral é apresentada na
Figura 10.3.

Quebraremos em duas Integrais Improprias e escolheremos um
valor de ¢ como na Definicao 10.1. Pode ser qualquer valor de ¢,
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Figura 10.4 L

O grafico de f(x) = 175> do Exemplo 2.

escolheremos ¢ = 0.

- d li 1 dz + li " d
— = lim — im —
oo 1+ 22 S o 1+ 22 Tl o 1422 .

b

0
! + lim tg~! x‘
a b—o0 0

= lim tg "=z

a——00
= aErPOO (tg_l 0—tg™! a) + blig)lo (tg_1 b—tg™? O)

—T ™
<0‘2> +(3-9).
Cada limite existe, logo a integral original converge e vale:

= T.

O grafico de da area definida por essa integral é apresentada na
Figura 10.4.

Exemplo 10.3 [Integracdo Impropria e a Regra de 'Hopital] Calcule a

. ) .. *Inz
integral impropria — da.
1 X

Solucao  Estaintegral exigira o uso da técnica de Integracao por Par-
tes. Sejau =Inz e dv = 1/2? dx. Entdo

00 b
/ lnix dz = lim lnix dx
1

x? booo J; a2

b b
lim (m +/ iz dx)
b—o0 xr 1 1 X

Il
o
Te
g5
>
5
JE
|
SHE
N———
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0.4 +

Inx

f) = =

0.2 +

Figura 10.5 3 .
O grafico de f(z) = 2 do Exemplo 3.

- . Inb .
O termo 1/b e In1 vao para o, deixando lim fnT + 1. Precisamos

b—o0

Inb .
calcular blim HT pela Regra de 'Hopital’s Rule. Temos:
—00

. Inbp BYWR - 1/p
lim — = lim —
b—oco b b—oo 1

Logo a integral impropria vale:

]
/ n—fdx:l.
1 T

Integrandos Descontinuos

Acabamos de considerar integrais definidas onde o intervalo de inte-
gracao era infinito. Consideramos agora outro tipo de Integracao Im-
propria, onde o imagem do integrando & infinito.

Definicao 2. : Integracao Impropria com Integran-
dos Descontinuos

Seja f(x) serumafungao continua em [a, b] exceto em ¢, a < ¢ < b,
onde z = ¢ € uma assintota vertical de f. Definimos

/abf(x) dx:tl_i)ril_ /atf(x) dx+t1_i)r£1+/tbf(x) de.

The integral converge se ambos os limites existem e diverge caso
contrario.

Exemplo 10.2 [Integracdo Impropria de fungdes descontinuas] Calcule
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10

Figura 10.6 3 )
O grafico de f(z) = 7 do Exemplo 2

as seguintes integrais improprias:

1 1

1 1
1. — d 2. — dzx.
/0\/55” /_19[;2”5

O grafico de f(x) = 1/+/z € apresentado na Figura 10.6. Observe
que f tem uma assintota vertical em = = 0; Em certo sentido,
estamos tentando calcular a area de uma regiao que nao tem

.
1
1
— dr =1
I / v

a—0+
Jim 2 (f ~va)

=2

Acontece que a regiao tem uma area finita, embora nao tenha
limite superior (coisas estranhas podem ocorrer na matematica
quando se considera o infinito).

Observagdo 3. Na Defini¢do 10.2, ¢ pode ser um dos extremos (a
or b). Nesse caso, ha apenas um limite a ser considerado.

A funcdo f(z) = 1/22 tem uma assintota vertical em z = 0, como
apresentado na Figura 10.7, logo esta integral € uma integral im-
propria. Vamos evitar usar limite s por um momento e prosseguir
sem reconhecer a natureza impropria da integral. Isto leva a:

1
1 11
[ et
1 T xl-1
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10 |

-1 —0.5 0.5 1

Figura 10.7 3 L
O grafico de f(x) = —» do Exemplo 2.

Claramente a area em questao esta acima do eixo z, mas a area &
supostamente negativa! Por que nossa resposta nao corresponde
a nossa intuicao? Para responder a isso, calcularemos a integral
usando Definicao 10.2.

LS| b 1

/ —Qd:c:hm —de—i-lim —de
1 t—0~ J_1 T t—0t J; T

1t 1

= lim —— + lim ——

t—0— T 1-1 t—0+t X

1

1
= lim ———1+ lim —1+ -

t—0— & t—0+
= (oo—1> + (—1—|—oo>.

Nenhum dos limites converge de modo que a integral original

1
t

impropria diverge. A resposta absurda que obtivemos ao ignorar
a natureza de razao da integral & exatamente isso: sem sentido.

Compreendendo Con-
vergencia e Divergéencia

Muitas vezes, estamos interessados em saber simplesmente se
uma integral impropria converge ou nao, e nao necessariamente
em determinar o valor de uma integral convergente. Fornecemos
agora varias ferramentas que ajudam a determinar a convergéncia ou
divergéncia de Integrais Improprias sem integrar. Nossa primeira
ferramenta é entender o comportamento de funcoes da forma et

Exemplo 1041 [Integracao Impropria de 1/zP] Determine os valores de
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Figura 10.8 .
Plotando as funcoes da forma 1/z? do Exemplo 1.

o0
. 1
p para os quais / — dz converge.
1 xP

Solucao  Integrando e calculando o limite .

| b
/ — dz = lim — du
1 xP b—o0 1 TP
b
lim 7P do (assume p # 1)

b—oo Jq
b
= lim m_pﬂ‘
b—oco —p + 1 1
1
— Jim (b 117,
b—oo 1 —p

Este limite converge precisamente quando a poténcia de b é
menor que 0: ou seja quando 1 —p < 0 = 1 < p. Nossa analise

x
p < 1 a integral impropria diverge; mostramos no Exemplo 2

o0
- 1
mostrou que se p > 1, entao / — dz converge. quando
1

que quando p = 1 a integral também diverge. Na Figura 10.8
apresentamos o grafico de y = 1/x em linha tracejada, juntamente
com os graficos de y = 1/2P, p < 1, ey = 1/29, ¢ > 1. A
linha tracejada € a linha que divide entre convergéncia e divergéncia . m

O resultado do Exemplo 1 fornece uma ferramenta importante na de-
terminagao da convergéncia de outras integrais. Um resultado similar

1
. . 1 P -
sobre Integrais Improprias da forma / — dx é provado nos exercl-
o T

cios. Estes resultados estao sumarizados no seguinte quadro.
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" OC ~1
P . . 1 1
Convergéncia de Integrais Improprias / - dz e / - dz.
J1 T Jo ¥

(oo}
. . .. 1
Aintegral impropria / — dx converge quandop>1le
1 X
diverge quando p < 1.

1
. . . 1
A integral impropria / — dx converge quandop<1le
o T
diverge quando p > 1.

A técnica basica para determinar a convergéncia de Integrais Impro-
prias € comparar o integrando cuja convergéncia é desconhecida com
um integrando cuja convergéncia é conhecida. Para esse fim usaremos
com frequéncia integrandos da forma 1/xz?.

Teorema 3. : Teste da Comparacao Direta para In-
tegrais Improprias

Deixe f e g serem fungdes continuas em [a, 00) onde 0 < f(x) <
g(x) para todo z em [a, 00).

o0 (o]
Se/ g(x) dz converge, entéo/ f(z) da converge.
a a

oo

Se/ f(z) dx diverge, entéo/ g(z) dz diverge.

Deixe f e g serem funcoes continuas em [a, b] exceto em z =
¢, onde possuem uma assintota vertical, e 0 < f(z) < g(x)
para todo z em [a,b], x # c.

b b
o Se/ g(z) dx converge, entéo/ f(x) dz converge.

b b
o Se/ f(x) dz diverge, entéo/ g(z) dz diverge.

Exemplo 10.3 [Convergéncia de Integrais Improprias] Determine a con-

vergéncia das seguintesintegraisimpréprias.1./ e dx 2.
1
o 1
—— dz
/3 VL

A funcdo f(z) = e~ ndo tem uma antiderivada expressavel em
termos de funcoes elementares, entao nao podemos nos inte-
grar diretamente. Podemos compara-la com g(x) = 1/22, e como
apresentado na Figura 10.9, e=%" < 1/z2 em [1,020). Logo pelo qua-

<1 .
dro ?? temos que/ — dx converge, logo/ e~ dz também
1 T 1
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Figura 10.9 ) 2
Grafico de f(z) = e * e f(x) = 1/2% do Exemplo 3.
y
_ 1
o f0) = e
0.2 | flx) = 1\
X
‘ : > X
2 4 6
Figura 1010
< Grafico de f(z) = 1/vVa2 —x e f(x) = 1/x do Exemplo
3.
converge.

1 1 1
Vai—z  Va? o

oo
1 .
Como / — dx diverge, logo vamos tentar comparar o
3 X

Observe que para grandes valores de z,

integrando original com 1/x. Quando =z > 0, temos que

z =22 > V22— e logo

1 1
- < —
Y

oo
. 1 .
Usando o Teorema 10.3, concluimos que como / — dz diverge,
3 .CL'

o0
1 . . . . .
———— dx também diverge. A Figura 1010 ilustra isso.
/3 v
Ser capaz de comparar integrais "desconhecidas”a integrais
"conhecidas”é@ muito (til na determinacao da convergéncia. No
entanto, alguns dos nossos exemplos foram um pouco “bons demais”.
1

————, Mas e se “—z" fosse
Va?—zx _
trocado por “+2x + 5"? O que poderiamos dizer sobre a convergencia

° 1
de / _— —_—
3 Vr2+2x+5 Va2 +2z+5

poderiamos usar o Teorema 10.3. Em casos como este (e outros mais),

Por exemplo, foi conveniente que — <
X
logo nao

1
dz? Temos que — >
x

é (til empregar o seguinte teorema.
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Teorema 3.: Teste da Comparacao do Limite para
Integrais Improprias
Deixe f e g serem fungoes continuas em [a, o0) com f(z) > 0 e

g(x) > 0 para todo z. Se
i F@)

m —= =1L, 0 <L < o0,

/aoo f(z) dz e /:og(x) dz

ambas convergem ou ambas divergem

entao

1
—_— dz.
Va2 +2x+5

Quando z cresce, o denominador do integrando se comportara como

Exemplo 10.5 Determine a convergéncia de /
3

1 1
= z. Logo comparamos ———— com = usando o Teste da
y ~g ) p' V2 +2x+5 T
Comparagao do Limite:
. 1/Va?+22 45 ) x
hm —_— = 11l YV
T—00 ]_/ZZ? T—00 \/932 +2z+5

A avaliagao imediata deste limite retorna oo/oo, uma forma indetermi-
nada. Usar a Regra do L'Hopital parece apropriado, mas, nessa situa-
cdo, nao leva a resultados Gteis. (Encorajamos o leitor a empregar a Re-
gra de L'Hopital pelo menos uma vez para verificar isso). O problema
esta na raiz quadrada. Para elimina-la usaremos o seguinte fato: Se
lim f(z) = L, entdo ii_}mcf(x)Q = L*. (Isso é verdade quando ou cou L

Tr—cC . . .
€ 00.) Logo consideramos o limite

. z?
hm ——.
z—oo 2 + 22 + 5
Este limite converge a 1, de modo que o limite original também con-

S ~ 1
verge a 1. Quando z tende ao infinito, a funga0 ————— se com-

va2+2x+5
porta como % Como / é dz diverge, pelo Teste da Comparacao do
3

1

Limite temos que R
g L V2 +2x+5
apresenta os graficos de f(z) = 1/vVa?2+2x+5 e f(z) = 1/z, ilus-

trando que quando x cresce, as funcoes se tornam iguais.

dx também diverge. A Figura 1011

Exercicios
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Figura 10.11

Graficos de f(z) =

Ex. 1014 — Calcule as integrais
improprias abaixo:

S|
E/o T dx
S|
e
L |
3 — dz
U,
=
4 T
-1/l
/2 (i

tgx
secw']

senxr =

Ex. 10.2 — Determine para quais
valores de p > 0 cada integral
abaixo converge e, nesse caso,
calcule a integral:

1
1
/ — dx
o 2P
o0
1
/ — dz
1 P
Ex. 10.3 — Determine se a inte-

gral diverge ou converge e, nesse
Gltimo caso, calcule a integral:

/oosenx dz

02 1
2 e @

> 1
/_Oox2+4z+9 de

1
Vs e f@)

= 1 do Exemplo ?2.

1

1/2
/0 rlnz
5 —— d
/0 xn’2 .
E/ L dx
2 zVInz
>~ 1
/2 rzlnz
o 1
/0 z(1+in?) dz
/ (cosa: _ senx) da
0

z x2
[Dica Integre por partes

COS T
dx e compare com
x

a integral da outra parcela.]
* 1
e
e 1
===t
0o T—z+1

1

12/2 xz_ldx
© 1

|HHJ/ o1

2

dz

dx

Ex. 10.4 — NOS proximos exerci-
cios use o Teste de Comparagao
Direta ou o Teste de Comparacao
de Limite para determinar se a
integral definida dada converge
ou diverge. Indique claramente
qual teste esta sendo usado e
qual funcao do integrando esta
sendo comparada.

fo =
1. —— dx
10 322 4+2x—5
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2 /OOde 4 /Ooe_””lnxdx
oy VT3 =z “h

o0 v+ 3 5. /OO e—m2+3$+1 d{E
5

3. dx
0o Vat—a224+ax+1

6./ @dx
o €

Probabilidade

Suponha que mecamos a altura de uma pessoa escolhida aleatoria-
mente em um grupo de determinada idade, ou a durabilidade de uma
lampada escolhida aleatoriamente. Essas quantidades sao exemplos
de variaveis aleatorias continuas, porque seus valores variam em um
intervalo dos nimeros reais.

Nesse contexto, poderiamos querer saber a probabilidade de que a
altura de uma pessoa escolhida aleatoriamente seja maior que 170cm,
ou a probabilidade de uma lampada nova durar entre 200 e 400 horas.
Se deixarmos X representar a durabilidade da lampada, denotamos
essa (ltima probabilidade como segue:

P(200 < X < 400)

Como uma variavel aleatoria X pode assumir qualquer um dos
valores continuos, digamos, qualquer valor entre 0 e 1, entao
nao podemos defini-la listando os valores e suas respectivas
probabilidade.Além disso, como veremos para uma variavel continua
para qualquer valor Unico =, P(X = z) é zero! Em vez disso, cada
variavel aleatoéria continua X tem uma funcao densidade de
probabilidade f. Ou seja, definimos a probabilidade de X estar entre
a e b é dada pela integral de f de a até b:

b
P(anSb):/ f(z) dz
Observe que tomandoa =z e b =z + Az, temos
z+Ax
P(x§X§x+Az):/ f(y)dy =~ f(z)Ax
e que tomando a = x e b = x temos que

Plr<x <a)= [ f)dy=o

A funcao densidade de probabilidade f de uma variavel aleatoria X
deve satisfazer:
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Figura 10.12 . ) .
Funcao de densidade e a probabilidade de que X es-

teja entre a e b.

f > 0 paratodo x.

Como as probabilidades tomam valores entre de 0 até 1, segue
que:

/ fl@)dz=1
Exemplo 1. Seja f(z) = Cx(10 — z) para 0 < = < 10 e f(x) = 0 para

todos os outros valores de x.

Determine C' de modo que f seja uma funcao de densidade de
probabilidade.

Encontre P(5 < X < 8).

Solucao

Como/ f(z) dz = 1 temos que folo Cz(10 — z)dz = 1, logo
(5000)/3 = 1 e C = 3/500.
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Exemplo 2. Fendémenos como tempos de espera e tempos de falha de
equipamento sdo comumente modelados por funcoes de densidade de
probabilidade decrescentes exponencialmente.

Nesse sentido, a quantidade de tempo em horas que um computador
funciona sem estragar pode ser modelada por uma variavel aleatéria
continua com funcao densidade de probabilidade

Ce=%/200 5oz >0
f(x) =

0 sex <0
Qual é a probabilidade de que

0 computador funcione entre 150 e 250 horas antes de estragar?

ele funcione mais de 200 horas?

<

Solugao Como/ f(z) dz = 1temos que [;°Ce™*/20dy = 1,

logo —200Ce™ 200 |go =200C=1eC = 5.

250
1
o] P(150 < X < 250) = /200 4

( - ) /150 2006 !

= —e7/20070 ~ 0.1858

o0
1
P(X §200):/ L /200 g,
200 200

o 1
_ —2/200 _ L
= —e 0| = — ~ 0.3678

Valores Esperados

Queremos determinar o valor médio para uma variavel aleatoria con-
tinua X com funcao de densidade f. Faremos isso assumindo que a
variavel toma valores no intervalo [a, b]

f(z)

f(z)

150 200 250
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Consideremos uma particao P = (x;) de [a, b] e escolhnemos o ponto z}
Ti+ T

como sendo ponto médio do intervalo [z;—1,x;], que é z} = 5

Isto determina uma aproximacao por retangulos de A.

f(x) 1 |

\4

a T TT141 g = b

o valor médio de X intervalo [z;_1, ], € x};

sua probabilidade (area) & p; = f(x})Ax;

Logo o valor médio da regiao formada pela uniao dos retangulos
Ri,R;... R, € a média ponderada:

n n
Yowin Y aif(x))Aw
i=1 i=1
= —

> b > f(a) A
i=1 i=1

Fazendo o tamanho da particao tender a zero, obtemos que o valor
médio da variavel X é:

/700 zf(x) dx
p=<==
dx

e assim

= /mxf(z) dz

o0
As analogias com o centro de massa devem ser evidentes!

Exemplo 3. Calcule a vida média do computador cuja quantidade de
tempo em horas que um computador funciona sem estragar é uma
variavel aleatéria continua com funcdo densidade de probabilidade é

1 —x /200
flx) = e " sex >0

0sex <0
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Solucao O valor médio & dado pela integral

uz/ zf(x) dx/ 2/200e /2% dg
0

0
= —e 20 (z + 200) |
=200

Distribuicoes Normais

Muitos fendmenos aleatorios importantes - como alturas, pressao ar-
terial, tamanho do sapato, e pontuacoes em testes de Ql de uma popu-
lagao, precipitacao anual em um determinado local e erro de medicao

- sao modelados por uma distribuicao normal.

Isso significa que a funcao de densidade de probabilidade da variavel

aleatoria X &€ um membro da familia de funcoes

F(@) = — et/ (20

oV2m

Figura 1013

Distribuicao normal para diferentes parametros de p e

Vocé pode verificar que a média para esta fungao é p.

A constante positiva o € chamada de desvio padrao e mede a dispersao

dos valores de X.

A importancia das distribuicoes normais origina-se do Teorema do Li-
mite Central afirma basicamente que, conforme o tamanho da amostra
(N) se torna grande, a distribuicdo amostral da média torna-se apro-
ximadamente normal, independentemente da distribuicao da variavel

original.

Exemplo 4. A altura média dos homens de 15 a 18 anos no Chile de
2009 a 2010 foi de 170cm com desvio padrao de 6cm. Sabendo que as

alturas meédia dos homens uma distribuicao normal calcule:
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Qual porcentagem dos homens de 15 a 18 anos no Chile tem al-

tura entre 165 e 175?

Qual porcentagem dos homens de 15 a 18 anos no Chile tem al-

tura superior a 1807

6771—2(17170)2

Solucao A densidade sera dada por f(z) = <=

175 — 25 (z—170)*

1mw5gxglmy:/ dx ~ 0.59534

165 6v/21

00 =75 (2—170)*
P(X <180 :/ ———————dx ~ 0.0477904
( ) 180  6v2m

f (=)

165 170 175

f(z)

170

180

327/340



Funcoes de uma Variavel & Notagao de Somatorio,

Capitulo
Notacio de Somatério

Suponha que desejamos somar uma lista de nimeros ay, as, as, . . ., aig.
Em vez de escrever

a1 +az + a3 +ayg +as + ag + ay + ag + ag + aq,

usamos notacao de somatorio e escrevemos

limite superior

10
Z ai somando
i=1

variavel limite inferior

Figura Aa . L
Notacao de Somatorio

Na notacdo de somatbrio o sigma mailsculo representa o termo
"soma”. O indice do somatorio neste exemplo & i. Para esse fim
qualquer letra pode ser usada. Por convencao, o indice assume
apenas os valores inteiros entre (e incluindo) os limites inferiores e
superiores. Vejamos um exemplo

12 +2°+.. +n?

Observe que na soma acima o termo tipico a ser somado é da forma &2
e estamos somando esses termos de 1 até n. Assim podemos escrever
essa soma de modo sucinto, utilizando a notacao de somatério, como:

>
k=1

A expressao anterior deve ser lida como "soma de k2 com k variando
de 1 até n. E de modo mais geral a soma dos nimeros reais ay, - - - a,
pode ser escrita usando a notagao de somatoério como

n
dap=ar+-+a,
k=1
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Claramente, nao é necessario que a soma comece do 1. Assim por exem-
plo, podemos escrever:

4

D (@s+1)=1+3+5+7+9
s=0

5
ij:22+33+44+55

Jj=2

@ Teorema 0. : Propriedades do Somatorio

Zn:(aiﬂ:bi)zzn:aiizn:bi

n n
Zc-ai:c-Zai
i=m i=m

7 n n
E ai+ E a; = E a;
i=m i=j+1 i=m

@ Teorema 0. : Propriedades do Somatorio

n
Zc = c¢-n, onde ¢ & uma constante.

i=1

" ,_n(n—i—l)
;Z_ 2
n
o nn+1)2n+1)
;Z - 6

Exemplo 1.3 Calcule
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Solucao
6 6 6
d@i-1)=) 2i-> (1)
=1 =1 =1
6
= (22:@) -6
=1
_ 006+ o
2
=42 -6 =36
|
100 9
Exemplo 4. Calcule " (3 — 2i) <
=1
Solucao
100 100
D (B-20)7 = 9-12i+4i’
i=1 i=1
100 100 100
=>9-) 120+ ) 4
=1 =1 =1
100 100 100
=) 9-12) it4) i
=1 =1 i=1
100 (101 100 (101) (201
=9(100) — 12 100(101)) , , (100(101) (201)
2 6
= 1293700
|

) L=
Jim = Zi:l 1= Jim Zi:l i=3 )

s, N |
Am s Zi:l s= dim g Zizl =7 (A2)
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Capitulo

Tabela de Derivadas

Regras de Derivacao
0 (cf(2) = ef'(a)
O Derivada da Soma
(f(2) + (@) = f'(@) +'(x)
O Derivada do Produto
(f@)g(@)" = f'(@)g(@) + f(w)g(x)

O Derivada do Quociente

(ﬂ@)::f@M@W—ﬂwd@)
g(x) 9(x)*

O Regra da Cadeia

O —c=0

O —x=

d (1 d .

5 (;) )= em
d d L 1 ! 1
dxﬁ da” 27 2z’
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Funcoes Exponenciais e Logaritmicas

O —ef=e¢e

Funcoes Trigonomeétricas

O —senx = COS &
dx

O —cosz = —Sen «,
dx

O —tgx=sec?z
dx

d
O —secx = tgxsecx
dx

d
O — cotg x = —cossec 2z
dx

d
O df COSsec x = —C0ssec x cotg x
Xz

Funcoes Trigonometricas Inversas

d 1
0 — arcsen o =
dr x 1 — x2
5 —1
— arccos xr —
dx V1 — 22
o0 % arct
a =
dx g 1+ 22
g 1
— arcsec,r = ———
dx |z|vaz? —1
0 d arccotg z = -1
dx g = 1+ 22
0 d arccossec —!
a p__
dx |z|vaz? —1

Funcoes Hiperbolicas

d et +e*
O — senh z = coshz =

. z = coshx )

d et —e *
O —coshz = senhz =

d{E coshx X 2

O 4 tgh z = sech®z
dx
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O a4 sech z = — tgh x sech z
dr

d
O — cotgh = = — cossech® z
dx

Funcoes Hiperbolicas Inversas

O

d
dx
4
dx
4
dx
4
dx
4
dx
4
dr
d

dx

csch x = — coth x cossech x
1
arcsenh r = ——
2 +1
1
arccosh z =
2 —1
arctgh © = ——
& 1— 22
L -1
arcsech r = ———
V1 — 22
arccoth z =
1— 22
-1

arccossech r = ————

|z|v1 + z2
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Capitulo

Tabela de Tntegrais

Regras de Integracao
O [ef(x)de=c /[ f(z)dx
0 Jlf@) +9(@)de = [ f(a)da + [ g(x) da
0 [ f@)g@)dz = f(@)g(@) - [ f(2)g(x) da

Funcoes Racionais

J,‘"+1

O [az"dx = +c paran # —1

n+1

1
] /fdx=1n|x|+c
T

D‘/n du tgu +
—= — aIcC u C
1+ u? &

1 1
O /7dx:farctg(x/a)+c
a

a2+w2
du arctgh u + ¢, se |u| <1 1. [1+u
u 5 = =—-In +c
I—wu arccotgh u + ¢, se |u| > 1 2 [1-u

Funcoes Logaritmicas

O [Inzdz=zlhz—z+c

T
i flogaxdx:mlogaxferc

Funcoes Irracionais

du
O ———— = arcsenu + ¢
V1—u?
- du .
—————— = arcsec u+c¢
uvu? — 1
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EI/ du hu+
—— =arcsenhu+c¢
V14 u?
=lnjlu++vul+1l+c
EI/ du h v+
——— =arccoshu+¢
V1—wu?
=Inju++vu?—1]+c¢

—arcsech |u| + ¢

EI/ du B
uv/1—u?

—arccosech |u| + ¢

D/ du B
uv/T+uZ
1 T
D/ﬁdx:arcseng—&—c
D/\/aQiixdearccoserc
Funcoes Trigonomeétricas

O [coszdr =senxz +c

O [senxzdr=—cosz+c

O [tgzdr =In|secz| +c

O [escadr =Infescx — cotz| + ¢
O [secxdr =In|secx +tgz|+c
O [cotzdr =In[senz| +c

O [secxtgrdr =secz +c

O [esczcotwdr = —cscx + ¢

O [sec?zdr =tgz+c

O [esc?zdr = —cotz+c

1
O [sen®zdr = i(x—sena:cosm) +c

1
O [cos’xdr = §(x+senxcosx) +c

Funcoes Hiperbolicas
O [senhzdz = coshz + ¢
O [coshzdx =senhz + ¢
O [tghadr =In(coshz) + ¢
0 fcschade =Inltgh £| +c
O [sechzdz = arctg(senhz) + ¢

O [cothzdr =In|senhz|+ c
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Capitulo

Tdentidades ‘Irigonométricas

sen(90° — 6) = cos
cos(90° — 0) = sen §

sen 6

cos 6 = tgf

sen? 4 cos? 0 = 1
sec?f —tg?h =1
csc? 0 —cot?0 =1
sen 20 = 2sen 6 cos 6

c0s20 = cos? 0 —sen?H = 2cos? 0 — 1
sen 20 = 2sen @ cos

sen(a & ) = sen acos 8 £ cos asen 3
cos(a =+ ) = cosasen B + sen «cos 3
tga +tg B
o tgla+ f) = ——— 0
gla+f) 1Ftgatg
1 1
sena tsenfS = 2sen§(a:tﬂ)cos §(a:|:ﬂ)
1 1
cosa—l—cosﬁ:2cos§(a+ﬁ)cos§(a—ﬁ)

1 1
15| cosa — cos 3 :2sen§(a—|—ﬂ)sen§(a—,8)
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aproximacao, 17

derivada, 116

deslocamento, 234

divisao, 212

formula de integracao por
partes, 199

integral, 214

integral definida, 214

integravel, 213

maximo global, 122

maximo local, 124

minimo global, 122

minimo local, 124

particao, 212

ponto de maximo global (ou
absoluto), 122

ponto de maximo local, 124

ponto de minimo global, 122

ponto de minimo local, 124

ponto extremo global, 122

ponto extremo local, 124

Regra da Substituicao para
Integrais Definidas.,
230

Alembert, 252
antiderivada, 181
aproximacgao linear, 118
assintota horizontal, 153
assintota inclinada, 153
assintota vertical, 152

Casca Cilindrica, 295
centro de massa, 305, 306
comprimento da curva, 302

338

condicao inicial, 187
Constante de Lipschitz, 50
continua, 33, 35
continua por partes, 35
convergente, 311
convergéncia
da integral impropria, 310,
318, 320
da integracao impropria,
318
Teste da Comparacao
Direta
para integracao, 318
Teste da Comparagao do
Limite
para integracao, 320
crescente, 135
cbncava para bhaixo, 138
cbncava para cima, 138

derivada, 70, 72

do produto por uma

constante, 81

derivada da soma, 80
Derivada do Produto, 82
Derivada do Quociente, 83
derivada n-ésima de f, 116
derivada primeira de f, 116
derivada segunda de f, 116
derivada terceira de f, 116
derivacao implicita, 98
desigualdade de Lipschitz, 50
diferenciavel, 71
distancia percorrida, 234
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divergente, 311
divergéncia
da integral impropria, 318,
320
da integral impropria, 310
Teste da Comparagao
Direta
para integracao, 318
Teste da Comparagao do
Limite
para integracao, 320

erro, 168
extremo direito, 208
extremo esquerdo, 208

funcao
continua, 33, 35
limite, 18, 53
funcao exponencial natural,
238
funcao logaritmo natural, 61
funcao racional propria, 240

inclinagao da reta tangente, 68
indeterminagao, 27, 58
integrais improprias, 310
integral
definicao, 218
por partes, 232
secante, 195
integral indefinida, 182
integracao
substituicao
trigonometrica, 265
fracOes parciais, 242
impropria, 310, 314, 318,
320
volume
Casca Cilindrica, 295
Método dos Discos, 290
secoes transversais, 287
Integracao Imprépria, 310, 314
irredutivel, 241

Lei de Hooke, 300
limite

funcao, 18, 53
lateral, 22
limite da funcao, 12
limite lateral, 22, 23
limites, 25, 57
infinitos, 56
propriedades, 25, 57
linearizagao, 118
logaritmo, 61
logaritmo natural, 235

marcas, 213

Movimento Harmonico
Simples, 95

Método dos Discos, 290

omprimento natural, 300

pela direita, 23

pela esquerda, 22

polindmio de Taylor, 171

polindmio de Taylor de ordem
2 de f(x) ao redor de
p, 170

Polindmios de Taylor, 168

ponto de inflexao de f, 139

ponto médio, 208

primitiva, 181

problema de valor inicial, 186,
187

Regra da Cadeia, 87
Regra de L'Hospital, 143

secgao transversal, 286
Segundo Limite Fundamental,
60
soma
superior e inferior, 217
Soma de Riemann, 210, 212, 213
soma superior e inferior, 217

Teorema
de Weierstrass, 126
do Valor Médio, 131
teorema
D'Alembert, 252
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Teorema
do Valor Intermediario, 40

Terceiro Limite Fundamental,

62

Teste da Comparagao Direta
para integracao, 318

Teste da Comparacao do Limite
para integracao, 320

trabalho, 298

variagao instantanea, 93
variagao média, 93
velocidade instantanea, 69
volume

toro, 291

areas entre curvas, 280, 281
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