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Calculo Vetorial

Vetores, Mudanca de Base e Coordenadas

Vetores

1— Dados A, B € R", prove que
IA+ B[~ [|A—B|* = 4A-B

e logo A«B = 0 se e somente se ||A + B|| = ||A —B].
Interprete esse resultado geometricamente.

2 — Se 0 é o angulo entre os vetores A,B € R",
prove que

2 2 2
IA=B]I" = [[AlI" + [IB]|* = 2[[A[|[B]| cos 6

3 — Dados os vetores u, v, w, x € R3 e constantes
reais a e b, mostre que:

a)
b)
<)
d)
e) [[uxv|?=([ullv])*—(u-v)

f) (u—v)-(ut+v)= ||uH2 — ||VH2

u-(uxv)=0
u-(v+w)=u-v+u-w
ux (V+w)=uxv+uxw

uxXxv=-—-vxu
2

g) (u—v)x(u+v)=2uxv

h) ux (vxw)=v(u-w)—w(u-v)

i) (uxv)-wxx)=(u-w)(v-x)—(u-x)(v-
w)

j) Identidade de Jacobi: u x (v x w) +w x (u x
v)+vx (wxu)=0

4 — Seja {iy, ip, i3} uma base ortonormal orientada
segundo a regra da méao direita. Considere os veto-
res

a =1y +2ip+3i3, b =4i; +5iy, ¢ =3i; +2ip +i3.

a) Verifique que formam uma base.

b) Qual o volume do paralelepipedo gerado
pora,bec?

5 — O torque T de uma forca F com respeito a um
ponto O é dado pela expressao

T=rXxF

em que r é o vetor de posicdo do inicio do vetor
F em relacdo a O. A projecdo de T em um eixo u
passando por O, i.e., a quantidade

Tu=T-u=(rxF)-u

em que u é um vetor unitdrio na direcdo do eixo
u, é chamada de torque de F com relagdo ao eixo u.
Prove que Tty4é independente da posicao de O em
u.

6 — Determine o produto vetorial entre dois veto-
res num sistema de coordenadas obliquo.

7 — Use o resultado acima para demonstrar a va-
lidade dea x (bxc¢) = (a-¢c)b— (a-b)c num sis-
tema de coordenadas obliquo.

COMPUTAGCAO E COGNICAO



Coordenadas Cilindricas
e Esféricas

8 — Nos itens a seguir escreva a equagdo dada em
coordenadas cilindricas e esféricas.

a) x> +y?>+2z2=25
b) x*+y? =2y
o) x> +y%2+92%2 =36

as
e

9 — Descreva a intersecdo das superficies cu
equagdes em coordenadas esféricas sdo 0 =

b=7F

—

N3

10 — Mostre que para a # 0, a equagdo p
2asin ¢ cos® em coordenadas esféricas descreve

uma esfera centrada em (a,0,0) com raiolal.

11 — Dados P; e P, pontos cujas coordenadas es-
téricas sejam (pi, 01, d1) e (p2, 02, §,), respectiva-
mente. Seja v; o vetor ligando a origem a P;, e seja
v, o vetor ligando a origem a P,. Mostre que o an-
gulo vy entre v; e v,, satisfaz:

cosy = cos ¢, cos ¢, + sin ¢, sin ¢, cos( 0, — 06, ).

12 — Mostre que a distancia d entre os pontos
P, e P, com coordenadas cilindricas (r,,0,,z,) e

(12,0, 2,), respectivamente, é dada por

d= \/T%+T%—ZT1T2COS(62_91)+(22_Z1)2.

Notacao de Einstein

13 — Dados x, y, z vetores em IR3. Mostre que

rXiyilj 4= (X-y)Z.

14 — Mostre que o produto vetorial pode ser es-
crito como:

" [A x B]i = eijkA]'BkJ (1)
Onde
+1 se (i,j, k) é(1,2,3),(2,3,1) ou (3,1,2)
Teij = ¢ —1 se(i,j, k) é(3,2,1),(1,3,2)ou(2,1,3

0 sei=jouj=kouk=1

15 — Mostre que

611 6im 6in
rsijkelmn = det 6]-1 6jm 6)'71 _
Okt dkm  Okn

)



Respostas dos Exercicios

5 Dica: Use que r' = r + u e calcule vetorialmente. W= Z wif; = Z Wy Z fije
6 Dado uma base {f;, f5, f3}. Essa base pode ser ex-
pressa em termo da base candnica {e1, e, e3} como Calc;ule z X w em termos de em termo da base
candnica {eq, ey, e3}.
f = Z f1je; (2) Expresse esses vetores na base {f, f,, f3}, usando
f, = Z fie; @) @ mudanca de base inversa:
f3 = Z f3je 4)
5
Na base obliqua dois vetores z, w podem ser es- €1 = Z ff; ()
critos e = Z fZJ ej (6)

z = Z Zifi = Z Zi Z fijej €3 — Z f3j3j (7)



