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Calculo Vetorial

Green, Gauss Stokes: Aplicacdes

1 — Calcule a area da superficie da esfera x~ +
y? + 22 = a?, situada no interior do cilindro x? +
y>=ay,coma >0

2 — Calcular a 4rea da por¢do do paraboloide x? +
2?2 = 2ay cortada pela planoy = a.

3 — Suponha que a temperatura em um ponto
(x,y,2z) seja u(x,y,z). O fluxo de calor é definido
como o campo vetorial

F = —KWVu,

sendo K é uma constante denominada condutivi-
dade. A taxa de transmissdo de calor através da
superficie S no corpo é dada por

//S FdS = —K //S VudS

Supondo que a temperatura u em uma bola meté-
lica de raio R é proporcional ao quadrado da distan-
cia ao centro da bola. Determine a taxa de transmis-
sdo de calor através de uma esfera S de raio a < R
e mesmo centro que a bola.

4 — Considere S uma superficie orientada de
bordo C e sejam r = xi + yj + zk e u um vetor cons-
tante. Considere o campo F = u x r. Mostre que

/Fd€:2//u-nd5
C S

5 — Considere a superficie S descrita pelo paraba-
16ide z = 16 — x? — yz para z > 0, como mostrado
na figura abaixo.

-

Considere a seguinte orientacdo: deixe fi denotar
o vetor normal unitdrio para S com componente z
positiva. A intersec¢do da superficie S com o plano
z serd uma curva C.

Verifique o Teorema de Stokes para a superficie S
descrita acima e o campo vetorial F = (3y, 4z, —6x).

6 — Para uma regido R limitada por uma curva
simples C, Mostre que a 4rea A de R é dada por

1
Az—ﬁgydx %xdy:—ygxdy—ydx,
C C 2Jc

onde C é orientada de modo que a regido R fique
sempre a esquerda.) (Dica Use o teorema de Green e o

fato que A = [[ 1dA.)
R

7 — Use o exercicio anterior para calcular a drea:

a) daregido D limitada pela curvay parametri-
zada pory(t) =sen2ti+sentjparal <t <
.
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10 — Seja B o campo vetorial dado por B =
Vu x Vv, onde u e v sdo fungdes escalares.

—
a) mostre que B é solenoidal;

1
b) mostre que K} =5 (uVv —vVu) é um poten-

%
cial vetor para B.

b) &readaregido delimitada pelo eixoxeoarco

de cicléide: 11 — Considere as seguintes equacgdes de
Maxwell:
=t—- t), =1- t), 0<t<2
* sen(t), y cos(t) T VxE = onde T éo campo elétrico.

2 / — \

- -
V.- B =0,onde B ¢é ainducdo magnética.

a) Por que existe um potenc1a1 vetor eletromag-

%
nético A para B, isto ¢, B =VxA?

b) Mostre que A ndo é tnico. Sugestado: consi-

dere A’ — A + V1, onde VP é uma fungdo
escalar.

%
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8 — Se ? e uma forga dada por ? (x? +y% + c) Mostreque V x ? = -V x e Mostre que

22" (x i+y ] +z ¥ ), determine: isto implica que 3<iste uma fungédo escalar ¢
. F: 0A
a) vV ?’ tal que T=_22 V.
b) Vx F; Lo o
c) um potencial escalar ¢(x,y,z) tal que F = d) SeamA’= A+Vied' =d— 3¢ - Mostre
—Vé; oy R
que b’ = E.

d) para qual valor de n o potencial escalar di-

== . .
; S Conclusdo: E e B ficam invariantes pelas
verge em ambos na origem e no infinito?

_>
transformagées de Gauge (ou calibre) A’ =

A+Viped = ¢—@

9 — A origem do sistema de coordenadas cartesi-
anas esta no centro da Terra. Suponha que a Lua
esteja sobre o eixo z a uma distdncia R da Terra
(centro-a-centro). A forca de maré exercida pela
Lua sobre uma particula na superficie da Terra
(ponto (x,y, z)) é dada por

x Yy 2z 1 92 1 92

12 — Use as equagdes de Maxwell no vacuo e na
auséncia de fontes, para mostrar que os campos E
e B satisfazem a equagdo de onda

c2 ot c2 ot
Encontre o potencial escalar para esta forca de
maré. isto é, mostre que campos eletromagnéticos se pro-
pagam com velocidade c no vacuo.



Respostas dos Exercicios

ol

O cilindro delimita um circulo no plano

r = asenf

que pode ser descrito como 0 < 0 < 7, 0 < v < asen 0 em coordenadas polares

O vetor normal fundamental ¢ dado por —= L —
a‘f—x*—y

e logo

dxdy

A:Z// d
a2 —x2 2

Convertendo para coordenadas polares temos
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e assim

/2
A:4/ a? — a®sen 0d0 (6)
0
— 4a?%[1 —sen 9]3/2 (7)
= a? (2m—4) (8)
7 a.) 4/3
b.) 37

11 a.) use o Teorema de Helmholtz. Observe que queremos apenas a existéncia.
c.) use o Teorema de Helmholtz. Observe que queremos apenas a existéncia.



