
Lista 8
Cálculo Vetorial

Campos Tensoriais

1 — Determine se as seguintes grandezas são ten-
sores. Diga se são covariantes ou contravariantes e
de o seu posto

a) dxk

b) ∂ϕ(x1, . . . xn)
∂xk

2 — Um tensor covariante tem componentes
xy, 2y − z2, xz em coordenadas retangulares. En-
contre suas componentes em coordenadas esféri-
cas.

3 — Considere as transformações entre dois siste-
mas de coordenadas retangulares K e K′:

x′k = Ak′lxl + x0k

xk = Al′kx
′
l + x′0k

em que Ak′l = i′k · il, demonstre as relações de orto-
gonalidade

Ak′lAk′m = δlm , Ak′mAl′m = δ′kl

4 — Num certo sistema de unidades, a tensão ele-
tromagnética Mij é dada por

Mij = EiEj +BiBj −
1
2
δij(EkEk +BkBk),

onde os campos elétrico e magnético, E e B, são ten-
sores de primeira ordem. Mostre que Mij é um ten-
sor de segunda ordem.

5 — Mostre que a aceleração de uma partícula de
posição (x1, x2, x3) é representada pelas componen-
tes de um tensor de primeira ordem no espaço. Este
tensor é isotrópico?

6 — A todo tensor anti-simétrico Aij de segunda
ordem em três dimensões podemos associar um
pseudotensor pi dado por

pk =
1
2
εklmAlm.

Chamamos pk de o dual a Ajk. Mostre que se

pk =
1
2
εklmAlm então Aij = εijkpk.

Sugestão: Contraia εijk com pk e use a identidade
ε− δ.

7 —
a) Escreva as formas indiciais dos Teoremas de

Green (Stokes no plano), Gauss (divergên-
cia) e Stokes.

b) Escreva também a forma indicial da Pri-
meira Identidade de Green.

8 — Calcule os 6 símbolos de Christoffel para o sis-
tema de coordenadas definido por

x = 2eu−v,y = −e3u+2v.

9 — Considere o tensor cartesiano de segunda or-
dem cujas componentes são dadas Tij = δij − 3xixj.
Mostre que este tensor é simétrico e avalie as se-
guintes integrais sobre a esfera unitária:



a)
ˆ

TijdS

b)
ˆ

TikTkjdS.

10 — Considere a transformação de coordenadas{
x′1 = cos θx1 − sin θx2

x′2 = sin θx1 + cos θx2
⇔ x′k = Ak′lxl , l = 1, 2

Mostre que:
a) os coeficientes Ak′l da transformação de co-

ordenadas satisfazem as relações de ortogo-
nalidade da questão 4 para i,k, l,m = 1, 2.

b) as grandezas Tij dadas por

[
Tij

]
=

 (x2)
2 −x1x2

−x1x2 (x1)
2


se transformam como as componentes de
um tensor cartesiano de segunda ordem pe-
las transformações do item (a).

11 — Encontre as componentes da velocidade v
e da aceleração a de uma partícula com respeito
a uma base local ortonormal {ẽ1, ẽ2, ẽ3} de um sis-
tema de coordenadas curvilíneas q1,q2,q3.

12 — Sejam Aikl as componentes de um tensor de
terceira ordem. Mostre que a contração A k

k l =
gikAikl formam as componentes de um vetor.

13 — Seja c = a × b, ou em componentes,

[a × b]i = εijkajbk. (1)

Considere uma mudança de base dada por uma
matriz A.

a) Mostre que εpqr det(A) = εijkAp
i Aq

j Ar
k

b) Mostre que εijk = ei · ej × ek muda de coor-
denadas como ε̃ijk = εijk det(A)

c) Defina c = a× b. Mostre que
c̃i = (det A)Aikck.

d) Conclua que o símbolo de Levi-Civita εijk
é um pseudo-tensor cartesiano constante de
ordem 3.

14 — Determine os símbolos de Christoffel Γ1
11 e

Γ1
22 para as coordenadas coordenadas cilíndricas

elípticas equações

x = a coshu cos v, y = a sinhu sin v, z = z

(u ⩾ 0, 0 ⩽ v < 2π,a > 0 constante ).

15 — Escreva a derivada covariante em coordena-
das cilíndricas.

16 — Encontre a lei de transformação do símbolo
de Christoffel Γ iκj (x) por mudanças de coordena-
das x 7→ x′ (x).

17 — Mostre que∇kgij = 0, em que gij são as com-
ponentes do tensor métrico.

18 — Prove que se Fik é um tensor antissimétrico
então

Tijk = ∂iFjk + ∂jFki + ∂kFij

é um tensor.

19 — Calcule o tensor de inercia de um paralele-
pípedo de densidade uniforme, massa M e lados
a,b, c

a) em torno de seu ponto central
b) em torno de um de seus vértices.
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Respostas dos Exercícios
13 a.) Lembre que

det(A) =
1
3!
εijkεpqrAipAjqAkr

multiplique ambos os lados por εpqr e lembre se que

εpqrεpqr = 6

b.)
Defina

εijk = ei · ej × ek

Mudando de coordenadas teremos ε̃pqr = εijkAp
i Aq

j Ar
k. Conclua assim que ε̃ijk = εijk det(A)

c.)
Seja

aj = A−1
jmãm bk = A−1

knb̃n

(ã × b̃)i = ε̃ijkãjb̃k (2)
= det(A) εpqr Api Aqj(A−1)jm Ark(A−1)kn am bn (3)
= det(A) εpqr Api δqm δrn am bn (4)
= det(A) Api εpqraqbr (5)
= det(A) (a × b)pApi (6)

14

x = a coshu cos v (7)
y = a sinhu sin v (8)
z = z (9)

Os fatores de escala são

hu = hv = a

√
sinh2 u+ sin2 v (10)

hz = 1 (11)

Logo

gij =


a
√

sinh2 u+ sin2 v 0 0

0 a
√

sinh2 u+ sin2 v 0

0 0 1



gij =


1

a
√

sinh2 u+sin2 v
0 0

0 1
a
√

sinh2 u+sin2 v
0

0 0 1


Usando que

Γαβγ =
1
2
gαδ

(
gδγ,β + gβδ,γ − gβγ,δ

)
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Calcularemos por exemplo

Γ1
11 =

1
2
g1δ (gδ1,1 + g1δ,1 − g11,δ

)
Γ1

11 =
1
2
g11 (g11,1 + g11,1 − g11,1

)
+

1
2
g12 (g21,1 + g12,1 − g11,2

)
+

1
2
g13 (g31,1 + g13,1 − g11,3

)
Os termos não diagonais são nulos e assim

Γ1
11 =

1
2
g11g11,1

Γ1
11 =

1
2

1

a
√

sinh2 u+ sin2 v
∂ua

√
sinh2 u+ sin2 v

cosh (u) sinh(u)

sin (v)2 + sinh(u)2

16 Usaremos a notação
f,i = ∂if (12)

O inverso do tensor métrico muda de coordenadas:

g̃µλ =
∂x̄µ

∂xα
∂x̄λ

∂xδ
gαδ

Calculando as derivadas parciais do tensor métrico temos

g̃λκ,ν =
∂

∂x̄ν

(∂xδ
∂x̄λ

∂xγ

∂x̄κ
gδγ

)
=

∂xδ

∂x̄λ
∂xγ

∂x̄κ
∂xβ

∂x̄ν
gδγ,β + gδγ

∂

∂x̄ν

(∂xδ
∂x̄λ

∂xγ

∂x̄κ

)

g̃νλ,κ =
∂xβ

∂x̄ν
∂xδ

∂x̄λ
∂xγ

∂x̄κ
gβδ,γ + gβδ

∂

∂x̄κ

(∂xβ
∂x̄ν

∂xδ

∂x̄λ

)
g̃νκ,λ =

∂xβ

∂x̄ν
∂xγ

∂x̄κ
∂xδ

∂x̄λ
gβγ,δ + gβγ

∂

∂x̄λ

(∂xβ
∂x̄ν

∂xγ

∂x̄κ

)
Substituindo em

Γ̃µνκ =
1
2
gµλ

(
g̃λκ,ν + g̃νλ,κ − g̃νκ,λ

)
e usando que

Γαβγ =
1
2
gαδ

(
gδγ,β + gβδ,γ − gβγ,δ

)
teremos

Γ̃µνκ =
∂x̃µ

∂xα

[
Γαβγ

∂xβ

∂x̃ν
∂xγ

∂x̃κ
+

∂2xα

∂x̃ν∂x̃κ

]
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