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Calculo Vetorial

Campos Tensoriais

1 — Determine se as seguintes grandezas sdo ten-
sores. Diga se sdo covariantes ou contravariantes e
de o seu posto

a) dxk
db(xl, .. xM)

b) oxk

2— Um tensor covariante tem componentes
xy,2y — z?,xz em coordenadas retangulares. En-
contre suas componentes em coordenadas esféri-

cas.

3 — Considere as transformagdes entre dois siste-
mas de coordenadas retangulares K e K':
X = A+ Xk
/ /
Avix + Xo

Xk

em que Ay = i} - i, demonstre as rela¢des de orto-
gonalidade

/
AArm = dm, AxvmAvrm = 8

4 — Num certo sistema de unidades, a tensao ele-
tromagnética My; € dada por

1
My = EiEj + BiBj — 58y (ExEx + BBy,
onde os campos elétrico e magnético, E e B, sdo ten-

sores de primeira ordem. Mostre que M;; é um ten-
sor de segunda ordem.

5 — Mostre que a aceleracdo de uma particula de
posicdo (x1,x2,x3) é representada pelas componen-
tes de um tensor de primeira ordem no espago. Este
tensor é isotropico?

6 — A todo tensor anti-simétrico Aj; de segunda
ordem em trés dimensdes podemos associar um
pseudotensor p; dado por

Pk = §€k1mA1m-
Chamamos py de o dual a Aj.. Mostre que se

1 .
Pk = EsklmAlm entdo Ay = &;jkPxk-

Sugestdo: Contraia ¢j, com py e use a identidade
e — 0.

v
a) Escreva as formas indiciais dos Teoremas de

Green (Stokes no plano), Gauss (divergén-
cia) e Stokes.

b) Escreva também a forma indicial da Pri-
meira Identidade de Green.

8 — Calcule os 6 simbolos de Christoffel para o sis-
tema de coordenadas definido por

X = zeu—v’y — _e3u+2v.

9 — Considere o tensor cartesiano de segunda or-
dem cujas componentes sdo dadas Ti; = 635 — 3xx;.
Mostre que este tensor é simétrico e avalie as se-
guintes integrais sobre a esfera unitaria:

COMPUTAGCAO E COGNICAO



a) / Ti]' dS

b) / Tikaj ds.

10 — Considere a transformagao de coordenadas

/
Xq
/
X

Mostre que:

= cos 0xq1 — sin 0x,
. @XLZAkqxl, 1=1,2
= sin Oxq + cos 0x,

a) os coeficientes Ay da transformacao de co-
ordenadas satisfazem as relagdes de ortogo-
nalidade da questdo 4 para i,k, L, m = 1,2.

b) as grandezas T;; dadas por
T.] = (x2)*  —x1%2
[ ii} - 2
—x1x2  (x1)

se transformam como as componentes de
um tensor cartesiano de segunda ordem pe-
las transformacoes do item (a).

11 — Encontre as componentes da velocidade v
e da aceleragdo a de uma particula com respeito
a uma base local ortonormal {&1, &, €3} de um sis-
tema de coordenadas curvilineas q, g2, q°.

12 — Sejam Ajy; as componentes de um tensor de
terceira ordem. Mostre que a contragdo A]‘f L =
g** A formam as componentes de um vetor.

13 — Seja ¢ = a x b, ou em componentes,

(1)

Considere uma mudanga de base dada por uma
matriz A.

[a X b]l = sijkajbk.

Mostre que epqr det(A) = eijkAfA].qAL
Mostre que &5 = e; - j X ey muda de coor-
denadas como & = &y det(A)

Defina ¢ = a x b. Mostre que

¢; = (detA) Ajck.

Conclua que o simbolo de Levi-Civita ey,

é um pseudo-tensor cartesiano constante de
ordem 3.

14 — Determine os simbolos de Christoffel Flll e
F212 para as coordenadas coordenadas cilindricas
elipticas equagdes

x =acoshucosv, y=asinhusinv, z=z

(u>0,0<v<2ma>0constante ).

15 — Escreva a derivada covariante em coordena-
das cilindricas.

16 — Encontre a lei de transformagéo do simbolo
de Christoffel I'"; (x) por mudangas de coordena-
das x — x’ (x).

17 — Mostre que Vy gi; = 0, em que gy sdo as com-
ponentes do tensor métrico.

18 — Prove que se F; € um tensor antissimétrico
entao
Tijk = aiij + aiji + akFij

é um tensor.

19 — Calcule o tensor de inercia de um paralele-
pipedo de densidade uniforme, massa M e lados
a,b,c

a) em torno de seu ponto central

b) em torno de um de seus vértices.



Respostas dos Exercicios

13 a.) Lembre que

det(A) EijkﬁpqrAiijquT

El
multiplique ambos os lados por &}, 4+ € lembre se que

Epqrépqr =6

b.)
Defina
Eijk =ej 'e)' X ex
Mudando de coordenadas teremos &, qr = eijkAfA].q Ay. Conclua assim que Eijc = € det(A)
c)

Seja
aj = A;T}Ldm by = AZTllf)n
(3 x b)i = &ijrdjby 2)
= det(A) E€pqr Api qu (Ail)jm Ark(A )kn Qm bn (3)
= det(A) Epqr Api 6qm drn am bn (4)
=det(A) Api epgragbr (5)
=det(A) (axb)pAp; (6)
14
X = acoshucosv (7)
y = asinhusinv (8)
z=1z 9)
Os fatores de escala sdo
hy =h, = a\/sinh2u+ sin?v (10)
h,=1 (11)
Logo
a\/ sinh? u + sin?v 0 0
gij = 0 aV/sinh?u + sin?v 0
0 0 1
1
0 0
a\/ sinh? u+sin? v
§_ 0 1 0
g a\/ sinh? u+sin? v
0 0 1

Usando que

1
ng = 59“5 (96y,[3 +9ps,y — 9[3%5)

3



Calcularemos por exemplo

1
M= 5916 (9511 + 9151 — 911,5)

1 1 1
F111 = 5911 (911,1 + 9111 — 911,1) + 5912 (921,1 + 9121 — 911,2) + 5913 (931,1 + 9131 — 911,3)

Os termos ndo diagonais sdo nulos e assim

1
M= 5911 g11,1

1 1
M == aua\/ sinh? u 4 sin?v
2 a\/sinh2 U+ sin?v
cosh (u) sinh(u)
sin (v)? 4 sinh(u)?
16 Usaremos a notagdo
fi=0;f
O inverso do tensor métrico muda de coordenadas:
g _ 00
ox* ox®

Calculando as derivadas parciais do tensor métrico temos

~ o /0x% oxY
O,y = <__96y>

%Y \ox} 9%«
2t D (200
T 9% ox~ oxv VB T 9y e \ % ok~
_ oxP ox® axY o ,soxP ox®
S = 5 et 59951 + 99555 (5 1)
_ oxP oxY ox® o soxPoxy
G = v ot 0 997~ 9975 (5 o)

Substituindo em .

Il

vk = Egu)\ (

g?\K,\/ + g\/?\,K - QVK,A)
e usando que
1
Mgy = 59 (9sv.6 + 9psy — pv.s)

teremos

o OXF l o 0XPOXY % ]

v = o B azy axe T anvoxe

(12)



