Lista 3+1/2~3,5

Soma Direta, Quocientes e Isomorfismos

1 — Prove que
a) Li+L =L +1L
b) Li+(L+L)=(L+L)+1L;

c) Existe um elemento neutro para a adigao de subespagos?

2 — Prove que se B ¢é base para V e B = B, | |B, entdo V = span(B;) & span(‘B,)

3 — Dado W; C V prove que existe W, C V tal que V=W; & W,.

4 — Dado L C V, prove que se dim (L) = dim (V) < co. entdo L = V.

5 — Prove que asoma L =L;+L,+....L, é soma direta se e somente se a uniao das bases
de L; produz uma base para L.

6 — Dé duas demonstracoes distintas para o teorema do Ntcleo-Imagem. Compare as
demonstragoes.

7 — Dado um subespaco L C V prove que existe M tal que V =L & M. O subespaco M ¢é
chamado subespaco complementar a L.

8 — Dados M, N C L. Prove que a seguinte aplicacao ¢ um isomorfismo linear

M+N)/N—>M/MNN):m+n+N—m+MnNN

9 — Seja Py o conjunto dos polindomios de grau menor igual que n.

a) Prove que o conjunto de todos os polinémios pares Ly, i.e, p(x) = p(—x), e o conjunto
de todos os polindomios impares, i.e, p(x) = —p(—x) L, s@o subespagos vetoriais.

b) Prove que Py(x) =L, & L,
¢) Ache o subespago complementar a L3 = {p(x) € Py : p(1) =0}
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10 — Prove que para qualquer n

dim (L + L +....4+ L) <dim (L) +dim (L) +....+ dim (L)

11 — Prove que para quaisquer subespacos L; e L,

dim (L;) + dim (L) = dim (L; + L) + dim (L; N L,)

12 — Dado L um espago n-dimensional sobre um corpo finito com g-elementos.
a) Calcule o nimero de subespagos k-dimensionais em L. Para 1 <k <n

b) Calcule o nimero de pares de subespagos L; e L, com dim (L), dim (L;) e dim (L; N Ly)
fixos. Verifique que quando q — oo o numero de pares relativos em posicao geral sobre
o numero total de pares com dim (L), dim (L,) dados se aproxima a 1.

13 — Prove que R"/R ¢é isomorfo a R™'.

14 — Seja V o espago das fungoes reais continuas no intervalo fechado [a,b], V = Cla,b] e
seja W = Const[a, b] o espago das fungoes constantes em [a,b]

a) Prove que Constla, b] é isomorfo a R

b) Prove que V/W é isomorfo ao espago vetorial das fung¢oes continuas em [a,b] que se
anulam em a.
15 — Dado L =M & N. Entao a aplicacao canonica
M—-L/N:m—m+N

¢ um isomorfismo.

16 — Dados S, ;U C V. Mostre que se U C S, entao

SN(T+UW=(SNT)+(SNU)

17 — Dado L um subespaco de V. O conjunto v+ S ={v+s:s € S} é chamado subespaco
afim de V.

a) Quando um subespago afim de V é subespago de V7
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b) Mostre que dois subespagos afim x + S e y + S ou sdo iguais ou disjuntos.

18 — Dado T € £(V, W). Mostre que T é isomorfismo se e somente se T leva base em base.

19 — Dados dois espacos vetoriais V, W sobre F. Definimos VEW como o conjunto {(v,w) :
v €V ew € W} munido das operagoes

(vi,w1) + (v2,w2) = (Vi +v2, Wi +w,)

Ala,b) = (Aa,Ab).

Prove que VHEH W ¢ espaco vetorial. O espaco VH W é chamado soma direta externa de V e
W.

20 — Seja’V = A+B e seja a soma direta externa E = AHB. Defina a aplicacao t: AHB —
A + B como T: (a,b) = a+ b. Prove que tal é linear. Qual o kernel de 7 Quando T é um
isomorfismo.

21 — Dado t:V — W, a dim (im(t)) é chamado de posto de T (o posto de T é denotado
rk(T)). Prove que:

a) Sedim(V)<ooe T€L(V,W) e rk(t?) = rk(t) entdao im(t) Nker (1) = {0}.
b) Dado t € £(U,V) e 0 € £(V, W) entao rk(ot) < min{rk(o), rk(t)}.

c) Se 1,0 € £(V)e T é invertivel entao rk(ot) = rk(to) = rk(o).

d) SeT,0€ £(U,V) entao rk(t+ o) < rk(T) + rk(o).

22 — Dado T € £(V;,W;) e 1k(1?) = rk(T) mostre que im(T) N ker (1) = {0}.

23 — Dado S um subespacgo de V. e seja {s1,82,....,8,} uma base para S, como vocé con-

struiria a partir dessa base uma base para V/S.

24 — Dado T € £(V) e S um subespaco de V. Defina a aplicacao t’: V/S — V/S por
TVv+S)=1v+S

Quando T’ estd bem definida e é uma aplicacao linear? Quais sao im(t’) e ker (t/).



