Lista 5

Polinémios[x] e Mddulos

1 — Dado F um subcorpo dos complexos e A a seguinte matriz 2 x 2
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Para cada um dos seguintes polinémios calcule f(A)
a) f(x)=x*—x+2

b) f(x)=x*—1
c) f(x)=x*—5x+7

2 — Seja A uma matriz diagonal sobre um corpo F, ou seja, uma matriz tal que Aj; = 0 para
todo i #j. Seja f o polinomio em F definido por.

= (X_AH) (X_Ann)'
Qual é a matriz f(A)?

3 — Seja Q o corpo dos racionais. Determine qual dos seguintes subconjuntos de Q[x] sao
ideais. Quando o conjunto for um ideal, ache seu gerador monico.

a) O conjunto dos polinémios de grau impar.

o

O conjunto dos polinomios de grau maior igual que 5.

O conjunto dos polinémios tal que f(0) = 0.
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) O conjunto dos polinomios tal que f(2) = f(4) = 0.
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A imagem do operador linear T definido por:

n n ¢ :
T (%cm’) :Zi+]x+1

i=1

4 — Ache o maximo divisor comum dos seguintes polinémios:
a) 2 —x>—3x*—6xtdext+x>—x2—2x—2
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b) 3x'+8?—3ex*+2x2 +3x+6
c) x' =23 -2 —-2x—3ex*+6x*+7x+1

5 —

a) Dado A uma matriz n x n sobre um corpo F. Mostre que o conjunto de todos os
polindémios f € F tal que f(A) é um ideal.
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b) Seja F o corpo dos complexos. Dado A = 0

—2 ) Ache o gerador monico do ideal
de todos os polindomios tal que f(A) = 0.

6 — Assumindo o teorema fundamental da algebra prove que se f e g sao polinomios sobre
os complexos, entao mdc(f, g) = 1 se e somente se f e g ndo possuem raizes em comum.

7 — Seja f um polindomio monico sobre os complexos. Prove que um polinomio tem todas as
raizes distintas se e somente se f e f/ sdo relativamente primos.

8 — Dado S = {vi,...,vs} um subconjunto de um médulo M. Prove que N =< S > é o
menor submddulo de M contendo S. (Vocé primeiro deve definir precisamente o que significa
menor submédulo de M contendo S).

a) Ache expressoes para o polindmio caracteristico de uma matriz de ordem 1,2 e 3

b) Prove que o polindmio caracteristico de uma matriz de ordem n pode ser escrita como:
|}\I — A’ = A"+ anq?\“’“ + Qg

sendo o coeficiente ay igual a soma dos menores principais de ordem n — k da matriz

multiplicados por (—1)"%
10 — Prove que o polindmio caracteristico da transposta de uma matriz AT coincide com o
polinémio caracteristico de A.
11 — Prove que a soma e a intersecgao de subespagos T—invariantes ¢ invariante pelo oper-

ador T.



12 — Prove que se um operador A é nao degenerado entdo A e A~ possuem 0s mesmos
subespacos invariantes.

13 — Mostre que qualquer subespago A—invariante também é invariante com respeito a um
polinomio desse operador.

14 — Seja f: L — L um operador diagonalizavel com espectro simples

a) Prove que qualquer operador g : L — L tal que gf = fg pode ser representado como um
polinomio em f.

b) Prove que a dimensao de tais operadores é igual a dimensao de L.

15 — Dado f, g operadores lineares num espaco n—dimensional sobre um corpo de carac-
teristica zero. Assuma que f* =0, dimker f = 1 e que gf —fg = f. Prove que os autovalores de
g sao da forma a,a —1,a —2,...,a —n para algum a € K.



