Lista 3
Algebra Linear Avancada II

Aplicagoes Multilineares e Tensores

f) Dado uma aplicacgo multilinear ¢ : Vi X

1 Dado A it v torial . x V, — Wi e uma transformagao linear
— Dado um conjunto e espago vetorial. T Wy — W, entiio T : Vi x ... x Viy — Wy
Prove que F(A, V) é um espago vetorial com a soma

S Y é uma aplicagdo multilinear.
e multiplicagao por escalar usual.

g) Dado V espago vetorial e V* seu dual e sejam
fi,--- fn € V*entao a aplicagao:

2 — Prove que as aplicacoes sao multilineares. SV S K
a) Dados n,m inteiros positivos. Entdo a multi-
plicagao de polinomios: Oy vn) = fr(v1) -+ fulvn)
1 Pp(K) X Prn(K) — P (K) ¢ multilinear.

é uma aplicacao bilinear. ) ) ) '
b) A aplicacio O :R? x R? x R? — R dada por 8 — Aforma 1 : R® x R® — R definida por:

p((z1,z2), (Y1, y2)) = (Z1y1 — T2y2, T1y2 + T241)

O((z1,22), (Y1,Y2), (21, 22)) = 1y 21 + X2Yoz2
é nao singular
é uma aplicacao trilinear.
¢) A aplicagio & :R* x R* x R? — R dada por 4 — A aplicacdo & : R%2 x R? x R2 — R? dada por
&((z1,72), (Y1,92), (21, 22)) = T1Y221

é uma aplicacao trilinear.

d) Dado [a,b] um intervalo fechado em R e seja ®((21,22), (Y1,2), (21, 22)) = 21221
Cla,b] o conjunto das funcdes continuas em ¢ singular.
[a,b]. Entao a aplicagdo ¢ : C[a, b — R dada

or
P 5 — Prove que A :R2xR? — Rde finidaporA((a,b), (¢,d)) =

ad — be é bilinear e alternada.

b
<z>:<f1,...fn>=/ fr(@) - fula) dx

6 — Prove que V ® K ~ V das seguintes formas:

¢ n-linear.

e) Dado [a,b] um intervalo fechado em R e seja a)Achando bases de ambos os espacos.
Cla,b] o conjunto das fungoes diferenciaveis b)Exibindo um isomorfismo natural (sem base)
em [a,b]. Entao a aplicagao ¢ : C'[a,b]™ — R c¢)Usando a formula dim (A ® B) = dim A dim B
dada por d)Através de diagramas universais

d
0 (fiyo f) = 2 (fila) - ful@)
7 — Prove que VO W ~ W ® V das seguintes
é n-linear. formas:



a)Achando bases de ambos os espagos.
b)Exibindo um isomorfismo natural (sem base)
)Usando a formula dim (A ® B) = dim Adim B
)

d)Através de diagramas universais

C

8 — Dados X e Y conjuntos nao vazios. Prove que
F(X x Y, K) é isomorfo a §(X, K) ® (Y, K)

9 — Prove que nem todos os vetores em V ® V,
para dim V' > 2 sao da forma u ® v.

10 — Dado A = (@) a matriz de um operador
linear 7 € L(V) com respeito a base By = {e;}
e seja B = (bjj) a matriz de um operador linear
o € L(V) babase By = {f;}. Considere entdao a base
Bz ={e: ® f;}

ordenada lexicograficamente, isto é, e; ® f; < e; ® f;
set<lousei<lej<s. Mostre que a matriz de
7 ® o na base Bs é:

a1 B a12B ainB

a1 B axB aonB
A®B= .

anlB anQB a’nnB

A matriz acima é denominada produto tensorial ou
produto de Kronecker de A e B.

11 — (Importante) Prove que o conjunto das
aplicacoes multilineares de V3 x --- x V,, em W
é isomorfo ao conjunto das aplicagoes lineares de
Viwg---®@V,em W, ie,

Mult(Vi,... Vs W) ~ L(Vi @ -+ @ V,,, W)

dos seguintes modos:

a)Usando a propriedade universal do produto ten-
sorial.

b)Calculando as dimensoes dos espagcos.

12 — (Importante) Mostre que o conjunto das
aplicagoes lineares de V em W, L(V, W), é isomorfo
a V*® W do seguintes modos:

a)Exibindo o isomorfismo natural (sem base)

b)Exibindo o isomorfismo em bases.
c)Através das dimensoes dos espacos.

d)Através de diagramas universais.

13 — Demonstre que V@ W ~ V* @ W. (Esse
isomorfismo néo é natural).

14 — Prove que se A e B sdo nao singulares, entao
A ® B é nao singular das seguintes maneiras:

a)Provando através da definigdo de A ® B.

b)Usando a representagdo matricial do exercicio
anterior.

15 — Dados A € L(W, V), C € L(V{, V'), B €
L(Va,Vy) e D e L(V4,Vy'), Prove que:

a)(C®D)(A® B)=CA® DB
b)(A®B)"'=A"'®@B"!

16 — Dado

1
S =0 3 Al L) — (L)
0€S,

a)Calcule S(w) onde w = e; ® e; € T?(R3)
b)Calcule S(w) onde w = €1 ® ea; € T?(R3)
c¢)Calcule S(w) onde w = e; ® e; ® €1 € T3(R?)

(Aviso: Calculeira)
d)Calcule S(w) onde w = e; ® e2 ® ez € T3(R?)

(Aviso: Mais calculeira)

17 — Dado
1
§== ST A(f): TUL) — T9(L)
Eh 0€S,
Mostre que:

a)S(f) é um tensor simétrico, ou seja, para qual-
quer 0 € Sy, Ao (f) = f.
b)S é um operador idempotente, ou seja, S? = S

¢)Se f é um tensor antisimétrico entdao calcule

S(f)-



18 — Use o item anterior para calcular a dimensdo 22 — Dados 77 € A4(V) e To, € A*(V) Prove que
de S4(L), o conjunto dos g-tensores simétricos.

T NTy = A(Tl [024] Tg) S As+q(v)

19 — Dado
1 satisfaz:
A(f) == Y sinal(0) A, (f) : TH(L) — T9(L)
T ;es, a)associatividade, ou seja, Ty A (To AT3) = (T1 A
Mostre que: T3) A Ts.
a)A(f) é um tensor anti-simétrico, ou seja para b)anti-comutatividade: Ty A Ty = (—1)P9T, A T}
qualquer o € Sy, Ao (f) = sinal(o) f.
b)A é um operador idempotente, ou seja, A% = A
c)Se f é um tensor simétrico entdo calcule A(f). 23 — Mostre que A7V ¢ isomorfo ao subspaco das

19 — Conclua que im A = A4(V) aplicagdes g-lineares

F:Vx.--xV-oK
. . . ~ N————
20 — Use o item anterior para calcular a dimensao p—vezes
de A?(L), o conjunto dos g-tensores anti-simétricos.

que sao antisimétricas, i.e,

21 — Use o item anterior para calcular a dimensao )
de A(L) = @Z:O Aq(L) F(Ua(l)a <o Ug(n) = Slnal(J)F(Ulv cee 71)71)



