Tabela de conteudos

Indice

Preliminares

Dado um conjunto &, vamos construir um espago vetorial com base os elementos desse con-
junto .

Para isso seja F(S,R) o espago vetorial das fungdes de S em K. Nesse conjunto consideramos a
soma e o produto usual de fun¢oes. E facil de provar que com essas operagoes F (S, R) é um
espacgo vetorial.

Dado um elemento s € S podemos construir a fungao:

0s: S — K
5s(t)={ Oses#t

lses=t

Claramente {ds,s € S} é uma base para F(S,R).

E desta forma podemos identificar um elemento s € S com um elemento da base {J, s € S} de
F(S,R). Através dessa identificagdo podemos escrever que s € F(S,R) ou ainda 2s1 + sa.

Aplicacoes Multilineares
Definigao 1. Uma fungao ¢:Vq X ... x V,, = W € dita multilinear se:

F (1, eecav; + 00, o) = a f(v1, .0, vn) 0 f (V1,0 vp)

para todo a,b € K e para todo v;,v.€V;, com 1<i<n.

Exemplo 2. Se n = 1 na definicado anterior entdo uma aplicagado multilinear se reduz simples-
mente a uma transformagao linear.

Exemplo 3. Se n=2 , entao uma aplicagao multilinear é uma aplicagao bilinear.

Exemplo 4. Dados n, m inteiros positivos. Entao a multiplicagao de polinomios:

#: Pp(K) X Pp(K) — Prgm(K)

é uma aplicagao bilinear.
Exemplo 5. A aplicacio [J:R? x R? x R? — R dada por

O((w1, 2), (Y1, Y2), (21, 22)) = T1Y121 + T2y222



é uma aplicagao trilinear.
Exemplo 6. A aplicacio &:R? x R%2 x R?— R dada por
&((501, :C2)7 (ylv yQ)a (Zla 22)) = T1Y2%21

é uma aplicagao trilinear.

Exemplo 7. Dado [a, b] um intervalo fechado em R e seja C[a, b] o conjunto das fungdes conti-
nuas em [a,b]. Entéo a aplicagao ¢: Cla,b]” — R dada por

b
6t (frroofu) = / f(@) falz)dx

é n-linear.

Exemplo 8. Dado [a, b] um intervalo fechado em R e seja C'[a, b] o conjunto das fungoes dife-
renciaveis em [a,b]. Entao a aplicagao ¢: Cl[a,b]”— R dada por

05 (f1s v fa) = 2= (i) Ful)

é n-linear.

Exemplo 9. Dado uma aplicagao multilinear ¢: V3 x ... x V,, = W7 e uma transformagao linear
T: Wy — Ws, entao Tip: V) X ... x V,, — W5 & uma aplicagao multilinear.

Exemplo 10. Dado V' espago vetorial e V* seu dual e sejam fi,...f, € V*entao a aplicacao:

VK
<>('U1a o Up) = fl(vl)"'fn(vn)

é multilinear.

Exercicio 1. Prove que as aplicagOes anteriores sdo multilineares.

Denotaremos o conjunto das aplicagoes multilineares de V; X ... x V,, em W por

Mult(Vq x ... x V;,, W). Se denotarmos Z =V; x ... x V,, entédo claramente
Mult(Vy x ... x Vo, W) C F(Z, W)

onde F(Z,W) & o conjunto de todas as fungoes de Z em W, que é um espago vetorial.

Exercicio 2. Dado A um conjunto e V espago vetorial. Prove que F(A, V) é um espago vetorial com a soma
e multiplicagao por escalar usual.

Teorema 11. Dados Vi,...V,, e W espacos vetoriais e seja Z=Vi X ... x V,, entao

Mult(Vh X ... x Vi, , W) € um subspago de F(Z,W).



Teorema 12. (Construgao de formas por extensdgo multilinear) Dado n um inteiro posi-
tivo e sejam Vi,...Vy, e W espacos vetoriais, assuma que dim V; =d; e seja {eﬁ, ...egi} uma base
para V;. Para cada multiindice (j1, ...5n) com 1 < j; < d; seja W(jy,....5n) € W. Entdo existe e ¢
unica a forma:

p:Vix. .. xV,—W
satisfazendo

@€y s €7.) =W(jy,... 5)

Demostragao. Para construir ¢ sejam v; € V;. Entao podemos escrever:

d;
v = E ajes
j=1
com aj € K.

Supondo que a forma existisse ela deveria ser multilinear e assim usando a multilineridade temos
que se a forma existisse, ela deveria satisfazer:

— E L a2 a™w. s )
(,0(’()1,...’()”)— A, gy Q@ WGy, .., 5n)

(jlw--jn)

Desta forma definimos ¢ pela expressao anterior. Claramente ¢ é multilinear.

Para provarmos a unicidade consideramos outra forma p tal que

entao por multilinearidade

— E 1.2 LIPS .
p(Ula"'U’n) - aj1a’j2'“a’ w(]lw-a]n)
(jlr--jn)

e desta forma p= ¢. O

Teorema 13. Dado n um inteiro positivo e sejam Vi, ...V, e W espacos vetoriais, assuma que
dimV;=d; e dimW =d e seja {e],...eq,} uma base para V; e wy, ..., wq para para W. Para cada
multiindice (ki,...kn, k) com 1< j;<d; e 1 <k<d seja a forma definida por:

wy sek; = j; para todoi;
0 caso contrdrio.

6k1,~--kmk(e§'w veey e}‘n) = {
entdo as formas dy,, k.. r com 1< j; <d; e 1 <k <d formam uma base de Mult(V; x ... x V,,, W).

Corolario 14. A dimensao de Mult(Vy x ... x V,,, W) € dy---d,d

Definicao 15. Uma forma ¢ € Mult(Vy x ... x V,,, W) € dita nao singular se ¢(v1, va, ...v,) =0
entao pelo menos um dos v; € o vetor nulo. Caso contrdrio a forma é dita singular.



Exercicio 3. A forma u:R? x R?2 — R? definida por:
(1, 2), (Y1, Y2)) = (T1y1 — T2Yy2, T1Y2 + T2y1)
é nao singular

Exercicio 4. A aplicagio &: R? x R? x R? — R? dada por

&((z1,22), (Y1, Y2), (21, 22)) =z1y221

é singular.

Defini¢ao 16. Uma forma ¢: V" — W ¢ dita alternada se para todo par de inteiros i, j, 1 <i+
7 <n e para todos os vetores vy,...,v, €V,

O(V1, eeny Uiy Vs ) = — (V1 oeey Vjy Vi, 0 V)

Exercicio 5. Prove que A: R? x R? — R definida por A((a,b), (¢, d)) = ad — bc & bilinear e alternada.

Produto Tensorial de Espacos Vetoriais

Abordagem Concreta
Dados V7 e V5 espacgos vetoriais sobre IK vamos construir concretamente um novo espaco veto-

rial, denominado produto tensorial de V; e Vs e denotado Vi ® Va:

Para isso sejam E = {e1, ...,en} basede Vi e F = {fi1, ... f,} base de Va. E seja E x F = {(e;, f;):
e;€ E, f;€ F'} o produto cartesiano.

Denotaremos E ® F = F(F x F,K). Entao E ® F é um espago vetorial denominado produto

tensorial de E e F'. Claramente uma base para E ® F' é dado pelas fungoes:

e® fir ExF—-K
lsei=kej=I1
0 caso contrario

€i®fj(ekafl):{

E de extrema importancia a aplicagao bilinear x: E x F— E ® F definida por

x(€i, fi)=ei® f;

Generalizando temos:

Teorema 17. Dado n um inteiro positivo e sejam Vi, ...V, espagos vetoriais, assuma que
dimV; =d; e seja {e],...eq,} uma base para V; . Para cada multiindice (ki, ..., kn) com 1 <k; <
d; e sejam a forma definida por:

1 sek;=j; para todoi;

1 n 1 n
p, D...QeE (€5,,....,e5 )= .
! (€515 €5,) 0 caso contrdrio.

entao e;lcl ®...®eg, formam uma base para V1®...QV,



Abordagem Abstrata

No exemplo 9 vimos que dada uma transformagao linear e uma aplicagao multilinear podemos
construir outra aplicagao multilinear. Uma questao natural é se podemos através desse metodo
construir todas as aplicacbes multilineares (com uma escolha sabia de W).

Problema 1. Dados Vi, ..., V,, espagos vetoriais sobre K, serd que existem um espago vetorial T' e aplicagao
multilinear 7: V] X ... x V,, = T tal que para qualquer aplicagdo multilinear ¢ de Vi x ... X V, em W, existe e
é Gnica a aplicagao linear f € Hom(T, W) tal que Tr = ¢7

Vix...xV, ——————>T

N4

Observe que a solugdo do problema 1 é um espago T e uma aplicagdo 7. O par (T, 7) que
satisfaz o problema 1, também chamado problema universal para aplicagoes multilineares, deve
ser tal que para qualquer espaco W e qualquer ¢: Vi x ... x V;, — W deve existir uma aplicacao
linear f de T'em W tal que o diagrama anterior comuta.

Antes de provarmos a existencia do par (T, 7) provaremos a unicidade.

Proposicao 18. Suponha (T, 7) e (T, 7') solugdes do problema 1. Entao existem isomorfismo
g:T— T tal que o sequinte diagrama comuta

Demostragao. Como (7', 7) é solugdo do problema 1 entdo existe g tal que gr = 7/, de modo
analogo existe htalque hr/=7.

Agora 7T=hgTt e assim hg é a identidade.

De modo analogo podemos provar que gh é identidade, e assim T e T’ sdo isomorfos. O

Para provarmos a existéncia consideraremos o espago Vi ® .... ® V,, e x conforme definido na
secao anterior.

Teorema 19. (V1 ®....QV,,x) resolve o problema 1.

Demostragao. Suponha 7" um espaco vetorial sobre K e ¢: V; ® .... ® V,, — W uma aplicacao
linear. Temos que construir uma aplicagao linear f:7T — W tal que fr=¢.

Para fazermos isso lembremos que e}l ®...®c¢} formam uma base de V1®...QV,



Logo existe uma tnica f linear tal que f(e} ®@...®€e%)=¢(e},,...,e7 )

Agora é simples de verificar que fr= ¢. d

Teorema 20. Dados Vi e V5 espagos vetoriais e By e B bases respectivamente de Vy e Vo entao

B={51® B, Bi € B;}

€ base de V1 @ Vs

Demostracgao. Considere Vi x V5 e seja V/=span(B). e definimos

bo( 1, B2) = Opyb,

Temos entao que V', ¢ resolve o problema universal.

Se definirmos T: V' — W por T (dp,p,) = (51, B2)

Propriedades Funtoriais do Produto Tensorial
Teorema 21. Dados V4,...,V,, e W1, ....,W,, espagos vetoriais. Entao existe um isomorfismo

h:(Vi®@-@ V) @(W1@-@Wp) 2 V1@V, oW1 @@ Wy,

Demostragao. Considere ¢: V3 X - X Vpy X Wy X - x Wy, > (V1 @ - @ V) @ (W1 ® --- @ W)
dado por @(v1, ..., Up, W1, cory W) = (V1 Q@ - R V) ® (W1 @ - @ wyy,). Entdo ¢ satisfaz o problema
universal

Vix i XVaxWix...xWm————— 5 (V0. 0V)x (W ®...0 W)

\ ///f
-

w

para todo ¢ e todo W. Logo (V1 ® - @ V,) @ (W1 ® --- @ W,,,) & isomorfo a V1 ® - @ V,, ®
Wi® - @Wp,. ]

Corolario 22. (V1@ Vo) @ Vs~ Vi@ (Va® Vs)
Teorema 23. Vi1 ® Vo Vo® V3

Demostragao. A aplicagio h: Vi x Vo — Vo ® V; dada por h(vy, v2) — v3 ® v; resolve o problema
universal com f = (fa, f1) onde f=(f1, f2) logo Vi@ Va=12 1} O

Teorema 24. VR F~V~FQV

Demostragao. Considere as base de V® F e de V. 0



Considere para todo i = 1, ..., n uma transformagao linear T; € L(V;, V;/) entdo podemos cons-
truir uma aplicagdo multilinear ¢: V4 X --- x V;, = V/ ® --- ® V,, dada por

©: (V1 0oy Up) =T1(v1) @ -+ T (V5)

Logo pela universalidade do produto tensorial existe uma tnica transformacao linear S tal que

Sp=¢
]

Vix.. xVy— >V/®.. .0V

A aplicagao S é dita produto tensorial das T; e é denotada por S=T1® - T,

Proposigao 25. Dados V;, V', V", espacos vetoriais e T; € L(V;, Vi) e Ly € L(V{,V{") para todo
i=1,...,n. Entao:

a) Se todas as T; forem sobrejetivas entao S=T1 ®---® T, também ¢é sobrejetiva;

b) Se todas as T; forem injetivas entao S=T; ®--- @ T, também € injetiva;

¢) Se todas as T; forem isomorfismos entao S=T ® --- ®T,, também é isomorfismo;
d) (T1®@Tn)o(L1® @ Lp) = (T1L1) @+ @ (T5,Ln)

e) Se T; forem isomorfismos e S=Ty\ @ - @ T, entio S~ ' =T ' ®@--- T, "

Demostragao. Provaremos a e b O

Troca de Corpos

Suponha que V é um espago vetorial sobre K e que F seja outro corpo contendo K (por
exemplo K =R e F=C)

Considere o produto V ® F , esse produto é um espaco vetorial sobre K. Queremos mostrar
que V @k F' possui uma estrutura natural de espaco vetorial sobre F'.

Vamos definir essa estrutura exibindo como deve ser a adi¢do de vetores e a multiplicagdo por
escalar.

A adigao consideraremos a usual. E agora definiremos a multiplicagdo pelos escalares de F'.

Dado f € F, seja py: F'— F dada por p¢(g) = fg . py é uma transformacao linear do espaco
vetorial F' sobre K. E desta forma Idy ® p1y € uma transformagao K-linear de V @k F.

Agora dado £€V Qg F
E=> vi®;

Agora definimos a multiplicagao por f pela formula:

fe=ldy @ ug(§) =) vi® fa;



Dado a incluséo i: K — F, temos uma inclusdo de V.~V @ K —V ® F dado por (v, k) — (v,

i(k)

Teorema 26. Dado V espaco vetorial sobre K e F um corpo contendo K. Entao se B € base
para V entao:

I'={a®l,acB}
€ base para V ®x Fc.
Demostragao. Vamos provar que I' é linearmente independente.

Comegamos observando que I' é linearmente independente sobre K.

Agora sejam ag,...a, € B e k1, ..., k, € F' e suponha que

i=1
Agora seja C'={z;} uma base para F' sobre K. Entao

k/’i = E TijZj
J

e desta forma:

Agora como B ¢é linearmente independente sobre K isso implica que zj; = 0 e assim k; = 0 para
todo i.

Para provar que gera observamos que como espago sobre K o conjunto I' gera e assim para qual-
quer w eV @k F é da forma

w= i wi(a; ® 1)
i=1

com w; € K.

Corolario 27. Suponha V de dimensao finita sobre K. entao

dimg (V) =dimp(V @rK)






