Lista 5 - Algebra Linear

Transformacgoes Lineares

1 — Quais das transformagoes abaixo sao lineares?
a) T:R3 —R3 T(xy,z) = (x,29,27).
b) T:R?—R3 T(xvy,z) = (3x,2,52).
c) T:R* — R} T(xvy,z,w) = (x —w,y —w,x +2z).
d) T:Mpxn(R) — R, T(A)=(A11,A2,...,Ann).
e) T:C?(R) — C(R), T(f)=3f"—2f+1.
f) T: My (R) — R, T(A)=AnAn—AnAn.
g) T:C(la,bl,R) — R, T(f)=[0f(x)dx
h) T:RZ—R% T(xy) = (Ix],2x + 2y).
i) T:P3(R) — R T(ap+ art+ axt? + aszt®) = (a3 + az — a7, ap).
i) T:Myo (R) — R? T(A) = (A — Asz, A1 + Apl).
k) T:Mpo(R)— RS T(A) = (A — A, Axn + A, 2A5 — Agp)
) T:R? — R?
(xy) = (x+y,x—y)
m) T:M; =R
A= [a b} — det A
d
n) T: Mz — Mz
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o) T:RZ =R
(x,y) = xy
p) T:P,—P;3

ax?+bx+c— ax®+bxt+¢
q) T:R? = M(2,2)

(%) = B _‘{J

2 — Seja T:V — W uma transformacao linear e V/ C V, W/ C W subespacos vetoriais. Mostre
que T (V') é subespaco de W e que T~! (W) é subespaco de V.

3 — Dados os vetores u; = (2,—1),up = (1,1),u3 = (—1,—4),vi = (1,3),v2 = (2,3),v3 = (-—5,—6)
decida se existe ou ndo uma transformacao linear T : R? — R? tal que T(w;) =vi,i = 1,2, 3.

4 — Determine T : V — W conhecendo os valores de T na base de V.



a) T:R3 — R*tal que
T(1,3,—1) =(1,1,-1,0),T(2,0,1) = (0,0,1,—1) e T(0,—1,1) = (1,0,—1,0).
b) T:R? — R? tal que
T(2,1) =(1,0) e T(0,1) = (1,—1).
¢) T:P1(R) — R? tal que
T(2t) = (1,1) e T(—1) = (0, 3).
d) T:Myy: (R) — R? tal que

T<<<1> o ))Z“’O)’T((? ;>>=(2,1),
(o 7))=enr((s 7)) =t-1m

5 — a) Encontre T:R3 — R3 tal que Im(T) =< (1,0,—1),(1,2,2) >.
b) Encontre T:R3> — R? tal que N(T) =< (1,0,—1) >.

6 — Seja T:V — W uma transformacao linear.
a) Mostre que se T(v),...,T(vy) € W sao L.I. entao vy,...,vy € Vsdo L.L
b) Mostre que se V.= W e os vetores T(vq),...,T(vy) geram V entdo os vetores vi,...,vy € V
geram V
7 — Seja T:V — V uma transformagcao linear. Mostre que se u € N(T) e v € Im(T) entdo T(u) €

N(T) e T(v) € Im(T).

8 — Defina uma transformacao linear T : R2 — R? cujo nicleo seja a reta y = x e cuja imagem
seja a reta y = 2x.

9 — Assinale Verdadeiro ou Falso:

a) Uma transformagao linear T : V — W é sobrejetora se e somente se dimN(T) = dim(V)—
dim(W).

b) Dada a transformagao linear T : V — W, para todo w € W fixado, o conjunto G ={v € V :
T(v) = w} é um subespaco de V.

¢) Toda transformacao linear T: C (R,R) — C (R, R) injetora é também sobrejetora.

d) O nicleo de toda transformacio linear T: R?> — R3 tem dimensdo maior ou igual a 3.

10 — Seja T: Py (R) — P, (R) a transformagao linear definida por T(p) = 5p — 4p’ + p”. Mostre
que se nucleo é {0} e conclua que para todo polindémio b(x) existe um polinémio p(x) tal que b(x) =
5p(x) —4p'(x) +p"(x).

11 — Seja T:V — V uma transformacao linear. Mostre que T? = 0 se e somente se T(U) c N(T).



12 — Seja 0 € R. Encontre o niicleo da transformacao linear T : R? — R? dada por

T(x,y) = (xcos(0) —ysin(0),xsin(0) + y cos(0)).

13 — Seja T:R? — R? uma transformacéo linear bijetora. Mostre que T leva retas em retas.

14 — Existe uma transformacéao linear injetora T : My, (R) — P (R)?

15 — Sejam ( 2) ? > e T: My (R) — My (R) dada por T(X) = AX—XA. Encontre o nicleo

e a imagem de T.

16 — Ache a transf. linear T : R> — R? tal que T(1,0,0) = (2,0), T(0,1,0) = (1,1) e T(0,0,1) =
(0,—1) (i.e. encontre T(x,y,z)). Encontre v tal que T(v) = (3,2). Qual a imagem de T? Qual é o
ntcleo de T? Quanto é dim(Im(T)) e dim(ker(T))? Vale o teorema do nicleo e da imagem?

17 — Determinar um T € L (P3 (R), P, (R)) cujo nicleo seja gerado pelos polinémios 1+x3 e 1—x2.

18 — Encontre uma base para o nicleo e outra para a imagem de T : P, (R) — P, (R) dada por
T(p)=p +p".

19 — Mostre que se U e V sdo espagos vetoriais de dimensao finita tais que dimU = dim V e se
T € L(U, V) entdo as seguintes condigoes sao equivalentes:

a) T é sobrejetora;
b)
c) T é bijetora;

d) T leva bases de U em bases de V.

T é injetora;

20 — a) Seja V um espaco vetorial de dimensao 1. Mostre que qualquer transformagao linear
nao nula T : U — V é sobrejetora.

b) Utilize a parte a) para mostrar que se ar,. .., a, € Rnao sdo todos nulos entdao H = {(x1,...,xn) €
R™ aix1 + ...+ anxn, = 0} tem dimensao n — 1.

21 — a) Mostre que o espaco das matrizes simétricas reais de ordem n é isomorfo a R~ 2.

. C e . . ‘- n(n-1)
b) Mostre que o espago das matrizes anti-simétricas reais de ordem n é isomorfo a R 2

¢) Verifique se T: R* — P; (R) dada por T(a,b) = a + (a + b)x é um isomorfismo.

22 — Seja f: R — R linear. Defina T: R* — R? por
T(x,y) = (x,y — f(x)).
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Mostre que T é um isomorfismo.

23 — a) EW = p € P3(R:p(—1) =0)} isomorfo a R?? Em caso afirmativo forneca uma
prova; em casa negativo fornega um contraexemplo.

b) EW = {p € P;(R) : p(—1) = 0} isomorfo a R? Em caso afirmativo fornega uma prova; em casa
negativo forneca um contraexemplo.

24 — Mostre que W ={A € My, (R) : Aj1 = Aqp e Ay = Ay} é isomorfo a P (R).



