Lista 6

Forma de Jordan

1 — Dado um operador T:V — V e uma decomposi¢ao de V em subespagos T- invariantes
V =V; & V;. Suponha que restrito a V; a matriz de T seja A; na base 31 e que restrito a V; a
matriz de T seja A, na base [3;. Mostre que a matriz de T: V — V na base f = 3; U3, ¢ dada

por
A
A,

2 — Mostre o Teorema de Schur: Dado um operador linear T sobre um espaco vetorial V de
dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado, entao existe uma base (3 para V tal
que a matriz de T em relagao a base 3 é triangular superior.

3 — Prove a forma de Jordan para operadores nilpotentes.

4 — Suponha que 19 =0 e 19" £ 0. Sejav € V um vetor tal que 19'v # 0 . Entdo os

vetores v, Tv, ..., T4V sdo linearmente independentes.
5 — Ache a forma de Jordan das seguintes matrizes:
1 -3 4
a) 4 —7 8
6 —7 7
4 6 0
b) -3 50
-3 —6 1
3 -1 1 -7
) 9 -3 -7 -1
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6 — Ache a forma de Jordan de A% e A~! dado que A tem forma de Jordan Aj.

7 — Dado A um operador em V. Definimos a exponencial de A, e*, como o operador
2 AS
A _
et =14+A+ I + 30 +...

Prove que a série de poténcia converge para qualquer operador A. (Dica use forma de
Jordan)

Prove que se A e B comutam entdo e**® = eB+*A. Dé um contra-exemplo que esse fato
é falso se tirarmos a hipdtese de que A e B comutam.

Mostre que e*BA " = AeBA,



d) Mostre que limy,_,q (I + %)n =eh

8 — Sejam S, T operadores diagonalizaveis que comutam. Entao eles sao simultaneamente
diagonalizaveis.
9 — Calcule A e e® para as seguintes matrizes:
) 6 —I
Y16 -2
1 -3 4
b) 4 —7 8
6 —7 7
3 -1 1 -7
) 92 -3 -7 -1
1o o 4 =8
o 0 2 -4
10 — Suponha A e B matrizes n x n sobre C. Mostre que A é similar a B se e somente se

A e B possuem a mesma forma canonica de Jordan.

11 — Prove que se A,...,A, sdo autovalores de A entdo A¥,..., Ak sdo os autovalores de
Ak,
12 — Para qualquer d > 1 e A € C, seja a o bloco de Jordan J§

a) A é unico autovalor de J§

b) O polinomio minimoJ§ é (t —A)4
c¢) O polindmio caracteristico deJ§ é (t —A)4
d) A multiplicidade geométrica de A é 1

13 — Seja C e D duas matrizes quadradas

a) Mostre que {autovalores de C @ D={autovalores de C} | J{autovalores de D}

b) Mostre que para todo polinémio p, p(C @ D) = 0 se e somente se p(C) =0 e p(D) =0.
Conclua que o polinomio minimo de C & D é o minimo multiplo comum dos polinémios
minimos de C e D.

¢) Mostre que o polinomio caracteristico de C®D é o produto dos polinémio caracteristicos
de CeD.



14 — Seja A uma matriz n x n tal que A = ]}? @...®J". Mostre que o polinomio minimal
de A é (x — A)maxikal,

15 — Descreva o polindbmio minimo de uma matriz cuja forma de Jordan é

g e...ome (s e...efkm)

16 — Ache todas as formas de Jordan possiveis para uma transformacao linear com polinomio
caracteristico (x — 2)3(x — 1)*(x — 5) . Ache o polinémio minimo correspondente a cada uma
dessas formas de Jordan.

17 — Seja A uma matriz complexa tal que A¥ = I para algum inteiro k.Prove que A é
diagonalizavel.
18 — Prove que uma matriz é diagonalizavel se e somente se seu polinomio minimal tem

apenas fatores lineares.

19 — Prove que uma matriz n x n sobre C que satisfaz A% = A pode ser diagonalizada.
20 — Ache a forma de Jordan e a interpretacao geométrica dos operadores que satisfazem:
a) A?=1
b) A=A
21 — Prove que um operador é nilpotente se e somente se todos os seus autovalores forem

iguais a zero.

22 — Dado o operador A = %—F% age no espaco dos polinomios complexos em duas variaveis
de grau menor que n. Ache a forma canonica de A.

23 — Prove que para qualquer matriz nao singular A e qualquer nimero natural k existe
matriz X tal que X* = A.

24 — Resolva as equacoes:

2) X2:<—31 113>
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25 — Resolva X

= AX para:
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