Lista 3
Analise Real 1

Topologia da Reta

Exercicios.

1 — Mostre que:

a) Um intervalo (a,b) é aberto.

b) Um intervalo [a,b] é fechado.
¢) Um ponto p é um conjunto fechado.
d) Um conjunto finito de pontos é fechado.
e) N é fechado em R.
f) O conjunto A = nao é aberto nem
n+1
fechado.
2 — Mostre que um conjunto A C R é aberto se

e somente se cumpre a seguinte condicao “se uma
sequéncia x, converge para todo ponto a € A entao
Ty € A para todo n suficientemente grande”.

3 — DMostre que lima, = a se e somente se para
toda e-vizinhanga de A (V.(A)), existe ny € N tal que
para n > ng a, € A.

4 — Mostre que se A, B sdo abertos entdo A+ B e
A - B sao abertos.

5 — Mostre que se A é aberto entao A — {a} é
aberto.

6 — Mostre que para todo A C R, A’ é fechado.

7 — Mostre que se A C B e B ¢é fechado entao
AcCB.

8 — Mostre que se A é aberto e B é fechado entao
B — A é fechado.

9 — Dado E° o conjunto dos pontos interiores de
E.

a) Mostre que E° é aberto.

b) Mostre que F é aberto se e somente se £ = E°.
¢) Se D C E e D é aberto entao D C E°.
d) Mostre que S° = (5°)°
e) Mostre que (SNT)°=5°NT°
10 — Construa um conjunto limitado de ntimeros

reais com exatamente trés pontos de acumulacao.

11 — Prove que para quaisquer X,Y C R tem se:
a) XUY =XUY
b) XNYcCcXnY

12 — Dados z,y € R defina:
dl(xay) = (.’L’ - y)2
dg(l’,y) -V ’.’L‘ - y’
d3(z,y) = |z — 3y|
da(z,y) = |a* — y?|

Determine se cada uma dessas fungoes é uma distancia.

13 — Um ponto p é dito ponto na fronteira de um
conjunto S se toda e-vizinhanga de p intersepta simul-
tancamente S e S¢. A fronteira de S é denotada por

0S.

a) Prove que um conjunto é aberto se e somente

se 08 =10
b) 48 =68¢
c) 465 C oS
d) SUT CoSUT
e) Mostre um exemplo que a inclus@o em c) é es-

trita.
Exercise Mostre que se K é compacto e F é
fechado entao K N F' é compacto.

14 — Mostre que se K1, ..., K, sao conjuntos com-
pactos entao |J;_, K; ¢ Compacto.



15 — Mostre que se A, B s&o compactos entao:

a) A+ B é compacto;

b)

A - B é compacto;

16 — Mostre que:

2)
b)

o

RS
S~— N N N

N nao é compacto;

Q nao é compacto, obtendo uma subcobertura
aberta que nao admite subcobertura finita ;

R nao é compacto;
um ponto p é compacto;
um conjunto finito de pontos é compacto;

O intervalo [0, 1] é compacto;

17 — (Teorema de Baire) Se Fi,...,F,, ... s@o
fechados com interior vazio. Entao

tem interior vazio.

18 — Mostre que todo aberto na reta é uniao enu-
meravel de segmentos disjuntos.

19 — (Teorema de Lindelof) Dado X C R, mostre
que toda cobertura de X por abertos possui uma sub-
cobertura enumerével.



