Lista 4
Analise Real 1

Limite de Funcgoes

Exercicios.
1 — Prove os seguintes limites por € e ¢
a) limz=a
r—a
b) lim |z| =a
r—a
c) limaz"=a"
r—a
d) limz" =a"
Tr—a
e) lim sin(x) = sin(a)
r—a
~ . 1 _ 1
f) Sea;«éOentao;g%E—a
g) Dados polinémios p(x), ¢(z) calcule lim p(z)
=00 1(@)
2 — Dados polinémios p(x),q(z) mostre que se
50 lim 2@) — pla)
q(a) # 0 entao iliI}l o) = qa)
3 — Mostre que nao existe lim sin (l)
z—0 z
4 — Prove o seguinte teorema de Cauchy. Para que

f tenha limite finito quando « tende a 0 é necessario
e suficiente que para todo ¢ > 0 exista 6 > 0 tal
que |f(xz) — f(2")] < 0 sempre que 0 < |z —al < §
e0< |z’ —al <o.

5 — DMostre exemplos de funcgoes f,g tais que
lim f(z) = A e lim g(z) = B mas lim g(f(x)) # B.
T—a z—A T—a

6 — Prove que se f(z) < g(z) para todo x numa e-

vizinhanga de a entao se existirem os limites lim f(x)
Tr—a

e il_r)rlllg(:v) teremos:

lim f(z) < lim g(x)

T—ra r—ra

7 — Prove que se f(z) < g(x) < h(z) para todo x
numa e-vizinhanca de a entao se existirem os limites

lim f(z) e lim h(x) e estes forem iguais a L teremos
r—a Tr—a

que existe li_r>n f(x) e este é também igual a L.
r—a

8 — Prove usando o teorema do confronto o limite
fundamental: .

. sinz

lim =1

r—0 X
9 — A oscilagdo de uma fungao f : X — R num

conjunto £ C X é definido como:

w(f, E) :=sup |f(z1) — f(z2)]

. Mostre o critério de Cauchy para existéncia de lim-
ites:

Uma funcao f : X — R possui limite quando = — «
se e somente se para toda € > 0 existe uma aberto A
contendo A tal que a oscilacao de f em A é menor que
€.

Ou seja

3 liin f(x)VedA, A aberto e a € A,w(f, A) <e

10 — Uma condigao necessaria e suficiente para que
uma funcdo f : E — R nao decrescente possua limite
quando x — s~, s =sup F é que f seja limitada supe-
riormente.

11 — Se f: X C R — R é mondtona entao o con-
junto dos pontos a € X’ para os quais nao se tem
lim f(z) = lim f(x) é enumerdvel.

T—a~ z—at

12 — Dado a > 0, defina f : Q — R como:

f <p> :ag
q

a) Prove que lim f(z) = 1.
z—0

b) Prove para cada b € R existe lirr%) f(z)

T—

c) Prove que se bQ entao limb f(z) =a®
T—



d) Seb ¢ Q defina a® como lin% f(x), ie, Prove que se b < b entdo a® < a”
z—

] r
ab = lin})f(a:) e) Prove que wlgroloa = 00
—
/ / f) Prove que lim a” =0
Prove que a’a? = a*** para todo b, b’ € R ) e S0



