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Supdem-se conhecidos os conjuntos N (naturais), Z (inteiros) e Q
(racionais), descritos abaixo:

N=1{0,1,2,...}
Z=1{0,1,-1,2,-2,3,-3,...}
Q={2lp.qeZ q#0}
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Conjuntos Numéricos
Soma e i

E de uso comum a seguinte notagao para alguns subconjuntos de
Z:
7* ={x € Z|x # 0}
7y ={x€Z|x >0}
Z_={x€Z|x <0}
1=72"NZt={xeZ|x>0}
7 =7*NZ ={x€Z|x<0}

Com significado andlogo, usa-se a notagdo N*, Q*, Q4, Q_, Q% e

Q.
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Conjuntos

Pr

Sequéncias Definid

Em N, Z e Q estdo bem definidas as operacdes de soma e
multiplicacdo. Algumas propriedades basicas dessas operacdes sdo
apresentadas abaixo (onde a, b e ¢ denotam ndmeros naturais,
inteiros ou racionais):

1.

NooakownN

a+b=b+a

ab=b.a
(a+b)+c=a+(b+c)
(a.b).c = a.(b.c)
O+a=a

la=a
ab+c)=ab+ac

(comutatividade da soma)
(comutatividade da multiplicagdo)
(associatividade da soma)
(associatividade da multiplicagdo)
(elemento neutro da soma)
(elemento neutro da multiplicagdo)
(distributiva)
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Conjuntos Numéri
Soma e multipli

Sequéncias Definidas Recursivamente

Se a e n sdo nimeros naturais, fica bem definida a operacdo de
poténcia

o) aa--a (n vezes), se n#0
11 se n=0ea#0

Note que a "operac3o” 0° n3o é definida. O motivo disso serd
visto, possivelmente, na secdo dedicada a limites de funcdes.
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Conjuntos Numéri
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Sequéncias Definidas Recursivamente

Nomenclatura. Na expressdo a”, o nimero a é chamado de base,
enquanto n é chamado de expoente.
E imediato verificar as propriedades abaixo (onde a, b € N* e

n,m € N):
Q@ a".am=a"tm
9 (an)m — anm

Q (a.b)"=2a".p"
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Conjuntos Numéri
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Sequéncias Definidas Recursivamente

Para estender a potenciacdo para expoentes inteiros, de modo a
manter as propriedades acima, define-se:

a " =1 paratodo a € N* e todo n € N.

?v
Assim, tomando a € N* e n, m € Z, temos, além das anteriores, a
seguinte propriedade:

n
0 an—m: ;7m
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Principio de Induc3o Finita
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3o Finita
Sequéncias Definidas Recursivamente

Seja P(n) uma propriedade genérica que satisfaz as seguintes
condicoes:
(PIF 1) P(n,) é verdadeira para um certo n, € N;

(PIF 2) Para todo k € N, com k > n,, tem-se: se
P(k) é verdadeira, entdo P(k + 1) é verdadeira.

Entdo, P(n) é verdadeira para todo natural n > n,.
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(umunt os Nun

de Indu;ao Finita
Sequéncias Definidas Recursivamente

Exemplo 1. Considere a seguinte propriedade: a soma dos
primeiros n nimeros naturais positivos é n(n+ 1)/2. Em simbolos:

n(n+1)

P(n):14+24+---+n= 5
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Sequéncias Definidas Re ivamente

Exemplo 2 Mostrar por indugdo a propriedade P(n) : 2" > 1+ n.
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3o Finita
Sequéncias Definidas Recursivamente

Principio de Inducao Finita - 2° versao
Seja P(n) uma propriedade genérica que satisfaz as seguintes
condicdes:
(PIF 1) P(n,) é verdadeira para um certo n, € N;
(PIF 2) Para todo n € N, com n > n,, tem-se: se P(k) é
verdadeira para todo k € N, com n, < k < n, entdo
P(n) é verdadeira.

Entdo, P(n) é verdadeira para todo natural n > n,.
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nultiplic

Principio de Indugdo Finita
Sequéncias Definidas Recursivamente

Exemplo 3 Considere a propriedade P(n): n é primo ou é produto
de niimeros primos. Vamos provar que P(n) é verdadeira para todo
n > 1 (isto é, vamos provar que todo nimero natural maior que 1
é primo ou é produto de niimeros primos). A condi¢do PIF é
trivialmente satisfeita, pois P(2) é verdadeira. Adotando a
segunda vers3o do PIF, vamos verificar a condicdo 2. Fixado n € N

(n > 2), nossa hipétese indutiva é:

se 2 < k < n, entao k é primo ou é produto de primos.
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nultiplic

Principio de Indugdo Finita
Sequéncias Definidas Recursivamente

Solucao: Queremos mostrar que n é primo ou é produto de
primos. Evidentemente, n é primo ou n3o é. Se for primo, entdo
P(n) é verdadeira. Se n ndo é primo, entdo deve existir um
nimero primo p que divide n, isto é,

n=p.k

para um certo k € N. Ora, como k > 1 (pois p # n) e k < n (pois
p > 1), podemos usar a hipdtese indutiva para o nimero k: k é
primo ou é produto de primos. Consequentemente, n = p.k é um
produto de primos, ou seja, P(n) é verdadeira. Assim, pelo PIF (22
versdo), a propriedade P vale para todo natural maior que 1. O
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Sequéncias Definidas Recursivamente

Prove que qualquer valor postal maior ou igual a oito unidades
monetdrias pode ser obtido usando se apenas selos com valores de
3 e 5. Em outras palavras, um inteiro positivo n, para todo n 7 8,
pode ser representado como a soma de 3s e 5s.

Miranda Bases Matematicas



Conjuntos Numér
a e multip

Sequéncias Definidas Recurswamente

Recursao

Uma sequéncia de grande importancia na combinatdria em
particular, e na matemdtica em geral é a fung3do fatorial definida
(informalmente?) como:

n=n-(n—-1)---2-1
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Sequéncias Definidas Recursivamente

Definicao
Definimos a funcao fatorial f(n) : N* — N* como sendo a funcao
que satisfaz as seguintes propriedades:

Q@ f(1)=1
@ f(n) =n-f(n—1) para todo n maior que 1.

O definicdo anterior é um exemplo de definicdo por recursido,
também conhecida como definicdo por indugdo. Esse tipo de
definicdo como, as demonstracdes por inducdo, possui duas partes:

@ A definicdo do caso inicial;
@ A defini¢do de f(n) a partir de f(n —1).
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Sequéncias Definidas Recursivamente

Vamos examinar outro exemplo. Na secdo de inducdo encontramos
somas como:
2 2 2
12422+ +n

Observe que na soma acima o termo tipico a ser somado é da
forma k2 e estamos somando esses termos de 1 até n. Um modo
sucinto e muito util de escrever essa soma é utilizando a notacdo

de somatorio:
n
> K
k=1

A express3o anterior deve ser lida como “soma de k? com k
variando de 1 até n.

Miranda Bases Matematicas



tos Nur
nultiplic
Indug3o Finita

o
Sequéncias Definidas Recursivamente

E de modo mais geral a soma dos nlimeros reais ai, - - - a, pode ser
escrita usando a nota¢do de somatério como

n
E ak=ar+---+ap
k=1

Claramente, n3o é necessario que a soma comece do 1. Assim por
exemplo, podemos escrever:

4
> (25+1)=1+3+5+7+9
s=0
5 .
ZJ'J:22+33+44+55
j=2
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Sequéncias Definidas Recursivamente

De modo anédlogo ao fatorial, podemos definir o somatério como

Definicao
Dado ax uma sequéncia de niimeros reais. Definimos o

somatério de ax de 1 até n como sendo a fungao
> k—1ak : N* = R que satisfaz as seguintes propriedades:

1
Q > a=a
k=1
n n—1
Q@ > ax=a,+ Y. ax para todo n maior que 1.
k=1 k=1
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Sequéncias Defmldas Recurswamente

Veja que pelas definicbes acima:

2 1
E ak:32+E ax=ax+ a1
k=1 k=1

3 2
Zak:a3+z.ak:a3+(ag+a1)
k=1 k=1

4 3

Zak:34+zak:34+(33+32+31)
k=1 k=1
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Por fim, vejamos o exemplo do produtdrio:

Definicao
Dada ax uma sequéncia de ntimeros reais. Definimos o

produtério de ax de 1 até n como sendo a fungao
n

I ax : N* — R que satisfaz as seguintes propriedades:

k=1
1
Q [] ak = a1
k=1
n n—1
@ ] ak = an- ] ax para todo n maior que 1.
k=1 k=1
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Sequéncias Definidas Recurswamente

Para ilustrar a definicdo de produtdrio vamos calcular alguns

exemplos:
2 1
Hak:a3-Hak:ag an Hak:ag arz - ay
k=1 k=1 k=1
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