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Simbolos e notacoes gerais

: existe

: qualquer que seja ou para todo(s)

: implica

. Se, e somente se

: portanto

: definicao (o termo a esquerda de := é definido pelo termo

ou expressao a direita)

: id est (em portugués, isto é)

: indica o final de uma demonstracao

: reta passando pelos pontos A e B

: segmento de reta ligando os pontos A e B

: segmento orientado de reta ligando os pontos A e B

vetor determinado pelos pontos A e B
vetor v

: comprimento do segmento AB
: comprimento do vetor v

: comprimento do vetor E

: determinante da matriz A



Agradecimentos

Gostariamos de agradecer a prof2. Mariana Rodrigues da Sil-
veira e ao prof. Alexei Magalhaes Veneziani pelas inumeras su-
gestoes e correcoes. Também gostariamos de agradecer aos
alunos André Peric Tavares e Rafael Romano pelas correcoes.



Estrutura Vetorial do Plano e do Espaco

"Meca o que for mensuravel, e torne
mensuravel o que nao o for."”
Galileu Galilei

DefinicOoes Elementares

Como veremos ao longo desse texto, a utilizacao da linguagem
vetorial permite uma descricao elegante e unificada dos princi-
pais resultados da geometria Euclideana bem como possibilita
uma transicao natural da formulacao axiomatica para a descri-
cao analitica (em coordenadas) dessa mesma geometria.

Nesse capitulo, daremos o primeiro passo nessa caminhada
e apresentaremos o basico da linguagem vetorial. Antes porém
comecaremos entendendo um pouco do papel fundamental que
os vetores desempenham nas ciéncias naturais.

Para entendermos o papel que os vetores desempenham nas
ciéncias, comecamos observando que, por um lado, diversas
grandezas fisicas ficam completamente determinadas por um
unico valor (um numero real), num sistema de unidades. Assim
por exemplo o volume de um corpo fica especificado quando
dizemos quantos metros cubicos esse corpo ocupa, bem como

3



ESPACO 4
a massa, a temperatura, a carga elétrica, a energia, etc. Gran-
dezas que ficam determinadas por um unico valor real sao de-

nominadas grandezas escalares.

Por outro lado, diversas grandezas fisicas exigem para sua
completa determinacao, além de uma valor numérico o conhe-
cimento de sua direcao orientada. Tais grandezas sao denomi-
nadas grandezas vetoriais ou simplesmente vetores.

O exemplo mais simples e ilustrativo
B é o deslocamento de um corpo. Se um
E/ corpo se move do ponto A para o ponto
A B, dizemos que ela sofreu um desloca-
Fig. 1.1: Os caminhos mento de A para B. Para sabermos preci-
ligando dois pontos Samente o deslocamento de um corpo pre-
correspondem, todos, cisamos conhecer o quanto o ele se deslo-
a0 mes;:nx:g_r deslo- cou (a intensidade do deslocamento) mas
também em que direcao ele se deslocou.
Pelas mesmas razoes apresentadas serao grandezas vetoriais:
a velocidade, a aceleracao, a quantidade de movimento, a forca
e o torque.

E importante que observemos que para as grandezas esca-
lares uma parte significativa da utilidade de medi-las, i.e, asso-
ciar um numero provém da riqueza de estruturas dos numeros:
0S humeros podem ser somados, subtraidos, comparados, etc.

Para que as grandezas descritas vetorialmente sejam uteis
(tanto para a ciéncia como para a propria geometria) temos que
construir no conjunto dos vetores estruturas analogas. Assim,
neste e no proximo capitulo, descreveremos e construiremos
diversas operacoes vetoriais e suas interpretacoes.

Como boa parte da construcao dos vetores e de suas opera-
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coes que faremos neste texto sera de natureza primordialmente
geométrica, assumiremos que o leitor conhece os principais
conceitos e resultados da geometria Euclideana plana e espa-
cial. Em particular suporemos conhecidos os conceitos de an-
gulos, retas, planos, comprimento de segmentos, distancia de
dois pontos, etc.

Notacao 1.1. De modo a fixar notacao, ao longo deste texto de-
notaremos por E? o espaco euclideano tridimensional e por E?
o plano euclideano, usaremos letras latinas maiusculas, A, B,
elc. para representar pontos, letras latinas minusculas r, s, elc.
para indicar retas, as letras gregas minusculas =, 0, etc. para
denotar planos. Eventualmente usaremos letras latinas ou gre-
gas minusculas também para denotar denotar numeros reais
(escalares ou parametros de equacoes). Nesse caso, o con-
texto deve deixar claro a que a letra se refere.

Para tornarmos clara a definicao de vetor, comecaremos
com um termo relacionado: os vetores aplicados.

Definicao 1.2. Um vetor aplicado ou segmento orientado e um
segmento de reta no qual se escolheu um dos extremos A,
como ponto inicial. Nesse caso o outro extremo B do seg-
mento sera denominado ponto final e o vetor aplicado com
ponto inicial A e final B sera denotado por AB. Para nossas
consideracoes um ponto A é considerado um segmento que
denominaremos segmento nulo. Esse segmento sera deno-
tado por AA ou por0.



ESPACO 6
O comprimento do um segmento A B sera denotado B
por }AB} e sera denominado também tamanho, inten- /

sidade, magnitude ou norma do vetor.

Os vetores aplicados servem apenas parcialmente ao propo6-
sito de representar grandezas que possuem intensidade, dire-
cao e sentido, pois apesar de podemos representar grandezas
com esses atributos como vetores aplicados, essa represen-
tacao nao é unica. Ou seja, existem varios vetores aplicados
com pontos iniciais e finais distintos, mas que possuem inten-
sidade, direcao e sentido iguais. Para eliminarmos esse pro-
blema, identificaremos, i.e, diremos que sao iguais, todos es-
ses vetores. Assim diremos que dois vetores aplicados sao
equivalentes (ou equipolentes) se e somente se, possuem 0
mesmo comprimento, a mesma direcao e o mesmo sentido ou
ainda se ambos sao nulos.

Uma identificacao analoga, ocorre com as fracoes: duas
fracoes podem ter numeradores e denominadores diferentes e
mesmo assim diremos que elas sao iguais (ou equivalentes)
pois representam a mesma grandeza. Observe:

1 2 23

2 4 46
As fracoes acima sao representacoes de um mesmo humero.
O numero que, em notacao decimal, denotariamos por 0, 5.



ESPACO 7
Mesmo em notacao decimal, 0, 5 e 0, 50 sao representacoes de
um mesmo numero.

Quando identificamos os vetores aplicados equivalentes ob-
temos vetores livres ou simplesmente vetores.

Definicao 1.3. O conjunto de todos os vetores aplicados que
possuem o mesmo comprimento, a mesma direcao e o mesmo
sentido é dito vetor.

E fundamental observar que dado um vetor podemos esco-
Ilher livremente “o ponto onde inicia tal vetor”, ou seja, dado
um vetor e um ponto podemos escolher um vetor aplicado que
inicia nesse ponto e que possui a mesma intensidade, direcao
e sentido do vetor. Cada vetor aplicado com a mesma direcao,
sentido e comprimento do vetor, é dita ser um representante do
vetor.

E importante que fique clara a seguinte diferenca: se por um
lado vetores aplicados ficam bem definidos pela escolha de di-
recao, sentido, comprimento e origem, por outro, vetores preci-
sam apenas de direcao, sentido e comprimento. Isso significa
que consideramos equivalentes segmentos orientados que sao
paralelos, apontam no mesmo sentido e tem o0 mesmo compri-
mento, mas consideramos iguais vetores paralelos, de mesmo
sentido e com mesmo comprimento.

O vetor cujos representantes sao segmentos orientado nu-
los, ou seja com pontos iniciais e finais coincidentes sera de-
nominado vetor nulo. O vetor nulo sera denotado por ﬂ ou
por 0.
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Denotaremos os vetores utilizando fontes mi-
nusculas em negrito a, através de uma flecha su-
perior: @ ou ainda no caso em que tivermos dois
pontos A e B, denotaremos por ADB o vetor que tem
A como representante o vetor aplicado AB. Grafica-
mente vetores sao representados como flechas, no

qual a ponta da flecha aponta no sentido do vetor.

B

Dado um vetor e um segmento que o representa, teremos
que a direcao do vetor é a direcao desse segmento, o sentido
vem de termos escolhido uma orientacao no segmento, ou seja
de termos escolhido um ponto inicial e final e o comprimento
de um vetor é o comprimento do segmento que o representa.

Como consequéncia dos axiomas de congruéncia da geo-
metria Euclideana, temos que dado um segmento (ou um re-
presentante de um vetor) e um ponto podemos construir um
segmento paralelo e de mesmo comprimento iniciando em A.
Se denotarmos por B o ponto final desse segmento, entao te-
remos provado o seguinte resultado.

Proposicao 1.4. Dados um vetor v e um ponto A, existe um
Unico ponto B tal que o vetor aplicado AB é representante de
v, ou seja, tal que v = AB.

O comprimento de um vetor v = ADB sera também deno-
minado norma do vetor e sera denotado por ||v|| ou ainda por

|AB|.

Notacao 1.5. O conjunto de todos os vetores de E° sera deno-
tado por V3. De modo analogo, denotaremos por V? o conjunto
de vetores associados a 2, i.e. classe de equivaléncia de seg-
mentos de retas no plano.
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De modo geral, conceitos envolvendo vetores sao definidos
utilizando seus representantes. Nesse espirito temos as se-

guintes definicoes:

Diremos que dois vetores sao paralelos quando seus repre-
sentantes tiverem a mesma direcao ou quando um desses ve-
tores for o vetor nulo 0. O termo vetores paralelos inclui o caso
especial onde os vetores estao sobre a mesma reta ou mesmo
0 caso em que coincidem. Como consequéncia da definicao an-
terior temos que o vetor nulo é paralelo a todo vetor e também
que todo vetor é paralelo a si mesmo.

/
T u—

Fig. 1.2: Vetores paralelos.

Diremos que um conjunto de vetores sao coplanares se
esses vetores possuem representantes contidos nho mesmo
plano.

Fig. 1.3: u, v e w sao coplanares.

Definimos o angulo entre dois vetores u e v como o0 angulo
0 (com 0 satisfazendo 0 < 6 < =) entre representantes AB e
AC de u e v, respectivamente, com mesma origem.
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Fig. 1.4: Angulo entre vetores

Finalmente, dois vetores u e v sao ditos ortogonais, se um
dos vetores for o vetor nulo, ou se ao escolhermos dois repre-
sentantes para esses vetores que iniciam no mesmo ponto, AB
e AC esses segmentos forem ortogonais, ou seja, se o angulo
determinado por esses segmentos for um angulo reto (7 /2 ra-

dianos ou 90°).
\6/

Fig. 1.5: Vetores ortogonais

Observacao 1.6. Note que, segundo nossa definicao, o vetor
nulo 0 é o unico vetor paralelo e ortogonal a qualquer outro
vetor, e coplanar a qualquer par de vetores.

Operacoes com Vetores

Por tradicao, grandezas que possuem apenas maghnitude, ou
seja, grandezas que sao representadas por numeros reais sao
denominadas grandezas escalares. Seguindo essa tradicao de-
nominamos um numero real \ de escalar .

Vamos definir duas operacoes envolvendo vetores: a soma
de vetores e a multiplicacao por escalares.
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Multiplicacao por Escalar

Definicao 1.7. Multiplicacao por Escalar: Dado um vetor v e
um escalar A\ podemos realizar a multiplicacao de \ e v ob-
tendo o vetor \v definido do seguinte modo:

 Se o0 vetor v é nulo ou o escalar )\ e zero entao \v = 0

- Se A > 0, o vetor \v é o vetor com o mesmo sentido,
mesma direcao e com comprimento |\| ||v||.

- Se A\ < 0 entao o vetor A\v tem a mesma direcao e sentido
oposto ao vetor v e comprimento || ||v]|.

4
1

-1

Fig. 1.6: Multiplicacao de um vetor por um escalar.

Observacao 1.8. Dados um vetor v e um escalar \ denotaremos

1
usualmente o vetor (X) v por (;) A equacao anterior pode

ser vista como uma definicao da divisao de um vetor por um
escalar.

Um vetor de comprimento 1 é denominado vetor unitario.
Dado um vetor v # 0, temos que o vetor:

1 v

. ’U _ —
o]l o]l
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é unitario e possui a mesma direcao e sentido que v e é de-
nominado versor associado a v. Para maiores detalhes veja

exercicio ??.

Um termo que usaremos ocasionalmente é o de vetor direci-
onal ou vetor diretor. Muito frequentemente estaremos interes-
sados apenas na direcao de um vetor e nao no seu tamanho.
Por exemplo, como veremos posteriormente, uma reta é com-
pletamente determinada por um ponto P e um vetor v. Nesse
caso o tamanho de v nao é importante e podemos multiplica-lo
livremente por um escalar.

Através da multiplicacao de vetores por escalares podemos
dar uma caracterizacao algébrica para o paralelismo de veto-
res:

Teorema 1.9. Se dois vetores u,v sao paralelos e v # 0 entao
u = A\v para algum \ € R.

Demonstracao. Iremos considerar primeiramente o caso em
que u e v tém mesmo sentido. Neste caso, visto que ||v|| # 0,
podemos escolher

Com essa escolha, provaremos que u = A\v.

Como u e v sao paralelos, © e Av possuem a mesma dire-
cao. E como estamos assumindo que u e v possuem 0 mesmo
sentido e como )\ é maior que zero entao pela definicao de mul-
tiplicacao por escalares u e Av possuem o mesmo sentido. Fi-
nalmente

]

[Av]| = Allo|| = o]l = llul
[l
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O que prova que eles tem o mesmo comprimento. Logo,
como os vetores u e Av possuem mesma direcao, sentido e
comprimento eles sao iguais.

A demonstracao do caso em que u e Av possuem direcao
el

o]
Proposicao 1.10. Dois vetores u,v sao paralelos se e somente
seu = Av para algum )\ € R ouv = Ou para algum 6 c R.

contraria é analoga, porém nesse caso escolhendo \ =

Demonstracao. Suponha que u, v sao paralelos.

Caso v # 0O, pelo teorema acima, temos que v = Av para
algum \ € R. Caso contrario, i.e., se v = 0 entao v = 6u para
6 = 0.

A implicacao contraria segue da definicao de multiplicacao
de um vetor por um escalar. Se u = Av ou v = Qu entao u e v
tém mesma direcao, ou seja, sao paralelos.

E como consequéncia do corolario anterior temos:

Teorema 1.11. Trés pontos A, B, C pertencem a mesma reta

se e somente se AB — ABC ou BC — 0AB.

Demonstracao. Claramente se A, B,C pertencem a mesma
reta entdo os vetores AB e BC sao paralelos e consequen-
temente pelo corolario acima temos:

E:)\B? ou B?:&ﬁ
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Se AB = \B ou BC = 01@), entao pelo corolario anterior
os segmentos AB e BC sao paralelos. Consequentemente sao
paralelas as retas AB e B(f Mas como o ponto B pertence a
ambas as retas, essas sao coincidentes, i.e., os pontos A, B, C

pertencem a mesma reta.

Soma de Vetores

Definicao 1.12. Soma de vetores Dois ou mais vetores podem
ser somados do sequinte modo: a soma, v + u, de dois ve-
tores v e u é determinada da seguinte forma: A partir de um
segmento orientado AB, representante arbitrario de v, tome
um segmento orientado BC que representa u, i.e., tome um
representante de u com origem na extremidade final do repre-
sentante de v, desta forma o vetor v + u é definido como o ve-
tor representado pelo segmento orientado AC, ou seja, pelo
segmento que vai da origem do representante de v até a extre-
midade final do representante de wu.

A

Fig. 1.7: Soma de Vetores

A soma de vetores também pode ser feita através da regra
do paralelogramo. Para somar dois vetores v e u através dessa
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regra tomamos representantes desses vetores que comecam
num ponto comum O, como na figura 1.8. Entao, a partir do
ponto final de cada vetor tracamos uma reta paralela ao ou-
tro vetor. Essas retas se interceptam no ponto P. E logo um
paralelogramo é formado. O vetor diagonal O_ﬁ é a soma dos
vetores v e u. O vetor v + u obtido por esse método é o mesmo
que o obtido pelo método anterior, pois o segmento OP divide
o paralelogramo em triangulos congruentes que representam a
soma dos vetores v e wu.

u +

0] v

Fig. 1.8: Regra do paralelogramo.

Existe ainda um terceiro modo de se realizar a soma de dois
vetores, a chamada soma em coordenadas, que ilustraremos
no exemplo a seguir e que discutiremos em maior detalhes no
Capitulo 3.

Exemplo 1.13. Suponha que sobre um corpo material agem
duas forcas, u e v, de modulos 2,00N e 4, 00N respectivamente,
nas direcoes indicadas na Figura 1.9. Qual o moculo da forca
resultante, ou seja, qual o comprimento de (u + v) ?

Solucao:

1 | Soma pela lei do paralelogramo:
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Fig. 1.9: Exemplo 1.13

Como acabamos de ver, uma forma de encontrar (u + v)
é usar a regra do paralelogramo. Considere entao o para-
lelogramo ABC'D conforme a Figura 1.10. Como angulos
opostos de um paralelogramo sao congruentes e a soma
dos angulos internos de um quadrilatero é 360° obtemos
que o angulo ZADC é de 150°. Como u = AB = lﬁ, po-
demos aplicar a lei dos cossenos no triangulo ADC para
obter o comprimento de AC, ou seja, o modulo de u + v:

|lu + v||2 = |AC|*> = |AD|? + |DC|? — 2|AD||DC)| cos(150°)
=164+4—-2-4-2-(—+/3/2) =20+ 83

Logo |lu + v|| = V20 + 8v/3 = 5, 82N.

2 | Soma em coordenadas cartesianas:

Uma segunda abordagem seria decompor as forcas em
componentes horizontais e verticais e fazer, entao, a soma
dessas componentes. A vantagem desse modo de resolu-
cao esta na nao necessidade do estudo de angulos (como
fizemos para encontrar o angulo Z/ADC na resolucao an-
terior), e na troca da lei dos cossenos pelas definicoes de
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Fig. 1.10: Exemplo 1.13: Paralelogramo

seno e cosseno de um angulo junto com o teorema de Pi-
tagoras.

Se u = u,+u,, onde u, e u, sao as componentes horizon-
tal e vertical de u respectivamente, e v = v, + v, (adotando
a mesma notacao) vemos que:

U+ v = (Ue + tuy) + (V2 + vy) = (Us + vz) + (uy + vy).
Dai, por Pitagoras:

lw +vlI* = llus + vall* + [luy + vy|I*

(ver Figura 1.11).

Desse modo obtemos ||u,|| = 2cos(30) = V3, ||Ju,| =
2sen(30) = 1, ||vg|| = 4cos(60) = 2 e ||vy|| = 4sen(60) =
2+/3. Dai:

lu+v]? = (vV3+2)°+(1+2v3)*=(3+4vV3+4) + (1 +
— 20 + 8+/3.

E, da mesma forma que na resolucao anterior, ||u + v|| =
V20 + 83 = 5, 82N.
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(u +v)

Fig. 1.11: Exemplo 1.13: Coordenadas cartesianas

Essa ultima resolucao, conforme veremos mais adiante,
é essenciamente o calculo da soma de dois vetores num
sistema de coordenadas cartesiano.

Propriedades Vetoriais

Pela definicao da soma de vetores, temos que em geral o com-
primento de w = u + v € diferente da soma dos comprimento
dos vetores u v, i.e.,

Jw]| = [|lu + || Z [[ull + [lv]l-

Fig. 1.12: comprimento e direcaode w = u + v
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Para determinarmos o comprimento de w = u + v podemos
utilizar a lei dos cossenos para o triangulo da figura:

Considerando ~ o angulo indicado na Figura 1.12, pela Lei
dos Cossenos temos:

lwll = Vllull? + llv]l* = 2[[ulllv]| cos v (1.1)

Considerando, a, 3 e v os angulos indicados na Figura 1.12,
pela Lei dos Senos segue:

wl _ Jul ol 1.2

seny sena senpf

As equacoes 1.1 e 1.2 sao a formulacao vetorial das Leis dos
Cossenos e dos Senos respectivamente.

Observacao 1.14. Note que o angulo ~ representado na Figura
1.12 é na verdade o suplementar do angulo entre u e v.

Notamos que, como —1 < cos~ < 1, um resultado imediato
de (1.1) é:

Teorema 1.15 (Desigualdade Triangular). Dados dois vetores
u e v temos que:

Ju +o|| < [Jull + [[v]]. (1.3)

Alem disso, vale a igualdade de (1.3) se e somente se os veto-
res u e v tiverem mesma direcao e sentido.

Observamos também que, a partir da definicao de soma ve-
torial, é facil ver que v + 0 = 0 4+ v = v, ou seja, o vetor nulo é
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um elemento neutro para a adicao. Mais, podemos definir o ve-
tor oposto a um vetor dado. Para isso consideremos a seguinte

propriedade, cuja demonstracao deixamos como exercicio (??):

Para cada vetor u existe um unico vetor —u tal que
u+ (—u) =0.

O vetor —u é denominado como o vetor oposto de u e é
o vetor com o0 mesmo comprimento e direcao de «, mas com
sentido oposto.

Fig. 1.13: Vetor oposto.

A partir do vetor oposto podemos definir subtracao de veto-
res: , definimos a subtracao v — v como a soma do vetor v com
o vetor —u.

Fig. 1.14: Subtracao de Vetores

De modo equivalente podemos definir o vetor v — u como o
o vetor que adicionado a u da o vetor v. Consequentemente, se
representarmos os vetores v e u come¢ando ho mesmo ponto,
o vetor v — u sera o vetor que liga a extremidade final de u a
extremidade final de v (vide figura 1.14).

Uma observacao importante é que sempre que os vetores
formam um poligono fechado, como a figura abaixo, sua soma
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é nula: Como um caso especial dessa regra é a soma de um
vetor com seu oposto, i.e., v + (—v) = 0.

r

Vv

Fig. 1.15: A soma de vetores que formam um poligono fechado é nula: v +
u+r+s=0

As seguintes propriedades da soma e multiplicacao de ve-
tores devem ser evidentes. Elas caracterizam os espacos de
vetores V? e V° como espacos vetoriais, que, como eles, sao
conjuntos munidos de duas operacoes (multiplicacao por esca-
lar e soma). O estudo desses e outros espacos vetoriais (como
o espaco de polindmios de grau n, por exemplo), bem como
de transformacdes lineares, é conteudo de cursos de Algebra
Linear na maioria das universidades.

Proposicao 1.16. Sejam u,v,w vetores e A\, \{, \» escalares.
As operacoes com vetores possuem as seguintes proprieda-
des:

Propriedades da soma:

S1.| Propriedade Comutativa: v + u = u + v

S2.| Propriedades associativa: (u + v) + w = u + (v + w)

S3.| Elemento Neutro: 0 +- v = u
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S4.| Elemento oposto: Para cada vetor u existe um unico vetor

—utalque u 4+ (—u) =0

u
—_——

-
-u

Propriedades da multiplicacao de vetor por escalar:

M1.| Propriedade distributiva de escalares em relacao aos veto-

res: A(u + v) = Au + v

M2.| Multiplicacao por zero Ou = 0

M3.| Associatividade da multiplicacao por escalares (A \2)u =

)\1(A2’U,)

M4.| Distributiva dos vetores em relacao aos escalares (\; +

)\2)’U; = )\1’11, -+ )\z’u,

M5.| Elemento neutro multiplicativo 1u = u

Demonstracao. Esbocaremos a demonstracao de algumas
dessas propriedades:

A propriedade comutativa segue da regra do paralelogramo
para a adicao dos vetores u e v, veja a figura 1.16. A diagonal é
simultaneamente os vetores u + v e u + v.

A%

u
u
A%

Fig. 1.16: Propriedade Comutativa da Soma

A propriedade associativa segue de imediato do fato que
quando trés vetores sao adicionados, o mesmo vetor fecha o
poligono, como na figura 1.17.
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Fig. 1.17: Propriedade Associativa da Soma

As propriedades S3 e S4 sao deixadas como exercicio ao
leitor.

A propriedade M1 segue de modo simples a partir da regra
do paralelogramo. Deixamos os detalhes a cargo do leitor. M2
e M5 sao resultados imediatos da definicao de multiplicacao de
vetor por escalar.

Para demonstrarmos a propriedade M3, i.e., a associativi-
dade da multiplicacao por escalares (A1 \2)u = A;(A2u) obser-
vamos inicialmente que os vetores (A1 \;)u € A\ (Au) possuem
a mesma direcao e sentido independentemente do sinal de )\,
e )\, (terao o mesmo sentido de u se \; e \; tiverem o mesmo
sinal, e sentido oposto a u se \; e )\, tiverem sinais contrarios).

Além disso, os comprimentos de (A \2)u € A\;(A2u) SA0 0S
mesmos pois:

A1 (Rew)[| = [Aaf-[|A2u]] = |Aa]-(|A2] lu]]) = [AiAe]-[lull = [[(Ar1A2)u]

A propriedade M4, i.e, a distributiva dos vetores em relacao
aos escalares
(Al + )\z)u = )\1’Ll, -+ )\z’u,

segue da observacao de que a direcao e o sentido dos vetores
(A1 + A2)u e A\ju + A2u € a mesma. Esse fato é claro se \; e )\
tiverem o mesmo sinal, ou se \; + X\, = 0, ho outros casos o
sentido é determinado pelo escalar de maior modulo |\;| e ||
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Se o sinal de \; e \; forem 0 mesmo, teremos que
[(ArtA2)ul| = [(Ar + X) | [[u]| = ([Ad]+[ X)) luell = [[Arwe][+][ Azul].

Pela definicao de adicao de vetores é facil ver que a soma de
dois vetores de mesmo sentido € um vetor também de mesmo
sentido e com o comprimento igual a soma do comprimento
dos vetores somados. Dai temos:

[Aru] + [[Aeul] = [[Adrw 4 Agul|.

Por outro lado, caso os sinais de \; e \, sejam contrarios,
teremos:

[at+A2)ull = [+ [llull = [ Al =[Xe] [lull = [IAcull—[[Azull].

Novamente, pela definicao de soma vetorial, segue que:

Al = Aeull] = A + Asull.

Todas as propriedades algébricas dos vetores podem ser
deduzidas das 9 propriedades acima. Essas propriedades sao
analogas as propriedades dos numeros reais e grande parte da
algebra desenvolvida para numeros reais se estende para as
operacoes vetoriais. De modo mais geral podemos definir um
espaco vetorial como um conjunto com uma operacao + e uma
operacao de multiplicacao por escalares satisfazendo os nove
axiomas acima. Os espacos vetoriais sao uma das estruturas
matematicas de maior importancia.

Vejamos algumas propriedades algébricas dos vetores:

Exemplo 1.17. v + v = 2v
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Demonstracao. Pela propriedade M5 temos que v + v = 1v +
1v e pela propriedade M4 temos quelv + 1v = (1 + 1)v = 2v

e logo v 4+ v = 2w.
Exemplo 1.18. v+ (—1v) = 0, ou seja o vetor opostoav é —1v.

<]

Demonstracao. Pela propriedade M5 temos que v + (—1v) =
lv 4+ (—1v) e pela propriedade M4 temos que 1v + (—1v) =
(1 — 1) v = Ov. Finalmente a propriedade M2 nos diz que Ov =
0

Como o vetor oposto é unico temos que o vetor oposto a v
é —1v.

Exemplo 1.19. u + v = w se, e somente se, u = w — v.

<

Demonstracdo. Vamos provar a primeira implicacao. Se u+v =

wentao,u = w — v

Vamos comecar calculando (v 4+ v) — v

(u+v) —v=u+ (v—v) por S2 (1.4)
u+ (v—v) =upor M4e M5 (1.5)

por outro lado, como w = u + v:
(u+v)—v=w—v=u (1.6)
e consequentemente por 1.5 e 1.6 temos:
u=(u+v)—v=w—"v

A implicacao contraria é semelhante. O leitor pode tentar,
assim, completar os detalhes.
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O seguinte exemplo ilustra como podemos atacar um pro-
blema geométrico utilizando a linguagem vetorial.

Exemplo 1.20. Os segmentos que unem os pontos médios de
dois lados de um triangulo e paralelo ao terceiro lado.

C B

Solucao: Seja o triangulo AABC e seja M; o ponto médio do
lado AB e M, o ponto médio do lado AC.

Como M, é ponto médio do lado AB temos que vetor AM;,
é igual a metade do vetor E Analogamente, temos que AM,
é metade do vetor AC, i.e.,

AM, = %E (1.7)
AM, = %ﬁ (1.8)

e consequentemente:

AB — 2AM, (1.9)
CA = 2ML,A (1.10)

Entao como:

CB=CA+ AB (1.11)



ESPACO 27
substituindo1.9e 1.10 em 1.11 temos:

CB = 2M,A + 2AM, (1.12)
CB = 2(MyA + AM,) = 2M, M, (1.13)
e consequentemente:
W 1
M2 1 — 5@

E assim o segmento M,M, é paralelo ao segmento CB e
seu comprimento é metade do ultimo.

[l

Exemplo 1.21. Dado um triangulo de vertices A, B, C. Dado P
o ponto de encontro da bissetriz do angulo C com o lado AB

C C
Entao o vetor C P é paralelo ao vetor + , OU seja,
|c4| - |eB

CA CB
)

Solucao:

Note primeiramente que, para provar-
mos a equacao (1.14), basta mostrarmos A

que, se F' é tal que:
Vv E ---------------------- .B

CA CB
CE =
entdo F esta sob a bissetriz do angulo C.

. C
4] " B
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Faremos isso observando que a dia-

gonal CF de um losango CEF D divide os angulos C e F em

angulos iguais, ou seja é bissetrizde C e F. Isso segue do caso

LLL de congruéncia de triangulos (ACFD = ACEF).

CA CB

Considere agora os vetores u = ———~ e v = ———~. Como
jc4| ~ |cz]

os vetores u e v possuem o0 mesmo comprimento, pois sao uni-
tarios, o paralelogramo determinado por estes vetores é um lo-
sango. Consequentemente, como u e v sao paralelos aos lados
C A e CB do triangulo AABC, e a regra do paralelogramo nos
diz que a soma de dois vetores é a diagonal do paralelogramo
por eles formado, temos que, se CTF> = (u + v), entao o seg-
mento C F divide o angulo C em angulos iguais.

Finalmente, se P é um ponto qualquer da bissetriz de C, o
vetor CP é paralelo ao vetor CF, i.e,

CA CB
cB-x|-Z4 &
ez { e

Soma de Ponto com Vetor

A soma do ponto com o vetor v nos retorna a translacao do
ponto P ao ser transportado pela direcao, sentido e compri-
mento de v.

Definicdo 1.22. Dado um ponto P e um vetor ¥ podemos de-
finir a soma de ponto com vetor do seguinte modo.
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Seja um representante de ¥ que comega em P e seja Q o
ponto final desse representante. Definimos entao:

P+ v:=0Q

P

Podemos reescrever a definicao de soma de ponto com vetor
de outra forma: diremos que P + v = () se e somente se P(Q =

V.

Se escolhermos um ponto fixo no espaco O que chamare-
mos de origem, cada ponto P do espaco (ou plano) pode ser
escrito como

P=0+0P

Nesse caso o vetor 0_15 é dito vetor posicao de P.

Proposicao 1.23. A soma de ponto com vetor tem as seguintes
propriedades:

11 P+O=P

2| P+u=P+ v seesomenteseu = v

3 (P4+u)+v=P+ (u+v)

4| (P4+u)—u=P

5| P+PQ=Q
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Demonstracao. Faremos a demonstracao dos trés primeiras
propriedades e deixaremos as outras como exercicio ao leitor.

1

E imediata pois PP = 0

SeP+u:P+v,sejaQ:P+u,ent50u:P_c>2:ve
assim u = v. A reciproca é imediata.

Seja@Q, = P+ u, Q2 = Q1 +veQz = P+ (u+ v).
Para demonstrar que (P + u) + v = P + (u + v) basta
mostrarmos que Q> = Q5.

Por definicao Q; = P + u implica que u = P(Q;. De modo

analogo, Q> = Q + v, implicaque v = Q:Q2e Q3 = P +
. —
(u + v) implica que (u + v) = PQs.

Logo
PQy = (u+v) = PQ, + 0:Q5 (1.15)
- PQ; = PQ» (1.16)
= Qs = Qs (1.17)

Exemplo 1.24. Dado AABC um triangulo e P um ponto sobre
BC.SeQ = P+ AP + PB + PC demonstre que ABQC é um
paralelogramo e assim () nao depende da escolha de P.

Solucao: Como Q = P + AD + PB + PC entao

PO = AP + PBE + PC
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e logo

AQ — AP = AP+ AB — AP + AC — AP

e logo

A0 = AB + AC

E assim CQ AQ AC = AB. De modo analogo podemos
provar que BO = AC e assim ABQC é um paralelogramo.

[l



Combinacoes Lineares

Dependéncia e Independéncia Linear de
Vetores

Como vimos no capitulo anterior, a adicao de vetores e a multi-
plicacao de um vetor por um escalar nos permitem obter novos
e diferentes vetores a partir de alguns vetores dados. Os ve-
tores assim obtidos sao ditos combinacao linear dos vetores
Iniciais.

Fig. 2.1: O vetor w pode ser escrito como somas de multiplos dos vetores u
e v.

Definicao 2.1. Diremos que um vetor w é combinacao linear
dos vetores {v,...v,} se existem escalares {\,,...)\,} tal
que

n
w = E )\ivi.
=1

32
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Nesse caso diremos também que o ve-
tor w é dependente dos vetores v; com
¢+ = 1,...,n, ou ainda, que o vetor w \%
pode ser representado em funcao dos ve-

toresv,comi=1,...,n
Fig. 2.2: w = 2u + 3v

Exemplo 2.2. O vetor w ilustrado na fi-
gura 2.2 é combinacao de u,v. Pois

w = 2u + 3v.

<]

Exemplo 2.3. Na figura 2.3 temos que vetor f, é combinacao
linear de .f27 f39 f47 f5-

Como os vetores fi, f2, f3, f1, 5 formam um poligono fe-
chado sua soma é 0

A+ fh+fh+f+f=0

e assim:

fi=—f—f3—Ffs—Js.

AN
f:

1
Fig. 2.3: O vetor f; é combinacao linear dos vetores fs, f3, f4, fs-
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Exemplo 2.4. Escreva o vetor Al_)) como combinacao linear de

ABe AC.

Solucao: Queremos encontrar \; e )\, tais que:

AD = MAB + A\AC. (2.1)

Primeiramente vamos escolher convenientemente dois ve-
tores i, 5 ortogonais e de norma 1 e vamos escrever todos os

demais vetores em funcao desses (Figura 3.1). Escolheremos

: AB : ~ : A
T = %7 e 7 como a rotacao de : de um angulo de 90 no
A

sentido anti-horario.

Facilmente observamos que AB = 3i.

Fig. 2.4: Vetores i, Fig. 2.5: Vetor AD Fig. 2.6: Vetor AC

Observando a Figura 2.5 concluimos que AD = AK + KD.
E por trigonometria do triangulo retangulo temos:

— =B
AK = 4(cos30)ie KD = 4(sen 30)j.

Dessa forma temos que AD = 2v/3i + 23.
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De modo analogo, observando o triangulo da Figura 2.6 con-
cluimos que Aé = AI5 + Pé. Mas, novamente por trigonome-
tria, temos que AP — 2(cos45)t e PC — 2(sen45)j. Logo
AC = v/2i + /2.

Voltando a equacao (2.1) obtemos entao:

2v/3i + 25 = A1(34) + A2 (V28 + V25).

Isolando : e 5 obtemos finalmente:
(2v3 —3A1 — V2X2)i + (2 — V2X)j =0

Como os vetores i, j sao linearmente independentes, segue
que:

2\/§—3>\1—\/§)\2:O
2 — 12X =0

2(vV3 —1
E assim podemos concluir que \; = (\/_3 ) e = V2.

Finalmente:

AD — 2(\/_3_ VA8 1 vaac.

Definicdo 2.5.

- Um vetor v é dito linearmente dependente (LD) se v = 0.

- Os vetores v,...,v, (n > 2) s3do ditos linearmente de-
pendentes (LD) se existe umi: € {1,2,...,n} tal que o
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vetor v; seja combinacao linear dos demais vetores, ou

seja:
V; = Z /\j’vj,
ji
onde \i, \2,..., A\, € R.
Definicao 2.6. Dizemos que os vetores v.,...,v, sao linear-

mente independentes (LIl) se eles ndao sao linearmente depen-
dentes.

Temos a seguinte caracterizacao simples para a dependén-
cia linear de dois vetores. Essa caracterizacao sera generali-
zada para um numero maior de vetores na secao 2.1.

Proposicao 2.7. Quaisquer dois vetores nao nulos e nao para-
lelos e, e e; sao linearmente independentes.

Demonstracao. Por reducao ao absurdo, suponha que os veto-
res e; e e; sao linearmente dependentes.

Entao pela definicao de dependéncia linear temos que e¢; =
Aez OU e; = Beq. Donde, pelo Corolario 1.10, temos que ¢, € e;
sao paralelos, o que contradiz nossas hipoteses.

Logo e; e e; sao linearmente independentes.

A partir da definicao anterior podemos provar a seguinte ca-
racterizacao:
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Proposicao 2.8. Os vetores vy, ...,v, sao linearmente depen-
dentes se e somente se existem A\, \2,..., )\, € R nao todos
nulos, tal que

i )\1’01 = 0.
=1

Demonstracao. Para n = 1 temos que se v € linearmente de-
pendente entao v = 0 dai para A = 1, por exemplo temos
v = 0. Reciprocamente, se A\v = 0 para algum X\ # 0 pela
definicao de multiplicacao por escalar segue que v = 0, logo v
é linearmente dependente.

Para n > 2, suponha que os vetores vy, ...,v, sao linear-
mente dependentes. Sem perda de generalidade suponha que

U1 = Z AiUi,
1=2
para A2y A3y e e s Ap € R

Somando (—1)v; a ambos os lados da igualdade chegamos

a:
(—1)’01 -+ Z )\ivi = 0.
1=2
Logo > " , Aiv; = 0 com Ay, A,..., A, n@o todos nulos (pois
Al — —]_)

Reciprocamente, considere que existem A\, \2,..., )\, nhao
todos nulos tal que

i Al’Ul = 0.
=1

Suponha, sem perda de generalidade que \; # 0. Multiplicando
ambos os lados da igualdade por ™ e isolando v; chegamos a:
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Ou seja, o vetor v; € combinacao linear dos demais.

A contrapositiva da proposicao anterior nos leva ao seguinte
teorema:

Teorema 2.9. Os vetores v, ...,v, Sao linearmente indepen-
dentes se e somente se

Y Avi=0] = (A =---= X, =0)

=1

Ou seja, a unica relacao linear entre os vetores é a trivial, ou
ainda, o vetor 0 pode ser escrito de modo unico como combi-
nacao dos vetores v, comi € {1,2,...,n}.

Desse teorema é imediata a unicidade da representacao de
um vetor como combinacao linear de vetores linearmente inde-
pendentes:

Proposicao 2.10. Seja u um vetor que possa ser escrito como
combinacéao linear do conjunto de vetores linearmente indepen-
dente {vi};_, .,

n
u = Z )\ivi
1=1
entao essa representacao é unica.

Demonstracao. Dadas duas representacoes de u, i.e, supo-
remos que u possa ser escrito como combinacao linear de
{vi};—, .., de duas maneiras distintas:

1=1
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u = i ALv; (2.3)
i=1

mostraremos que essas representacoes sao iguais, isto é que
A = .

Subtraindo a equacao 2.3 da equacao 2.3 obtemos:
1=1 1=1
e logo
=1

Finalmente, como os vetores {v;},_, . sao linearmente in-
dependentes, temos que para cada ¢, (A; — X)) = 0, e assim
A; = A.. Dessa forma, temos que a representacao € unica.

A partir do Teorema 2.9 e da Proposicao 2.8, estudar a de-
pendéncia linear dos vetores v,,...,v, € uma tarefa simples.
Basta estudar a equacao:

com incognitas \; (: € {1,2,...,n}). Se tal equacao admitir
apenas a solucao \; = 0 paratodo: € {1,2,...,n}, entao os
vetores vq,...,v, sao linearmente independentes. Caso con-
trario, sao linearmente dependentes.

Exemplo 2.11. Suponha que os vetores u, v, w sdo linearmente
independentes. Mostre que os vetores u + v, u —veu+v+w
também sao linearmente independentes.
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Solucao: Para demonstrar que os vetores u+v,u—v € u+v+w
sao linearmente independentes, vamos estudar a equacao:

au+v+bu—v+cut+v+w=0
Expandindo e agrupando temos:

(a+b+c)u+(a—b+c)Jv+cw=20

Como u, v, w sao linearmente independentes temos que:

p

a+b+c=0
{a—b+c=0
c=20

\

Resolvendo o sistema anterior temos que a = b = ¢ = 0.
Consequentemente temos que

aut+v+bu—v+cud+v+w=0=a=b=c=0

e logo os vetores u + v,u — v € u + v + w sao linearmente
independentes. L]

Exercicios

Ex. 2.1 — ?ados oS vet5ores a = O0A,b= OB, c = OC entio
se AD — Jce BE — ~a. Escreva o vetor DE em funcéo de

a, b, c.

Ex. 2.2 — Dados os vetores a, b e c como na figura abaixo. Es-
creva o vetor c como combinacao de a e b.
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Ex. 2.3 — Dados os vetores a, b e c como na figura abaixo. Es-
creva o vetor c como combinacao de a e b.

a

4
135°

—l
b3
12023

Ex.2.4— Emum trlangulo ABC o ponto M e tal que 3B M) =
7MC. Escreva o vetor AM em funcéo de ABe AC

Ex.2.5— Se AB + BC = 0, prove que os vetores OA, OB e
07 sao linearmente dependentes para qualquer ponto O.

Ex. 2.6 — Suponha que os vetores u, v, w sao linearmente in-
dependentes. Mostre que os vetores u+v, —u—v+w € u+v+w
também sao linearmente independentes.

Ex. 2.7 — Suponha que os vetores u, v, w sao linearmente in-
dependentes e seja

t = au + bv + cw.
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Mostre que os vetores u + t,u + v € w + t sao linearmente
independentes se e somentesea + b+ c # —1.

Ex. 2.8 — Mostre que:

a) Se os vetores u, v sao linearmente dependentes entao os
vetores u, v, w sao linearmente dependentes.

b) Se os vetores u, v, w sao linearmente independentes en-
tao os vetores u, v sao linearmente independentes.

Ex. 2.9 — Dados a,b vetores linearmente independentes, se-
jam(ﬁ = a—|—2b,0? = 3a-|—2beO? = 5a + xb. Deter-
mine x de modo que os vetores Aé e B(f’ sejam linearmente
dependentes.

Ex. 2.10 — Dado o tetraedro OABC, se denotarmos a = a,
b=OB ec—= (ﬁ, M o ponto médio de AB, N o ponto médio
de BC e Q o ponto médio de AC e P o ponto tal que O?Jr;ﬁc}:
Calcule em funcao de a, b, vetorc:

a) OM + ON + 00

b) PM + PN + PO

Caracterizacao Geomeétrica de Dependéncia e
Independéncia Linear

Nas secoOes anteriores apresentamos uma série de caracteri-
zacoes algébricas da dependéncia e independéncia linear de
vetores de V2 e V3, esses conceitos podem também ser carac-
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terizados geometricamente, como nos mostra o enunciado do
teorema a seguir:

Teorema 2.12. (Caracterizacao Geometrica da Dependéncia e
Independéncia Linear) Para vetores em V2 e V> temos:

1| Um vetor v é linearmente dependente se e somente se
v=0.

2 | Dois vetores u,v sao linearmente dependentes se e so-
mente se u e v sao paralelos.

3| Trés vetores u, v, w sdo linearmente dependentes se e so-
mente se u, v € w Sao coplanares.

4 | Quatro ou mais vetores sao sempre linearmente depen-
dentes.

A demonstracao dessa teorema sera feito na préxima secao
apos introduzirmos o conceito de base. Antes disso, poréem,
ilustraremos como utilizar essa caracterizacao para resolver
problemas geométricos.

Exemplo 2.13. Mostre que as diagonais de um paralelogramo
se intersectam nos seus pontos medios.

Solucao:

Considere um paralelogramo ABCD de
diagonais AC e BD. Seja M o ponto de
interseccao de AC e BD (ponto que, a
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priori, nao é necessariamente ponto me-
dio das diagonais).

Queremos mostrar que:
AN — %R BM — %ﬁ.

Como A, M e C sao colineares temos:
AM = AAC. (2.4)

Da mesma forma, como B, M e D sao colineares:

BM = 6BD. (2.5)

Como ABM é um triangulo, temos:

AM — AB + BM.

Usando entao as equacoes (2.4) e (2.5) na equacao acima segue
que:

AAC = AB + 60BD.

Escrevendo todos os vetores da equacao acima em funcao
de AB e AD (dois vetores nao paralelos) obtemos:

A(Aé+A15) :E+9<—AJ§+A15).
Ou, reescrevendo convenientemente:

AAB + AAD = (1 — 6)AB + 0AD.

Usando entdo que AB e AD séo linearmente independen-
tes, segue da Proposicao 2.10 que:

A=1-20
A=20

1 ,
donde temos A\ = 60 = 2 como queriamos. ]
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Observacao 2.14. Note que nas equacoes (2.4) e (2.5) usamos
letras distintas para os escalares que multiplicam A(f’ e Aé,
pois, a principio, ndo sabiamos se a proporcao que AM guar-
dava em relacaoa AC é a mesma que BM guardava em relacao
aBD.

Exemplo 2.15. Sejam M, M., M3 os pontos médios dos lados
AB, BC e CA do triangulo ANABC. Seja G o ponto de inter-
seccao das medianas AM, e BM,. Mostre que G se divide
AM,; e BM, na razao 2 para 1.

C My B

Solucao: Para mostrar que as medianas AM; e BM, se inter-
sectam num ponto G que divide AM; e BM, narazao 2 para 1,
devemos provar que:

A—cs:gm B—é:gm.

De modo a tornar a notacao da resolucao mais limpa, chame-
mos os vetores AB e AC\* de a e b, respectivamente. Observe
que, como os vetores a, b hao sao paralelos pelo 2.12 eles sao
linearmente independentes. E expressaremos todos os demais
vetores da figura em funcao desses vetores. Fixada a notacao,
passemos a cada uma das etapas:
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Para estudarmos a interseccao G das medianas AM; e
BM,, expressaremos os vetores AM, e BM, em funcéo de
a,b.

Observamos inicialmente que pela definicao de subtracao
que CB = a — b. E assim:

_§ 1 1
1
BM’2 BA—|— AC — —a—|—§b

Como os pontos A, G e M, sao colineares temos:
A
Z@:AAM}:5m+by
Analogamente:

E@:aEM}:aQﬂ+%Q.

Observamos que, nesse estagio, nao sabemos ainda que G di-
vide os segmentos AM; e BM> na mesma proporcao. Assim
sendo, usamos letras diferentes (\ e a) para os escalares das
equacoes acima.

E facil ver que uma equacao envolvendo os vetores A_é e

B—éé:

BC = BA + AC.

Donde temos:
lb A b
o _a_|_5 —_a_|_§(a_|_ )

Isolando os vetores a, b temos entao:

(rar1-5)+e(5-3) =0
e\ 2 2 2/
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Como a, b sao linearmente independentes segue entao que:

A
—a+1-==0

2
a A B
2 2
Desse sistema obtemos entao:
2
o= \=—.
3
Ou seja, G divide tanto o segmento AM; quanto o segmento
B M, na razao 2 para 1. n

Exemplo 2.16. Usando a mesma nomenclatura do exemplo an-
terior, prove que as trés medianas do triangulo NABC tém
um unico ponto comum, G, que divide as trés medianas AM,,
BM> e CM3; narazao 2 para 1.

G e conhecido como baricentro do triangulo.

<

Solucao: Para mostrar a afirmacao acima nos falta apenas pro-
var que C, G e M3 sao colineares e que G divide C M3 na razao
2 para 1. Desse modo, nhos basta provar a igualdade:

2 W
C@ — gC 3.
Mostremos entao que a equacao

CC = 3CM,

com incognita em 3 admite solucao real.
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Continuemos, como na resolucao do exemplo anterior, de-
notando os vetores AB e AC por a e b, respectivamente. Es-
crevamos CG e CM; em funcédo de a, b:

\ \ 1 2

\ \ 1

Temos assim a seguinte equacao:

(o= 2) =)

Isolando a, b temos:

1 3 : 2 _ 0o
o(5-3) to(-5+8) =

Como a, b sao linearmente independentes:

S0
2

O | =
[\

—— —0
;8

Tal sistema admite uma solucao:
2
B==.
Dessa forma temos que os pontos C, G e M3 sao colineares
e que G divide C M3 na razao 2 para 1. ]

Exemplo 2.17. Dado um triangulo AABC e O um ponto qual-
quer. Entao o baricentro G do triangulo A ABC é dado por:

OA + OB + OC
3

G=0+
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Solucao:

Seja

OA + OB + OC
3 :
Como OB = OA + AB e OC = OA + AC, temos que:

P=0+

OA + OA + AB + OA + AC

P=0
+ 3
que simplificando fica:
AB + AC
P=0+0A4+ ;r

Ecomo A=0 + OZ, a expressao anterior é equivalente a:

AB + AC
P=A+
3
i ) AB + AC
No exercicio 2.16 ja provamos que A_é = 3 ou na
forma de soma de ponto com vetor que:
AB + AC
G=A+ 3

E assim temos que G = P, ou seja, demonstramos que:

OA + OB + OC

G=0
i 3
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Exemplo 2.18. Dado as retas r e s e um ponto O nao perten-
cente as retas. Dadas duas retas t, e r,, que interceptam r e
s nos pontos A, B, C, D conforme a figura abaixo. Mostre os
segmentos AB e CD s&o paralelos se e somente se

|OA| _ ||OB]|

lAC|  |IBD|

Solucao:

Como os pontos O, A, B nao sao colineares, os vetores
uw = OAev = OB ndo sdo paralelos e assim sao linearmente
independentes. Como os segmentos AB, CD sao paralelos

temos que
AB = ACD
Como OC é paralelo 2 OA temos que
O? = Iru

De modo analogo temos que

@zyv

E assim

Cﬁ:Oﬁ—Oézyv—wu

Consequentemente

E:v—uz)\(yv—wu)
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e logo
(1—-—2Azx)u+ (Ay—1v =0

Como os vetores u,v sao linearmente independentes, temos

que
1—Ax =0
{ Ay—1=0
1
elogoxr =y = N
E finalmente temos que
oAl _ [[oB]|
lAC|  |IBD|

Faremos agora a reciproca. Se

oAl _ [lOBj|
|AC|  [[BD||
entao
lAC] _ |IBD]
|I0A|l  |lOB|°
e assim
oAl +llAC] _ [lOB|[ + [|[BD|
|OA] |OB| '
OoC OD
~ 0A OB
loc| _lloD|

e assim igualando a k, temos que = =
|OA|  [|OB]|

Como os segmentos OC e OA sao paralelos temos que
OC = kOA. De modo similar temos que OD = kOB

E assim

AB = OA — OB
CD = 0D — OC = k(OA — OB)

Consequentemente os vetores AB e CD sao paralelos.
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Exercicios

Ex. 2.11 — Sejam B um ponto no lado ON do paralelogramo
AMNO e e C um ponto na diagonal O M tais que

OB = -ON

n

e 02? TOM Prove que os pontos A, B e C estao na
n
mesma reta.

Ex. 2.12 — Dado um paralelogramo M N PQ, seja A o ponto
de interseccao das diagonais e sejam B e C os pontos médios
dos lados opostos M N e PQ. Prove que se os pontos A, B e
C estao sobre a mesma reta entao M N P(Q é um trapézio (um
trapézio € um quadrilatero com dois lados paralelos).

Ex.2.13 — Os pontos P e Q dividem os lados CA e CB de um
triangulo A ABC nas razoes

€L Yy
1—zc’1—y

respectivamente. Prove que se 1@ = Aﬁ entaoxr =y = \.
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Ex. 2.14 — As diagonais AC e BD de um quadrilatero ABC D
se interceptam no ponto P, que divide o segmento AC na razéao
m : n e o segmento BD na razdo m’ : n’. Dado Q o ponto
de interseccao das retas contendo os segmentos AC e BD.
Encontre arazao AQ : DQ e BQ : CQ.

W

C

14QIl _ (n+m)m’ | BQ| _ (' +m)m
IDQI ~ (W +m)n ICQI ~ (n+m)n

Ex. 2.15 — Chama-se diagonal de um paralelepipedo a um seg-
mento ligando dois vértices nao pertencentes a uma mesma
face. Demostre que as diagonais de um paralelepipedo
dividem-se mutuamente ao meio.

Ex. 2.16 — Dado um tridngulo AOAB, sejam C e D pontos so-
bre o lado AB dividindo esse segmento em trés partes congru-
entes. Por B tracamos a reta paralelaa OA, e sejam X eY a
interseccao dessa reta com as retas ligando OC e OD respec-
tivamente.

a) Expresse os vetores OX e OY em funcao de OAe OB.
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b) Determine as razoes nas quais X divide BY, C divide a
OX e D divide a OY.

Ex. 2.17 — Num quadrilatero ABC D, o Q o ponto de intersec-
cao das diagonais AC e BD se interceptam dividem as diago-
nais nas razoes 2 e 2 respectivamente. Em qual razao divide
o ponto P determinado pelas interseccao os lados ABe CD a

estes segmentos.

Ex. 2.18 — Dado o ponto médio da mediana AFE do tridangulo
AABC se areta BD corta o lado AC no ponto F, determine a
razao que F divide AC

E

E

Seja b = AB e c = AC, entio temos:

2

e logo:

_D>:E+A_é

A

4
Também temos que: ?
ap - A¢

14+ A
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Como F, D e B sao colineares entao:

ﬁ:aﬁ—l—(l—a)ﬁ

e assim 3 ;
AP = (1-— Za)ﬁ + Zaﬁ
3 1 1 .
E consequentemente 1 — Za =0e Za =7 eassim \ = 2.

Logo F divide o segmento AC narazdo 1 : 2.

Ex. 2.19 — Dado um paralelogramo ABCD. Seja !l uma linha
reta que intercepta AB, AC' e AD nos pontos B;,C; e D res-
pectivamente. Prove que se AB, = MAB, AD, = MAD e
— AC ents

ACT = \3AC entao:

Assumaque AB = a, AD = be AC = a+b. Entdo AB; = \a,
AD; = Mbe AC; = As(a + b)
Como os trés pontos A, B; e C; estao na mesma reta entao:

BlC'l — kBlDl (2.6)

—>
MaS 31C1 = Rl — El = ()\3 — )\1) a -|— >\3b

e BiD, = AD; — ABy = —Aia + \b

Substituindo as expressoes acima em 2.6, obtemos:

()\3 — )\1) a + >\3b = —k>\1a + k)\zb
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Isolando a, b:
a()\g—)\1+k>\1) -|—b(>\3 —k>\2) =0

EIOQO)\3—>\1-|—’<3)\1 =0e 3 — kX = 0.
A
Da segunda equacao obtemos k = )\—3 Substituindo k£ na pri-
2
meira equacao e dividindo a mesma por \;\; segue
1 1 1

Ex. 2.20 — Dado um triangulo AABC e I um ponto inte-
rior ao triangulo. Passando por I, tracamos os segmentos
PQ, RS, TU paralelos respectivamente a AB, BC e C A res-
pectivamente. (Com os pontos P,S em AC, T,Q em BC e
U, R em AB. Demonstre que

PRl | IIRS||  [TU] _

- - =
IAB| ~ |IBC|| ~ [|CA]

Bases

Dizemos que um conjunto de vetores {v;},_, , gera oespaco
(um dado plano) se qualquer vetor w do espaco (do plano) pu-
der ser escrito como combinacao linear dos vetores {v;}._,

n
w = E /\ivi
=1

yeeesTl
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Proposicao 2.19. Dois vetores nao paralelos de V? geram V2.

Ou seja,dados um vetor f € V? e dois vetores nao nulos e
nao paralelos e; e e, de V? temos que existem m e n € R tais
que:

f = meq; + nes.

Fig. 2.7: Dois vetores nao paralelos geram o plano

Demonstracao. Considere um ponto arbitrario O do espaco.
Primeiramente observe que f é paralelo ao plano determinado
pelo ponto O e pelos vetores u, v.

Considere o representante de f que comeca no ponto O e
terminaem P, i.e., seja f = (ﬁ Considere a reta paralela a u
que passa pelo ponto P e a reta paralela a v que passa por O.
Essas retas se encontram num ponto K (Por qué?). E facil ver,
entao, que f = OI% 4+ KP

Como KP é paralelo a u, tal vetor € um escalar vezes u, ou
seja, Iﬁ) = A\;u. De maneira analoga O_I% = Av. Desta forma
temos:

F = Aiu 4+ \qv.

Proposicao 2.20. Dados f, um vetor qualquer de V3, e e, e, e3
trés vetores nao nulos, nao paralelos entre si e nao paralelos
ao mesmo plano, temos que existeml, m,n € R tais que:

f =lei + mes + nes.
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Fig. 2.8: Trés vetores nao coplanares geram espaco

Demonstracao. A demonstracao €& analoga a da Proposi-
cao 2.19.

Comecamos es-
colhendo representantes dos vetores f, u,v, w que comecam
no ponto O (veja a figura 2.8). Seja entao a reta paralela a w
passando por P. Essa reta intercepta o plano determinado por
u, v ho ponto K.

—
O vetor OK estando no mesmo plano que u, v, pode ser es-
crito como combinacao linear desses vetores:

O_Ig':lu—l—mv

O vetor K_P) é paralelo a w, i.e, Kl_g = nw. Finalmente como
OP = OK + KD temos que:

f =lu+ mv + nw.

Proposicao 2.21. Quaisquer trés vetores e, e2, e3 ndo coplana-
res sao linearmente independentes.

Demonstracao. Suponha que e, e2, e3 sao linearmente depen-
dentes. Temos entao que um dos vetores é combinacao linear
dos demais.

Suponha, sem perda de generalidade, que e; = \es + fes.
Segue que o vetor e; é paralelo ao plano determinado pelo
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ponto O e pelos vetores e; e e; (Por qué?). Donde temos que
os vetores eq, e, €3 seriam coplanares.

Definicao 2.22. Uma base para o espaco (um dado plano) é um
conjunto ordenado de vetores {v;} linearmente independentes
e que geram o espaco (o plano).

Teorema 2.23 (Teorema da Base para o Plano). Qualquer
vetor f € V? pode ser escrito de maneira unica como combi-
nacao linear de dois vetores nao nulos e nao paralelos e, e e,
de V2, isto é:

f = me; + ney

comm en € R uUnicos.

Ou seja, dois vetores nao nulos e nao paralelos de V2 for-
mam uma base para V2.

Demonstracao. Consequéncia imediata das Proposicoes 2.19,
2.10e 2.7.

Corolario 2.24. Toda base para o plano tem exatamente dois ve-
tores. Ou seja, o plano tem dimensao 2.

Teorema 2.25 (Teorema da Base para o Espaco). No espaco
tridimensional, sejam trés vetores nao nulos e, ez, e3, Nao
paralelos entre si e nao paralelos ao mesmo plano. Entao qual-
quer vetor f no espaco pode ser escrito como combinacao
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linear unica de e, e», e3, isto é:
f =les + mez + nes

coml,m,n € R.

Ou seja, trés vetores nao nulos, nao paralelos entre si e nao
paralelos ao mesmo plano formam uma base para V3,

Demonstracao. A demonstracao do Teorema segue direta-
mente das Proposicoes 2.20, 2.10 e 2.21.

Corolario 2.26. Toda base para o espaco tem exatamente trés
vetores. Ou seja, o espaco V* tem dimensao 3.

Intimamente relacionado ao conceito de base esta o con-
ceito de dimensao de um plano/espaco. A dimensao é definida
como o nhumero de vetores huma base, ou seja, 0 humero de
vetores independentes a partir do qual podemos obter todos
os outros. Como provamos o plano tem dimensao 2 e o espaco
tem dimensao 3.

Agora demonstraremos o teorema de caracterizacao geome-
trica da dependéncia e independéncia linear, que enunciamos
na secao anterior:

Teorema 2.27. (Caracterizacao Geometrica da Dependéncia e
Independéncia Linear) Para vetores em V? e V> temos:

1| Um vetor v e linearmente dependente se e somente se
v = 0.
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2 | Dois vetores u,v sao linearmente dependentes se e so-
mente se u e v sao paralelos.

3| Trés vetores u, v, w sdo linearmente dependentes se e so-
mente se u, v € w Sao coplanares.

4 | Quatro ou mais vetores sao sempre linearmente depen-
dentes.

Demonstracdo. | 1| A demonstracao segue de imediato a par-
tir Definicao 2.5.

2 | Se u é paralelo a v. Pelo Corolario 1.10, ou v = Av ou
v = Ou (A, 0 € R). Logo, como um dos vetores é necessa-
riamente combinacao linear do outro, segue que u,v sao
linearmente dependentes.

A reciproca é a contrapositiva da Proposicao 2.7.

3 | Se trés vetores u, v, w sao coplanares temos dois casos a
considerar ou u, v sao paralelos, ou u, v hao sao paralelos.

Se u,v sao paralelos, pela argumentacao acima, um dos
vetores é combinacao linear do outro. Suponha, sem
perda de generalidade, que © = \v. Temos entao que:

u = \v + OQw.

Logo u é combinacao linear dos demais vetores e, por-
tanto, u, v, w sao linearmente dependentes.

Se u, v, w sao coplanares e u, v nao sao paralelos, pelo
Teorema ?? temos que

w = \u + A,
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para A\, Ao € R. Assim, os vetores u, v, w sao linearmente
dependentes.

A reciproca segue da Proposicao 2.21.

4| Considere n vetores v, vo,...,v,, cOM n > 4. Duas coi-
sas podem ocorrer: ou 0s v, v2, v3 SA0 coplanares ou nao
0 sao.

Se vy, v2, v3 SA0 coplanares, um dos vetores é combinacao
linear dos demais. Suponha v; = \vy + Ovsz. Segue que:

n
v = Avg + Ovs + Z Ov;.
1=4
Logo vy, vo, ..., v, Sao0 linearmente dependentes.

Caso vy, v2, v3 NA0 sejam coplanares, pelo Teorema ??,
V4 = A1V1 + A2U2 + A3vs,

para A\, A2, A3 € R. Dai temos:

V4 = A\1U1 + A2U2 + A3v3 + Z Ov;.

1=5

Logo, v, v, ..., v, Sao linearmente dependentes.

Exercicios

Ex. 2.1 — Prove que:
a) (P+u)—u=P
b) P+u=Q+ventaou = PQ + v
¢) P+PQ=0Q
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Ex. 2.2 — Mostre que os vetores u, v, w sao coplanares se, e
somente se, um deles é combinacao linear dos outros dois.

Ex. 2.3 — Prove que se o conjunto de vetores {u,v} € uma
base para o plano, entdao o conjunto {u + v,u — v} também
é uma base para o plano.

Ex. 2.4 — Prove que se o conjunto de vetores {u, v, w} formam
uma base para o espaco, entao o conjunto {u+v, u—v, w—2u}
também formam uma base para o espaco.

Ex. 2.5 — Dado um tetraedro ABC D explique por que os veto-
res AB, AC, AD formam uma base para o espaco.

Ex. 2.6 — Descreva uma base para os planos xzy, yz e xz.

Ex. 2.7 — Descreva uma base diferente da anterior para os pla-
NoS ry, yz € xz.

Ex. 2.8 — Prove que as diagonais de um paralelogramo se di-
videm mutualmente ao meio.

Ex. 2.9 — Sendo A e B dois pontos, mostrar que A}§+B/i =0

Ex. 2.10 — Dados A, B dois pontos distintos e A um numero
real, Determine vetorialmente o ponto M no segmento AB tal
que ||[AM| = AMB.
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M=A+LA_B>
A+1

Ex. 2.11 — Seja ABC D um quadrilatero. Se E é o ponto médio
do lado AB e F' é o ponto médio do lado oposto DC, prove que

ﬁ:%(AﬁJrBé).

Ex.2.12 — Seja G o baricentro (ou seja o ponto de encontro
das medianas) do tridngulo ABC. Prove que GA+GB+GC =
0.

Ex. 2.13 — Prove que o segmento que une os pontos meédios
dos lados nao paralelos de um trapézio é paralelo as bases, e
sua medida é a semi-soma das medidas das bases.

Ex. 2.14 — Prove que existe um unico ponto comum as bisse-
trizes internas de um triangulo e que esse ponto, conhecido
como incentro do triangulo é interior a ele.

Ex.2.15 — Dado ABCD um tetraedro, seja M o ponto de en-
contro das medianas do trlangulo ABC'. Exprima o vetor DM
em funcéo dos vetores DA, DE e DC.

Ex. 2.16 — Prove que se os pontos A, B, C formam um trian-
gulo equilatero entao os pontos A + v, B + v, C + v formam um
triangulo equilatero para qualquer v.

Ex. 2.17 — Dado ABC D um quadrilatero, e O um ponto qual-
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quer e seja P o ponto médio do segmento que une os pontos
meédios das diagonais AC e BD. Prove que

P=o+i(oﬁ+oé+oé+(ﬁ)

Ex. 2.18 — Demostre que o baricentro de um triangulo, é tam-
bém o baricentro do triangulo cujos vértices sao pontos que
dividem os lados do primeiro na mesma razao.

Ex. 2.19 — Mostre que dados os vetores mOA e nOB, sua
soma é igual a (n + m)(ﬁ), sendo P o ponto de interseccao
do segmento AB com areta OR, onde R = O +mOA + nOB.

Ex. 2.20 — Dado O o circuncentro e H o ortocentro de um tri-
angulo AABC, mostre que:

a) OA + OB+ 0C = OH

b) HA+ HB + HC = 2HO
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Exercicios Complementares

Exercicios

Ex. 2.1 — O objetivo desse exercicio é definir formalmente
quando dois segmentos orientados possuem o mesmo sen-
tido. Dados dois segmentos orientados de reta e paralelos AB
e CD. Dizemos que esses segmentos possuem 0 mesmo sen-
tido se os segmentos AC e BD nao se intersectam. Segmen-
tos que nao possuem o mesmo sentido sao ditos de sentidos
opostos

a) Mostre que se os segmentos AB e CD possuem 0O
mesmo sentido e CD e EF possuem o0 mesmo sentido
entao AB e EF possuem o mesmo sentido.

b) Mostre que se os segmentos AB e C D possuem sentido
opostos e CD e EF possuem sentidos opostos entao
AB e EF possuem o mesmo sentido.

— .. > >
Ex. 2.2 — Prove que se 1@ = P’'Q’' entao PP’ = QQ'.

Ex. 2.3 — Dado um tridngulo ABC e sejam D, E e F os pontos
meédios dos lados BC, C A e AB respectivamente. Mostre que

AD+DE+CE =0

\ \ 1
Ex. 2.4 — Mostre que AB +CEB+2BAe gA_()J sdo colineares;
Dica: Observe que

AB+CB+2BA=AB + BA+ CB + BA
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— CA = —AC

Ex. 2.5 — Dado um paralelogramo ABCD e sejam K,L os

pontos médios dos lados BC e C' D. Escreva o vetor BC como
o —

combinaciode a = AK e b = AT,

C L L
M
A B

B?zéb—%a
3 3

Ex. 2.6 — Mostre que as alturas de um triangulo A ABC de an-
gulos «, 3, v se interceptam num unico ponto, denominado or-
tocentro cujo vetor posicao é:

tgaa + tg Bb 4 tg~c
tga +tg B + tgy

Ex. 2.7 — Mostre que a bissetriz de um triangulo AABC se in-
terceptam num unico ponto, denominado circuncentro cujo ve-
tor posicao é:

sen 2aa + sen 23b + sen 2+c

sen 2a + sen 23 + sen 2~

Ex. 2.8 — Num plano sao dados dois triangulos AABC e
ACDE. Sejam G,H,I os pontos médios dos segmentos
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AC, BD e CE respectivamente. Mostre que os baricentros dos
triangulos AABC ADEF e AGH 1 sao colineares.

Ex. 2.9 — Mostre que para vetores nao colineares a e b a igual-
dade:

mia + n1b = moa + nsob

equivale ao sistema de igualdades
My = My N1 = N9y
A igualdade equivale a
(my —my)a + (ng —n2)b=0

Como os vetores sao L.l. temos que (m;—m,) = 0e (n;—nq) =
0

Ex. 2.10 — Dado um paralelogramo ABCD e sejam E e F' pon-
tos nos lados BC e C'D de modo que
IBF| _ ~ IDEI _
| FCl | EC]
sendo p, A numeros reais positivos. Os segmentos FD e AE
| FO|

se intersectam no ponto O. Determine .
0D
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Vetores em Coordenadas

No primeiro capitulo estudamos vetores de um ponto de vista
totalmente geométrico. Porém, o ferramental geométrico se
mostra ineficiente e quica insuficiente quando nos deparamos
com problemas de maior complexidade. Neste capitulo introdu-
ziremos a representacao algébrica dos vetores e do espaco Eu-
clidiano. E essa representacido que nos permite converter pro-
blemas geométricos em problemas algébricos e efetivamente
realizar calculos com vetores.

Os primeiros passos no sentido de encontrar tais represen-
tacoes ja foram dados no capitulo anterior, ao estudarmos o
conceito de base. Neste capitulo daremos continuidade a es-
tas ideias e veremos como utilizar as propriedades geométricas
estudadas até agora para encontrar representacoes algébricas
nao apenas para vetores, mas também para os pontos do es-
paco Euclidiano. Tais representacoes serao chamadas de sis-
temas de coordenadas, e serao o foco principal deste capitulo.

Mais precisamente, um sistema de coordenadas é uma iden-
tificacao continua do plano (espaco) euclideano com uma re-
giao de R? (R3) que nos permita localizar pontos através de pa-
res (triplas) de numeros reais.

70



-y RN § § W s ww w8 v Tm 8§ w8 sy mAWE S ww v 8 LR Rml WS Sy ..

Vejamos, por exemplo, como podemos relacionar vetores e
pontos no espaco de modo a obter um sistema de coordenadas.

Se considerarmos B = (e, ez, e3) uma
base de V3, pelo teorema da base para o es-
paco, temos que qualquer vetor v pode ser
representado como:

r

Azes
Aeq
........):.‘. e

"':)\26:

v = Aje1 + A2ez + Ases,

onde os coeficientes \;, A2, A3 S20 Unicos.

Tal igualdade nos permite construir a seguinte bijecao entre
V3 e R3:

L12V3—>R3

VH— (Al, Az, )\3)

Lembramos ao leitor que bijecao é uma funcao que identi-
fica univocamente os elementos do dominio com os do contra-
dominio. Mais precisamente uma funcao bijetora € uma aplica-
cao simultaneamente injetora, isto é, que leva elementos distin-
tos do dominio em elementos distintos da imagem, e sobreje-
tora, ou seja, tal que todo elemento do contra dominio é ima-
gem de algum elemento do dominio.

Devido existéncia da bijecao descrita acima, definimos a se-
guinte notacao:
U ()\1, )\2, )\3)3.

E denominamos a tripla (\;, A2, A3) de coordenadas do vetor
v ha base B.

Considere agora o espaco Euclidiano (E3). O primeiro passo
necessario para encontrarmos um sistema de coordenadas é
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“localizar” os pontos no espaco. Observe que para isso hao
basta uma base de vetores, pois, como ja dissemos anterior-
mente, vetores nao sao localizados no espaco. Assim torna-se
necessaria a escolha de um ponto qualquer para nos servir de
referéncia. Fixemos entdao um ponto O € E3 a que chamaremos
de origem do sistema de coordenadas. A partir de tal ponto as
posicoes de todos os pontos de E? serdo determinadas.

Observe que, fixado O, um ponto P qualquer em E? pode ser
escritocomo P = O—|—(ﬁ. Tal igualdade nos permite identificar
univocamente pontos de E? com vetores de V3:

Lyt B3 — V3

Pl—)O?

O vetor OP é denominado vetor posicéo de P.

Tomando a funcao composta . := ¢; o 1, obtemos uma bije-
cao entre os pontos de E° e os elementos de R*: a cada ponto
P podemos associar a tripla (A1, A2, A3).

Sistemas de Coordenadas

Motivado pelo exposto acima, definimos

Definicao 3.1. Um sistema vetorial de coordenadas no espaco
3. é o conjunto formado por uma base de vetores B —
(e1,e2,€3) € um ponto O, chamado de origem do sistema de
coordenadas. Denotaremos o sistema de coordenadas por

> = (0,B).
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A bijecao entre E® e R® dada por . devido a > nos permite
definir a seguinte notacao:

P : (>\13 )\29 )‘3)27

onde (A1, A2, A3) sao as coordenadas do vetor posicao 0_15 na
base B. Chamamos, nesse caso, (A1, A2, A3;) de coordenadas
do ponto P no sistema de coordenadas X..

Observacao 3.2. Fixado um sistema de coordenadas ., é usual
representar as coordenadas de um vetor v na base B associada
a X também por (A1, A2, A2)s.

Muitas vezes quando o sistema de coordenadas . e a base
‘B estao claros pelo contexto é comum, também, denotar tanto o
ponto P quanto seu vetor posicao O_ﬁ indistintamente por suas
coordenadas: (A1, A2, \3) (Sem indicar os sub-indices 3. ou B).
Nesse caso cabe ao leitor entender pelo contexto a quem se
referem as coordenadas descritas, a um ponto ou a um vetor.

Finalmente, observamos que podemos de forma totalmente
analoga a descrita acima identificar pontos do plano euclideano
E2 com vetores de V2 e com elementos de R2. Para isso tudo
que precisamos é de um sistema de coordenadas > = (O, B)
onde B é uma base de V2, ou seja, um conjunto formado por
dois vetores linearmente independentes.

No que se segue apresentaremos os resultados apenas para
V3, deixando implicita sua validade em V2.

Se ¢, j e k forem trés vetores ortonormais, ou seja, ortogo-
nais dois a dois e de norma 1, entao o sistema de coordenadas
> = (0O,B) onde B = (i,j,k) € chamado de sistema cartesi-
ano de coordenadas. Daqui em diante as letras ¢, j e Kk sempre
denotarao vetores ortonormais.
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Um sistema de coordenadas cujos vetores nao sao ortogo-
nais é dito sistema de coordenadas obliquo.

€3

€1

Fig. 3.1: Sistema Fig. 3.2: Sistema
de Coordenadas de Coordenadas
Ortonormais Obliquo

Exemplo 3.3. Dado um retangulo ABCD conforme a fi-
gura abaixo, vamos encontrar as coordenadas dos pontos
A,B,C, D e dos vetores Bﬁ e A(f’ nos seguintes sistemas de
coordenadas:

1] 2 = (A, 31) onde 31 = (61,62).

1
2| Mo = (B, Bz) onde B, = (63, 561).

<
D C
61:1@
€3 egzzﬁ
©2 93:1@
A €1 B

Solucao: (1) Vamos primeiro escrever as coordenadas de
A, B,C, D no sistema X,. Para isso devemos escrever os veto-
res AA, AB, AC e AD como combinacao linear de e; e e,. Por

definicao
E — e € E = €1q.
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Temos também que

ﬁ:€1—|—€2

e que AZ, sendo o vetor nulo, é igual a 0e; + Oe;. Assim as
coordenadas sao

A:(0,0)y, pois AA = Oe; + Oey
B:(1,0)5 pois AB = le; + Oe;
C:(1,1)y, pois AC = ley + ley
D : (0, 1)21 pois E = 0e; + les.

Para encontrar as coordenadas dos vetores BD e AC basta
observar que

B?:—el—l—@ e ﬁ:el—kez,

e portanto temos

BD: (—1,1)s,
AC : (1,1)s,

(2) Vamos agora escrever as coordenadas dos pontos
1
A, B,C, D no sistema X, = <B, (es, 5el)> .

Para tanto devemos escrever os vetores BA, BB, BC e BD
como combinacao de f; e f; sendo f; = ez e fo = 5el.

Observe que

Bj = —e = —2 <%€1> = —2f,,

BE = 0f; + O0f2 (vetor nulo),
372622 —es+e = —1f +2f
ﬁ:63—261:f1—4f2.
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E assim as coordenadas dos pontos sao

A : (0, —2)22
B : (O,O)22

C . (—1,2)22
D : (1, —4)22

Calculando as coordenadas dos vetores BD e AC, usando
que e = e3 — e; obtemos que

BB=—€1+62=€3—2€1=f1—4f2

ﬁ:€3:f19

e portanto vale

BD: (1,—4)s,
AC : (1,0)s,.

Exercicios

Ex. 3.1 — Dado o hexagono regular ABCDEF de centro O,
conforme a figura abaixo:
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Determine as coordenadas dos pontos O, A, B,C,D,E e F
nos seguintes sistemas de coordenadas:

a) (0;0C,0D)
b) (0;0C,OF)
¢) (B; BC, BO)
d) (B; BC, BE)

Ex. 3.2 — Encontre as coordenadas dos seguintes vetores nos
sistemas de coordenadas do exercicio anterior:

a)@
b) BD
c)ﬁ
d) BE

Ex. 3.3 — Dado o paralelogramo retangulo ABCDEFGH
abaixo. Sejam e¢; = ﬁ, €y = ﬁ, es = AF,ey = AF.

Determine as coordenadas dos pontos A, B,C,D,E,F,Ge H
nos seguintes sistemas de coordenadas:

a) (A;en;ez;es)
b) (Aj;ez; er;es)
C) (Asey;ei;es)
d) (H;ep;ez;es)
e) (G;—es; %el; 3e3)

1 1 1
f) (A; 561; 5625 563)
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Ex. 3.4 — Determine as
coordenadas dos vetores AB, AC, AF, AG,EF,FG, EH nos
seguintes sistemas de coordenadas:

a) (A;e;;e;es)
b) (A;e2;e;5e;3)
c) (H;e;er;es)
d) (H;ez;es;es)

1
e) (G;—es; pLat 3es)

Operacoes Vetoriais em Coordenadas

Agora que sabemos como representar vetores e pontos em co-
ordenadas precisamos saber como operar com estas represen-
tacoes. A proposicao abaixo nos diz como as operacoes com
pontos e vetores vistas no capitulo anterior podem ser traduzi-
das para a representacao que acabamos de apresentar.

Proposicao 3.4. Se u : (ai,a2,a3)5, v : (b1,bs,b3)5 € P
(p1, P2, P3)y, €NtAO:

1| u+v:(ar+ bi,az + bz, a3 + bs)y,

2| Au : (Aag, Aag, Aas)y

3| P+ wu: (ar+ p1,az + p2,a3 + p3)s

Demonstracao.

1 | Dado um sistema de coordenadas > = (B, 0), onde B =
(61,62, 63), como u : (Cl,l, as, CL3)E e v : (bl, bz, bg)z, por
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definicao temos que:

u = aje; + azes + ases

v = bie; + baez + bses

E logo

u+v = aje; + azez + asez + bie; + byez + bzes

= = (a1 + b1)er + (az + by)es + (as + bs)es

E desta forma as coordenadas de u + v no sistema de co-
ordenadas X sao

u—+ v : (a1 + b1, a2 + ba,as + bs)

2| Como u : (ay, as, a3)y, por definicao temos que:

u = ae; + azes + ases

Desta forma temos que

Au = A(aie; + azes + ases) (3.1)
= )\alel —|— )\azez —|— )\CL3€3 (32)

E consequentemente:

Au : (Aai, Aasz, Aas)

3 | Deixaremos como exercicio para o leitor.

Considere fixado um sistema de coordenadas ¥ = (B, O).
Observadas as operacoes com pontos e vetores em coordena-
das, uma pergunta que resta ser respondida é: dados os pon-
tos A : (a1,a2,a3) € B : (by, bs, bs), como podemos encontrar
as coordenadas do vetor E?
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Observe que, pela definicao de subtracao de vetores, vale
que AB = OB — OA. Entao, como OA = a,e; + ases + ases €
0? = b161 + b2€2 + b363, temos:

E = (b1 — CL1)€1 + (bz — CL2)€2 -+ (bg — a3)63
AB = (by — a1, b2 — az, b3 — a3)

Tal igualdade da origem a notacao de Grassmann que diz:
AB = B — A.

Observe que a igualdade acima é, no entanto, apenas uma nota-
cao ja que em nenhum momento foi definida soma ou subtracao
de pontos.

Exemplo 3.5. Dados os pontos A : (1,3,2), B : (1,1,1) eC :
(1,1, 0) determine as coordenadas

1 dos vetores AB, BC

1
2| do vetor AE + gﬁ

1
s | do ponto C + Eﬁ

Solucao:

[ AB:(1—1,1—3,1—2)=(0,—2,—1)

BC:(1-1,1—1,0—1) = (0,0, —1)

1 1
2| AB + gﬁ = (0,—2,—1) + 5(0’0’_1) = (0,—2,—1 —

1 4
g) — (07 _27 _g)
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1 1 1
5] C + 5’@ = (1,1,0) + _(0, -2, -1) = (1,0, —_)

]
Exemplo 3.6. Determine o ponto médio M = (my, m3,m3)
de um segmento com ponto inicial A = (a,,az,a3) e B =
(b1, b2, b3), Nnum sistema de coordenadas > = (B,0), onde
B = (617 €2, 63)-

<

- . v, - .
Solucao: Primeiro observamos que AB = 2AM pois os veto-
res possuem o mesmo sentido e o comprimento HA_B>H é duas

_ —
vezes o comprimento ||AM H

Assim
(bi—a1)er+(ba—a2)32+(bs—e3)es = 2(my—aq)e1+2(mo—asz)ex+2(r
o0 que implica em
b; —a; = 2(m; — a;),

paratodo: € {1,2,3}. Logo

bi—ai
2

m; — ’

para todo i, e

bi +a; by +ax bs+ a
M:(l 1,2 2,3 3>.
2 2 2
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De posse da representacao dos vetores em coordenadas po-
demos agora fornecer critérios para a dependéncia e a indepen-
déncia linear de vetores:

Teorema 3.7. Os vetores u : (CLl, as, 03), vV (bl, bz, b3) ew :
(c1, c2, c3) S@0 linearmente independentes se e somente se

a; as as
by by bs | #0

Ci1 C2 C3

Demonstracao. Os vetores u,v,w sao linearmente indepen-
dentes se o sistema:

zu +yv + zw =0 (3.3)

possuir somente a solucao trivialx =y =2 =0

Em coordenadas podemos expressar a equacao 3.4 como:
T (ala az, a'3) +y (bla b29 b3) Tz (Cl, C2, C3) =0 (34)

E logo teremos o sistema:

p

ax+biy+ciz=0
asx + by + coz =0
\agac—l—b3y—|—03z:O

'\

Pela regra de Cramer (ver Apéndice C pag. C.3 ) o sistema
anterior tem solucao unica se e somente se seu determinante

for nao nulo:
a; az as

by by by | #0

Ci Co C3
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Exemplo 3.8. Considere fixada uma base de vetores B =
(61962763)- Sejam fl = (19191)85 f2 — (19071)3 e .f3 =

(0, —1,1)s.

B.

C.

Solucao:

1| Mostre que C = (fi, f2, f3) € uma base de V-.

2 | Encontre as coordenadas do vetor v = (1,2, 3)e na base

3 | Encontre as coordenadas do vetor v = (1,2, 3)s na base

1 | Pelo teorema da base, basta mostrarmos que f;, f- e f3

sao linearmente independentes.

Como:
1 1 1
1 0 1
0 —1 1

:_1#07

pelo Teorema 3.7 temos que, de fato, fi, f> e f; sao linear-

mente independentes.

uw=(1,2,3)e =1f1 + 2fs + 3f3 =
=1(1,1,1)5 + 2(1,0,1)5 + 3(0, —1,1)5 = (3, —2, 6) .
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3| Antes de escrevermos v ha base € precisamos obter as
coordenadas dos vetores e, e; e e3 ha base C:

(

fi = 1les 4+ 1lez + les
q f2 = 1le;s + Oez + leg
| J3 = 0e1 — 1ey + les

fl = 161—|—1€2—|—1€3
< f1 — fz = 061 —|— 162 —|— 063
\ fs+ (fi — f2) = 0ey + Oes + les

(fi— (fi— f2) = [fs + (fi — f2)] = les + Oey -+ Oes
< J1— f2 = 0e; + 1ez + Oes
fs+ (fi — f2) = 0e; + Oey + les

\

Donde temos:

(

€1 — lfl + 2.f2 - 1.f3 = (1729 _1)8
g e =1fi —1f;+0f;3 =(1,—1,0)¢
| & = 1fi —1fo+1f3=(1,—-1,1)¢

Finalmente:

v=(1,2,3)3 = le; + 2e3 + 3e3 =
= 1(1,2,—1)e + 2(1,—1,0)e¢ + 3(1, —1, 1)e = (6, —3, 2)e.

[l

Observacao 3.9. Mais detalhes sobre mudanca de base podem
ser encontrados no Capitulo 11.
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Exemplo 3.10. Determine mm de modo que os vetores u,v e w
sejam linearmente dependentes, onde:

v=(1,m+1,m+2) w=(1,0,m) k=(0,2,3)
<

Solucao: Para que os vetores sejam linearmente dependentes,
pelo teorema 3.7 o seguinte determinante deve se anular:

114+m 2+m
1 0 m =0
0 2 3

Calculando o determinante temos que:

1 14+m 2+ m

1 0 m =1—3m
0 2 3
E assim queremos determinar os valores de m para os quas
1
1—3m=0eassimm:§. ]

Exercicios

Ex. 3.5 — Os pontos médios dos lados de um triangulo sao
(2,5),(4,2) e (1,1). Determine as coordenadas dos trés ver-
tices.
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Ex. 3.6 — Dados dois pontOS P : (:131, Y1, 21) e Q : (332, Y2, Zz),
encontre a coordenada do ponto R, que se encontra sobre o
segmento ligando os pontos P e Q e tal d(R, Q) = \d(R, P).

Ex. 3.7 — Prove utilizando coordenada que o segmento de reta
que une os pontos médios das laterais de um trapézio é para-
lelo as bases e sua medida é a média aritmética das medidas
das bases.

Ex. 3.8 — Prove que sé u : (Cl,l, as, a3)2 e P: (P1,P29P3)§; en-
tao:
P +wu: (a1 + p1,az2 + p2,as + ps3)s

Ex. 3.9 — Determine quais dos conjuntos abaixo sao L.I.
a) {(1,-1,2),(1,1,0),(1,—1,1)}
b) {(1,—-1,1),(-1,2,1),(—-1,2,2)}
c) {(1,0,1),(0,0,1),(2,0,5)}

Ex. 3.10 — Exprima o vetor w : (1,1) como combinacao linear
deu:(2,—-1)ev:(1,—1).

Ex. 3.11 — Sejam u = (2,1) e B = (1, 3). Mostre que todo ve-
tor (c1, c2) pode ser expresso como combinacao linear de u, v

Ex. 3.12 — Sejam v = (1,1,1), v = (0,1,1) e w = (1,1,0)
vetores no espaco.
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a) encontre as componentes de um vetor z = (a,b,c) na
base formada por u, v, w.

b) Mostre que se z = 0 entao as componentes de z na base
formada por u, v, w sao todas iguais a zero.

c) encontre as componentes de um vetor z = (1,2,3) na
base formada por u, v, e w.

Ex. 3.13 — Mostre que dois vetores nao nulos u : (a,as,as)
e v : (b, by, b3) sao linearmente dependentes se e somente se
existe A tal que:

(a1, az,a3) = (Aby, Aba, Ab3)

Utilize esse critério para decidir se os vetores abaixo sao line-
armente independentes ou linearmente dependentes:

a) v=(1,2,3) v=(4,5,6)
b) «=(1,0,3) v=(—2,0,—6)

1 5%
C) u:(1,2,5) vV = (5,1,Z>

Ex. 3.14 — Utilizando o exercicio anterior, mostre que dois ve-
tores nao nulos v : (a;,as,as3) € v : (b, by, bs) sao linearmente
independentes se e somente se ao menos um dos determinan-

tes
a; as

b1 by

as asg

b2 bs

a; asg

b1 bs

9

€ nao nulo.

Ex. 3.15 — Determine m,n de modo que os vetores u, v sejam
linearmente dependentes, onde:
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a) v=_1A,m,n+ 1w = (m,n,2)

b) v=(1,m—1,m)w = (m,n,4)

Ex.3.16 — Sejam u : (m,—1,m? +1)ewv : (m? +1,m,0) e
w : (m, 1,1). Mostre que os vetores u, v € w formam uma base
para o espaco independentemente do valor de m.

Ex. 3.17 — Dado (e;, e2,e3) uma base. Determine condicoes
necessarias e suficientes sobre a,b de modo que os vetores
(u, v, w) sejam linearmente independentes, com u, v, w dados
por:

a) u=e —eyv=e +e+es3,w=ae +be+e;3

b) u=e; —ex+e3,v=-e;+ e+ 3e3, w = ae; + bes + (b* +

2a)es

Ex. 3.18 — Dado um tetraedro ABC D, Determine a coordena-
das dos pontos médios dos lados AB,CD, BD, BC no sis-
tema de coordenadas determinado pelo ponto A e pela base
{Aﬁ, Aé, Aﬁ}. (compare com o exemplo 2.5

Bases Ortonormais e Coordenadas
Cartesianas

Vamos agora explorar algumas das vanta-
gens de se trabalhar com as chamadas ba- , P: (a,
ses ortonormais ou, mais geralmente, com |

) . Yy
sistemas de coordenadas cartesianas. *

4 Tt eixc
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Lembrando, uma base é dita ortonor-
mal se seus vetores sao unitarios (possuem
norma 1) e perpendiculares dois a dois. Um sistema de coorde-
nadas formado por uma base ortonormal é chamado de siste-
mas de coordenadas cartesianas. A partir deste ponto vamos
fixar notacao e utilizar (¢, j) para denotar uma base ortonormal
para o plano, e (i, j, k) para o espaco.

Seja B = (¢,7) uma base ortonormal para V2, O um ponto
no plano e ¥ = (B, O) o sistema de coordenadas cartesianas
determinado por eles. Dado agora um ponto P no plano consi-
dere o vetor r = (ﬁ e sua representacao no sistema X dada
por r : (x,y), OoU seja:

r=xt+ Yj.

Como a base em consideracao é ortonormal, segue diretamente
do Teorema de Pitagoras que

2 112 .12
11" = ll=il]” + llysll
22 |i))* + o2 141"
— ac2+y2.

Assim, se denotarmos por r o tamanho do vetor r» temos que

r =/ x2+ y2.

A mesma ideia pode ser generalizada para o
espaco, onde obtemos que se r = x7 + yj +

~ k
zk, entao z

r=|Irll = Va? + y? + 2

Voltemos por momento para o caso planar e denote por 6 o
angulo entre o eixo O X e o vetor r. Neste caso, nao é dificil ver
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que

x = rcos(0),

y = rsen(6).

Utilizando o Teorema de Pitagoras, temos também que a dis-
tancia entre os pontos P : (a1,a2) e Q : (by, b2) é dada por:

d(P,Q) = /(b1 — a1)? + (b2 — a3)?

Qi(wz

/I(yZ_Z

P (wlayl()ftz — wl)i

Fig. 3.3: Distancia entre dois pontos no plano.

E no caso tridimensional distancia entre os pontos P
(Cl,l, as, CL3) e Q : (bl, b2, b3) é dada por:

d(P,Q) = \/(by — a1)? + (by — a2)? + (bs — a3)?

Observacao 3.11. E importante observar que para realizarmos
os cdlculos acima foi absolutamente necessario supor que o
sistema de coordenadas considerado fosse cartesiano. Pode-
mos calcular as mesmas quantidades utilizando outros siste-
mas de coordenadas, mas nesse caso as expressoes obtidas
serdo diferentes e geralmente mais complicadas.

Exemplo 3.12. Suponha fixado um sistema de coordenadas
cartesiano. Calcule a distancia dos pontos A : (1,0,2) e
B: (3,2,1).
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Solucdo: Temos que d(A, B) = ||AB]||. Como AB = B — A —
(2,2,—1), segue que:

d(A,B) = /22422 4+ (—1)2 = 3.

Exercicios

Nos proximos exercicios, as coordenadas sao expressas hum
sistema cartesiano.

Ex. 3.1 — Dados os vetores a, b, c conforme a figura abaixo.
Determine as componentes dos vetores a,b,cedea + b + c

A
A

\]

120° 45°

\

30

\]

Vetores a, b, c respectivamente

Ex. 3.2 — Dados os vetores a, b,c conforme a figura abaixo.
Determine as componentes dos vetores a,b,cedea + b + c

a

4
135°

]
B3
1200%3
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Ex.3.3— Dados A : (—3,2), B: (3,5) e C : (0,3) desenhe o
triangulo ABC e ache:

a)
b)
c)
d)
e)

f)

A distancia entre os pontos A e B;
A distancia entre os pontos B e C;,
O vetor ﬁ e o vetor ﬁ;

O vetor BA e AC\‘

O ponto médio do segmento AC

O ponto na reta fﬁ que dista trés vezes mais de A do
que de B. (Duas respostas)

Ex. 3.4 — Dados A : (4,8,11), B : (—3,1,4) e C : (2,3, —3)
desenhe o triangulo ABC e ache:

a)
b)
c)
d)

e)

f)
g)

O comprimento dos trés lados do triangulo;
Os pontos médios dos trés lados do triangulo;
Os vetores AB, BC e CA;

A soma AB + BC + CA. Porque essa soma deve ser
zero?,;

Os angulos entre AB e BC. Dica: use a lei dos cossenos;

A area do triangulo;

O ponto D tal que ABCD é um paralelogramo (Trés res-
postas)

Ex. 3.5 — Qual o ponto do eixo x é equidistante dos pontos
A=(1,-3)eB =(3;—-1)?
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Ex. 3.6 — O triangulo ABC,com A = (—a;0) B = (a;0) C =
(0; y) é equilatero. Quais sao os possiveis valores de y?

Ex. 3.7 — Trés vértices de um retangulo sao (2, —1), (7,—1) e
(7; 3) : Determinar o quarto vértice e a area.

Produto Escalar: Angulo entre dois Vetores

E de fundamental importancia em toda geometria a determina-
cao de medidas angulares. Veremos mais adiante que, além
de diversas outras aplicacoes, angulos entre vetores (ou entre
vetores e retas) podem ser usados na definicao de uma nova
forma de representar pontos do espaco Euclidiano (coordena-
das polares). Surge entao a pergunta: como podemos utilizar
os sistemas de coordenadas para determinar o angulo entre
dois vetores u e v?

Conforme ja vimos no inicio do Capitulo 1,

entendemos por angulo entre dois vetores u e B %L
v 0 angulo 6, com 0 < 6 < «, formado por re- 4
presentantes de « e v com mesma origem. C

D/
Para determinarmos uma expressao para an- Fig. 3.4: Angulo
gulo entre dois vetores u e v o primeiro passo  entreuewv
é escolher um sistema de coordenadas cartesi-
ano ¥ = (B,0) com B = (¢,j, k) e escrever os vetores neste
sistema:

u = a1t + asj) + ask

V= b1Z-|—b2]-|—b3k
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Utilizando a lei dos cossenos temos que:

lv — |l = flull® + [[v]I* — 2[lull]|v]| cos(8),
e consequentemente

(a1 — b1)* + (a2 — bz)* + (a3 — b3)* =
a% <+ ag <+ ag <+ b% <+ b‘;’ + bg — 2 ||u]| [|v]|| cos(8).

Assim
a1b, + azxb2 4 asbs

[[u][ lv]]

cos(0) =
Ao termo a,b; + azbs + asbs; daremos o home de produto

escalar de u por v e denotaremos por v - v.

Resumindo:

Definicao 3.13. Se ¥ = (B,0) com B = (i,j5,k) € um sis-
tema de coordenadas cartesiano, u = (ai,as,a3)s € v =
(b1, bz, b3) s, entao definimos o produto escalar (ou produto in-

terno) de u e v como:

Uu- v = a1b1 —|— azbz —|— CL3b3.

Além disso, os argumentos apresentados anteriormente pro-

vam que:
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Proposicao 3.14. Dados dois vetores u e v temos que:
u - v = ||lul||[v]| cos 6,

e assim o anqgulo 0 entre esses vetores satisfaz:

U - v
0 = arccos (—) .
l|lul| ||v]

Como consequeéncia imediata da definicao de produto esca-
lar temos:

Proposicao 3.15. Dois vetores u e v sao perpendiculares se e
somente seu - v = 0.

Observacao 3.16. Dado um vetorv = (x,y) num sistema carte-
siano no plano, e interessante notar que o vetorn = (—y,x) €
ortogonal a v e tem mesma norma de v. Note:

ven = —xy+xy=20
In]] = va?+y? = |lv|.

De fato, veremos no Capitulo 10, Secao 10.3 que n; = (—y, x)
é obtido rotacionado de 90° o vetor v no sentido anti-horario, e
ny, = (y, —x) é obtido rotacionado de 90° o vetor v no sentido
horario.

Exemplo 3.17. Determine o angulo entreuw = i + 25 + k ev =
—i+ j + 2k.
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Solucao:

0 u-v
COS =
] ||l
3 1
T V6vVE 2
1 T
= 6@ = arccos <—> = — = 60°
2 3
[
Exemplo 3.18. Mostre que os vetores u = 31 + 45 + kev =
21 — 35 + 6k sao ortogonais.
<

Solucao:

u-v=(3,4,1)-(2,—3,6) = 3-24+4-(—3)+1-6 = 6—12+6 = 0.

Logo u e v sao ortogonais.

Proposicao 3.19. O produto escalar possui as seguintes propri-
edades:

1 U-v=7v7-U

2lus(v+w)=u-v+u-w

slu-u=|ul*>0

4u-u=0seesomenteseu =0

5w (Av) =Au v
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DemonStragéo. Se u : (al,az, CL3) e v : (bl, bs, b3) e w

(Cla C2, C3)

u v = a1b; + azxby + asbs = bja; + baaz +bzaz =v-u

u-(v+w) = (ay,az as)- (by + c1,ba + c2,b3 + c3)
= ay(b1 + c1) + az2(b2 + c2) + az(bs + c3)
= (a1b1 + azbs + asbs) + (aicy + azc2 + ascs)

= u-v+u-w

u-u=aj+a;+az=|ul*>0

Se u - u = 0 entao ||u|| = 0 e consequentemente u = O.
Reciprocamente, se ©« = 0 temos v = (0,0,0), e entao
u-u=0%4+0%+02=0.

5 | A demonstracao desse item é deixada como exercicio ao
leitor.

Exemplo 3.20. Num quadrado ABCD tem se A = (3,—4) e
B = (5,6) . Quais sao as coordenadas dos vetores C e D?

Solucao 1: Denotando as coordenadas
deCeD por C = (Cl, Cz) eD = (dl, dz),
temos que AB = (2,10), BC = (¢, —
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—>
5,62—6), @ = (dl—Cl,dz—Cz) e DA =
(di — 3,dy + 4).

O vetor BC é perpendicular ao vetor

AB logo o produto escalar entre eles é
nulo, ou seja,

BC . AB = 0.

Isto implica que 2(c; — 5) + 10(c2 — 6) = 0, que simplificando
resulta em

2¢1 4+ 10¢s = 70 (3.5)
Temos ainda que | AB|| = || BC|| = +/104, logo
(ci — 5)? + (c2 — 6)* = 104 (3.6)

Substituindo (3.5) em (3.6) teremos que (c; — 6)? = 4 e logo
co — 8oucy, =4

Quando c; = 8 por (3.5) ¢c; = —5 e quando c; = 4 entao
c; = 15,ouseja, C = (—5,8) ouC = (15,4).

O calculo de D é analogo. ]

Solucao 2: Uma segunda solucao para o exemplo acima faz
uso da Observacao 3.16. Temos que AB = (2, 10) e dai, rotaci-
onando AB de 90° no sentido anti-horario, temos BC = AD —
(—10,2). Logo:

C = B+ BC = (—5,8)

D = A+ AD = (—17,—-2).
Finalmente, se rotacionamos A_B> de 90° no sentido horario, te-
mos BC = AD = (10, —2). Assim:

C = B+ BC = (15,4)
D = A+ AD = (13, —6).
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Exemplo 3.21. Mostre que as trés alturas de um triangulo sao
concorrentes em unico ponto.

Solucao: Dado um tridngulo AABC, entao as alturas BB’ e
CC’ se interceptam num ponto O. Sejam entao os vetores: a =

a,b:@ec:@.

Como as retas OB e C A sao perpendiculares:

Oé-C’/i:Oib-(a—c):Oib-azb-c

De modo analogo, como as retas OC e AB sao perpendicula-
res:

O(E’-Aé:O:>c-(b—a):O:>c-b:c-a

Elogob:-a = c- a,ou seja,

a-(c—b)zO:>O/i-BC\'=O

Desta forma a reta O A é perpendicular ao lado BC, sendo as-
sim a altura relativa ao vértice A. Essa reta intercepta as ou-
tras alturas no ponto O, e assim as trés retas se interceptam
num unico ponto, que é denominado ortocentro do tridngulo
AABC.

[l
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Projecao Ortogonal

Passemos agora a um novo problema. Dados
dois vetores v e u, com u hao nulo, queremos
decompor o vetor v em dois vetores p, g tais que
p € paralelo a u e g é perpendicular a u, ou seja,

queremos encontrar p, g tais que

W\

p = Proj,

v = p+q, p= Au paraalgum XA € Re g-u = 0. Fig- 3.6: Proje-

Reescrevendo as condicoes acima temos que

(v—p)-u=0
e logo

(v—Au)-u=0

veu—Au||>=0

Desta forma
u-v

_ 2
[Ju

cao de v sobre u

Do mesmo modo podemos ver que o vetor p assim determi-
nado é unico. Tal vetor € chamado de projecao ortogonal de v

sobre u e é denotado por Proj,, v.

Demostramos assim o seguinte resultado.

Proposicao 3.22. Dado u um vetor nao nulo, e v um vetor qual-
quer, entao a projecao ortogonal Proj, v de v em u existe e é

Unica:

i Uu-v
PrOJuv:( )u

2
[

(3.7)
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Observacao 3.23. Veja que um modo facil de lembrar da proje-
cao e observar a Figura 3.6 e ver que esta é um vetor p tal que
seu comprimento obedece:

Ipll = (ol cos0) = (120 — (),

k| [

e tem mesma direcao e sentido que u, donde temos:

proivo = (Jur) (ur) = (ﬁunv) “

Note também que o vetor p = Proj, v hdo depende do com-
primento de u. Tal fato encontra-se expresso no lado direito da
Equacao 3.7 se observamos que o vetor u aparece duas vezes
no seu numerador e “ao quadrado” no denominador.

Exemplo 3.24. Determine a area do triangulo A ABC cujos vér-
tices num sistema de coordenadas cartesiano sdo A = (1, 2),
B=(3,1)eC = (2,5)

<]

Solucio: Temos que AB = (2, —1) e AC = (1, 3). Além disso,
n = (1,2) é um vetor ortogonal a AB.

A area do triangulo A ABC é dada por:
1
S = S| ABl|n,

onde h — |Proj, AC| — | o
n
ANAABC relativa ao lado AB.
1
Como ||n| = ||AB||, temos que S = §|AT“ . n|. Logo:

s-(l) 146 ="
o\ 2 2

, € a altura do triangulo
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Exercicios

Ex. 3.1 — Pela féormula do cos ache os trés angulos do triangulo
cujos vértices sao

a) (2,—-1),(7,—1) e (7,3) (use uma calculadora)

b) (4,7,11),(-3,1,4) e (2,3, —3)

Ex.3.2— Seu = (2,1,—-1)ewv = (1, —1, 2), encontre um vetor
naonulowtalque v -w =v-w = 0.

Ex.3.3— Seu = (2,—-1,2) ev = (1,2, —2), encontre escala-
res a, b taisque w = au +bwe w:-v = 0.

Ex. 3.4 — Prove que os vetores u = 7t—3j7+6k,v = 31435 —2k
e w = 61 — 165 — 15k sao dois a dois perpendiculares.

Ex. 3.5 — Determine os trés angulos de um triangulo cujos vér-
tices sao (3,1),(5,—2) e (6,3). Encontre também a area do
triangulo.

Ex. 3.6 — Dados vetores a,be ctaisquea + b+ c = 0 com
la|| = 3,||b]| = 5 e ||c|]| = 7. Calcule o angulo entre a e b.
Dado que a + b + ¢ = 0, calculando o produto de ambos os
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lados da equacao sucessivamente com a, b e c temos:
a-at+a-b+a-c=0=a-b+a-c=-9

b-a+b-b+b-c=0=b:-a+b-c=—-25
c-a+c-b+c-c=0=c-a+c-b=-—-49

. . 15 ]
Resolvendo o sistema anterior temos a-b = 7 e assimcosf =

1 T
—elogo 6 = —
2 3

Ex.3.7— Proveque v - w =

(o + wll* = v — w]*)

| =

Ex. 3.8 — Mostre que se as diagonais de um paralelogramo sao
perpendiculares entao ele é um losango.

Ex. 3.9 — Decomponha o vetor u = —2 — 35 + 2k como a soma
de dois vetores v, e v, com v; paralelo ao vetor 5 + 3k e v,
ortogonal a este ultimo.

Ex. 3.10 — Suponha que ADB seja o diametro de um circulo e
seja C outro ponto qualquer desse circulo. Mostre que os veto-
res CA e CB séo ortogonais.

Denotando u = (ﬁ, —u = 0? eu = 07 temos ||ul|

AC - BC = (v+u)(v—u)=v-v—u-u=0
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0 u oA

Ex. 3.11 — Prove que:
a) Proj, Av = AProj, v
b) Proj,(v + w) = Proj, v 4+ Proj, w
c) Proj, (Proj,v) = Proj, v

d) v-Proj,w = Proj,v-w

Ex. 3.12 — Calcule o cosseno do angulo formado por duas di-
agonais de um cubo.

Ex. 3.13 — Prove que |u - v| < ||u]| ||v]| e que |u - v| = ||u]| ||v]|
se e somente se um vetor é multiplo do outro (Desigualdade de
Schwarz).

Ex. 3.14 — Prove que ||u + v|| < ||u|| + ||v|| (Desigualdade Tri-
angular).

Ex. 3.15 — Mostre que ||u + v|| = ||lu — v|| se e somente se

u-v=0.

Ex. 3.16 — Prove que se u-v = 0 para todo vetor v entao u = 0.

Ex. 3.17 — Num triangulo retangulo, a altura relativa a hipote-
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nusa é a média geométrica das projecoes ortogonais dos ca-
tetos sobre essa hipotenusa. Prove esse fato escolhendo um
sistema de coordenadas no qual a hipotenusa esta sobre o eixo
O X e o vértice do angulo reto sobre o eixo OY'.

Ex. 3.18 — Mostre que o angulo entre as projecoes Proj, u e
Proj, v € igual ao angulo entre os vetores u e v.

Produto Vetorial: Vetor Perpendicular a
dois Vetores Dados

Voltemos nossa atencao agora para um novo problema: dado
dois vetores nao paralelos © e v como podemos encontrar um
novo vetor w perpendicular aos dois vetores dados? Note que,
ao contrario do que ocorre com a projecao, este problema nao
possui uma unica solucao. De fato, se encontrarmos um vetor
w satisfazendo as condicoes acima, qualquer vetor Aw também
satisfara.

Passemos a solucao. Como sempre, tomemos primeiro uma
base ortonormal (7, j, k) e facamos u = a1i + asj + aske v =
b1t + byj + bsk. Vamos denotar por w = x2 + yj + zk 0 vetor
que queremos determinar. Como queremos que o vetor w seja
perpendicular aos vetores u e v, precisamos entao que w-u = 0
eque w-v = 0.

Temos assim o seguinte sistema linear:

a;x + axy +azz =0
blac + bzy + b3Z =0



-rs EE § §F W s ww wnN v Tm 8§ w8 sy mAWE S ww v 8 LR Rml WS Sy .. N

ou ainda
a1 + axy = —asz

blw + bz’y = —b3z

Como u e v, pelo exercicio 3.14, podemos supor sem perda
de generalidade que:

ai; as

0
blbz;ﬁ,

e, usando a regra de Cramer, concluimos que

—aszz Qs as as a as
—ng b2 b3 b2 b2 b3
a; as a; as a; az
b1 b2 b1 b2 bl b2
e
a; —asz a; as as a;
b1 —b3Z b1 b3 b3 bl
y = = =z =
a; as a; as a; az
b1 bz bl b2 bl b2
Escolhendo
ai; as
z =
b1 b
temos que
as a as a a; a
W — 2 3 ’L—I— 3 1 ]"‘ 1 2 L
b2 b3 b3 b1 b1 bz

Motivados pelos calculos acima, definimos:
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Definicao 3.25. O produto vetorial de u = (ai,a3,a3) € v =
(b1, b, b3) (Nnum sistema de coordenadas cartesiano), deno-
tado por u X v, € o vetor obtido pelo seguinte determinante
formal:

t 3 k
u Xv=\|a; as as
b1 by bs

Antes de continuar apresentaremos algumas propriedades
do produto vetorial.

Teorema 3.26. Dados os vetores u = (aj,az2,a3), v =
(b1,b2,b3) € w = (cy1,c2,c3) O produto vetorial possui as se-
guintes propriedades:

1| Anti-simetriau X w = —w X u

2 | Distributiva: (u +v) X w =u X w4+ v X w

a; az as
3| Produto mistou - (v X w) = (u X v) -w = | b; by bs
C1 C2 C3
2 2 2 2
4] flu xo|” = flu|” lv||” = |u- v
5| |lu X v|| = ||u]| ||v|] sen (@), onde 6 e o angulo entre os

velores u e v.

Demonstracao. A demonstracao dos trés primeiros itens é di-
reta e sera deixada como exercicios:
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Para demonstrarmos a quarta propriedade basta observar

que
el [Jw]|* = fa - 0]* =
= (af + ag + ag) (b% + bg + bg) — (a1by + asbs + a3b3)2

= (a1by + aib; + ajbi + azb] + azb; + azb; + agbi + agb; + azby)

—afbf — 2a1a9b1by — 2a1a3b1b3 — agbg — 2a9a3bybs — a,gbg
= a%bg-l—a%bg—Zalazblbz—2a1a3b1b3—|—a§bf—|—a§b§—2a2a3b2b3—|—a§bf—|—

a§b§ (azbs — a3b2)2 + (a1bs — a3b1)2 + a1by — azb,
= flu x o||.

A quinta propriedade decorre facilmente da anterior, bas-
tando para isso lembrar que

w - v|* = |lu|® |v]|* - cos® (6)
e portanto
2 2 2 2
lu X v||" = [[u]|” [[v]|" — |u - v
2 2 2 2
= [lull” lv]l® = llull” [|o]|* - cos® (6)

= [lull* [lv]l* (1 — cos? (6)) =

= [lull® [|v]|* sen® (6)

Vamos agora explorar algumas consequéncias geomeétricas
do produto vetorial.

Area de um Paralelogramo e de um Tridangulo
Primeiro considere o paralelogramo determinado por dois ve-
tores nao paralelos u e v, como na figura abaixo

A altura do paralelogramo é dada por ||v|| sen(8) e portanto,
da propriedade 5 do produto vetorial, concluimos facilmente
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Vi ||| sext @

u

que sua area é dada por ||ul| ||v||sen(8) = ||u X v|[. Em re-
sumo, mostramos que a area do paralelogramo de lados u e v
é igual ao comprimento do produto vetorial destes vetores.

A = [lu x vl

A partir da expressao anterior podemos en-
contrar uma expressao para a area de um tri-
angulo AABC. Para isso considere o parale-
logramo determinado pelos vetores AB e BC,
como na figura abaixo. A diagonal BC desse paralelogramo
divide este em dois triangulos de areas iguais. Logo a area do
triangulo sera metade da area do paralelogramo:

A=1|aB x5O

a B

Volume de um Paralelepipedo

A seguir vamos calcular o volume de um paralelepipedo, em
funcao dos vetores u = A_B), v = AD ew = AL.

Sabemos que o volume do paralelepipedo é dado pelo pro-
duto V = A,h da area A, da base pela altura h. Como ja vimos
a area da base pode ser calculada por A, = ||u X v||. Ja a al-
tura é dada pela norma da projecao do vetor w sobre o vetor
u X v. Como

_(uXwv)-w

Proj,y, w = 2 (u X v)a

Ju X |
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segue que

|(u X v) - w|

[Proj, ., w| = Ju x o]

lu x v]|?
|(u X v) - w|

Ju X |

Segue portanto que

|(u X v) - w]
|lu X v

V = Aph = ||u X v]| = |(u X v) - w|.

Exemplo 3.27. Seiam A = (Cl,l, CLQ),B = (bl,bz), C = (61,02)
pontos no plano. Entao a area do A ABC é dada por

1 ai; as 1
SAABC:E det | b; b, 1

(&) Cz]_

<

Demonstracao. Considere os vetores a, b e c de coordenadas
a = (ay,as,1),b = (by,b2,1) € c = (cq,C2,1).

E facil ver que eles sdo arestas de um tetraedro de altura
1 que tem como base um triangulo congruente ao triangulo
NABC. Se S)apc € a area do triangulo AABC, o volume

Vr desse tetraedro é:
1

Vr = §SAABC- (3.8)

Por outro lado, temos que, se Vp é o volume do paralelepi-
pedo de arestas a, b e ¢, também vale:

1
Ve = V. (3.9)
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Igualando as equacoes (3.8) e (3.9) segue:

ai; as 1
1 1 1
SAABCZEVP:§|0' X b'Cl :5 det b1 b2 1

(&) Cz]_

O resultado anterior nos da um critério simples para que trés
pontos no plano sejam colineares.

Proposicao 3.28. Sejam A = (ay,a2), B = (b1,b2),C = (c1, c2)
pontos no plano. Entao eles sao colineares se a area do trian-
gulo formado por eles for zero, ou seja se:

al 0,2]_
b1 b21 =0

C1 621

Exercicios

Ex. 3.1 — Calcule o produto vetorial entre
a) 7i—3j+6kebi— 155 — 13k
b) 6i — 165 — 15k e 3i + 35 — 2k
c) 3i+3jebi+4j

Ex. 3.2 — Seu = (3,41),v = (2,3,2) e w = (4,2, 3) encontre
a) 2u + 3v — Tw
b) u-w
C) v-w,
d u-w,

e) u X v,
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f) vxu

g) w-(vXu)

Ex. 3.3 — Dados os vetores u = (1,2,—1) e v = (2,1,0). Ex-
presse o vetor a = (2,2,3) como combinacao de u, v, u X v;

9 12 11
a—=——u+—v——uXv
7 14

Ex.3.4— Dado b = 1,2,1, determine a tal que a é ortogonal
ao eixo z e
axb=(1,-1,1)

a=(1,1,0)

Ex. 3.5 — Determine v = (x,y, z) tal que

(x,y,2) X (1,2,—1) = (1,1, 3)

59 1 1
V= |7y =7y
4 2 4

Ex. 3.6 — Sejam os pontos P = (1,1,2), Q = (1,2,0) e
R = (3,1, 2) pontos meédios dos lados de um triangulo AABC.
Calcule a area do triangulo AABC.

(x,y,2)(3,1,1) = 3

Ex.3.7— Proveque u X v = —v X u
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Ex.3.8— Provequeu-v=v-u

Ex.3.9— Provequeu:-(v+w)=u-v+u-w

Ex.3.10— Proveque u X (v+w) =u X v+ u X w

Ex. 3.11 — Prove que u X v pode ser escrito como o determi-
nante formal

i1 7 k
uXv=|a ay as

by by b3

Ex.3.12— Prove que v - (u X v) = v+ (u X v) = 0 de dois
modos: primeiro calculando diretamente e segundo utilizando
as propriedades de u X v.

Ex. 3.13 — Mostre que dois vetores u e v sao paralelos se, e
somentese,u X v =0

Ex. 3.14 — Prove que em geral v - (v X w) pode ser escrito
como o determinante da matriz que tem como componentes

a; az asg
b, by bs

Ci1 C2 C3

[Dica: Escreva o determinante em termos dos menores da pri-
meira linha e compare com u - (v X w). Isto também prova que
u-(vXw)=v-(w X u). Porque? ]
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Ex. 3.15 — Dado um triangulo AABC como na figura a se-
guir.Usando o produto vetorial demonstre a lei dos senos:

a B~
|lwl o]l ]
A
Y Uu
Y
C w I

A area do triangulo é dada por:

1 1
A= lluxo| =S luXxwl=lvxw|
2 2 2

e assim temos que

lu X v|| = [lu X w|] = |lvx w]|
Mas [[u X v| = [lull|lv]|senc, [[ux w| = |u||lw]sens e
v X w]| = ||v][[w]| sen
E logo:
o I6; 7
lwll — [loll [l

Ex. 3.16 — Dado um triangulo AABC e O um ponto qualquer,
mostre que a area A do triangulo AABC é:

1
A:5||a,><b—|—b><c—|—c><a||

sendoa — OA,b = OBec = OC
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Escolha do Sistema de Coordenadas

Um sistema de coordenadas cartesianas do plano pode ser es-
colhido tomando qualquer ponto O como origem e qualquer
duas retas perpendiculares como os eixos. Em geral resulta-
dos geomeétricos nao dependem de como escolhemos nosso
sistema de coordenadas, mas ao fazermos a escolha correta
podemos simplificar significativamente o resolucao de um pro-
blema. E possivel, por exemplo, fazer com que as coordenadas
dos vértices de certas figuras geométricas figuem mais sim-
ples, aumentando a quantidade zeros em suas coordenadas,
simplificando assim a manipulacao algébrica.

Considere, por exemplo, um triangulo AABC. Vamos des-
crever esse triangulo através de coordenadas A : (z1,y;),B :
(x2,y2) € C : (x3,y3) em um sistema de coordenadas ..

Consideraremos o seguinte sistema de coordenadas: esco-
Iha como eixo x areta AB, e como eixo y a reta perpendicular a
AB passando por C. Determine o sistema de coordenadas co-
locando a origem no ponto O dado pela interseccao dos dois
eixos, e escolhendo uma base ortonormal (<, 5) formada por ve-
tores unitarios paralelos a estes eixos. Neste sistema o vértice
A tem entao coordenadas do tipo (a,0) e o ponto B coorde-
nadas do tipo (b,0), ja que ambos estao sobre o eixo xz. Ja o
ponto C, que esta posicionado sobre o eixo y, tem coordena-
das do tipo (0, ¢).

Veja que com a escolha adequada do sistema de coordena-
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das conseguimos reduzir o numero de variaveis de 6 para ape-
nas 3.

A seguir apresentamos exemplos onde a escolha de um sis-
tema de coordenadas adequado facilita a demonstracao de pro-
priedades geomeétricas. Vocé consegue demonstrar estas pro-
priedades usando um sistema de coordenadas arbitrario?

Exemplo 3.29. Se um triangulo é isosceles, as medianas dos
dois lados de mesmo comprimento possuem o mesmo tama-
nho.

<

Solucao: Consideremos o0 mesmo sistema de coordenadas
descrito acima. Neste sistema temos A : (a,0), B : (b,0) e
C : (0,c0).

Supondo que segmentos C' A e C' B possuem 0 mesmo com-
primento, concluimos que

va?+ ec2 = ]ﬁ] = }C’B} = /b2 + c2
e logo a? = b% Seguequea = boua = —b. Se a = b nhao
temos um triangulo ja que dois vértices coincidem, de onde
segue que a = —b.
Seja M; o ponto médio de AC. Pelo exemplo 3.6 temos que

a c —b ¢
as coordenadas de M; = (5, 5) = (7, 5) . Analogamente,

b c
o ponto médio M, de BC tem coordenadas (5, 5) .

Como a mediana de C A é dada pelo segmento BM; e a de
C B é dada pelo segmento AM,, segue que
9b* c?

_ b c
B = (5.5~ 00)| =2+ 5
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AL = .5 - (60| =+ 5

2° 2 4 4
e as medianas relativas aos veértices A e B possuem 0 mesmo
tamanho. ]

Exemplo 3.30. Num triangulo retangulo o ponto médio da hipo-
tenusa é equidistante dos trés vertices.

<

Solucao: Para um triangulo retangulo A ABC com hipotenusa
AB um sistema de coordenadas adequado é o que toma como
origem o vértice C = O e como eixos as retas que ligam C a A
eC aB.

Neste Sistema de coordenadas temos
que A : (a,0), B : (0,b)e C : (0,0).0
comprimento da hipotenusa é

|AB| = \/a?* + b?

Ja o ponto médio M da hipotenusa tem coordenadas M :
a b
(2 2) e logo o comprimento da mediana é

|ICM| = \/— — Va2 + b2 = |AB|

Logo temos que a distancia do vértice C a M é metade da
distancia entre os vértices A e B, e logo M esta equidistante
dos trés vértices. O
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Exercicios

Ex. 3.1 — Mostrar que (—5,0),(0,2) e (0, —2) sao os vértices
de um triangulo isosceles e achar sua area.

Ex. 3.2 — Sejam A = (a,0) e B = (0,a), com a # 0. Deter-
mine x de modo que o ponto C' = (x,x) seja o terceiro vértice
do triangulo equilatero ABC.

Ex. 3.3 — Dado um paralelogramo ABC D, escolha um sis-
tema de coordenadas adequado e mostre que AB- + BC- +
CD’ + DA® = AC® + BD" (ou seja, a soma dos quadrados
dos lados de um paralelogramo é igual a soma dos quadrados
das suas diagonais).

Ex. 3.4 — Num triangulo retangulo, a altura relativa a hipote-
nusa € a média geomeétrica das projecoes ortogonais dos ca-
tetos sobre essa hipotenusa. Prove esse fato escolhendo um
sistema de coordenadas no qual a hipotenusa esta sobre o eixo
O X e o vértice do angulo reto sobre o eixo OY'.

Ex. 3.5 — Se no triangulo ABC as medianas que partem dos
vértices A e B sao iguais, prove que os lados AC e BC sao
iguais, logo o triangulo é isdsceles.

Ex. 3.6 — Enunciar e demonstrar a reciproca do teorema de Pi-



-rs EE § §F W s ww wnN v Tm 8§ w8 sy mAWE S ww v 8 LR Rml WS Sy .. -

tagoras.

Ex. 3.7 — Se as diagonais de um paralelogramo sao iguais en-
tao ele é um retangulo.

Ex. 3.8 — Determine a soma dos quadrados (dos comprimen-
tos) das medianas do triangulo A ABC, sabendo que os lados
do 0 ABC medem a, b e c.

O Problema do Lugar Geomeétrico

Até este ponto estudamos como representar algebricamente o
espaco euclidiano, e como podemos usar tais representacoes
na resolucao de alguns problemas geomeétricos. Nesta secao
vamos dar uma passo além, e iniciar os estudos sobre um dos
problemas fundamentais da geometria analitica: o problema
do lugar geométrico. Em poucas palavras, dada uma figura
ou condicao geomeétrica queremos determinar uma equacao ou
condicoes algébrica que a represente. Ou ainda, de modo con-
trario, dada uma equacao ou condicao algébrica determinar sua
representacao geomeétrica.

O lugar geomeétrico de uma equacao

Dada uma equacao (por simplicidade, em duas z, y ou trés va-
riaveis x, y, z)

f(z,y) =0 ou g(z,y,2) =0 (3.10)

cada par ou tripla de numeros reais que satisfizer a equacao
acima é dito solucao da equacao e o conjunto de pontos cujas
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coordenadas satisfazem a equacao (3.10) acima é chamado de
lugar geométrico da equacao.

E importante ressaltar que o lugar geométrico, como defi-
nido acima, depende do sistema de coordenados escolhidos.
Em outras palavras, uma certa figura ou condicao geomeétrica
pode ser descrita algebricamente de varias formas distintas,
dependendo, dentre outros fatores, do sistema de coordena-
das escolhido. Por esta razao, buscaremos dentre as possiveis
representacoes aquela que proporcione a maior simplicidade
algébrica.

Durante esse processo (e em varios outros) podemos subs-
tituir uma certa equacao por outra que possua as mesmas Sso-
lucoes, ou seja, que defina o mesmo lugar geométrico. Neste
sentido, duas equacoes algébricas sao ditas equivalentes se
definem o mesmo lugar geométrico.

Exemplo 3.31. Analisemos a equacao
(x —2) 4+ (y — 3)? = 25.

Observe que tomando C = (2,3) a distancia r de um ponto
qualquer (x,y) no plano euclidiano até C é dada por

r=\@—27+(y—3)

ou de modo equivalente

r=(z—2)"+ (y — 3)"

Deste modo vemos que um ponto (x,y) no plano satisfaz a
equacao acima se, e somente se, sua distancia para o ponto
C :(2,3) forigual a 5.
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Em outras palavras, escolhido o sistema de coordenadas
descrito acima, o lugar geométrico da equacao

(z —a)* + (y — b)" =r?

é um circulo de raio r e centro no ponto de coordenadas (a,b).

<

Exemplo 3.32. Generalizando o exemplo anterior, um circulo de
centro C e raio r é definido como o conjunto dos pontos cuja
distancia ao centro é igual a r. Esta é a condicao geomeétrica
que descreve o circulo. Busquemos agora uma representacao
algébrica. Se escolhermos um sistema de coordenadas carte-
siano no qual C : (a,b), entdo todo ponto P : (x,y) no circulo
deve satisfazer
|CP|=r,

ou seja,

J@—a)+ -0’ =r

ou ainda a equacao algébrica equivalente
(z —a)* + (y — b)* =7
<

E importante observar que um ponto pertence ao circulo (ou
seja esse ponto dista » do centro) se e somente se satisfizer a
equacdo (z — a)’ + (y — b)® = r2.

Em geral, sempre que tivermos este tipo de relacao entre

uma curva e uma equacao diremos que esta é a equacao da
curva.



-y RN § § W s ww w8 v Tm 8§ w8 sy mAWE S ww v 8 LR Rml WS Sy .. == -

Definicao 3.33. Diremos que uma equacéao f (z,y) = 0 é a
equacao de um dado lugar geometrico se todo ponto que sa-
tisfaz a equacao pertence ao lugar geometrico e todo ponto
que pertence ao lugar geometrico satisfaz a equacao.

Exemplo 3.34. Dado um sistema de coordenadas cartesiano,
lugar geomeétrico conhecido descrito pelo eixo x e formado por
todos os pontos cuja seqgunda coordenada (y) é zero, ou seja, a
equacdao do eixox é y = 0.

<

Exemplo 3.35. Como vimos (x — a)® + (y — b)? = r? é a equa-
¢do do circulo de raior e centroem P : (a,b) .

<

Exemplo 3.36. Determinar a equacao do lugar geométrico for-
mado por todos os pontos cuja a distancia a um ponto fixoF e
igual a distancia a uma reta fixa d.

<

Solucao: Dados uma reta fixa d, chamada

diretriz, e um ponto fixo F' chamado foco,
a parabola é o conjunto dos pontos P equidistantes do foco e
da diretriz, ou seja, o ponto P tal que

[P = ||P7

onde D é o ponto de d mais proximo de P.

9
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A reta passando por F' perpendicular a d é chamada eixo da
parabola. O ponto de interseccao entre o eixo da parabola e a
parabola é chamado vértice da parabola. Observe que o vértice
esta localizado na metade da distancia do foco a diretriz.

Escolheremos como sistema de coordenadas os eixos for-
mados pelo eixo da parabola
e a reta passando pelo vértice da para-
bola, perpendicular ao eixo. Essa ultima
reta é paralela a diretriz da parabola.

Seja 2m a distancia entre o foco e a diretriz d. No sistema
de coordenadas que adotamos F' tem coordenadas (m,0) e a
equacao da diretrizé x = —m. Como P satisfaz HP—D>H = HP_F)H
temos que

\/(w—m)z—l—yzzw—l—m.

Elevando ao quadrado ambos os lados da igualdade conclui-
mos que

(x —m)’ + y* = (z + m)°
m2—2ma:-|—a:2—|—y2:(m2—|—2mw—|—a:2)

y? = dmz

€ a equacao satisfeita pelos pontos da parabola neste sistema
de coordenadas. ]

Interseccao Dadas duas equacoes

f(way) =0
g(xz,y) =0,
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os pontos que pertencem ao lugar geométrico de ambas as
equacoes € chamados de pontos de interseccao. Analitica-
mente as coordenadas de tal ponto satisfazem ambas as equa-
coes.

A interseccao de duas equacoes pode ser vazia, neste caso
diremos que os seus lugares geométrico nao se interceptam.

Exemplo 3.37. Determinar analitica e graficamente os pontos
de interseccao de

xr—12 =0
y>—3x=0

<]

Solucao: Primeiro observemos que =z — 12 = 0 é a equacao de
uma reta paralela ao eixo y, enquanto y? — 3z = 0 é a equacao
de uma parabola com vértice na origem e diretriz paralela ao
eixo y. Assim o conjunto dos pontos de interseccao dos dois
lugares geomeétricos é formado de no maximo dois pontos.

Analiticamente, concluimos da primeira equacao que todo
ponto de interseccao (x,y) deve ter x = 12. Substituindo na
equacao da parabola encontramos que

y2 = 36,

e portanto
y = 6.

De modo que os pontos de interseccao sao (12,6) e (12, —6).
]
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Exercicios

Ex. 3.1 — Escrever a equacao do lugar geométrico dos pontos
no plano que satisfazem a condicao:

a) O conjunto dos pontos P tal que P esta sempre duas
unidades a esquerda do eixo Y

b) O conjunto dos pontos P tal que P dista sempre duas
unidades do eixo X

c¢) O conjunto dos pontos P tal que a abscissa de P é igual
ao inverso da sua ordenada

d) O conjunto dos pontos P tal que P esta a distancia igual
do eixo x e do eixo y.

Ex. 3.2 — Determine a equacao do lugar geométrico de um
ponto que se move de modo de modo que a soma das distan-
cias a dois pontos F : (c,0) e F’:(—c, O) é constante igual a
2a.

Ex. 3.3 — Determinar a equacao do lugar geométrico de um
ponto no espaco que se move de modo que a soma das dis-
tancias a dois pontos F' : (¢,0,0) e F’:(—c,0,0) é constante
igual a 2a.

Ex. 3.4 — Dados dois pontos dois pontos F : (c,0,0) e
F’:(—c,0,0), determinar a equacao do lugar geométrico de um
ponto P que se move no espaco de modo que

IPF|| — [|[PF||| = 2a
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Ex. 3.5 — Determinar a equacao do lugar geométrico de um
ponto que se move de modo que a distancia ao ponto (1,0, 0)
é sempre igual a distancia ao plano Y Z.

Coordenadas Polares

Nesta secao estudaremos uma nova forma de descrever a lo-
calizacao de pontos no plano euclideano E2: as coordenadas
polares. A principal motivacao para a utilizacao desse sistema
de coordenadas é que, neste sistema, curvas com algum tipo
de simetria em relacao a origem O do plano, como por exem-
plo o circulo e a elipse, podem ser descritas de maneira mais
simples que nos sistemas de coordenadas vetoriais.

Num sistema de coordenadas polares um ponto P é locali-
zado no plano em relacao a uma semi-reta (ﬁ A origem O
dessa semi reta é denominada origem do sistema de coordena-
das polares ou polo e a semi-reta (ﬁ é dito eixo polar.

yd

O A

As coordenadas de um ponto P num sistema de coordena-
das polares € um par (r,0), onde r é a distancia do ponto ao
polo, isto &, »r = d(O, P) e 6 é o angulo orientado que a semi-
reta 0_15 faz com a semi-reta (ﬁi Claramente a posicao do
ponto fica bem determinada se conhecemos r e 6. O par (r, 8)
é denominado coordenadas polares do ponto P, e neste caso
escreveremos simplesmente P : (r, 0)
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Fig. 3.7: Coordenadas polares

Como 6 é o angulo orientado entre o eixo OA e a reta OP
seus valores podem ser positivo ou negativo conforme a orien-
tacao no sentido anti-horario ou horario do angulo.

P (

P :(—r,0)

Por outro lado, o raio », sendo a distancia de P a origem,
€ naturalmente um numero real positivo, porém podemos es-
tender seu significado de modo a termos raios negativos. Para
isso convencionamos que o ponto (—r,0) com r > 0 deve ser
construido do seguinte modo: construimos uma semi-reta faz
uma angulo & com o eixo polar e estendemos essa semi-reta.
marcarmos o ponto (—r, ) como sendo o ponto sobre a exten-
sao da semi reta que dista » do polo O.

Uma diferenca fundamental entre os sistemas de coordena-
das cartesianas e o sistema de coordenadas polares é que em
coordenadas polares um ponto P pode ser descrito por uma
infinidade de coordenadas. Por exemplo, a origem O é descrita
por todas as coordenadas da forma (0, 6) ., enquanto que um
ponto P : (r,0) distinto da origem é descrito por todas as co-
ordenadas da forma (7,0 + 27n) e (—r,0 + 7w (2n + 1)).

Todo ponto distinto da origem possui pelo menos uma co-
ordenada na qual o raio é positivo e 0 angulo 0 esteja entre
0 < 0 < 27. Denominamos esse par como o conjunto principal
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de coordenadas polares do ponto em questao.

Relacao entre Coordenadas Cartesianas e Polares

A cada sistema de coordenadas polares podemos associar um
sistema cartesiano escolhendo como a origem o polo, o eixo x
como o eixo polar e o eixo y como a reta perpendicular ao eixo
polar passando pela origem. Esse sistema de coordenadas é
chamado sistema cartesiano associado . Quando, ao tratarmos
de coordenadas polares, nos referirmos as coordenadas =, y,
eixos = ou y, etc. de um sistema cartesiano este sempre sera o
sistema cartesiano associado.

Observe a Figura 3.8:

y
Yo :P
o
@ OK
g Lo X

Fig. 3.8: Coordenadas polares

E facil ver que:

xog = r cos(0)

Yo = 7 sen(6)
r=t\/x5+ g
tg 0 = %o
Lo

Assim temos que as coordenadas polares e as coordenadas
cartesianas do sistemas associado se relacionam segundo a
seguinte tabela:
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Coordenadas Cartesianas | Coordenadas Polares
(r cos 0, T sen @) (r,0)

(z,y) ( V x? + y2, arCtg(%))

Exemplo 3.38. Determinar as coordenadas retangulares do
ponto P cujas coordenadas polares sao (3,120°)

<]

Solucao: Neste caso r = 3 e 6 = 120° logo as coordenadas
sao:

—rcos(0) =3 (—= ) = — 3.11
x =rcos(0) = -(—§>_—§ (3.11)
y=rsen(0) =3 \/§ = 3v3 (3.12)
2 2
Ouseja,P:(—é,%> ]
2 2

Exemplo 3.39. Determinar as coordenadas polares do ponto
cujas coordenadas retangulares sao (1, —1).

<

Solucdo: Temos que r = +v/1+1 = +v2 e que § =
7
arctg (—1) .Para0 < 6 < 27. temos que 6 = i
Logo o conjunto principal de coordenadas do ponto é
7
(1, —71') .
4
Outras coordenadas possiveis
N 7 7
para o ponto sao (1, yid -+ 27m> e (—1, yid + 7 (27rn + 1)) .
]
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Exemplo 3.40. Determinar a equacao retangular do lugar geo-
meétrico cuja equacao polar é
2
r —

1 —-cos@

<

Solucao: A equacao dada é equivalente a »r — r cos 6 = 2. Subs-
tituindo r e r cos 6 temos:

+vx2+y2 —x =2
Transpondo x e elevando ao quadrado temos
z? + y? = (2 + x)°

que simplifica para y?> = 4(x + 1) (uma parabola). O

Exemplo 3.41. Mostre que a distancia d entre os pontos (ry, 6)
e (r2, 83) em coordenadas polares é

d=+/r?+ 73— 2r;rycos(6; — 0,)
<
N
g
0,
)

Solucao: Usando a lei dos cossenos temos:

IPQ|I* = ||OP|* + |0Q||* — 2||OP|]*||OQ|| cos(8: — @N13)
= r% + rg — 271712 cos(02 — 01) (3.14)
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E consequentemente a distancia do ponto P ao ponto Q é:

|IPQ|| = \/7? + r3 — 2riry cos(62 — 6y)



Retas e Planos

Dando continuidade ao nosso estudo sobre lugares geométri-
COS e suas equacoes, vamos hos concentrar agora no estudo
de dois elementos geométricos fundamentais da geometria as
retas e os planos.

Ressaltamos, que em todo este capitulo utilizaremos um sis-
tema de coordenadas cartesiano (z, 5, k, O).

Equacoes da Reta

Um dos postulados da geometria

Euclidiana nos diz que, dados dois
pontos no espaco existe uma unica reta contendo estes pon-
tos. Isso nos leva ao seguinte problema dados dois pontos A
e B, determinar a equacao da reta r que passa por estes dois
pontos.

Para isto, observe que dado um ponto X em r, o vetor ﬁ
é paralelo ao vetor E, e portanto existe um escalar ¢t € R tal
que AX = tAB. Assim, temos que

X:A—I—ﬁ:A—Ftﬁ,

132
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e considerando A : (a,b,c) ev = E = v11+ v2J + v3k, vemos
que um ponto X : (x,y, z) pertence a reta » se e somente se
A? = wvt, ou ainda

r: X = A+ vt. (4.1)
Expandindo obtemos
xr a U1
— b —|— V2 t, (4'2)
z C V3

r = a -+ vt
r:qy = b+ vat (4.3)
\z = c+ vst

A equacao 4.1 é conhecida como equacao vetorial da reta
r, e hestas condicoes o ponto A é chamado ponto inicial e o
vetor v é dito vetor diretor da reta reta ». As equacoes em 4.3
sao chamadas as equacoes paramétricas da reta r.

Heuristicamente, pensando no parametro t como tempo, po-
demos entender esta equacao como a trajetéria de um ponto
que se move nho espaco tendo o ponto A como o ponto inicial
e o vetor v como a velocidade, e assim para cada valor de ¢
obtemos um ponto no espaco.

Outra forma de representar a reta » pode ser obtida ao iso-
larmos o parametro ¢t nas equacoes parameétricas. Assim, se
em 4.3 tivermos v; # 0,v2 # 0 e vs # 0, podemos eliminar o
parametro ¢ e obter
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chamadas de equacoes da reta » na forma simétrica.

E importante observar que a equacao de uma reta, em qual-
quer uma de suas formas, nao € unica. De fato, as equacoes
dependem fundamentalmente da escolha do ponto inicial e do
vetor diretor, gerando assim uma infinidade de equacoes para
representar um mesma reta. Para entender esta afirmativa, con-
sideremos umaretar : X = A + vt. Escolhendo um ponto B
em r, podemos trocar o ponto inicial por B e assim represen-
tar » porr : X = B + vt. Do mesmo modo, trocando o vetor
diretor v por outro vetor v/ paralelo, obtemos que X = A + vt
é também uma equacao vetorial para r (veja exercicio ??).

Exemplo 4.1. Encontre as equacoes da reta que passa pelos
pontos A : (0,1,1) e B : (1,3,0).

<]

Solucao: Escolhendo v = AB : (1,2, —1) como vetor diretor e
A como ponto inicial obtemos a equacao vetorial

r: X = A+ vt

x
i = 1 |+ 1 2 t
z 1 —1

As equacoes paramétricas ficamentaox = t,y = 1+2t,z =
1 —t.

As equacoes simétricas para essa reta sao obtidas isolando
o0 parametro ¢t nas equacoes anteriores, ou seja,

y—1 z—1
€XTr — = R
2 —1
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Exemplo 4.2. Dada a reta » de equacao parametricasr : X —
(1,3,2) + (1,1, 2)t.

1| Encontre trés pontos pertencentes a essa reta.

2 | Encontre um conjunto de equacoes veloriais para essa
reta na qual o ponto inicial seja distinto.

3| Encontre um conjunto de equacoes veloriais para essa
reta na qual o vetor diretor seja distinto

Solucao:

1 | Claramente o ponto (1, 3, 2) pertence a essa reta. Para ob-
ter outros pontos desta reta bastam que escolhamos va-
lores distintos para o parametro t. Assim, set = 1 temos
que (1,3,2)+(1,1,2) = (2,4, 4) pertence a reta. Tomando
t = —2temos que (1,3,2) — 2(1,1,2) = (—1,1, —2) per-
tence a reta.

2 | Substituindo o ponto inicial por outro ponto pertencente
a reta obtemos equacoes com as propriedades exigidas.
Escolhendo, por exemplo, o ponto (—1,1, —2) obtemos a
equacao vetorial

r: X =(-1,1,-2) + (1,1, 2)t.

3 | Substituindo o vetor diretor por um de seus multiplos nao
nulos obtemos equacoes com as propriedades exigidas.
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T ] 1
Se, por exemplo, multiplicarmos o vetor diretor por 5 en-
contramos a equacao vetorial

11
r: X = (—1, ]_, —2) —|— (5, 5, ]_)t.

Exemplo 4.3. Verifique se os pontos A : (4,1,5) e B : (0,0,0)
pertencemaretar : (1,1,2) 4+ (1,0, 1)t.

<]

Solucao: Para que o ponto A pertenca a reta » é necessario que
exista ¢t € R tal que:

(4,1,5) = (1,1,2) + (1,0, 1)¢

Ou seja, deve existir ¢ tal que o sistema de equacoes

(

4 =141t
s 1=140¢
5=2+41

\
tenha solucao.

O sistema acima possui solucao, ¢t = 3, e logo o ponto A
pertence a reta r.

De modo analogo, para que o ponto B pertenca a reta r é
necessario que exista ¢ € R tal que

(0,0,0) = (1,1,2) + (1,0, 1)t,

ou seja, deve existir t tal que o sistema de equacoes

(

0=1+41
§ 0=140¢
0=241

\
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tenha solucao.

Como sistema acima nao possui solucao, o ponto B hao per-
tence a reta r.

]

Exemplo 4.4. Identifique o lugar geometrico dado pelas equa-

coes
2 —3x 2y —2  5z-—-1

7 3 2

<]

Solucao: Dividindo os numeradores e os denominadores de
cada fracao pelo coeficiente das variaveis, obtemos

2 1
TT3 y—-1 *7g
7 o 3 o 2

3 2 5

Esta sao as equacoes na forma simétrica de uma reta. E

portanto o lugar geométrico é uma reta passando pelo ponto

(2 1 1)com vetordiretor(7 5 2) ]
375 3°2'5"

Exemplo 4.5. Verifique se as retasr : X = (1,1,1) + (1,0, 1)t
es: X =(0,4,3) + (—1,1,0)t se interceptam.

<]

Solucao: Para que um ponto P pertenca simultaneamente as
retas r e s, devem existir numeros reais t; e t, tais que

P=(1,1,1) 4 (1,0,1)t; e P =(0,4,3)+ (—1,1,0)t,.
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De onde encontramos que
(1,1,1) + (1,0,1)t; = (0,4,3) + (—1,1,0)t,

Resolvendo o sistema acima encontramos t; = 2,t, = —3.
Como o sistema possui solucao, concluimos que as retas r e s
se interceptam.

Para determinar o ponto de interseccao substituimos ¢t — ¢,
na equacao P = (1,1,1) + (1,0, 1)t¢, e obtemos

P:((3,1,3)).

E importante observar que para determinarmos se as retas in-
terceptam, usamos parametros distintos para cada reta. Isso é
fundamental, pois o ponto P apesar de pertencer a ambas as
retas, é descrito em cada conjunto de equacoes por um valor
distinto de ¢. ]

Equacoes da reta no plano

No caso bidimensional, as equacoes que des-
v crevem as linhas retas podem ser descritas de
A modo mais simplificado. Comecamos obser-
< - vando que, de modo analogo ao caso tridimen-
sional, escolhidos um ponto inicial A e um vetor

diretor v, esta reta pode ser descrita vetorialmente como:

r: X =A-+ vt (4.4)

Nesse caso a expressao em coordenadas fica:

)=(G)e(m)e e
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Se v, v2 # 0 podemos escrever a forma simétrica das equa-
coes da reta no plano

V1 V2
ou ainda,

y—bzﬁ(w—a).
U1

O nimero real m = -2 é denominado coeficiente angular
da reta r, e admite umavihterpretagéo geométrica muito sim-
ples: o coeficiente angular é a tangente do angulo angulo entre
a reta e o eixo x. Com essa definicao é facil ver que, para as
retas nao paralelas ao eixo y, podemos escolher o vetor diretor
como i + mj, e assim obter equacao afim ou reduzida da reta
bidimensional

Yy = mx + n,

onde n = b — ma.

v

As retas paralelas aos eixos coordenados (v; = 0 ou v, = 0)
sao especiais. Para as retas paralelas ao eixo y, ou seja, retas
com vetor diretor j, o coeficiente angular nao esta definido ja
que m = iy Para obter uma equacao para este tipo de reta,
basta obseqz\llar que todos os pontos possuem a primeira coor-
denada (coordenada x) iguais. Ou seja, se a reta passa pelo
ponto A : (a, b) entao todo ponto (x, y) em r € do tipo (a,y), e

portanto sua equacao sera dada por = = a.

Do mesmo modo, se a reta é paralela ao eixo = e passa por
um ponto A : (a, b), entao sua equacao é dada por y = b.
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A

| Ay=const:

x=constant

>

b
>

Fig. 4.1: Retas paralelas aos eixos coordenados

Observacio 4.6. E fdcil ver que a equacao de toda reta no plano
pode ser escrita na forma:

ar +by+c=0,
com a, b, c constantes reais. Tal forma e conhecida como forma

canénica ou equacao cartesiana da reta no plano.

A equacao na forma candnica é unica a menos de uma cons-
tante multiplicativa, isto éax + by +c=0ealtx + by +c/ =0
representam uma mesma reta se e somente se existe A € R tal
que a = \a’, b = \b’ e c = \c/ (Por qué?).

Exemplo 4.7. Encontre a equacao da reta que passa pelo ponto
(1,1) e que faz angulo de 60 com o eixo x.

<]

Exemplo 4.8. Seja r a reta que passa pelos pontos (x1,y;) €
(x2,y2). Mostre que o coeficiente angular da reta r é:

X — Y2 — Y1
Lo — Iq
<
Solucao: O vetor diretor dessa reta é:
(2 — x1)t + (y2 — Y1)
E consequentemente m = Y270 O]

o — I
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Exemplo 4.9. Mostre que a equacao da reta passando pelos
pontos A = (x1,y1), B = (x2, y2), pode ser escrita como:

x vy 1
wlyll =0

T2 Y2 1

<

Solucao: Seja P : (x,y) um ponto qualquer. O ponto P per-
tence a reta determinada pelos pontos A e B se e somente se
A, B, P forem colineares, e o resultado segue do critério da
proposicao 3.28. ]

Exercicios

Ex. 4.1 — Desenhe a reta que passa por (—1, 3) e (3,0). Deter-
mine sua equacao e onde ela intercepta os eixos.

- 9
r: 3x + 4y — 9 = 0. Intersecc¢oes: 0, 1 e (3,0).

Ex. 4.2 — Determine as equacOes paramétricas e na forma
canodnica das retas que passam pelos pontos A e B.

a) A= (3,5 eB=(—2,3)
b) A=(0,1)e B = (1,0)

~ ‘e =3 4 5t
a.)Equacoes paramétricas: * *
y=>5+2t
Equacoes na forma canénica: 2z — 5y + 19 =0
~ . =1
b.)Equacoes parameétricas: T 1
y=1-

Equacoes na forma canénica: x +y —1 =0
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Ex. 4.3 — Determine as equacoes paramétricas e na forma si-
meétrica (se existirem) das retas que passam pelos pontos A e
B.

a) A= (3,5,1)e B =(-2,3,2)
b) A=(0,1,0)e B = (1,0,0)
c) A=(0,1,1)e B = (0,0,0)
d A=(3,2,1)eB=(6,1,4)

Ex. 4.4 — Escreva as equacoes do movimento do ponto P :
(x,y,z) que comeca em (3,—1,—5) e que se move retilinea-
mente e uniformemente na direcao do vetor (—2,6,3) com ve-
locidade v = 14.

Ex. 4.5 — Escreva as equacoes do movimento do ponto P :
(z,y,z) que se move retilineamente e uniformemente e per-
correu a distancia distancia entre os pontos (—7,12,5 e
(9, —4, —3) no intervalo de tempo t; = 1 e i, = 4.

Ex. 4.6 — Duas particulas P, e P, se movem retilineamente e
uniformemente. A primeira particula inicia seu movimento em
A : (—5,4,—5) e se move com velocidade v = 14 na dire-
cao do vetor (3, —6, 3), a segunda particula comeca no ponto
B :(—5,16,—6) e se move com velocidade v = 13 na direcao
oposta ao vetor (—4,12, —3).

a) Escreva as equacoes de movimento para cada particula.

b) Mostre que suas trajetorias se interceptam e ache o ponto
P de interseccao.

c) Determine o tempo que a primeira particula gasta para ir
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de A até P.

d) Determine o tempo que a segunda particula gasta para ir
de B até P.

Ex. 4.7 — Dados A = (1,2,3) e B = (4,5, 6) determine a equa-
cao paramétrica da reta que passa por A e B. Determine tam-
bém os pontos onde essa reta corta os planos coordenados
XY, XZeYZ.

Ex. 4.8 — Os lados de um tridngulo estao sobre as retas y —
2x + 1,y = 3z — 2e y = 1 — x. Determine os vértices desse
triangulo.

Ex. 4.9 — Dado A : (1, 2). Determine o ponto B tal que o trian-
gulo O AB seja equilatero.

Ex. 4.10 — Determine a equacao das trés medianas de um tri-
angulo com vertices (a,0), (b,0), (0, ¢).

Ex. 4.11 — Os pontos A = (2,5) e B = (14, 1) sao simétricos
em relacao a uma reta. Determine a equacao padrao e paramé-
trica dessa reta.

Ex. 4.12 — Chama -se baricentro de um triangulo o ponto de
encontro das trés medianas. Determine as coordenadas do ba-
ricentro do triangulo A BC nos seguintes casos.

a) A=(1,5),B=(3,2)C=(2,4)
b) A= (x1,y1),B = (T2,y2) € C = (x3,Y3)
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Ex. 4.13 — Determine as coordenadas do ponto de trisseccao

de uma mediana (o ponto que esta a g do caminho do vértice
ao ponto médio do lado oposto) e prove que nhao somente ele
satisfaz a equacao das outras duas medianas, mas que também
ele é o ponto de trisseccao das outras duas medianas. Conclua
que as trés medianas sao concorrentes, i.e, elas passam pelo
mesmo ponto.

[Dica: Para triangulo genérico as coordenadas podem ser es-
colhidas de modo que os vertices sejam (0,0),(0,a) e(b,c) ]

Ex. 4.14 — O ponto em que duas retas nao paralelas se encon-
tram deve satisfazer ambas equacoes. Determine o ponto de
interseccaode 3x — 4y = 1 e 4x + 6y = 14.

Ex. 4.15 — Determine a inclinacao, o ponto de interseccao com
o eixo y e desenhe. Quando a inclinacao ou o ponto de inter-
seccao nao existir, diga.

a) 3r—4y =26

b) 22 +3y =6

c) Ty+9=0

d —+2=

e) y=mx+b

f) bx +ay =

g) 4x* =

h) zy(2x —3y+4) =0

i) xcos(a) + ysen(a) = h (indique h e a em sua figura).

) t=3+2t,y=—1— 3t
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Nos préoximos exercicios ache a equacao da reta e dese-
nhe uma figura de cada.

Ex. 4.16 — A linha que passa por (—5, 7) perpendicular a 4z —
5y = 10.

Ex. 4.17 — Duas retas por (—2,3), uma paralela e outra per-
pendiculara 3x + 2y +5 =0

Ex. 4.18 — A reta que passa por (a, 0) perpendicular a T -|-% =

a
1

Ex. 4.19 — No triangulos de vertice (a,0), (b,0), (0, c):
a) ache as equacoes das trés alturas;
b) ache as equacoes das trés medianas;

Cc) prove que as trés alturas se encontram num ponto H cha-
mado ortocentro do triangulo.

d) prove que as trés medianas se encontram num ponto O’,
chamado circuncentro do triangulo.

2
Ex. 4.20 — Encontre duas linhas retas de inclinacao 3 que fa-

: A . 4
zem com 0s eixos coordenados um triangulo de area 3

Ex. 4.21 — Mostre que para quaisquer valores de s e t as re-
tas (2s 4+ 3t)x + (3s — 2t)y = 5s + 4t passam pelo mesmo
ponto. Determine esse ponto e mostre também que toda reta
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que passa por esse ponto é representada por uma equacao da
forma acima para uma escolha conveniente de s e t.

Ex. 4.22 — Determine a e b de modo que as equacoes x = at +
1 ey = bt + 5 sejam uma representacao paramétrica da reta
y = 2x + 3.

Ex. 4.23 — Identifique a linha cujas equacoes sao 2x — 1 =
4y + 8 = 3z — 5. Determine o vetor diretor e trés pontos que
pertencam a essa reta.

Ex. 4.24 — Faca o mesmo para areta 2z = 3 e 4y = 5.

Ex. 4.25 — Determine a equacao padrao dareta 3z — 2y + 5z =
6, 2 + y — 3z = 0. Escreva a equacao da reta na forma para-
métrica.

Ex. 4.26 — Encontre a equacao da reta perpendicular ao plano
que passa pelos pontos (3,4,2), (—1,5,3),(2,1,4) e que
passe pela origem.

Ex. 4.27 — Sejam P = (1,0,1) e Q@ = (0,1,1). Em cada um
dos casos a seguir ache um ponto C da reta PQ tal que a area
do triangulo ABC seja %

a) A=(1,2,1),B = (1,2,3).

b) A=(1,3,2),B =(2,2,2).

c) A= (3,0,2),B=(2,1,2).

d A=(3,-2,1),B=(0,0,1).
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Ex. 4.28 — A reta que intercepta o eixo x no ponto (a,0) e 0
eixo y no ponto (0, b) sendo ambos os pontos distintos da ori-
gem. Mostre que a equacao dessa reta pode ser escrita como:

r Yy
— 4+ 2 =1
a + b
Ex.4.29 — a) Considere uma reta » contida no plano de

equacao ax + by + ¢ = 0. Mostre que o vetor n = (a, b)
é normal a todo vetor diretor de r.

b) Mostre que toda reta » contida no plano normal ao vetor
n = (a,b) tem uma equacao na forma ax + by +c = 0
para algum c € R.

Ex. 4.30 — Determine a equacao da reta que passa a uma dis-
tancia h da origem e cujo segmento de tamanho h forma um

angulo o como o eixo x (veja ??) ‘ [Dica:
Determine os pontos onde a reta intercepta o eixo x e o eixo y
em termos de h, o e use o resultado do item a. ]

Equacoes do Plano

Equacoes Paramétricas e Vetoriais do Plano
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P Passemos agora a um novo problema:

P

Z determinar uma equagdo (ou conjunto
P. ~

P, : de equacoes) que representem um dado

0

plano no espaco euclidiano. Primeiro,
lembremos que dados trés pontos P,, P, e P, nao colineares
existe um unico plano = passando por esses pontos.

Seguindo entao as mesmas ideias utilizadas no caso da reta,
para determinar as equacoes de w utilizaremos um ponto ini-
cial (por exemplo FP,) em conjunto com vetores u = Iﬁ, de-
terminados pelos pontos escolhidos. Tome agora um ponto P
qualquer deste plano, e observe que o vetor Iﬁ) é paralelo ao
plano w, e portanto coplanar aos vetores u e v. Como 0s pon-
tos P,, P, e P, sao nao colineares, concluimos que os vetores
u e v sao linearmente independentes, e assim, pelo Teorema da
Base, podemos escrever o vetor 1@5 como combinacao linear
de u e v, isto é, existem escalares s,t € R tais que

Iﬁzus+vt,

e portanto
P = Py + us + vt. (4.6)

Assim como no caso das retas, a equacao (4.6) é chamada
de equacao vetorial do plano.

Escrevendo P : (x,y, 2), Py : (€0, Yo 20), u : (U1, uz, u3) €
v : (vy, v2, v3) Obtemos

o+ uis + vt

xr

Yy Yo + u2s + vat

z = zo9 + uss + wvst,

encontrando assim equacoes paramétricas do plano. Vale co-
mentar que, assim como no caso das retas, as equacoes apre-
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sentadas acima nao sao unicas pois dependem do ponto e dos
vetores considerados.

Exemplo 4.10. Encontre as equacoes vetorial e paramétricas
do plano = determinado pelos pontos P, : (1,0,1), P,
(—1,2,3) e P;: (3,1,0).

<

. .. — —
Solucao: Definindo v = FyP, : (—2,2,2) e u = PP,
(2,1, —1), a equacao vetorial de 7 fica

x:P=(1,0,1)+ (—=2,2,2)s + (2,1, —1)¢.

A forma paramétrica é encontrada ao olharmos coordenada
por coordenada, ou seja,

x=1—2s+ 2t
y=2s+41t
z=1-+2s —t.

Equacao Geral de um Plano

Na secao anterior vimos como encontrar

ordenadas de trés pontos nao colineares
neste plano. Mas a geometria Euclidiana
nos da uma outra forma de encontrarmos
a equacao de um plano. Para isso vamos primeiro lembrar que,
dada uma reta e um ponto P; podemos encontrar um unico

a equacao de um plano a partir das co- Tn
P
Ll/
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plano 7w que contenha o ponto P, e que seja ortogonal a reta
dada. Observe que, neste resultado, a reta serve apenas para
determinar uma direcao. Isso nos permite portanto substituir
esta reta por um vetor paralelo a ela. Neste sentido, dado um
plano 7, dizemos que um vetor n nao nulo é normal a = se n
é ortogonal a todos os vetores paralelos a =. E fundamental
notar que todo plano possui uma infinidade de vetores normais
(veja o exercicio ?7?).

Sejam dois pontos P, = (i, y1,21) € P = (x,y, z) no plano
7. Como o vetor lﬁ)
prime e perpendicular a n : (a,b,c), calculando o produto in-
terno, obtemos que

a(x—z1) +b(y —y1) +c(z —21) =0

e assim
axr + by + cz = ax1 + by, + cz;

e assim, definindo d = az; + by; + cz;, encontramos que
axr + by + cz = d para qualquer ponto P : (x,y, z) perten-
cente ao plano. Em resumo, determinamos que se um ponto
P = (x,y,z) pertence ao plano w, entao suas coordenadas
satisfazem ax + by + cz = d.

Reciprocamente, se as coordenadas do ponto P = (x, y, 2)
satisfazem a relacao ax+by+cz = dtomando P; = (x1, y1, 21)
teremos, pela definicao de d, que d = ax; + by; + cz; e sub-
traindo obtemos que

a(x —x1) +b(y—vy1) +c(z—2z) =0.

Ou seja o vetor P, P
prime e ortogonal ao vetor n e consequentemente paralelo a «.
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Observe que, para que o plano fique bem determinado, o
vetor n : (a, b, c) deve ser nao nulo, ou seja, € hecessario que
a’ 4+ b% + c% #£ 0.

A equacao ax + by + cz = d e chamada de equacao geral
do plano, e dada esta equacao é facil recuperarmos um vetor
normal ao plano. Mais precisamente teremos n : (a, b, ¢).



Posicoes Relativas

Nosso objetivo nesta secao é entender a posicao relativa entre
duas retas, dois planos e ou uma reta e um plano, isto &, se
estes se interseccionam, se sao paralelos, etc.

Posicao Relativas entre Retas

Posicao Relativas entre Retas no Plano

Comecaremos com o estudo da posicao relativa de duas retas
no plano. Lembremos primeiro que duas retas em um mesmo
plano podem ser:

- coincidentes, i.e., sA0 a mesma reta;
 paralelas;

- concorrentes, ou seja, se interceptam em um unico ponto.

Tomemos entao duas retas dadas em forma vetorial como
r: A+ovtes: B+ ut.

152
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Como a direcao de uma reta é dada pelo seu vetor direcional,
temos que as retas r e s sao paralelas se seus vetores diretores
v € u Sao paralelos, ou seja, se um é multiplo do outro.

Duas retas coincidentes r e s sao coincidentes se possuem
o0 mesmo lugar geomeétrico, isto ¢, 0 mesmos pontos. Assim,
um primeiro requisito para coincidéncia é, claramente, para-
lelismo. Uma vez estabelecido o paralelismo basta agora que
localizemos um ponto comum as duas retas. Podemos, por
exemplo, verificar se o ponto inicial de » (ponto A) pertence
a reta s. Caso as retas nao possuam pontos em comum, entao
elas serao paralelas nao coincidentes.

Como as retas estao em um mesmo plano, uma vez que nao
sejam paralelas e ou coincidentes elas claramente s6 podem
possuir um ponto em comum.

Resumindo,

Proposicao 5.1. Duas retas em um mesmo plano sao:

o Paralelas se e somente se seus vetores diretores sao mul-
tiplos um do outro.

Neste caso elas podem ser:

— Coincidentes: se o lugar geométrico de r e de s sao o
mesmo. Neste casos as retas sao paralelas e passam
pelo mesmo ponto. Para verificar se suas retas parale-
las sao coincidentes é suficiente verificar se elas pos-
suem um ponto em comum. Por exemplo se o ponto
B pertence a reta r.

— Paralelas nao coincidentes, se nao possuem pontos
em comum.



-rs EE N §F W s ww N - vv-yv—v N S S ey uN & VS s " W 5

- Concorrentes, ou seja, se interceptam em um unico ponto.
Neste caso os vetores diretores nao sao paralelos.

Exemplo 5.2. Determine a posicao relativa entre as retas:

3 1
tir:(1,2)+(3,—1)tes: (4,1) + (5, _E)t

2 r:(1,2)+(3,—1)tes:(2,2) + (1, —%)t

3 r:(1,2)+(3,—1)tes:(2,2)+ (0,1)t

Solucao:

1 | Coincidentes. Os vetores diretores sao paralelos, i.e., mul-
tiplos um do outro e o ponto (4, 1) pertence a r.

2 | Paralelas nao coincidentes. Os vetores diretores sao para-
lelos, i.e., multiplos um do outro e o ponto (2, 2) pertence
ar.

3 | Concorrente, pois os vetores diretores nao sao paralelos.

]

As condicoes acima valem apenas para equacoes vetoriais,
e consequentemente para equacoes paramétricas. Mas no caso
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bidimensional as equacoes ficam mais simples e podemos re-
presentar uma reta através de uma unica equacao linear. Seria
interessante entao que tivéssemos uma maneira de comparar
equacoes nesta forma.

Tome entaoduasretasr : ax+by+c=0es:a'z+by+c =
0. Vamos supor por um instante que b # 0e d’ # 0 (r e s
nao sao paralelas ao eixo y). Nao é dificil se convencer que
r € s sao paralelas se, e sO se, seus coeficientes/angulares
forem os mesmos. Ou seja, precisamos que % = %. Mas isto
é equivalente a dizer que @’ = A\a e b’ = \b para algum \ € R.
Observe que se ambas forem paralelas ao eixo y, entao b =

b’ = 0 e a mesma condicao vale.

Se r e s forem coincidentes entao, pela condicao dada
acima, temos que

0 = a'z+b'y+c = AMax+by)+c = A(ax+by+c)—Ae+c’ = —Ae+c

e portanto ¢’ = Ac.

Resumindo, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 5.3. Dadas duas retas no plano descritas pelas equa-
coesr:axr+by+c=0es:a'x+by+ =0,entao:

1| Se o vetor (a,b,c) é multiplo de (a’,b’,c’) as retas sao
coincidentes.

2| Se o vetor (a,b) e multiplo de (a’,b"), ou equivalente-
mente os coeficientes angulares sao iguais entao as retas
sao paralelas.
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3| Se o vetor (a,b) nao e multiplo de (a’,b’), ou equivalen-
temente os coeficientes angulares sao distintos entao as
retas sao paralelas.

v B

A

A

Fig. 5.1: Retas Reversas

Posicao Relativas entre Retas no Espaco

Passemos agora para a analise do caso espacial. Quando con-
sideramos duas retas no espaco elas podem estar ou hao hum
mesmo plano. Caso elas estejam num um mesmo plano serao
ditas retas coplanares, e podemos para essas retas aplicar a
analise de posicao relativa que fizemos na secao anterior. Res-
saltamos que se duas retas sao paralelas elas sao necessaria-
mente coplanares. Por outro lado, retas nao coplanares rece-
bem o nome de reversas. Em resumo, duas retas no espaco
podem ser

- Reversas, se as duas retas nao estiverem contidas nhum
mesmo plano.

- Coplanares, se as duas retas estiverem contidas num
mesmo plano. Neste caso, valem as classificacoes vistas
até agora, e as retas podem ser:
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— Coincidentes;
— Paralelas;

— Concorrentes.

Precisamos entao encontrar um critério para determinar se
duas retas sao ou nao coplanares. Para tanto, considere duas
retasr : A+ vtes: B+ us,com A # B. Se r e s forem co-
planares, entao necessariamente o vetor E deve ser coplanar
aos vetores u e v, ou seja, os vetores A_B>, u e v sao linearmente
dependentes. Do mesmo modo, se A_B), u e v forem coplanares
entao a reta s esta contida no mesmo plano determinado pela
reta » e pelo ponto B. Isso nos da o seguinte resultado.

Teorema 5.4. Duas retasr : A + vt e s : B + us sado copla-
nares se e somente se os vetores A_B>, u, v forem linearmente
dependentes, ou seja se:

|(u><v)uﬁ|:0.

Exemplo 5.5. Determine a posicao relativa entre as seguintes
retas:

a) r:(1,2,0) +¢(2,2,2) es: (1,3,3) + £(2,2, 3)

b) r: (1,0,0) + £(2,2,2) es: (2,3,0) + £(1,—1,2)
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c) r:(1,0,0) +¢(1,1,1) es: (2,3,0) + £(1,1,1)

d) r:(1,0,0) +t(1,1,1) es: (2,1,1) + ¢(1,1,1)

Solucao:

a) Para determinar se r e s sao coplanares precisamos es-
tudar a dependéncia linear dos vetores (2, 2,2), (2,2,3) e
(0,1,3) = (1,3,3) — (1,2,0). Como o determinante for-
mado pelas coordenadas destes vetores vale

2 2 2
013

concluimos que as retas nao sao coplanares, sendo por-
tanto reversas.

b) Como o determinante formado pelas coordenadas dos ve-
tores (2,2,2), (1,—1,2) e (1, 3,0)

2 2 2
1 —12|=0
1 3 0

as retas sao coplanares. Como os vetores diretores nao
sao multiplos, as retas sao concorrentes.

c) As retas acima possuem o mesmo vetor diretor, de onde
concluimos que sao coplanares e paralelas. Como o ponto
(1,0, 0) nao pertence a s, as retas sao paralelas e nao coin-
cidentes.
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d) Assim como no item anterior, as retas sao coplanares e
paralelas. Como o ponto (1,0, 0) pertence a reta s (basta
fazer t = —1 na equacao de s) obtemos que r e s sao de
fato coincidentes.

Exercicios

Ex. 5.1 — Sejam r a reta representada parametricamente por
x =at+ bey = ct—+ de s areta cujaequacao é ax + By = c.
a) Quando r intercepta s?

b) Se r interceptar s determine o ponto P de interseccao
entre as duas retas:

Ex. 5.2 — Verifique se as retas r e s sao concorrentes e, se
forem, obtenha o ponto de interseccao.

a) r: X =(1,1,0)+ A(1,2,3);s: X = (2,3,3) + u(3,2,1).

(e=1+2x [z=-1+4x
b) r: ¢ y=2X\ S y=—1+42A
\z=1—|—3)\ \z:—2—|—6)\
(ac=2—4)\
C) r:¢ y=4-+5X\ S'f—y—_l—z
Py Y= R S
\z=11
r—2 y+2 r vy z-—3
d) r: = = 2z,8:— ===
3 4 4 2 2
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Ex. 5.3 — A altura e a mediana relativas ao vértice B do tri-
angulo ABC estao contidas, respectivamente, em r : X =
(—6,0,3) + X(3,2,0)es : X = (0,0,3) + n(3,—2,0). Sendo
C = (4,—1,3), determine A e B.

Ex. 5.4 — Mostre que duas retas

r:{w:mz—l—ay:nz:b

s:{w:m’z—l—a’yzn’zzb’

se interceptam se e somente se (a —a’)(n—n’) = (b—b')(m —

m’)

Ex. 5.5 — Estude a posicao relativa das retas r e s.
a) r:(1,4,4)+ (1,2,3)tes: (2,5,1) + (2,4,6)t

b) »:(1,4,4) 4+ (1,2,3)tes: (2,5,1) + (1,4,1)t
:B—I—l_y z+1

c) r: 5 3= 5 es: X =(0,0,0) + X(1,2,0).
d r: X = (81,9 +A2,—-1,3)es : X = (3,—4,4) +
A(19_292);
xr —1 Yy—>5 z+ 2 z—1
e) r: = = es:r=—y =
3 3 4
2y — 4 z—1
) r : x+3 = 1 = 3 es: X = (0,2,2) +
A(1,1, —1)

Ex.5.6 — Sejam » : X = (1,0,2) + A(2,1,3) es : X =
(0,1,—1) + A(1,m,2m). Estude, segundo os valores de m,
a posicao relativa de r e s.
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Ex.5.7— Dadasasretasr : X = (0,1,0)+X(1,0,0)es: X =
(—1,2,—7)+ (2,1, —3), obtenha uma equacao vetorial da reta
t, concorrente com r e s e paralelaa « = (1, —5, —1).

Ex. 5.8 — Determine o ponto de interseccao entre a reta que
passa pelos pontos (1,2,3) e (3,2,1) e a reta que passa pelos
pontos (2,1,1) e (1,2,1).

Ex. 5.9 — Determine a, b de modo que as retas sejam paralelas:

ar+3y—7z—1=0
T
5r+6y —bz=0

ar +by =5
S :
20 — 3y = 8

Posicao relativas entre retas e planos

Passemos agora para o estudo da posicao de uma reta e um
plano. Dado um plano 7 e uma reta » temos trés possibilidades:

- a interseccao de r e w é vazia. Nesse caso a reta r é dita
paralela a .

- a interseccao de = e » € um unico ponto. Nesse caso dize-
mos que a reta r é transversal a .

- ainterseccao de = e » tem pelo menos dois pontos. Nesse
caso temos que todos os pontos da reta » pertencem ao
plano 7 e dizemos que a reta » esta contida em .
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Nao é dificil ver que uma reta r é transversal ao plano = se,
e somente se, o vetor diretor dessa reta nao é paralelo ao plano
7. Ou, equivalentemente, se o vetor diretor dessa reta nao é
ortogonal ao vetor normal ao plano.

Colocando em coordenadas, obtemos que o plano =« de
equacao geral ax + by + cz = d e a reta » de equacao para-
métrica

(z,Y,2) = (To, Yo + 20) + (v1, V2, v3)1

sao transversais se, e somente se,

(a,b,c) + (v1,v2,v3 # 0),
ou seja, hum sistema de coordenadas ortogonais:

av; + bvs + cvsz # 0.

Reescrevendo esta condicao utilizando o vetor normal ao plano
n = (a,b,c) e o vetor diretor v = (v, vy, v3) Oobtemos o se-
guinte critério.

Proposicao 5.6. Aretar : X = P + vt é transversal ao plano ~
de vetor normal n se, e somente se,

v-n #O0.

Caso a reta » nao seja transversal ao plano 7, nos restam
duas opcoes: ou r é paralela disjuntas ou esta contida em .
Para decidirmos qual é o caso basta tomarmos um ponto qual-
quer da reta e verificarmos se este pertence ao plano. Se isso
ocorrer a reta esta contida no plano, caso contrario a reta é pa-
ralela.
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Exemplo 5.7. Determine a posicao relativa entre o plano
w: X =(1,2,1) + (1, —1,1)t; + (0,1, 2)t,

e areta
r: X =(1,3,4) + (1,1,1)s.

<
Solucao: O vetor normal ao plano é dado por:
(1,—1,1) x (0,1,2) = (=3, —2,1)
E como (—3,—2,1) - (1,1,1) = —4 # 0, a reta é transversal

ao plano.

O ponto de interseccao ocorre quando:

(1,2,1) + (1, —=1,1)¢; + (0,1, 2)t, = (1,3,4) + (1,1,1)s

| Ol 50 é = —,t1 = —,to = —
l g Ia 1 |7 2 9
1 .

Substituindo s 1 ha equacao da reta obtemos o ponto

5 13 17

(Z’ R Z), que é portanto o ponto de interseccao de » com .
[]

Exercicios

Ex. 5.1 — Mostre que a reta
r=3t—2,y=—4t+1,z=4t — 5

é paralelo ao plano 4z — 3y — 6z —5 =0
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Ex. 5.2 — Determine a equacao do plano contendo a reta

20+ 3y — 2z =95
20 — 5y + 22 =6

Yy z
e paralela areta x = e

Ex. 5.3 — Mostre que a reta

1
J@-T) = —(y+3) =z—4

interseccionaos planos ; : 6x+4y—5z = 4emy : t—5y+2z =
12 no mesmo ponto. Conclua que essa reta € coplanar com a
reta determinada pela interseccao desses planos.

Ex. 5.4 — Encontre o ponto de interseccao da reta dada com o

plano dado:
x—1 y+1 z
a = = — 2¢ + 3 z—1=0
) ] 5 5’ + 3y +
x+3 Yy — 2 z+1
b = = xr — 2 z—15=0
) 3 1 _59 Y+
x + 2 —1 z—3
C) 5 :y3 =5 r+2y+2z2+6=0

Ex. 5.5 — Escreva as equacoes do plano que passa por
(1,2, —3) e é paralelo as retas:

zc—l_y—l—l z—17 a:—|—5_y—2 z+3

- 9

2 —3 3

3 —2 —1
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Ex. 5.6 — Mostre que as equacoes do plano que passa pelo
ponto (xo, yo, 29) € € paralelo as retas:

w—al_y—bl z—0C Tr — as y — b2 zZ — Cy
— — , — —

ll lz l3 nm1 o g

pode ser escrita como:

L — Lo Y—Yo = — 20

Ex. 5.7 — Mostre que a equacao do plano que passa pelos pon-
tos (xo, Yo, 20) € (1, Y1, 21) € € paralelo a reta:
r—a; yYy—by z—c

4 lo I3
pode ser escrita como:

L— Lo Y— Yo = — 20
1 — To Y1 — Yo 21— 20| = 0.
l4 L I3

Ex. 5.8 — Prove que as retas:
xr—1 Yy + 2 zZ—95
2~ -3 4
sao coplanares e determine a equacao desse plano.

e (x,y,z)=3t—7,2t+2,—2t+1)

Posicao relativas entre planos

Queremos agora estudar a posicao de dois planos no espaco.
Para comecar analisemos quais as possiveis posicoes relati-
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vas, para depois determinar condicoes algébricas que as deter-
minem. Dados entao dois planos m; e 7, temos trés possibili-
dades:

- a interseccao de w; e w, é vazia. Nesse caso, os planos
sao ditos paralelos distintos.

- a interseccao de w; e 7, € ndo vazia, e dois sub-casos sao
possiveis:

— a interseccao de w; e w5, € uma reta, e os planos sao
ditos transversais.

— 11 @ T, Sao coincidentes.

Assim como no caso retax plano, para estudar a posicao re-
lativa entre dois planos utilizaremos intensamente os vetores
normais a estes planos. Para dois planos serem paralelos, por
exemplo, precisamos que seus vetores nhormais sejam parale-
los entre si.

A seguinte proposicao caracteriza a posicao relativa de dois
planos. Sua demonstracao é simples e fica como exercicio para
o leitor.

Proposicao 5.8. Sejam =, e w, dois planos de equacoes a,x +
biy + c; = d; e axx + by + coz = do respectivamente. entao:

- Os planos w, e wy sdo paralelos se os seus vetores nor-
mais forem paralelos, isto é, se

(ala bla Cl) = )\(ala bla cl)-

Nesse caso se:
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— (a1, b1, c1,dy) for proporcional a (as, bs, c2, d2), entao
os planos sao coincidentes

— (ay, by, c1,dy) néo for proporcional a (as, by, co, ds), €n-
tao os planos sao paralelos distintos.

- Os planos , e w, sao transversais se os seus vetores nor-
mais nao forem paralelos, isto é, se (a1, by, c1) € (a1, by, cy)
nao sao proporcionais.

’

E interessante observar que se m; e w, forem transversais,
entao a reta » determinada pela intersecao dos dois planos
deve ser perpendicular aos vetores normais n; = (ai,b,c;)
e ny = (as, ba, c2), € podemos tomar o vetor n; X n, como ve-
tor diretor de . Assim, escolhendo um ponto P qualquer na
intersecao de m; e w3, obtemos

r:X:P—I—(nl><n2)t.

Exemplos 5.9

« Osplanos 7, : 2x+3y+4x =5e my : 6x+2y+2x = 3 sao
transversais. E assim a sua interseccao, ou seja, o sistema
2¢0 + 3y +4x =35
6x 4+ 2y + 2x =3

determina uma reta.

« Osplanos 71 : 2x+3y+4x = 5e w3 : 4x+6y+8x = 2 sao
paralelos e nao coincidentes. E assim a sua interseccao é
0 conjunto vazio.Ou seja, o sistema

2¢0 + 3y +4x =35
6x 4+ 2y + 2x = 3

nao possui solucoes.



-rs EE N §F W s ww N - vv-yv—v N S S ey uN & VS s N

« Osplanos 7, : 2x+3y+4x = 5e w3 : 4x+6y+8x = 10 sao
coincidentes. E assim a sua interseccao é o plano m; = m».
Ou seja, o sistema

2¢0+ 3y +4x =35
4x + 6y + 8x = 10

tem como solucao um plano.

Exemplo 5.10. A retar é dada como interseccao de dois planos

x 2z =0
{ Tyt . (5.1)
r—z=1
Escreva as equacoOes paramétricas para essa reta.
<

Solucao: Um modo de obter as equacoes paramétricas da reta
é escolher uma das variaveis é faze-la igual ao parametro t.
Assim por exemplo, fazendo = = t. A equacao r — z = 1,
nos diz que x = 1 + t. Substituindo esse valores na equacao
x+y+ 2z =0,temos y = —1 — t. E assim obtemos que as
equacoes paramétricas da reta sao:

2

xr=1+1
T y=-—-1-—3t.

z=1

\

Outro modo de obter a equacao vetorial é encontrando dois
pontos que satisfazem a equacao. Assim por exemplo tomando
z = 0, o sistema de equacoes 5.1 fica

{w—l—yzO

r=1
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Cuja solucao é o ponto (1, —1,0), que pertence a reta determi-
nada pela interseccao dos dois planos. Similarmente tomando
z = —1, temos que o ponto (0,2, —1) pertence a reta.

De posse dos pontos podemos escrever a equacao vetorial

dos planos:
(

x=1+1
s y=—1-—-3t .

z=1

Exercicios

Ex. 5.1 — Mostre que os planos bx —ay = n,cy — bz = 1e
az — cx = m Se interceptam numa reta se e somente se al +
bm +cn = 0.

Ex. 5.2 — Mostre que a reta:
or —3y+2z—5=0
{ 20 —y—2—1=0
esta contidanoplano 4x + 3y + 7z — 7.

Ex. 5.3 — Determine os valores de a e b de modo que os planos
r+2y+z=bed3x—5y+3z=1e2x+ 7y + az = 8 se
interceptem:

a) um ponto
b) uma reta
c) trés retas distintas e paralelas



Angulos e Distancia

Angulos

No capitulo anterior nos concentramos no estudo da posicao
relativa entre dois objetos no espaco. Tal estudo nos permitiu
determinar se dois objetos sao ou nao paralelos, e neste ca-
pitulo vamos aprofundar um pouco mais o estudo de posicao
relativa, definindo e estudando uma “medida de posicao rela-
tiva” entre estes, o que denominaremos por medida angular ou
angulo entre dois objetos no espaco.

Angulo entre duas Retas

O angulo entre duas retas é definido como o angulo entre seus
vetores diretores.

Fig. 6.1: Angulo entre as retas r e s.

Assimser : A+ vte s: B + ut entdao o angulo 0 entre r e

170
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s sera dado por
u-v
cos = ———, (6.1)
|| ||v]]

e consequentemente

U v
0 = arccos (—)
|l ||v]]

Lembramos que a funcao arccos(x), retorna um angulo « tal
que 0 < = < w. Como cos(x) = cos(—=x), 0 angulo que ob-
temos acima é nao orientado, ou seja obtemos apenas o valor
absoluto do angulo. Em outras palavras, nesta definicao, o an-
gulo entre a reta r e a reta s € 0 mesmo que o angulo entre a
reta s e a reta r.

Observamos também que entre duas retas nao paralelas
sempre existem dois angulos possiveis, e 0 angulo que encon-
tramos nao é necessariamente o menor deles, ou seja, o angulo
agudo. Em algumas situacoes é desejavel conhecermos o an-
gulo agudo entre as retas r e a reta s. Para isto, observe que se

u-v
u v > 0entao ———— > 0. Portanto
|| ||v]]

u-v

73
arccos ———— < —,
[l llo|l — 2

e o objetivo foi alcancado.

Caso contrario, se u - v < 0, temos que

7T u-v
— < arccos ———— < T,
2 [l o]
e estamos interessados portanto no angulo suplementar = — 6.

Mas note que cos(m—60) = — cos(6), e portanto, substituindo
em (6.1) obtemos que se v - v < 0, entao

u-v  |u-v|

(6.2)

cos(m —0) = — —
||l [v]]  [|ul]] ||v]]
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Desta forma se, denotarmos por a 0 angulo agudo entre as
retas r e s temos que

| - v
cosa = —— comi0 < a <.
]| {]v]]

Exemplo 6.1. Encontre o angulo entreasretar : X = (1,2,1)+
— 2 3 7

(1,1,0)tes:w _y+rs_z+7

1/2 1/2 1/\/5

<]

Solucao: A reta r tem vetor diretor (1,1,0) e a reta s tem vetor
direto (1/2,1/2,1/4/2). E assim
(1,1,0)(1/2,1/2,1/v3) 1 V2

cos = — = —

@ Lo/ Y2 vl V2 2

eIooH—7T []
Jd =1

E importante observar que para medir o angulo entre duas
retas nao é necessario que estas se interceptem, ja que a nossa
definicao de angulos entre retas é, na verdade, o angulo entre
os vetores diretores das retas. Observamos também que o an-
gulo entre duas retas paralelas (coincidentes ou nao) é sempre
0.

Também neste sentido, duas retas sao ditas ortogonais se
seus vetores diretores sao perpendiculares. E duas retas sao
ditas perpendiculares se elas se interceptam e sao ortogonais.

Fig. 6.2: As retas AB e F'G sao ortogonais mas nao perpendiculares.
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Exemplo 6.2. Verifique se as retas » : (1,2,1) + (1,1,0)t e
s : (1,3,4) + (1,—1,3)t sao ortogonais e/ou se sao perpen-
diculares.

Solucao: Como (1,1,0) - (1, —1, 3) = 0 elas sao ortogonais.

Para verificar se elas se interceptam, basta resolvemos o sis-
tema linear:

(1,2,1) + (1,1,0)¢; = (1,3,4) + (1, —1, 3)t,

Como o sistema acima, nao possui solucoes, as retas nao se
interceptam e assim elas nao sao perpendiculares.

]

No caso bidimensional, lancando mao da representacao por
equacoes lineares, podemos redefinir as formulas para o an-
gulo entre duas retas, e coloca-las em funcao da inclinacao das
retas estudadas.

Tomeentaoduasretasr : y = mx +des: y = mox +
d e lembre-se que podemos expressar seus vetores diretores
respectivamente porv = :+m,j € u = 1+m-j. Assim obtemos

que
U-v 14+ mimes

lulllloll - /1 +m3y/1 +m3

A expressao acima, assim como no caso tridimensional, nos
permite calcular o angulo 6 nao orientado entre as retas. Esse
angulo esta entre 0 e 7/2 se 1 + mm, € positivo, e entre 7/2 e
pt se 1 + mym, € negativo. Se 1 + m;m- = 0 0 angulo é igual
a /2 e assim as retas sao perpendiculares.

osfO =
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De modo analogo, podemos encontrar

|my — my|

V14+m2/1+ m3

sen @ =

ou equivalentemente
(2 — My |
VI+miyit+md

|my — my |

0 = arcsen

Neste caso, como 0 <
V1+miy/1+mj

< 1,temos que 0 <

0 < 7/a.

Outro modo de determinar o angulo entre duas retas no
plano é lembrando que o coeficiente angular é a tangente do
angulo orientado (no sentido anti-horario) entre a reta é a parte
positiva do eixo . Assim dadas duas retas de coeficiente an-
gulares m; = tg ¢, e my = tg ¢,. Pela figura 6.3 temos que
0 = ¢ — ¢, e logo:

tg 0 = ta(ps — by) = tg P —tgpy ~ mp—my
S & 2 ! 1-|—tg¢1tgqb2_1-|—m1m2

b5 ®1

/
Fig. 6.3

Uma vantagem da expressao

mMo — 1Ny

0 = arctg
1 -+ LAARILD)

€ que o angulo determinado por esta é o angulo orientado entre
as retas r; e r,.
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Dadas duas retas de coeficientes angulares m,, m., entao

o angulo entre elas é dado por:

1—|—m1m2
cos 0 =
V1+miy1+m3
|y — my|
sen @ =
V1 4+ m2/1+ m3
mo — MM
tg 0 =
1-|—m1m2

Exemplo 6.3. Ache o angulo entre as retas2x—y = 3 ex+3y =

4.

Solucao: Neste caso temos que:

E assim 0 = arctg(—7) ~ —81.8699°.

A
~
1

0 1/2 3

Exemplo 6.4. Ache duas retas que passe pelo ponto (2, 2) e que

faca um angulo de 45°com a reta2x — 3y = 4



-y EE § §F W s ww wWhN & RS W Wt W B e S T SRy 8§ AR W WSy w -8 N

<]

Solucao: Inicialmente vamos encontrar o coeficiente angular
dessas retas. Para isso, observamos que:

2
——m
1+ -m
3
2 2 5% 1 )
E dessaformal + -m = — — m e logo -m = —— e assim
1 3 3 3 3
m=—r. Logoaequacaodaretaey — 2 = —g(w — 2)
No caso
2
m —_— —
tgd5° =1 = —23
1+-—-m
3
E dessaformam = 5. Logoaequacaodaretaéy—2 = 5(x—2)
[]
Exercicios

Ex. 6.1 — Ache o dngulo agudo entreasretas 3z —4y +2 =0
e2x+3y=7

Ex. 6.2 — Qual o angulo entre o eixo z e 5 + 12 = 37

Ex. 6.3 — Ache duas retas passando por (1, —1) que faz um
angulo de 45° com 3x — 4y = 7.
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Ex. 6.4 — Ache os trés angulos de um triangulo cujos vértices
sao (2,1),(—1,2),(3,—2). Veja se eles somam 180°

Ex. 6.5 — Seja o« um dos angulos formados pelas retas ax +
by = ce y = px + q. Dé uma expressao para |cos ] .

Ex. 6.6 — Escreva a equacao da reta que passa pela origem e

x 3
faz um angulo de 45 com a reta 5 + yT = 1.

Ex. 6.7 — Mostrar que os quatro pontos (2, 2), (5,6), (9,9) e
(6,5) sao os vertices de um losango e que suas diagonais se
cortam mutuamente ao meio e uma é perpendicular a outra.

Ex. 6.8 — O segmento retilineo que une os pontos médios de
dois lados opostos de qualquer quadrilatero e o segmento reti-
lineo que une os pontos médios das diagonais do quadrilatero
cortam se mutualmente ao meio.

Ex. 6.9 — Determine as equacOes paramétricas da reta que
passa pelo ponto (1,—2,1) e é perpendicular as retas r
(1,—3,0) + (1,2,1)tes: (—2,1,0) + (1, —1, 1)t.

Ex. 6.10 — Determine as equacoes paramétricas da reta per-
pendicular as retas:

x=3t—7, y=-2t+4, z=3t+4

r=t+1, y=2t—9, z=-—-1t—12
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Angulo entre uma Reta e um Plano

O angulo 6 entre uma reta » e um plano = é definido como o
angulo complementar ao angulo agudo entre o vetor diretor a
essa reta e o vetor normal ao plano (ver figura 6.4).

Se v é um vetor diretor da reta » e n € um vetor normal ao
plano 7« entao

e logo

Fig. 6.4: Angulo 6 entre uma reta e um plano.

Dizemos que um plano = com vetor normal n e uma reta r

- ~ - n I 4 7T

com vetor diretor v, sao ortogonais se o angulo entre eles e Py
ou equivalentemente se os vetores v e n sao paralelos.

Exemplo 6.5. Determine o angulo entre a reta X = (6,7,0) +
(1,1,0)t e o plano de equacao vetorial X = (8,—4,2) +
(—1,0,2)t + (1, —2,0)s.

<]

Solucao: Vamos encontrar inicialmente um vetor normal a esse
plano:
n=(—1,0,2) x (1,—2,0) = (4,2, 2)
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Logo o angulo entre a reta é o plano é dado por:

(1,1,0) - (4,2,2) /3
V2v/24 2

. v
eaSS|m¢9:g (]

sen(0) =

Exemplo 6.6. Determine a equacao geral do plano que passa
pelo ponto (1,2,1) e que é perpendicularareta X = (1,0,0) +
(1,3, —1)t

<

Solucao: O vetor normal ao plano pode ser escolhido como
(1,3, —1 e assim a equacao geral desse plano é: x4+ 3y —z = d.
Como o ponto (1,2,1) pertence ao plano, ele satisfaz a equa-
cao do plano,i.e,1+3-2—1 = d. Logo d = 6 e a equacao
geral do plano é = + 3y — z = 6. ]

Angulo entre dois Planos

O angulo entre dois planos w; e m é definido como o angulo
agudo entre os vetores hormais n; e n,

|11 - Mg

cos(0) =
) = mall el

Dois planos 7; e wo com vetores normais n; e n, respectiva-
.y . R , T
mente, sao ditos ortogonais se o angulo entre eles é 5 o que
implica que seus vetores diretores sao perpendiculares, i.e,

nl-nzzO
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Fig. 6.5

Exemplo 6.7. Determine a equacao do plano que contém o
ponto (1,0, 1) e que e perpendicular aos planos 2x + y + z = 2
e—x+z="T.

<

Solucao: O vetor n normal ao plano, sera ortogonal aos vetores
(2,1,1) e (—1,0,1). E assim

n=(21,1) x (-1,0,1) = (1,—3,1)

Logo a equacao geral do plano é daformaxz—3y+2z = d. Como
o ponto (1,0, 1) pertence ao plano:

d=14+3-0+1=2

E aequacao geralé x — 3y + z = 2. ]

Exercicios

Ex. 6.11 — Ache os angulos entre os planos:
a) 3r—y+z=2ex—y—==~6
b) r+2y—32=8e2xr+4y —6z+31=0
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c) t=0ey=0
d z=1lex4+y=1

Ex. 6.12 — Escreva a equacao vetorial do plano que passa pelo
ponto P e é perpendicular as planos:

rny+ D1 =0 rn, + D1 = 0.
Escreva também a equacao geral desse plano dado que:

P (w09y09z0) n; = (alablacl) n; = (a29b2962)

Ex. 6.13 — Ache a equacao do plano perpendicular ao plano
iy
xz, que contem o ponto (1, 2, 3) e que faz um angulo de 1 com

3+ 2y + 2z = 1.

Distancias

Passemos agora a um novo problema: definir e determinar a
distancia entre dois objetos (ponto, reta ou plano) no espaco.

Sabemos facilmente como determinar a distancia entre dois
pontos no espaco. Bastando para isso medir o tamanho do ve-
tor determinado por estes pontos. Mas como medir a distancia
entres outros dois objetos? Este sera nosso objetivo nesta se-
cao.

Distéancia de um ponto a uma reta

A distancia entre um ponto P e uma reta » é definida como
a distancia entre P e ponto A € r mais préximo de P. Para
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determinar a distancia de P a r, sejam A e B dois pontos de r
e considere o triangulo ABP.

B

A area do triangulo ABP pode ser calculada usando o pro-
duto vetorial e assim temos:

A= %Hﬁ x AB||

Por outro lado usando que a area do triangulo € metade da base
vezes a altura temos:
|AB| R

2

e assim | AP x AB|| = | AB||h e logo

b d(Por) — |AP x AB|
| |AB|

Exemplo 6.8. Calcule a distancia do ponto P = (1,0, 2) a reta
r:(1,0,1) + (2,0,1)t.

<

Solucao: Escolhemos A = (1,0,1) e B = (3,0,2). E assim
AP = (0,0,1) e AB = (2,0,1)
1(0,0,1) X (2,0,1)] 2

ABT) = @0, Vs
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Distancia de um ponto a uma reta no plano: o caso
bidimensional

Assim como nas secoOes anteriores, o caso bidimensional pode
ser estudado separadamente. Queremos entao utilizar as ex-
pressoes determinadas anteriormente para encontrar uma ma-
neira de expressar a distancia do ponto P = (p,q) a reta
Ax + By +C = 0.

Comecaremos tratando o caso onde a reta é paralela ao eixo
x (A = 0). Neste caso, a reta tera equacao y = 5 e a distan-
cia sera dada pela diferenca entre a coordenada y do ponto e
da reta, ou seja, d(P,r) = |q + %L

Se a reta r nao é paralela ao eixo y, entao ela intercepta o
eixo x no ponto (_Z’ 0) e seu vetor diretor pode ser escolhido
como v = Bi — Aj (por qué?).

Desta forma, a equacao vetorial da reta é r : (—%,O) -+
(B,—A)t. Escolhendo A = (%,O) e B = A+ v, temos que

C
AD = (p + " q), e temos

d(P,r) =

onde o vetor AI_D) X v pode ser calculado através do seguinte
determinante formal

i i k
B —AO’
C
— 0
p-I—Aq

eassimﬁxv:(Bq—kAr—kC)k.
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Segue entao que ||ﬁ X v|| = |Ar 4+ Bs + C| e assim

|Ap + Bq + C|
VAT B
Observe que fazendo A = 0 na expressao acima, recupera-

mos a expressao encontrada para retas paralelas ao eixo x, e
portanto esta formula pode ser usada em qualquer caso.

d(P,r) =

Exemplo 6.9. Calcule a distancia do ponto (1,3) aretad4x—2y—

3 =0.
<
Solucao:
d_|4-1—2-3—3| 5
N V16 +4 V20
[]

Exemplo 6.10. Existem duas pontos cuja coordenadas x sao
iguais a —3 e que distam 6 da retar : 5x — 12y — 3 = 0. Ache
as coordenadas y desse ponto.

<

Solucao: Ambos os pontos podem ser representados como
(3, s). Para esses pontos temos que:
_ |5(=3) —12s 3| .

13
e logo |18 + 12s| = 78 elogo s = 5 ou s = —8. E os pontos
sao (—3,5) e (—3,—8) O

d
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Exercicios

Ex. 6.1 — Ache as distancias entre os pontos e as retas dadas:
a) (—3,4)abx — 2y = 3.
b) (—2,5)a7x+ 3 =0.
c) (—3,4)ady+5=0.
d) Origema3x — 2y + 6 = 0.

Ex. 6.2 — Determine a distancia 6 entre o ponto A = (3,1) ea
reta = + 2y = 3.Pelo seguinte método: primeiro ache o ponto B
sobre essa reta tal que d (A, B) = . Escreva a equacao da reta
de forma paramétrica » = r, + vt e calcule o produto interno
dos vetores AB e v. Conclua.

Ex. 6.3 — Ache o comprimento das alturas de um triangulo
com veértices (a,0),(b,0), (0, c).

Ex. 6.4 — Ache a distancia entre as duas retas paralelas: 3z +
2y = 6 e 6x + 4y = 9. (Porque essas retas sao paralelas?)

Ex. 6.5 — Prove que a distancia entre duas retas paralelas cu-
jas equacoes sao Ax + By + C = 0e Ax + By +C’' = 0

é:
C -

VAT B

Ex. 6.6 — Ache os pontos dareta y = 2x+ 1que estao situados
a distancia 2 da origem.
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Ex. 6.7 — Quais sao as retas paralelas a reta 3=z — 4y = 1 que
estao a distancia 5 desta?

Distancia de um ponto a um plano

A distancia entre um ponto e um plano é definida de maneira
analoga ao caso ponto-reta. Considere entao um plano = com
vetor normal n, e P um ponto qualquer. Para calcularmos a
distancia de P a 7, tome A um ponto qualquer de 7 e considere
o vetor AP. A distancia de P a = sera dada entdo pela norma
da projecao de ﬁ sobre n, ou seja,

d(P, ) = |[Proj, AP| =

Se na expressao anterior tomarmos P : (xg,¥o,20); A :
(a1, a2, a3) € supormos que o plano 7w tem equacao geral ax +
by + cz = d, teremos que o vetor normal a este plano é
n = (a, b, c), e portanto

_ b(un — _
d(P, ) = la(xo — 1) + b(yo — y1) + c(yo — v1)| (6.3)
va? 4+ b2+ ¢
_ |a®o + byo + cyo — (az1 + by: + cy1)| (6.4)
va? + b? + ¢2 .
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Como o ponto A pertence ao plano, temos que axy+byg+cyy =

d e assim

laxo + byo 4 cyo — d|
va?+b2+c?

Observe que, como seria de se esperar, a distancia nao de-

pende do ponto A escolhido.

(6.5)

d(P,m) =

Exercicios

Ex. 6.8 — Determine a distancia entre os planos dados e a ori-
gem:

a) xt=5

b) x+y=1

C) 2c+y—2=20

d 2c+y+2=2

Ex. 6.9 — Se a distancia da origem a um plano é d, e esse plano
intercepta os eixos em (a,0,0), (0,b,0) e (0,0, c) prove que:
1 1 1 1
=+ 5+
C

d2 " a? ' b2

Distancia entre Duas Retas

Seqguindo as ideias utilizadas nos casos anteriores, a distancia
entre duas retas r e s sera definida como a menor distancia
entre um ponto r» e um ponto de s.

Sejam entao r, s duas retas no espaco taisque r : A + ut e
s: B -+ vt.
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Se as retas forem coincidentes ou concorrentes, claramente
a distancia entre elas é nula. Se as retas forem paralelas e nao
coincidentes a distancia entre elas é igual a distancia de um
ponto P qualquer de r a s, e assim essa distancia pode ser
calculada usando os conhecimentos obtidos na secao anterior.

P
d(r, s)

Se as retas r e s forem reversas comecamos escolhendo um
ponto P sobre » e um ponto (Q sobre s. Projetamos entao o
vetor 1@ sobre o vetor n = u X v que é ortogonal as retas r e
s. A norma dessa projecao é a distancia entre as retas.

PA L —

Fig. 6.6: Distancia entre retas reversas.

Como

ﬁ PQ -n
PI'Ojn P = Wn
n

e assim:
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PQ -n

d(r, 8) = W (6.6)
PQ-n

d(r, 8) = m (6.7)

Exercicios

Ex. 6.10 — Determinar as equacao da reta que passa pelo
ponto (3,1) e tal que a distancia desta reta ao ponto (—1,1)
é igual a 21/2. (Duas solucées)

Ex. 6.11 — Determinar a equacao do lugar geométrico de um
ponto que se move de maneira que sua distancia a reta 4 —
3y + 12 = 0 é sempre igual a duas vezes a distancia ao eixo .

Ex. 6.12 — O angulo de inclinacao de cada uma de duas retas
paralelas € a. Se uma reta passa pelo ponto (a,b) e a outra
pelo ponto (c, d), mostrar que a distancia entre elas é

|(c — a)sena — (d — b) cos f

Ex. 6.13 — Ache as equacoes dos planos paralelos ao plano
3x — 2y + 6z + 8 = 0 e que distam 2 desse plano.

Ex. 6.14 — Ache a distancia entre os planos paralelos
a) dr+8y+z=9edx —8y+2+18=0
b) 3t — 2y +6z+8=0e6x —4y + 122+ 12=0
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Ex.6.15 — Ache a equacao da reta que passa pelo ponto
(2,1,5) e que intercepta a reta
r—1 Yy + 2 z—3
3 4 2

perpendicularmente.
(—2,1) é sempre igual a trés vezes a distéanciaaretay +4 = 0.

Ex. 6.16 — Determinar a distancia do ponto a reta:
a) ponto(7,7,4)areta6xr+2y+z2—4=0e6x—y—2z—10 =

0
x—7 3 =z
b) ponto (—1,2,3) areta = Y +2 =3

Ex. 6.17 — Ache os pontos sobre o eixo y que distam 4 do
plano x 4+ 2y — 2z =0

Ex. 6.18 — Determinar a distancia d do plano 3x — 12y + 4z —
3 = 0 ao ponto A = (3, —1, 2) pelo seguinte processo: Encon-
trar o ponto B, pé da perpendicular desde A até o plano. Entao
determinar d como o comprimento do segmento AB.

Ex. 6.19 — Determine a distancia do ponto (2, 2, 2) a reta

x=2t+1
y=3t+ 2
z=050t+1
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Ex. 6.20 — Determine a distancia entre as retas » que tem
equacao paramétricas:

x=2t+1
y=3t+ 2
z=050t+1

e a reta s que tem equacao parameétrica:

 =4s+1
y =25+ 2
zZ=1s+5

Retas em Coordenadas Polares

Se sobrepormos um sistemas de coorde-

teixo
nadas polares a um sistema de coordena- P (m’y) Y
das cartesianas de modo que o polo e a y
origem coincida e a direcao principal OA, 0
sobreponha-se a parte positiva do eixo = ~— L\eixo >
€T
(veja figura 6.7), podemos ver que a relacao
Fig. 6.7
entre as coordenadas para 0 mesmo ponto
é dada por:
x = rcos6
{ (6.8)
y = rsenb
sendo
=\vVx2+y2 0= arctg Y _ — arcsen ———— J — arccos _ Y
z? + y? z? + y?
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Substituindo as relacoes dada por 6.8, nha equacao geral de
umareta s : Ax + By = C, temos que esta pode ser expressa
em coordenadas polares como:

r(Acos@ + Bsenf) =C (6.9)

ou equivalentemente:

C
— = (A cos 0 + Bsen8) (6.10)

Tr

Exemplo 6.11. A equacao da reta 3x + 2y = 7 em coordenadas
polares é:
r(3cosf + 2senf) =7

<]

Sem perda de generalidade, podemos as-

A
\WVAZ F B2 sumir que C é positivo (Mudando os sinais
B de ambos os lados se necessario).
Qo
N, : :
A4 Y g Se construirmos, no quadrante apropri-

ado, um triangulo retangulo de lados A e B,
a hipotenusa desse tridangulo sera v/ A2 + B2, logo:

B A
= Sen w = COS
VAZ ¥ B2 T VAT B?

Se dividirmos ambos os lados da equacao 6.9 por v/ A2 + B2
ficamos com:

A B C
r (\/mc‘)””r \/mseng) Ry vy

e consequentemente

N\ (r, 0)
r (cosacosO + senacos) = h

T
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sendo
C

VA2 + B2
e desse modo a equacao da reta em coordenadas polares pode
ser escrita como:

h =

rcos(0 —a)=h

A equacao anterior € conhecida como equacao padrao da
reta em coordenadas polares.

O significado geométrico de h é a distancia da reta a origem
enquanto « é o angulo entre o eixo polar e a reta passando pela
origem e pelo ponto que realiza a distancia minima entre a ori-
gem e a reta s. Podemos ver esse fato revertendo o problema,
isto €, seja s uma reta tal que a distancia dessa reta a origem O
é h. Se tomarmos um ponto de coordenadas (r, ) sobre essa
reta de vetor posicao ». Entao o triangulo delimitado por h, r
e a reta s forma um triangulo retangulo com hipotenusa . Em
relacao ao angulo & — « o lado adjacente é h e assim

h
cos(f —a) = —
r
e logo

rcos(0 —a) =h

Exemplo 6.12. Ache o tamanho e a direcao do segmento que
liga a perpendicularmente origem a reta abaixo.

1
— = 8cosf + 6senf
r

Solucao: Comecaremos colocando a equacao

1
— =8cosBO + 6senb
r
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na forma padrao:
rcos(0 —a) =h
que expandindo fica:

1 1
— = —cosacosf + —senasen
T h

Igualando os temos temos:

1
—cosa = 8 (6.11)
h
1
—sena = 6 (6.12)
h

Elevando as equacoes 6.11 e 6.12 ao quadrado e somando
temos:

1 —
5 =100

1
e consequentemente h = 1o’

Dividindo a equacao 6.12 pela equacao 6.11 temos:
6 3

teax = — = —
& 8 4

a1 L
Consequentemente, temos que a distancia é oea inclina-

- , 3
cao dareta é arctg (Z)

Exercicios

Ex. 6.1 — Ache a distancia da reta

6
— = c059+\/§sen9
r
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a origem.

Ex. 6.2 — Ache o tamanho e a direcao do segmento que liga a
perpendicularmente origem a reta abaixo.

2
— =4cos6O + 3senb
T

Ex. 6.3 — ldentifique e desenhe as seguintes retas, colocando
as na forma padrao. Confira suas respostas usando coordena-
das cartesianas

a) rcosf =3
b) rsenf =3
c) r(5cosf + senf) = 32
d) 5(5cosf — 12senf) = 39

Ex. 6.4 — Mostre que se uma reta é paralela ao eixo = e dista h
da origem, entao sua equacao é dada por rsenf = h

Ex. 6.5 — Mostre que se uma reta é paralela ao eixo y e dista
h da origem, entao sua equacao é dada por r cos @ = h ou por
r cos 8 = —h , dependendo se a reta se encontra a esquerda ou
a direita do eixo y.

Ex. 6.6 — Mostre que a equacao da reta ligando os pontos de
coordenadas polares (r1, 0;) (r2,05) é dada por:
sen(f2 — 60;)  sen(6 — 6,) N sen(6; — 6

r To T
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C
Ex. 6.7 — Dada a equacao — = f(0) com
r
f(0) = acos(0 + o) + bcos(0 + 3)

a) Mostre que esta equacao representa uma linha reta.

b) Conclua que =k = f(0 + m/2) também representa uma
linhareta. E qu";a essa reta é perpendicular a reta de equa-
cao g = f(0).

c) Mostre finalmente que todas as retas perpendiculares a
g = f(0) sao da forma % = f(0 + =/2) para algum C,



Circulos e Esferas

Equacoes Canodnicas de Circulos e Esferas

Um circulo é o conjunto de pontos no plano
que estao a uma certa distancia » de um ponto
dado (a, b).

Desta forma temos que um ponto (x, y) per-
tence ao circulo de centro (a, b) e raio r se e Fig. 7.1: Circulo
- = de centro A e raio
somente se satisfaz a equacao:

Je@—al+@-b’=r

ou equivalentemente:

(z —a)’ + (y —b)’ =r?

De modo analogo, a equacao reduzida de uma esfera de cen-
tro (a,b,c) eraior é

(z—a)’+(@y—b)"+(z—c) =717

Fig. 7.2: Esfera de Centro C e raio r.

197
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Exemplo 7.1. Determine a equacao do circulo de centro (—3, 1)
que é tangenteareta3x — 4y —2 =0

<]

Solucao: Ja conhecemos o centro e precisamos determinar o
raio. Nesse caso o raio é a distancia entre a reta e o ponto, ja
que a tangente a um circulo é perpendicular ao raio que liga o
centro ao ponto de tangéncia. Logo:
13(—=3) —4 -1 — 2|
r = =3
\ /32 _|_ 42

e assim a equacao do circulo é:

(:13-|—3)2—|—(y—1)2:90Uw2—|—y2—|—6w—2y—|—1:O

Exemplo 7.2. Determine a equacao da esfera cujo diametro é o
segmento que liga (3, —1,2) a(5,3,4).

<]

Solucao: Nesse caso aparentemente nhao conhecemos nem o
centro nem o raio. Mas temos que o centro é o ponto médio do
segmento e que o raio € metade do diametro. Logo:

1
'r:5\/(5—3)2+(3—|—1)2—|—(4—2)2:\/6
O ponto médio é (4,1, 3) e logo a equacao da esfera é:

(x—4)°"+@y—1)°+(2—3)"=6
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Exemplo 7.3. Identifique a curva cuja equacao é:

x’+y?—6x—4y—12=0

N

<]

Solucao: Identificaremos a curva completando quadrados. O
termo =2 — 6x pode ser convertido num quadrado, se somar-
mos 9 e y? — 4y pode ser convertido num quadrado somando
4. Desta forma, somaremos 4 + 9 em cada lado da equacao

x? 4+ y? — 6 — 4y — 12 = 0. Logo temos:

x> +y’—6xr—4y—12=0
= (x°—6x+9)+(y°—4y+4) =12+4+9
= (x -3+ (y—2)" =5

Logo a curva é um circulo de raio 5 e centro (3, 2).

Podemos generalizar o exemplo anterior:
Exemplo 7.4. Identifique a curva cuja equacao é:

> +y°’+Ax+By+C =0

(7.1)
(7.2)
(7.3)

[l

<]

Solucao: Como no exemplo anterior, identificaremos a curva
completando quadrados. O termo x? + Ax pode ser convertido
2

A
hum quadrado, se somarmos e e y*> + By pode ser convertido

2

B
num quadrado somando e Desta forma, somaremos e + —

B2
4
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em cada lado da equacao:

x? + y*> + Az + By + C = (7.4)

0 A? 5 B? A%  B?
= | T —|—A$—|—Z + |y +By+7 ZZ‘F?_q?-s)

A\? B\? A? B?
= N — ) =—+—-d7.6
(w+2>+(y+2) . T 4
Observamos que para a equacao anterior ser a equacao de um
A? B? A? B?
circulo, r? = —4+——C, eassimtemos queter —4+——C >
0 4 4 4 4

A? B2
No caso em que e + o C < 0, o lugar geomeétrico des-

crito pela equacao 7.6 é vazio, pois a equacao nao pode ser
satisfeita pois a soma de quadrados é necessariamente nega-

tiva.
A?  B?
No caso em que e + — — C = 0, o lugar geomeétrico des-

A B
crito pela equacao 7.6 é o ponto (—5, —5>, pois se a soma

de quadrados perfeitos é 0 cada termo da soma é zero. ]

De modo analogo, podemos demonstrar que a equacao

w2+y2+z2+Aw+By+Cz+D=O
A2 B2 (2

descreve uma esfera se e + o + Vs D > 0, um ponto se

A2 BZ CZ AZ B2 CZ
— D = 0 e oconjunto vazio se —D <
4 T 4 T 4 | 4 T 4 T 4

0.

Exemplo 7.5. A superficie cuja equacao é:
12 —2c+ 2 +4y+y°>+82+22=0

é uma esfera. Encontre seu centro e raio.



-y uE § § W ks ww § § - ER R e e B e S T w8 e Ay s

Solucao: Completando os quadrados temos
(z?—2x+1)+ (y*+4y+4)+(2°+82+16)—1—4—-16+12 = 0.
Dai segue que:

(z—-1)*+(y+2)°+(2+4)°*=9

E logo o centro dessa esfera é (1, —2, —4) e o raio é 3. O

Circulo por trés pontos

E conhecido que trés pontos ndo colineares determinam um
unico circulo. Assim sendo, fixados P,, P, e P; nao colineares
podemos facilmente encontrar a equacao do circulo que passa
por tais pontos. Tal equacao pode ser encontrada observando
que a equacao geral de um circulo é da forma

>+ y>’+Ax+By+C =0

e que um ponto pertence ao circulo se e somente se suas coor-
denadas satisfazem tal equacao. A substituicao de cada ponto
resulta assim numa equacao linear nas variaveis A, B, C e as-
sim o fato dos trés pontos pertencerem ao circulo nos fornecem
um sistema linear em trés equacoes e trés variaveis A, B, C.
Resolvendo tal sistema encontramos, entao, a equacao do cir-
culo.

Exemplo 7.6. Determine a equacao do circulo que passa pelos
pontos (—1,2), (0,1) e (—3,2).
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Solucao: Substituindo os pontos na equacao

temos o sistema:

(5_A+2B+C =0
1+B+C=0
| 13-34+2B+C

N\

cujas solucaoé A =4, B = 0,C = —1. E logo a equacao é
:132-|—y2—|—4a:—1:O.
Completando quadrado obtemos, entao:
(°+4x+4)+y*—4—1=0.
Donde segue:

(z + 2)* + y* = 5.

Desse modo vemos que o circulo que passa por tais pontos
tem centro (—2, 0) e raio /5. O

E possivel encontrar a equacao de um circulo por trés pon-
tos nao colineares de uma outra maneira. Para esse fim consi-
deramos o triangulo determinado pelos pontos P, P,, P; e esse
circunscrito na circunferéncia. Assim o seu centro é o circun-
centro desse triangulo, isto é, 0 encontro das mediatrizes.
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Exemplo 7.7. Determine a equacao do circulo que passa pelos
pontos (—1,2), (0,1) e (—3,2).

<

Solucao: A equacao da reta passando pelos pontos (—1, 2),
(0,1) éy — 1 = —x, e como o ponto médio desses pontos é:

i 3
(—5, 5) temos que a mediatriz relativa a esse lado e: y — 5 —

1 e .
x+ 2 (lembrando que como a mediatriz é perpendicular ao lado
seu coeficiente angular é igual a menos o inverso do coeficiente
da reta).

De modo analogo a equacao da reta passando pelos pontos
(0,1)e (—3,2)éy = _Z + 1 e a equacao da mediatriz é: 3z =
—6+ vy ]

temos o sistema:

3r = —6+ 1y
3 n 1
—_ — =2 —
J 2 2
cujas solucao é x = —2,y = 0, ou seja o centro da circun-

feréncia € (—2,0). O raio pode ser calculado observando que
este sera a distancia do centro (—2,0) a um dos vértices do
triangulo, por exemplo (0,1). Assim r? = 5, e logo a equacao
é:

(z + 2)* + y* = 5.

Exemplo 7.8. Obtenha a equacao da esfera que passa pelos
pontos (0,0,1), (2,0,0),(1,1,1), (0,1, 0)
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Solucao: Impondo que os pontos pertencam a esfera temos o
seguinte sistema linear:

1+C+ D=0
44+2A+ D=0
3+A+B+C+ D=0
1+B+D=0

. 5 1 1 2 ,
cujasolucaoe A = ——,B=——,C = ——,D = —— eassima
3 3 3 3

equacao da esfera é:

Completando quadrado obtemos:
5 5\ 2 y 1\?2
2 = 2 _ < _
(m : +(6))+(y 3+(6))+
(250 (0)) -0 -6) - () -5
z — — — _ — _ — _— — -_——— =
3 6 6 6 6 36
Donde segue:

5\ 2 1\ 2 1\? 51
2 9 2 -+ 2_ ) 2%
(w 6) +(y 6) +(z 6) 36

Exercicios

Ex. 7.1 — Determine a equacao dos seguintes circulos:
a) Centro (—2,5) e raio r = 3.
b) Centro (1,3) eraior = 2
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c) Centroaorigemeraior = a

d) Centro (5,2) e passando pelo ponto (2, 3)

e) Tangente ao eixo y ha origem e raio a

f) Diametro (5,2) a (—2,10)

d) Centro (3, —2) tangentea2xz — y =0

h) Tangente a 2x — 5y + 1 = 0 no ponto (2, 1) e raio 3 (duas
respostas)

Ex. 7.2 — lIdentifique, dando o centro e o raio.
a) 2+ y? —4x + 6y =12
b) 224+ y? -2z —4y+5
c) z? 4+ y? = 2ax
d) 4x? — 4x = 5y — 4y*
e) =24+ y?+ 22 =2az

Ex. 7.3 — Encontre a equacao do circulo que passa pelos pon-
tos (4,0), (0, 3) e a origem.

Ex. 7.4 — Encontre a equacao dos seguintes circulos

a) Tangente aos eixos coordenados coordenados no se-
gundo quadrante e com raio r = 4.

b) Tangente ao eixo x, ao eixo y e a linha que intercepta o
eixo x e 0 eixo y em 3 e 2 respectivamente.

Ex. 7.5 — Verifique que as equacoes abaixo descrevem esfe-
ras, em caso afirmativo identifique o centro e o raio:
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a) 224+ y?+22—2x—4y+10=0

b) 2 — 6x + y? — 4y + 2% + 14z + 58
c) 22 +y? —6y+22+42+16

d) z?2+2x+y?+4y — 22+ 62z — 29

Ex. 7.6 — Dados P = (wl,yl,zl) e P, = (wz,yz, 22) entao a
equacao da esfera que tem P, P, como diametro é

(x—z)(x—22) +(Y—y1) (Y—y2) + (2 —21) (2 —22) =0

Retas Tangentes e Planos Tangentes

Uma reta é dita tangente a um circulo se a interseccao entre
essa reta e o circulo for somente um ponto. Para uma reta tan-
gente o seu vetor diretor é perpendicular ao vetor ligando o raio
ao ponto de interseccao. Além disso a distancia do centro do
circulo a reta tangente é igual ao raio do circulo.

Fig. 7.3: Reta tangente a um circulo

De modo analogo, dizemos que um plano é tangente a uma
esfera se esse plano interceptar a esfera hum unico ponto.
Nesse caso o vetor normal ao plano é paralelo ao vetor radial
ligando o centro da esfera ao ponto onde o plano intercepta a
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esfera. E a distancia do plano tangente ao centro da esfera é
igual ao raio da mesma.

Fig. 7.4: Plano tangente a uma esfera

Exemplo 7.9. Encontre a reta tangente ao circulo de equacao
x? + y? — 2y — 4x = 0 no ponto (3, 3)

<

Solucao: Completando quadrados podemos colocar a equacao
xz? + y? — 2y — 4o = 0 na forma reduzida:

(z—2)"+(y—1)*=0

Logo o centro do circulo tem coordenadas (2, 1). Logo, o vetor
ligando o centro do circulo ao ponto (3,3) é i + 2k e assim o
coeficiente angular da reta passando por estes pontos é igual
a 2. Logo, o coeficiente da reta tangente é —% (Por qué? Tente
escrever a equacao da reta tangente na forma padrao obtendo
antes equacoOes paramétricas para a mesma.). E assim a equa-
cao da reta tangente é:

ou
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(3,3)

4o

Podemos generalizar o exemplo anterior. Dado um circulo
de equacao
(z —a)* + (y — b)* =
Vamos calcular a equacao da reta tangente no ponto (x1, y1).

Para tanto, consideraremos o vetor ligando o centro do cir-
culo ao ponto de tangencia: (xz; — a)i + (y1 — b)j. Conse-
quentemente a inclinacao da reta passando por esses pontos é:

Yy — b - , rs —a
Logo o coeficiente angular da reta tangente e — .

r1 —a yp — b
E assim a equacao da reta tangente é da forma

r1 — a

(y —y1) = — (x + x1)

y1— b

e logo

(y —y1)(y1 —b) = —(z1 — a)(z — 1)
e assim expandindo:
(1 —a)z+ (y1 —b)y =k

para alguma constante k. Somando (z; —a)(—a) + (y1 —b)(—0b)
em ambos os lados da equacao obtemos:

(1 —a)(x —a) + (y1 — b)(y — b) = ks

para alguma constante k., que determinaremos agora. Se
substituirmos x = x; e y = y; teremos que

k2 = (x1 — a)’ + (y1 — b)* = r*
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e assim a equacao da reta tangente no ponto (x,,y;) €
(1 —a)(z —a) + (y1 — b)(y — b) =’

Exemplo 7.10. Obtenha as equacoes dos planos tangentes a
esfera —3 — 2x + x? + 4y + y? + 2z + 2% = 0 que sdo paralelos
ao plano x — 2y + 2z = 3.

<]

Solucao: Completando quadrados temos que a equacao da es-
fera pode ser escrita como:

(-1 °+@+2)°+(z+1)°=9

Logo o centro dessa esferaé (1, —2, —1) e o raio é 3.
A equacao geral de um plano paraleloa x — 2y + 2z = 3 tem
equacao da forma: x — 2y + 2z = d
Como esse plano é tangente a esfera a distancia do centro
dessas esferas ao plano é igual ao raio dessa esfera. E assim:
1-2(=2) +2(-1) ~d| _,
9

elogod = —6 oud = 12 e assim as equacoes dos planos sao
r—2y+2z=—->6ex—2y+ 2z =12.

d(C,m) =

]

Exercicios

Ex. 7.1 — Encontre a equacao a reta tangente no ponto indi-
cado:
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a) x=?+ y?=25,(-3,4)

b) z2? + y? = 2z — 4y, origem.

c) Encontre as retas tangentes ao circulo 2 + y? = 4x que
passam pelo ponto (3, 2).

d) Uma corda da circunferéncia =2 + y? = 25 se encontra

sobre a reta cuja equacao é x — 7y + 25 = 0. Qual o
comprimento dessa corda?

Ex. 7.2 — Para um triangulo qualquer encontrar:
a) aequacao da circunferéncia circunscrita ao triangulo
b) aequacao da circunferéncia inscrita ao triangulo

c) aequacao da circunferéncia que passa pelos pontos mé-
dios dos lados do triangulo.

Ex. 7.3 — As equacoes dos lados de um triangulo sao 9z +2y -+
13=0,3x+8y —47=0e x — y — 1 = 0. Encontrar a equacao
da circunferéncia circunscrita.

Ex. 7.4 — Mostrar que as tangentes de inclinacao m a circun-
feréncia x> + y2 = r2sdoy = mx + rv1 + m?2.

Ex. 7.5 — Qual a equacao da circlinferencia que passa pelos
pontos (1,2),(3,4) e que tem centro sobre o eixo y?

Ex. 7.6 — Fixado a, quais devem ser os dois valores de b para
que a reta y = ax + b seja tangente ao circulo de centro na
origem e raio r?
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Ex. 7.7 — Uma circunferéncia de raio 5 é tangente a reta 3x —
4y — 1 = 0 no ponto (3,2). Determinar sua equacao (duas
solucoes).

Ex. 7.8 — Mostrar analiticamente que qualquer reta que passa
pelo ponto (—1, 5) ndao pode ser tangente a circunferéncia =* +
y? + 4x — 6y + 6 = 0. Interprete o resultado geometricamente.

Ex. 7.9 — Encontre a equacao dos circulos que passam pelos
seguintes conjuntos de pontos. Diga qual o centro, o raio e
desenhe.

a) (3,4),(—-1,2),(—2,4)
b) 4,2),(—2,3),(—1,6)
c) (a,0),(b,0),(0,c)

Ex. 7.10 — Mostrar que o plano tangente a esfera 2+ y? 422 =
r2 no ponto (a, b, c) tem equacgéo ax + by + cz = r?

Ex. 7.11 — Encontre a equacao da esfera que passa pelos pon-
tos (0,0,1),(1,0,0),(0,1,0) e cujo centro esta no plano x4y —
z=0

Ex. 7.12 — Encontre a esfera que tem centro na reta
r=2z—3
.
y=2z—1

e passa pelos pontos (6, —1,3) e (0,7,5)
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Ex. 7.13 — Calcule a distancia do ponto (2, 3,4) a esfera =2 +
4 + y? — 2y + 2% + 4.

Ex. 7.14 — Determine a equacao da esfera cujo centro é
(3,2, —2) é que é tangente ao plano

T 1 -3 2
y|=10]+ 1 t+ | 0 |s
z 1 0 1

Ex. 7.15 — Determine a equacao da esfera cujo centro se en-
contra sobre o eixo X e que passa pelos pontos (3,—4,2) e
(6,2, —1).

Ex.7.16 — A equacao de uma esfera é =2 + y? + 22 + 6y —
4z + 9 = 0. Determinar a equacao da esfera concéntrica que é
tangente ao plano:

1
T —1 — —1

2
Yy — 0 + 1 s + 0 t
z —1 1 1

Ex. 7.17 — Encontre os planos tangentes a esfera z2 + y? +
(z — 1)> = 1 que sao paralelos ao plano 4z — y + 3z = 2

Ex. 7.18 — Encontre a equacao dos planos que contem a reta
r e sao tangentes a esfera S:
x+ 6
2

T =y+3=z+1
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eS:z?4+y?+22—4x+2y —4z+4=0.

Circunferéencia em coordenadas polares

Centrada na Origem O caso mais simples ocorre quando a cir-
cunferéncia esta centrada na origem nesse caso a circunferén-
cia é o conjunto de pontos que distam uma constante a da ori-
gem ou seja a equacao em coordenadas polares é

rTr=a.

E facil de ver que essa equacao coincide com a em equacao
em coordenadas cartesianas. Observe que, em coordenadas
cartesianas, P = (x,y) pertence a tal circulo se e somente se:
x = acos 0 e y = asen @. Dai segue que:

x? + y? = a®(cos® 0 + sen” 0) = a’.

Passando pela Origem Dada uma circunferéncia de raio a e
passando pela origem. As coordenadas polares do centro
dessa circunferéncia sao (a, o).

Considere o triangulo AOK P. Como OK é diametro da cir-
cunferéncia circunscrita ao triangulo vemos que AOKP é re-
tangulo em P. Da definicao de cosseno segue entao:

r = 2acos (60 — o).

Forma Geral Dado uma circunferéncia de centro (c, «) e raio
a, usando a lei dos cossenos temos que:

a’ =r? 4+ c* — 2rccos (6 — a)
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que é a equacao da circunferéncia na forma geral.

Exercicios

Ex. 7.1 — Mostre que o centro do circulo de equacao » —
AcosB + Bsenf é

(«m B>
2

,arctg A

Ex. 7.2 — Mostre que a reta rsen§ = 4 é tangente ao circulo
r = 8cos 6
Ex. 7.3 — Mostre que a equacao da tangente ao circulo
r = 2a cos 0
no ponto (ry,6,) é:

r cos(0 — 20;) = 2a cos® 0,

Ex. 7.4 — Mostre que para todos os valores de a a reta
rcos(0 — a) = a+ ricosa
é tangente ao circulo

r2—2rr1cos¢9—|—rf—a2 =0



Conicas

Introducao

As curvas coOnicas ou secoes cOnicas sao as curvas obtidas
pela interseccao de um cone com planos que nao contenham o
vértice desse cone.

Existem essencialmente trés tipos de cbdnicas que podem

ser obtidas a partir de um cone cuja reta geratriz faz angulo
215
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o com O eixo desse cone:

- parabola: obtida pela interseccao do cone com um plano
que forma angulo « com o eixo do cone;

- elipse: obtida pela interseccao do cone com um plano que
forma um angulo & > o com o eixo do cone;

 hipérbole: obtida pela interseccao do cone com um plano
que forma um angulo 6 < « com o eixo do cone.

Pode-se mostrar que o lugar geomeétrico de tais curvas num
plano pode ser caracterizado por relacoes envolvendo a distan-
cia de seus pontos a seus focos e retas diretrizes como descrito
a seqguir (ver Secao 8.6). Assim sendo, definimos:

Definicao 8.1. Uma elipse £ de focos F; e F, de eixo maior me-
dindo 2a > ||1ﬁ || € o lugar geometrico formado pelos pontos
do plano cuja soma das distancias a dois pontos fixos F; e F,é
igual a 2a. Ou seja, dados F; e F,, com ||1ﬁ|| = 2¢, e um nu-
mero a > c, dizemos que P é um ponto da elipse £ se somente

se.
IFP| + | FP|| = 2a. (8.1)

Definicao 8.2. Uma hiperbole H de focos F; e F; de eixo trans-
verso medindo 2a < ||Fﬁ | é o lugar geometrico formado pe-
los pontos do plano cujo moédulo da diferenca das distancias
a dois pontos fixos F, e F, é igual a 2a. Ou seja, dados F; e
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F,, com || Fy ?“2” = 2¢, € uUm numero a < c, dizemos que P é
um ponto da hipérbole H se somente se:

IFP| - | BB = 2a. (8.2)

Definicao 8.3. Uma parabola P de foco F e reta diretriz d é o
lugar geomeétrico formado pelos pontos do plano cujas distan-
cias ao ponto F e a reta d sao iguais. Ou seja, dados F e d,
dizemos que P é um ponto da parabola P se somente se:

|FP| = d(P, d). (8.3)

Elipse

Conforme descrito na Definicao 8.1,
uma elipse € é o lugar geomeétrico for- B,

&
mado por pontos cuja soma das dis- A/ \
Ap B> o Fi\A17q

tancias a dois pontos fixos, F; e F», é
constante.

Nesta secao estudaremos a equa- Fig. 8.1: Elipse
cao chamada forma candnica da
elipse, que representa uma elipse alinhada com plano carte-
siano e centrada em sua origem. Antes, porém, fixemos a ter-
minologia basica envolvida no estudo de elipses.
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Terminologia

« Os pontos F; e F; descritos na Definicao 8.1 sao denomi-
nados focos da elipse. O segmento F, F; de comprimento
2¢ é 0 segmento focal da elipse e 2c¢ é a distancia focal da
elipse.

« A reta r contendo F; e F, é denominada reta focal da
elipse.

 Ainterseccao de £ com r consiste de dois pontos A; e A,
que sao os vértices da elipse sobre a reta focal. O seg-
mento A; A, de comprimento 2a é o chamado eixo focal
da elipse (ou eixo maior da elipse).

« O ponto médio O € r do segmento F,F, € o centro da
elipse;

- Areta s perpendicular a r por O é a reta nao focal da elipse.

A interseccao de £ com s consiste de dois pontos B; e
B, que sao os vértices da elipse sobre a reta nao focal. O
segmento B; B, é o chamado eixo ndo focal da elipse (ou
eixo menor da elipse).

- Qualquer segmento cujos extremos estao sobre £ é deno-
minado corda da elipse;

« Chamamos de amplitude focal o comprimento de uma
corda que contenha um dos focos da elipse e que seja per-
pendicular ao eixo focal desta. Notamos que existem duas
dessas cordas, usualmente denominadas individualmente
por lactus rectum.
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- A menor regiao retangular que contém a elipse é chamada
retangulo fundamental da elipse.

- A menor coroa circular que contém a elipse é denominada
coroa fundamental da elipse.

Equacao da Elipse

Comecemos nosso estudo da equacao da elipse observando
os dois exemplos abaixo descritos.

Exemplo 8.4. Usando a mesma notacao descrita na Subse-
cao 8.2, consideremos num sistema de coordenadas cartesi-
ano uma elipse de focos F, = (0,0) e F; = (2,1) e eixo focal
medindo 2a = 4.

Tomando P = (x,y) a equacao (8.1) fica:
Va2 + 2+ /(@ —2)2 + (y — 1)2 = 4.

Vamos entao manipular tal equacao de modo a eliminar suas
raizes quadradas.

Isolando o termo /(x — 2)2 + (y — 1)? e elevemos a igual-
dade resultante ao quadrado de modo a obter:

(2> — 4z +4) + (y* — 2z + 1) = 16 — 8y/x2 + y2 + (° + ¥°) .
Simplificando e isolando 8\/x? + y?:

4r + 2y + 11 = 8/ x2 + y2.

Finalmente, elevando ao quadrado e simplificando a expres-
sao obtida, chegamos a:

48x? + 60y> + 16y + 88z + 44y + 121 = 0. (8.4)
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Essa equacao quadratica é, entao, a representacao cartesi-
ana procurada da elipse €.

Fig. 8.2: Exemplo 8.4

Exemplo 8.5. Considere agora, num sistema de coordenadas
cartesiano, F, = (—4,0) e F;, = (4,0) de modo que o eixo
focal r fica alinhado com o eixo Ox e o centro O da elipse fica
sobre a origem do sistema de coordenadas. Estudemos uma
elipse de eixo focal medindo 2a = 10. Seja P = (x,y) um
ponto qualquer da elipse €.

Em coordenadas cartesianas, a equacao (8.1) fica:

\/(az—|—4)2-|—y2-|—\/(33—4)2-|—y2:10.

Tentaremos no que se segue simplificar tal equacao elimi-
nando as raizes quadradas manipulando-a algebricamente.

Inicialmente, isolemos a raiz \/ (x + 4)°> + y? e elevemos a
igualdade obtida ao quadrado:

(x + 4)° 4+ y? = 100 + [(a: —4)% + y2] — 20\/(:1; — 4)% + 2.

Simplificando tal equacao chegamos e manipulando-a de modo
a isolar o termo 20 \/ (x — 4)® + y2 ficamos com:

100 — 16z = 20\/(:1; — 4)* + g2,
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ou ainda:

4
5—gar;:\/(ar;—4)2—|—y2,

Elevando esta igualdade ao quadrado chegamos a:
16 2 2 2
25—|—£w — 8 =x“ + 16 — 8x + y~.

Donde temos: 9

2 2
— = 9.
25w + vy
Finalmente, dividindo-a por 9, segue:
wz y2
— 4+ =—=1 8.5
s T o ; (8.5)

que é a forma candnica da elipse €.

Esses exemplos e os calculos ne-
les envolvidos sugerem que toda
elipse pode ser representada no

\

plano cartesiano por um equagao - BPEPSPEL S IPIPY
quadratica da forma: A

Az?+ Bxy+Cy*+Dx+Ey+F = 0,

3
™
I |
IS N D =N

_ Fig. 8.3: Exemplo 8.5
onde A,B,C,D,FE e F sao constantes (que dependem da

elipse a ser representada). Tal suposicao prova-se de fato ver-
dadeira (deixamos ao leitor interessado sua demonstracao).

No entanto, é visivel que a Equacao (8.5) obtida no segundo
exemplo é muito mais simples que a Equacao (8.4) obtida no
primeiro. Isso ocorre devido a uma melhor escolha, no Exem-
plo 8.5, do sistema de coordenadas usado.

Encontremos, entao, a equacao da elipse £ num sistema de
coordenadas adequado a E£.
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Assuma que os focos F; e F, possuem coordenadas (—c,0)
e (c,0) respectivamente. Tomando P = (x,y). Da Equacao
(8.1) obtemos:

Je—o?+y+ /(@ +e)’ +y2=2a

e logo \/(w + )’ 4+ y? = 20,—\/(33 — ¢)® + y2. Elevando ao qua-
drado ambos os lados dessa expressao obtemos:

A+2cx+z*+y? = 4a’—2cx—4a+/c? — 2cx + x? + Y2+t +y?

Simplificando temos que

a\/c? —2cx + 2+ y? = a® — cx

Elevando novamente ao quadrando ambos os lados da equacao
obtemos

a? (02 — 2cx + x> + y2) — a* — 2a’cx + c2x?
a’ (02 — 2cx + x> + yz) — (a4 — 2a’%cx + c2:132)
—at* + a?c® + a?x? + azyz — c2p? —

a? (a2 — cz) = (CL2 — 02) x® + a,zy
Substituindo b = (a® — c¢?) temos
a2b2 — b2.’L'2 _I_ a2y2.
Dividindo ambos os lados por a?b? chegamos finalmente a
equacao

2 2
£
2 v

a? b2

Chegamos assim a seguinte proposicao:
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Proposicao 8.6. Uma elipse £ de focos F; = (c,0) e F» =
(—c,0) e eixo maior medindo 2a tem equacao

332 y2
St =1 (8.6)
onde b é tal que a®> = b* + 2.
Tal equacao é usualmente conhecida como a forma canénica
da elipse (ou equacao reduzida da elipse).

Os numeros a, b e c sao conhecidos como parametros geo-
métricos da elipse.

Observacao 8.7. Se na deducao da equacao da elipse tivésse-
mos adotado o sistema de coordenadas com os focos sobre o
eixo y e a origem entre os focos, isto é o sistema com o eixo
maior A, A, de comprimento 2a sobre o eixo y e o eixo menor
BB, de comprimento 2b sobre o eixo x, teriamos, no final, a
equacao:
2 2

xr

=Yg

b2 a2
Observacao 8.8. Para uma elipse de equacao:

2 2
r Yy
RS

com a > b, é facil ver que:

- O retangulo fundamental da elipse é a regiao retangular
R = {(w,y) S E23w S [_aaa]’y S [_b7 b]} -

- A coroa fundamental da elipse é a regido C = {(xz,y) €
E?; b2 < 22 + y? < a?}.
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Esboco da Elipse

Considere uma elipse € de equacao:

332 y2
a2yl

coma,b > 0.

Observe inicialmente que, se um ponto P = (x,y) esta na
elipse £, também a ela pertencem os pontos P’ = (—x,y), P/ =
(z,—y) e P’ = (—x, —y). Desse modo, basta para esbocarmos
€ basta estudarmos a elipse no primeiro quadrante do sistema
de coordenadas e refletirmos tal esboco ao longo dos eixos Ox
e Oy (que sao eixos de simetria da elipse).

Além disso, isolando-se o parametro y da equacao de £ ob-

temos: .
y = t—Vva? — 2,
a

donde observamos que para esbocarmos £ no primeiro qua-
drante basta estudarmos o grafico da funcao:

f:[0,a] — R
b

xr — —\/a? — 2.
a

Observacao 8.9. Note que para x > a, temos (a®> — %) < 0 e,
portanto, f nao fica bem definida.

Como f(0) = be f(a) = 0 temos que dois dos vértices da
elipse tém coordenadas (0, b) e (a,0).

Além disso, temos que f é decrescente, ja que, para xg, 1 €
[0, a], temos:

2 2 2 2 2 2
To < T1 <= T < T] < a —x;, >a —x]

b b
< —\/Ja?2 —x2 > —\/a? — x? < f(x9) > f(x1).
a a
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O uso de calculo diferencial nos permite concluir que o gra-
fico de f é concavo, isto é fixos dois pontos P, e P, quaisquer
sobre o grafico de f, temos que o grafico de f fica acima do
segmento P, P;.

Ay

B2

Fig. 8.4: Esboco da Elipse

A concavidade do grafico de f decorre do fato de que a se-
gunda derivada de f é dada por:

ab

(a? — w2)3/2’

f”(a:) — _

que é negativa para todo x € (0, a).

Observacao 8.10. Uma elipse pode ser facilmente desenhada
com o auxilio de um barbante de comprimento 2a. Basta para
isso fixarmos as extremidades do barbante nos focos e tracar-
mos uma curva com o lapis apoiado (porém nao preso) no bar-
bante de modo a manter este sempre esticado.
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Exemplos

Exemplo 8.11. Determine a equacao da elipse de focos (3,0) e
(—3,0) e vertices (0,4) e (0, —4).

<

Solucao: Primeiramente notamos que temos uma elipse de fo-
cos ho eixo Ox (pois a segunda coordenada dos focos é 0). En-
tao, usando a mesma notacao da Proposicao 8.6, temos c = 3
eb = 4,e,como a’ = b? + %, segue que a = 5. Desse modo a
equacao procurada é:

332 y2
— 4+ 2 -1
25 16
que é uma elipse com vertices A; = (5,0), A, = (—5,0),

B, =(0,4), B, = (0,—4) e focos F; = (3,0) e F, = (—3,0). U

Exemplo 8.12. Determine a equacao da elipse de focos (0,4) e
(0, —4) e eixo maior medindo 12.

<

Solucao: Nesse exemplo temos uma elipse de focos no eixo
Oy (pois a primeira coordenada dos focos é 0). Assim, usando
a notacao da Observacao 8.15, temos c = 4 e 2a = 12 e, como
a’? = b? 4 2, segue que b = 2+v/5. Desse modo a equacéo

procurada é:
mz y2
— 4+ =1
20 36

que é uma elipse com vertices A, = (0,6), A, = (0,—6), B; =
(24/5,0), B, = (—2+/5,0) e focos F;, = (0,4) e F, = (0, —4). O
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Exemplo 8.13. Seja £ uma elipse de centro na origem e tal que
um de seus veértices sobre a reta focal é (0,5). Sabendo que &

6v 5
passa pelo ponto (T\/_, \/3> , determine a equacao da elipse.

<]

Solucao: Nesse exemplo temos novamente uma elipse de focos
no eixo Oy (hesse caso porque nhos € informado que o centro
da elipse esta na origem e o ponto (0,5) sobre a reta focal).
Assim, usando a notacao da Observacao 8.15, temos a = 5.
Desse modo a equacao procurada é do tipo:

2 2

T (]
— 4+ L -1
bZ%_25 ’

comO0 < b < 5.

6v 5
Usando agora que o ponto (T\/_, \/§> pertence a £ temos

que: , ,
(6\/5/5) <\/5)
+ = 1.
b2 25
Resolvento tal equacao (de incégnita b) obtemos b = 3.
Logo a equacao da elipse é:
332 y2
— 4+ — =1.
9 + 25

Hiperbole



-y RN & § S www R - v & WE s . (= —_—

De acordo com a Definicao 8.2, uma
hipérbole J é o lugar geomeétrico for-
mado pelos pontos do plano cujo mé-
dulo da diferenca das distancias a F;
e F; é igual a 2a (onde 2a < ||Fﬁ||).

Desenvolveremos nesta secao a / \
equacao tida como a forma candnica | Fig. 8.5: Hipérbole‘
da hipérbole, que descreve uma hi-
pérbole cujos focos estao em um dos eixos coordenados si-
metricamente dispostos em retacao a origem. Assim como fi-
zemos para a elipse, fixemos primeiramente a terminologia ba-
sica envolvida no estudo de hipérboles.

Terminologia

« Os pontos F; e F, descritos na Definicao 8.2 sao deno-
minados focos da hipérbole. O segmento F; F, de compri-
mento 2¢ é o segmento focal da hipérbole e 2¢ é a distancia
focal da hipérbole.

- A reta » contendo F; e F, é denominada reta focal da hi-
pérbole.

A interseccao de J{ com r consiste de dois pontos A; e
A, que sao os vértices da hipérbole sobre a reta focal.
O segmento A; A, de comprimento 2a é o chamado eixo
transverso da hipérbole.

« O ponto médio O € r do segmento FF, € o0 centro da
hipérbole;
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- O segmento B; B, de comprimento 2b (onde c¢? = a? + b?),
cujos extremos B; e B, estao simetricamente localizados
em relacao ao centro O da hipérbole sobre a reta s per-
pendicular a » por O, é denominado eixo conjugado da
hipérbole;

« Os numeros a, b e c sao conhecidos como parametros ge-
ométricos da hipérbole.

- As retas r_ e r, pelo centro O de inclinacao —b/a e b/a
respectivamente sao as assintotas da hipérbole (ver Sub-
secao 8.3);

- Qualquer segmento cujos extremos estao sobre JH é deno-
minado corda da hipérbole;

« Chamamos de amplitude focal da hipérbole o compri-
mento de uma corda que contenha um dos focos da hi-
pérbole e que seja perpendicular a reta focal desta.

- O retangulo fundamental da hipérbole é a regiao retangular
R = {(w,y) S E23w S [_aaa]’y S [_b7 b]}

- Uma hipérbole é dita equilatera quando os parametros ge-
omeétricos a e b dessa hipérbole sao iguais.

Equacao da Hipérbole

Escrevendo a equacao (8.2), apresentada na Definicao 8.2, e
manipulando-a algébricamente de modo analogo ao que fize-
mos para a elipse chegamos ao seguinte resultado:
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Proposicao 8.14. Uma hipéerbole 3{ de focos F;, = (c,0) e F, =
(—c,0) e eixo transverso medindo 2a tem equacao

332 y2
? — ﬁ — ]_, (8.7)
onde b é tal que c*> = a? + b°.
Tal equacao é usualmente conhecida como a forma canénica

da hipérbole (ou equacao reduzida da hipérbole).

Observacao 8.15. Se na deducao da equacao da hiperbole ti-
vessemos partido de focos localizados sobre o eixo Oy (ou seja
F;, = (0,c¢) e F, = (0, —c)), teriamos chegado a equacao:

2 2

Yy £

Assintotas

Definicao 8.16. Uma reta r de equacao y — mx + n é dita ser
uma assintota de uma dada funcao f : (a,+o0) — R em +oo
(a € R) se a distancia entre o grafico de f a reta r tende a zero
quando x vai para infinito, isto é se:

lim d(P,r) =0, (8.8)

T—+00

onde P = (x, f(x)). Analogamente podemos definir assintota
de f em —oc.

A proposicao abaixo mostra que hipérboles admitem duas as-
sintotas.
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Proposicao 8.17. As retasr, e r_ de equacoes

b b
T+:y=;m e T'_:y:—;m

sao assintotas da hiperbole H de equacao

2 2
G
a? b2
Demonstracao. De fato, para uma tal hipérbole J(, temos que
P = (z,y) € H se e somente se b*z? — a’y?> = a’b*. Entado

temos:

VIt a?

_ |bx — ay| |bx + ay|

- VbE ¥ a? bz + ay|

b2 — a%y?| 1
- VbBE¥a? |bx + ay|
a’b? 1

T VB2 + a2 |bx + ay|

Assim sendo, temos que

lim d(P,r.) = 0.

(z,y)—(F00,%00)
Analogamente, temos também que

lim d(P,r_) = 0.
(%,y) = (d00,Fo0)

Observacao 8.18. Rigorosamente, r, e r_ sao assintotas, no
sentido da Definicao 8.16, da funcao

2
f+(x) = by % —1
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em +oo e —oo, respectivamente; e da funcao

fo(z) = b\/%— 1

em —oco e +oo, respectivamente. Funcoes essas obtidas da
equacao de H isolando-se o parametro y.

Esboco da Hipeérbole

Seja uma Hipérbole H de equacao:

2 2
@ v
a? b2

coma,b > 0.

Como na elipse observamos que, se um ponto P = (z,y)
esta na hipérbole J{, também a ela pertencem os pontos P’ =
(—x,y), PP = (x,—y) e P = (—x, —y). Assim sendo, a hipér-
bole H é simeétrica em relacao aos eixos Ox e Ovy.

Além disso, isolando-se o parametro y da equacao de JH ob-

temos: 5
y=*t—x?2 — a?.
a

Estudemos entao o grafico da funcao:

f:la,+00) — R
b

xr — —\/x? — a?.
a

Observacao 8.19. Observe que, no caso a hiperbole, para x €
[0, a), temos (x? — a®) < 0 e, portanto, f nao fica bem definida.

Note agora que f(a) = 0 nos da o vertice A; = (a,0) da
hipérbole. Além disso, temos que f é crescente, ja que, para



xg, 1 € [a, +00), temos:
Ty < T <= x; < T} < x; —a’ <z} —a’
b /5 2 b /s 2
<:>E re — a <; xi — a? <> f(xo) < f(x1).

Calculo diferencial nos permite concluir que o grafico de f
também é céncavo no caso da hipérbole.

A concavidade do grafico de f decorre do fato de que a se-
gunda derivada de f é dada por:

ab

(mz _ a2)3/2’

f//(w) —
que é negativa para todo = € [a, +o0).

b
Finalmente, sabemos que f(x) temaretar, : y = —x como
a
b
assintota e é tal que f(x) < —x paratodo = € [a,+o0). Desse
a
modo sabemos que f(x) se aproxima assintoticamente de .,
por baixo dessa reta, quando x tende a +oc.

Exemplos

Exemplo 8.20. Uma hipérbole H{ tem vertices nos pontos (0, 4)
e (0,—4), e um foco no ponto (—5,0). Obtenha a equacéao da
hiperbole e de suas assintotas.

<

Solucdo: E facil perceber que 3 é uma hipérbole com centro

na origem e focos no eixo Oy. Assim sua equacao é do tipo:

2 2
v @
a? b2
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com c? = a? + b? e 2c a distancia focal.
Como H tem vértices (0,4) e (0, —4) segue que a = 4.
Como um dos focos de H é (—5,0) segue que ¢ = 5. Logo,

a partir da igualdade ¢ = a? + b2, obtemos b = 3. Assim a
equacao de H é:

y? @2
16 9
As assintotasde H{saor, : « = (b/a)yer_: x = —(b/a)y,

ou seja:

o= (N rie= ()

Exemplo 8.21. Uma hipérbole 3{ tem os focos num dos eixos
coordenados e centro na origem. Sabendo que uma das assin-
totas de H{ é areta3x — 2y = 0 e que P = (4v2,6) €
determine a equacao de J{.

<
Solucao:
« Focos no eixo Ox:
x? y? .
Seja — — =i 1 a equacao da hipérbole procurada. Como
a

a reta 3x — 2y = 0, que é a também a reta de equacao
3 ,
Yy = §m, €@ uma das assintotas obtemos:

9

b 3
a 2

3
ousejab = 50,.
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Usando que P € JH obtemos:

(4v2)? 62
a2 b2
3 T :
Usando que b = 50' e simplificando algebricamente a
igualdade chegamos entao a:
16
— = 1.
CL2

Donde a? = 16, ou seja a = 4. Usando novamente que
3 ~ b ~
b= §a obtemos entao b = 6. Logo chegamos a equacao:

£B2 2
H:— — Yy _ 1
16 36
Focos no eixo Oy:
y2 wz
Seja agora — — i 1 a equacao da hipérbole procurada.
a

Como areta 3x—2y = 0, que é atambém a reta de equacao
2 ,
x = gy, €@ uma das assintotas obtemos:

b 2
a 3

9

2
ousejab = ga.

Usando que P ¢ JH{ obtemos:
62  (4v2)2 .
_ — =

a? b

3
Usando que b = 2@ e simplificando a equacao chegamos
a:
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Como a? > 0 observamos que nao existe a tal que a
igualdade acima seja satisfeita, ou seja, nao existe hipér-
bole com focos no eixo Oy contendo P e com assintota
3 — 2y = 0.

Conclusao: A unica hipérbole cuja equacao resolve o pro-
blema é:

Exemplo 8.22. Encontre o centro, os focos e vértices da hipér-
bole de equacao:

9% — 4y® — 18z — 8y — 31 = 0.
<

Solucao: Tentaremos aqui manipular a equacao dada de forma
a obter uma equacao da forma:

(@ —x0)*  (y—w0)® _

a? B b2 o

que representa uma hipérbole de centro C = (x,y,), focos

F, = (zg + c,y0) € F, = (x9 — c,y0), onde ¢c* = a’ + b?, e
vértices V;, = (xop + a,yo) € V1 = (9 — a, yo)-

1,

Comecemos completando quadrados escrevendo:

(92® — 18z +9) — (4y* +8y +4) —9+4 —31 =0.

Donde temos:

9(x — 1)?> — 4(y + 1)® = 36.
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E, finalmente:

(z—1)° (y+1)*
4 9

1.

Tal equacao representa uma hipérbole de centro C = (1, —1)
de parametros a = 2, b = 4 e ¢ = 2v/5. Logo temos fo-
cos F; = (1 +2v5,—-1) e F, = (1 — 2/5,—1) e vértices
Vi=3,-1)eV, =(—-1,-1). O

Parabola

Conforme descrito na Definicao 8.3,
uma parabola P de foco F' e reta di-
retriz d é o lugar geométrico formado
pelos pontos do plano cujas distan- ?
cias a F' e d sao iguais. »

quadraticas de uma variavel, cujos
graficos representam parabolas com
retas diretrizes paralelas aos eixos coordenados. Em particular
veremos a chamada forma candénica da parabola que é a equa-
cao que representa uma parabola com vértice na origem, foco
sobre um dos eixos coordenados e reta diretriz paralela ao ou-
tro eixo coordenado.

Fig. 8.6: Parabola

Terminologia

« O ponto F descrito na Definicao 8.3 é denominado foco da
parabola.
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- A reta d, também descrita na Definicao 8.3 é denominada
diretriz da parabola.

- A distancia 2p entre o foco F' e a reta diretriz d da parabola
é chamada parametro da parabola.

« O ponto V de interseccao da perpendicular a d por F com
a parabola é o vértice da parabola;

- A reta perpendicular a d por F' é o eixo de simetria da pa-
rabola.

- Qualquer segmento cujos extremos estao sobre P é deno-
minado corda da parabola;

- Tomando A e B os extremos da corda que contém F e é
paralela a diretriz d, obtemos o triangulo AV AB denomi-
nado triangulo fundamental da parabola.

Equacao da Parabola

Para uma parabola com diretriz paralela ao eixo Ox e vértice na
origem do sistema de coordenadas vale o seguinte resultado:

Proposicao 8.23. Uma parabola P de foco F = (0, p) e reta di-
retrizd : y = —p (p # 0) tem equacao
1 2
= | — . 8.9
v=(4) (8.9)
Tal equacao é usualmente conhecida como a forma canénica
da parabola (ou equacao reduzida da parabola).

Demonstracao. Seja P = (x,y) um ponto da parabola. A partir
da equacdo ||FP| = d(P, d) obtemos:

Vz2+ (y —p)2 =y + p.
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Elevando ambos os lados ao quadrado obtemos:

z? + y* — 2py + p* = y* + 2py + p°.

Simplificando e isolando y chegamos entao a:

1
()=
4p

Observacao 8.24. Para uma parabola de foco F = (p,0) e reta
diretriz vertical d : * = —p uma demonstracao analoga nos

levaria a equacao:
1
> — <_> 2, (8.10)
4p

a qual também é conhecida como forma candénica da parabola.

No caso particular da parabola, porém, é importante desta-
car sua descricao como grafico de funcoes quadraticas de uma
variavel real.

Definicao 8.25. Uma funcao f : R — R é dita quadratica
quando existem a,b,c reais com a # 0, tais que f(x) =
ax? + bx + c para todo = € R.

Sobre funcoes quadraticas vale o seguinte resultado:

Proposicao 8.26. O grafico da funcao quadratica f(x) = ax? +
bx + c e uma parabola com:

b A—1
F = Y ’
2a 4a

e foco:
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o diretriz:

e vértice:

onde A = b? — 4ac.

Observacao 8.27. O grafico de uma funcao f : R — R é o lugar
geometrico dado pela equacao y = f(x). Logo, pela Proposi-
cdo 8.26, y = ax? + bx + c é a equacao de uma parabola com
diretriz paralela ao eixo Ox.

E andloga a demonstracdo da proposicdo acima o fato de
que x = ay? + by + c é equacao de uma parabola com:

e foco:
A—1 b
F=|-— s ’
4a 2a
o diretriz:
A+1
d: x= — ,
4a
« vertice:

onde A = b? — 4ac.

Observacao 8.28. E importante notar que as funcées f(x) =
ar’+bxr+ceg(x) = dz*+bx+c,com(a,b,c) = A(d,b,c)
para algum )\ # 0, tém mesmas raizes, ou seja f(x) = 0 se e
somente se g(x) = 0, no entanto seus graficos sao distintos e,
portanto, representam parabolas diferentes.
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A Proposicao 8.26 segue imediatamente dos Lemas 8.29 e
8.30, abaixo demonstrados.

Lema 8.29. O grafico de uma funcao quadratica f(x) = a(x —
m)? + k é uma parabola com:

e foco:
F = (m, k + —) ,
a
o diretriz: ;
d:y=k— —
Yy 1a’

- vérticeV = (m, k).

Demonstracao. Seja P = (x,y) um ponto qualquer do grafico
1

de f (de modo que y = a(x—m)*+k). Tome F = (m k + 1 )
a

1

ed:y=k— y”. Mostremos que ||F_P)|| = d(P,d) (ver Defini-
a

cao 8.3).

Por um lado temos:

F_ﬁ:<m—m a,(a;—m)z_i>

4a

Donde segue:
IFP|| = \/ (& —m)? + a*(z — m)! — 2a(z — m)2 (i)

4a
_ W )

4a 4a
= \/(a(w —m)? 4 i)z

a(ac—m)2—|—£|.
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Por outro lado:

d(P,d) = |a(x —m)* + k — (k—iN:

4a

1
a(a:—m)2—|—E .

Logo, vale | FP|| = d(P, d).

Como o vértice da parabola é o ponto médio do menor seg-
mento que liga F' a d é facil ver que V = (m, k).

Lema 8.30. Vale a igualdade:

b 2
aa:z—l—bw-I—CZa(a:—l——) —(

2a

b2 — 4ac)
4a .

Essa forma de escrever a funcao quadratica é conhecida
como forma candnica do trindémio de segundo grau.

Demonstracao. De fato:

5 5 b C
ar°+bxr+c=alx®+ —x+ —

a a

b 2
Completando quadrado de modo a obter <a: + 2—) temos:
a

, b c ) b b? b’ c
alz*+—xx+—)=alx"+2—x + —

a a 2a 402 4ala

b\? b?—4ac
:a[(w—F%) T T aar ]

b2 b? — 4ac
=afotg,) ~ (T )

Observacao 8.31. Vale a reciproca da Proposicao 8.26, ou seja,
fixos m,n,p € R (n # p) tais que F = (m,n) ed : y = p sdo
respectivamente foco e diretriz de uma parabola entao existem
a, b, c € R tais que a parabola é grafico da funcao f(x) = ax?+
bx + c.
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Deixamos ao leitor interessado verificar que vale tal afirma-
cao para:

1 m N m?
a = —— = cC=n p—
2(n — p) n—p 2(n — p).

Esboco da Parabola

Fig. 8.7: Parabola

O esboco da parabola de equacao y = ax? + bx + c (ou
grafico de f(x) = ax? + bx + c) pode ser facilmente estudado
a partir da forma canénica do trinédmio (Lema 8.30):

b\ ?2 b2 — 4
f(w)=a:c2+ba:—|—c=a<a:—l——> _(_CIC).
2a 4a

Fixemos, para estudo, a > 0. Facilmente observamos que f

b

tem seu minimo no ponto onde (m + 2—) = 0, ou seja quando
a

b

r= ——-:
2a

b
Além disso, para 5 < x1 < x temos que:
a

b\ 2 b\ 2
<$1—|—£> <($2‘|‘£>7
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donde segue que f(x1) < f(x2), ou seja f é crescente em

b .
[—2—, -I-oo). Analogamente vemos que f e decrescente em
a

(5
—00, —— |-
2a
Um pouco de calculo diferencial nos permite concluir que,
para a > 0, o grafico de f é convexo, isto é fixos dois pontos

P, e P, quaisquer sobre o grafico de f, temos que o grafico de
f fica abaixo do segmento P, P;.

A convexidade do grafico de f decorre do fato de que a se-
gunda derivada de f é dada por:

f"(®) = a>0.

Finalmente, se A = b? — 4ac > 0, podemos obter as rai-
zes de f facilmente igualando a forma canénica do trin6mio e
isolando o parametro x, obtendo assim a Férmula de Bhaskara:

__ b+ VP —dac
2a
Observacao 8.32. Sea < 0, f(x) = ax® + bx + c tem seu ma-
Xximo em x = —%, é decrescente em —5a —|—oo> e crescente

em | —oo, —2—] , tem grafico concavo e tem suas raizes dada
a

pela (mesma) Formula de Bhaskara (quando A > 0).

Exemplos

Exemplo 8.33. Determine a equacao da parabola de foco FF —
(1,2) ereta diretrizr : y = 4.



-y RN & § S www R - v & WE s . — N

Solucao: Seja P = (x,y) um ponto da parabola. A equacao
|FP| = d(p,r) em coordenadas fica:

Ve —1)2+ (y—2)2 = |y —4|.
Elevando essa igualdade ao quadrado obtemos:
(x> — 2z +1) + (y* — 4y + 4) = y*> — 8y + 16.

Isolando entao o parametro y chegamos a:

1= () (e (2),

Exemplo 8.34. Consider uma parabola® com vertice na origem
e com o eixo Ox como reta focal. Suponha que o ponto (3, —6)
pertenca a P. Determine a equacao de P, seu foco F e reta
diretriz d.

<

Solucao: Sabemos que P é uma parabola de parametro 2p com
equacao da forma:
1
r =+ <—> y2.
4p

Como a primeira coordenada do ponto (3, —6) é positiva te-

MosS:
Pio=+(g;)v
o — .
4p J
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Substituindo as coordenadas do ponto (3, —6) na equacao
acima chegamos a p = 3. Logo temos:

oo (81
T = 5 y°.

Tal parabola tem, assim, foco FF = (3,0) e reta diretriz
d:x = —3. []

Exemplo 8.35. Considere a funcao quadratica f(x) = x> —6x+
8. Escreva f na forma quadratica canénica e a partir de tal de-
termine suas raizes. Determine as coordenadas do vértice, foco
e a equacao da reta diretriz da parabola que é grafico de f.

<

Solucao: Completando quadrado obtemos f(x) = (z*? — 6x +
9) — 1 = (« — 3)> — 1 que é a forma canénica de f.

Igualando a forma canénica a zero chegamos a:

(x —3)? =1.

Dondetemos x — 3 = +1ouaindaxz =3+ 1. Logox =2e
x = 4 sao as raizes de f.

O vértice da parabola que é grafico de f, ocorre no ponto
onde f é minimo, ou sejaem = = 3. Logo as coordenadas do
vértice sao (3, —1).

Claramente o eixo de simetria da parabola em questao é pa-
ralelo ao eixo Oy. Suponhamos entao que o foco da parabola
tenha coordenadas F' = (3, —1 + c) e a diretriz tenha equacao
d:y = —1 — c (Note que o vértice da parabola dista o mesmo
do foco e da diretriz da parabola).
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Considere um ponto P qualquer da parabola diferente do
vertice. Tome por exemplo P = (0,8). Devemos ter ||ﬁ|| =
d(P,d).

Por um lado, temos entao ﬁ = (—3,9—c)e:

IFP| = o+ (9— o).
Por outro lado:
d(P,d) =8—(—1—c¢)=9+c.
Deve valer entao:
9+ (9—c)=(9+c)

Donde temos ¢ = (1/4).
Logo F = (3,—3/4)ed:y = —5/4. O

x Excentricidade

Proposicao 8.36. Sejamn > 0,n # 1e F = (¢,0). Tomer a
reta de equacao x = c/n? (logo paralela ao eixo Oy).

Entao, se P = (x,y) satisfaz a igualdade

ﬁ = nd(P,r), (8.11)
temos que:

» se0 < n < 1, entao P pertence a elipse de equacao

332 y2
PERE I

onde a = c/n eb tal que a®> = b + 2.
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- sen > 1, entao P pertence a hiperbole de equacao

2 2
@ v
a? b2

onde a = c/n eb tal que c* = a® + b>.

Demonstracao. Escrevendo a equacao (8.11) em coordenadas
cartesianas temos:

\/(w—C)z-l-yz:n(%—w)-

Elevando essa equacao ao quadrado e manipulando algebrica-
mente o resultado facilmente chegamos na igualdade:

1
w2<1_n2)+y2202($_1>.

1
Dividindo tal equacao por c? (—2 — 1) obtemos:
n

2 2
T
+ J = 1.

2 /02 1
C/T’ C2(—2—1>
n

1
Entao, para 0 < n < 1, observamos que c? (—2 — 1) > 0.
n

1
Tomando entdo a®> = ¢?/n? e b*> = 2 (—2 — 1) (de modo que
(]

a’ = b? + c?) temos:
$2 y2 _
PR TR

1
Caso > 1 temos que c? (—2 — 1) < 0. Tomando a? =
n

1
c?/n? e b* = —c? (—2 — 1) (de modo que ¢ = a? + b?) segue:
n
¢y

PRI
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Proposicao 8.37. Sejamn = 1 e F = (c,0). Tome r a reta de
equacao r = —c.

Entao, se P = (x,y) satisfaz a igualdade
FP = nd(P,r), (8.12)
temos que:

y? = 4cz.

Demonstracao. Escrevendo a equacao (8.12) em coordenadas
cartesianas temos:

Ve —c?+y?=(ctua).

Elevando essa equacao ao quadrado e manipulando algebrica-
mente o resultado facilmente obtemos:

y? = 4czx.

Observacao 8.38. A reta r e o ponto F' desctritos nas proposi-
coes 8.36 e 8.37 sao denominados respectivamente reta diretriz
e foco da coénica em questao.

O parametro n, que aparece em ambas as proposicoes, é
denominado excentricidade da cénica.

Observacao 8.39. E facil mostrar que as reciprocas das propo-
sicoes acima sao validas, ou seja:

- Se P = (x,y) é um ponto da elipse de equacao:
332 y2
a pr U
entao, tomando c > 0 tal que a®> = b*> + ¢, n = ¢/a (note
0<n<1),F =(c0)er:z=c/n*temos que P satisfaz

a equacao (8.11).
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- Se P = (x,y) é um ponto da hipéerbole de equacao:

$2 y2 B

a? b
entao, tomando c > 0 tal que ¢ = a® + b*, n = ¢/a (note
n>1), F = (c,0) er : £ = c¢/n* temos que P satisfaz a

equacao (8.11).

9

- Se P = (x,y) € um ponto da parabola de equacao:
y? = 4dcz,

entao, tomandon =1, F = (¢,0) er : £ = —c temos que
P satisfaz a equacao (8.12) (que é a mesma que a equacao
(8.11)).

Excentricidade e a forma de uma conica

A excentricidade n» de uma conica é usualmente usada para es-
tudar o formato das conicas.

No caso da elipse, quanto mais n for proximo a 0 maior a
“semelhanca” da elipse com um circulo. De fato, dividindo
a’ = b* + c? por a?, teriamos que (b/a)? = 1 — n?. Logo para
n pequeno (b/a) estaria proximo de 1. Assim sendo, a e b se-
riam aproximadamente iguais. Tomando b = a teriamos entao
a equacao do circulo: z? + y? = a®.

Para n < 1 proximo de 1 teriamos por outro lado que (b/a)
seria proximo de 0, ou seja, b seria muito menor que a, 0 que
nos levaria a uma elipse bem alongada ao longo do eixo O«x.

Na hipérbole, por sua vez, se n > 0 estiver perto de 1 te-
remos (b/a) proximo de 0, pois dividindo c> = a? + b? por a?
obtemos > = 1 + (b/a)?. Isso implica que as assintotas da
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hipérbole tem inclinacao proxima a 0, ou seja, a medida que 7
fica mais perto de 1 as hipérboles ficam mais préximas do eixo
Ozx.

Por outro lado, a medida que n tende a +occ temos que (b/a)
também tende a + oo, ou seja, a inclinacao das assintotas da
hipérbole crescem de modo que as hipérboles se aproximam
do eixo Oy.

Em geometria, dizemos que duas figuras sao semelhantes
se pode-se obter uma a partir da outra pela composicao de
isometrias (translacao, rotacao, reflexao) e homotetias (fixos
centro O e razao k, uma homotetia leva P em P’ pela relacao
—

OP = LOP).

Sobre a semelhanca das conicas valem o seguinte resul-

tado:

Proposicao 8.40. Se duas cénicas tém mesma excentricidade
entao elas sao semelhantes, em particular todas as parabolas
sao semelhantes entre si.

Demonstracao. Consideraremos apenas as coOnicas cujas
equacoes estao na sua forma canénica (pois, como veremos
no capitulo ??, todas as conicas podem ser transformadas na
forma canonica por rotacoes e translacoes).

Considere duas elipses £ e £’ de equacoes:

wZ y2
8:;-'—?:1,

2 2
,lw y —

Se ambas tém mesma excentricidade temos que (b/a) =
(b’'/a’), donde segue que (a/a’) = (b/b’) = k. Tome entao
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a homotetia h com centro na origem e razao k, ou seja tal que
h(xz,y) = (kx,ky). Entao, afirmamos que se P = (x,y) esta
em &, h(P) esta em &'. De fato, se P satisfaz:

mZ y2
PR
temos que
(kw)Z (ky)Z a/2w2 b12y2 332 y2
p _|_ — = —|— = ]_.
a b/2 a/2&2 b12b2 02 b2

A semelhanca de hipérboles de mesma excentricidade se-
gue de modo analogo.

No caso de duas parabolas P : y = az?e P’ : y = a’x?, tome
k = (a/a’). Dai se P = (x,y) esta em P temos que vale y =
axz?. Por outro lado tomando a homotetia h(xz,y) = (kz, ky)

temos: )
/ 2 _ a 2_ (@ 2 _
a'(kx)” = a <;> x° = <;> ar® = ky.

* Construcoes de Dandelin

Elipse

Dado um cone com angulo de aber-
tura 2a e um plano =« que intersepta
o cone e faz um angulo superior a «
com o eixo do cone temos na inter-
seccdo uma elipse. E possivel encon-
trar duas esferas S; e S, que tangen-
ciam o plano 7 e 0 cone internamente
(ver Figura 8.8). Tais esferas sao co-
nhecidas como esferas de Dandelin
da elipse.
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Mostremos usando as esferas de
Dandelin que a soma das distancias
de um ponto X da elipse aos focos
F, e F; é constante, isto é:

IFX|| + | FRX| = k,

onde k£ é um numero real fixado (obviamente maior que a dis-
tancia focal da elipse).

Suponha que S; e S, tangenciam o cone nos circulos C; e
C, respectivamente. Seja X um ponto qualque da elipse. A reta
(()_Xz que passa por X e pelo vértice O do cone intersepta C; e
C> em pontos H, e H, respectivamente.

Observe que a soma || X H,|| + || X H|| independe do ponto
X da elipse, medindo sempre || H, H,||.

Parabola

Mostraremos no que se segue que a
curva (parabola) formada pela intersec-
cao de um cone de angulo de abertura 2«
e vértice O com plano « que faz um an-
gulo o« com o eixo do cone, obedece de
fato a equacao:

IFX|| = nd(X,r),

com n = 1, onde F é o foco da parabola,

r a sua diretriz e X um ponto qualquer da

coOnica. Fig. 8.9: Parabola: Foco
e Diretriz

Considere a esfera simultaneamente
tangente interna ao cone e tangente ao plano w. Seja v o plano
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que contém os pontos de tangéncia da esfera com o cone. Afir-
mamos que o ponto de tangéncia da esfera com o plano w é o
foco da parabola e que a reta r obtida pela interseccao de « e ~
é a reta diretriz da parabola.

Seja X um ponto qualquer da parabola. Seja C a intersec-
cao da reta W (uma geratriz no cone) com ~. Considere B a
projecao ortogonal de X em v e D o ponto na diretrizr = 7N~
tal que o triangulo A X BD se encontre num plano ortogonal a
7. Afirmamos que qualquer que seja X, ponto da parabola, os
triangulos AX BC e AX BD sao congruentes.

Observacao 8.41. Cuidado nao confundir sua intuicao com a Fi-
gura 8.9 que e apenas uma projecao no plano de uma figura tri-
dimensional. O triangulo A X BC esta nao é coplanar ao plano
da figura no papel (ele “entra no papel”).

A congruéncia dos triangulos segue do fato de que oS an-
gulos a, B, 0 e ® sao todos congruentes (por qué?), XBC =
XBD = 5 e XB é um lado comum a ambos os triangulos
(Congruéncia “ALA”).

Observe assim que | XC|| = || XD||. Mas | XD|| = d(X,r)
e ||ﬁ|| = ||)ﬁ||, onde F é o foco da parabola (pois XC e X F
sao tangentes a esferaem C e F). Logo:

IFX|| = nd(X,r),

comn = 1.
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Exercicios

Ex. 8.1 — Provemos que a curva (elipse) formada pela intersec-
cao de um cone de angulo de abertura 2a com plano = que faz
um angulo 8 > a com o eixo do cone, obedece a equacao:

IFX|| = nd(X,r),

comn < 1,onde F é o foco da elipse e r a sua diretriz.
Considere, como fizemos para a parabola, a esfera simultanea-
mente tangente interna ao cone e tangente ao plano « (esfera
de Dandelin).

a) Encontre o foco F' e a diretriz » da elipse do mesmo modo
que fizemos para a parabola;

b) Considere X e X’ dois pontos da elipse. Encontre os
pontos B, C e D da mesma forma que fizemos para a
parabola. Encontre B’, C’ e D’ a partir de X’ de forma
semelhante.

c¢) Mostre que os seguintes triangulos sao semelhantes:

AXBD ~ AX'B'D’
AXBC ~ AX'B'C’

d) Mostre que:

—

IXCI  1X°C| -

- . - b
IXD|| | X'D|

onde 17 € uma constante real;

e) Conclua que vale:
|IFX|| = nd(X, ),

comn < 1.
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Ex. 8.2 — Mostre que a curva (hipérbole) formada pela inter-
seccao de um cone de angulo de abertura 2a com plano = que
faz um angulo 8 < o com o eixo do cone, obedece a equacao:

IFX|| = nd(X,r),

comn > 1, onde F é o foco da hipérbole e r a sua diretriz.

Ex. 8.3 — Mostre usando as esferas de Dandelin que os pontos
X da hipérbole satisfazem a equacao:

IEX| - 1BXl| = &,

onde F;j e F;, sao os focos da hipérbole e kK uma constante real.

7 x Conicas em Coordenadas Polares

Considere a conica de equacao ||ﬁ|| =
nd(X,l),. Consideremos agora coorde-
nadas polares com a origem O localizada
em F' e com o eixo polar perpendicular a
diretriz [ da conica.

° 7\/ > Suponha que a distancia entre a dire-

triz [ e o foco F' é uma dada constante

Fig. 8.10: Cénica: coor- P € que a conica esta localizada, em re-
denadas polares lacdo a I/, no mesmo lado de F, como

na Figura 8.10. E facil ver que no sis-

tema de coordenadas acima descrito ||ﬁ|| = redX,l) =

(p — r cos ), donde temos:

r = n(p — r cos0).
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Isolando r segue que:

. np
1+ ncos0

T

Suponha agora que que a conica esta
localizada, em relacao a /, no lado oposto )?
a F, como na Figura 8.11. A equacao
|FX| = nd(X,1), torna-se entéo:

r = n(r cos @ — p).

Donde segue: np Fig. 8.11: Cénica: coor-

r = 1 cos 0 — 1 denadas polares

Observe no entanto que, como r é positivo, para que a equa-
cao acima represente um lugar geométrico nao vazio devemos
ter n > 1, ou seja, a conica deve ser uma hipérbole.

Temos entao:

Teorema 8.42. Considere uma cénica com excentricidade n,
foco F' na origem e com uma diretriz |l distando p de F e per-
pendicular ao eixo polar Ox. Se0 < n < 1, a conica e uma
elipse (n € (0,1)) ou uma parabola (n = 1), e todo ponto da
curva esta localizado no mesmo semi-plano em relacao al que
F'. Nesse caso a cOnica tem equacao:

P | (8.13)
ncosO + 1

Sen > 1, a curva é uma hiperbole com ramos em ambos o0s
lados de l. O ramo a esquerda de | satisfaz a Equacao 8.13 e o
ramo a direita de | satisfaz:

p= b (8.14)

 ncosh —1
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*x Conicas e a Trajetoria dos Planetas

Nesta secao mostraremos, a partir das leis de Newton, que a
trajetoria de planetas sujeitos apenas a forca gravitacional exer-
cida por um sol é uma conica. Tal trajetéria sera uma elipse,
parabola ou hipérbole dependendo da velocidade inicial do pla-
neta. A prova que fazemos aqui foi fortemente inspirada na de-
monstracao das leis de Kepler apresentada no livro Calculus -
Volume | de Tom Apostol ([1]).

Assim sendo, suponha um sol e um planeta de massas M e
m, respectivamente.

A segunda lei de Newton afirma que a aceleracao a é propotr-
cional a forca F por:
F = ma. (8.15)

Denotando por r o vetor que liga o sol ao planeta, por u, 0
versor de r e por r a horma de r, a lei universal da gravitacao
afirma que a forca exercida pelo sol no planeta obedece:

GM
F=_——"" (8.16)

r2

onde G é a constante gravitacional.

A partir das equacoes (8.15) e (8.16) temos:

GM
(T (8.17)

Mostremos inicialmente que a trajetéria do planeta esta con-
tida no plano perpendicular aos vetores posicao r e velocidade
v. Observe, para isso, que o vetor » X v é constante:

d( X V) drx + de X v+ 71 X X 0
—\T V) = — (% r —_— =7 v r a=7T a = V.
dt dt dt

Denotemos r X v por c.
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Comor-c = r-r xv = 0 segue que o vetor posicao é sempre
perpendicular a ¢, logo a trajetoria é de fato plana. Observe que
se ¢c = 0 temos que r e v sao paralelos e a trajetdria sera uma
reta (conica degenerada). Suponhamos no que se segue que
c % 0.

Mostremos agora que a trajetoria € de fato uma conica.

Fixe um eixo polar passando peso sol e seja 6 o0 angulo entre
r e tal eixo. Seja uy 0 vetor unitario perpendicular a » dado por
%. Usando coordenadas polares temos que » = ru,. Disso
segue:

dr B drt B dr up dr du, dO B dr do
it at e w a  Twea ar e
Donde obtemos:
c=1rXv=(ru,) X (ﬁur -+ r%u9> = rzﬁur X Ug.
dt dt dt

Dessa expressao segue:

(GM ) (2d9 )
aXc=|— u, | X raurXug =

r2
do do

Observe agora que:

d d d
a(vXc):d—:Xc-l—de—j:aXc. (8.19)
Por outro lado:
d du, du, dO do
—(GMu,) = GM =GM———F=GM—uy. (8.20)
dt dt do dt dt
Das equacoes (8.18), (8.19) e (8.20) segue entao que:

d d
—(v X ¢) = —(GMu,).
a0 X Q) = g (GMur)



Donde, por integracao obtemos:
vXc=GMu,+ b,

onde b € um vetor constante.

Tomando e tal que GMe = b segue que:

v X ¢ = GM (u, + e).

Multiplicando escalarmente ambos os lados da equacao
acima por r temos:

r-vXxec=GM((r+r-e)=GMr(1l+ ncosqo),

onde n = ||e|| e ¢ é 0 angulo entre » e e. COmo ¢ = r - v temos
por outro lado que:

’I”"UXC:T‘X’U°C:C°C:CZ,

onde c = ||¢||-

Assim temos, finalmente:

GMr(1 + ncos ¢) = c°.

2
Fazendo p =

e isolando r segue a equacao:
Mn

np
T = )
ncoso + 1
que é a equacao de uma conica com foco no sol e excentrici-
dade n, como queriamos demonstrar.

Observacao 8.43. Observe que como e é uma constante de in-
tegracdo e n = ||e|| temos que a excentricidade depende fun-
damentalmente das condicoes iniciais do movimento, isto é, da
posicao e velocidade iniciais do planeta (Verifique!).



Curvas

Parametrizacao de Curvas

No Capitulo 4 estudamos as equacoes de uma reta no espaco e
vimos que tal entidade geométrica pode ser representada pelas
equacoes paramétricas:

r = a -+ vt
’I"Z< y:b—l—v2t (9.1)
\z = ¢+ v3t

onde Sy = (a,b,c) éum pontodaretar e v = (vy,v2,v3) €
um vetor paralelo a r.

X(t) = (x(t).y(t).z(t)

)

Fig. 9.1: Curva Parametrizada

261
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Nesse ponto, observamos que a reta representada pelas
equacoes 9.1 pode ser interpretada como a trajetoria no espaco
E3 descrita por um corpo em movimento retilineo uniforme com
posicao inicial S, e velocidade v. Assim, as equacoes 9.1 sao
meramente a representacao em coordenadas da classica equa-
cao da fisica:

S(t) = Sp+ vt

na qual S(t) = (x=(t),y(t), z(t)) descreve a posicao do corpo
em questao no instante de tempo t.

Um dos objetivos desse capitulo sera o de representar ou-
tras curvas no espaco de modo semelhante, isto &, imaginando
um corpo que se move livremente pelo espaco e descrevendo
a posicao X (t) = (x(t),y(t),z(t)) desse corpo no instante ¢,
onde agora x, y e z sao funcoes (nao necessariamente lineares)
de R em R (ver Figura 9.1).

Nesse intuito, podemos entao definir:

Definicao 9.1. Uma curva parametrizada no espaco com para-
metrot é funcao continua, no qual I = (a,b) e um intervalo da
reta real.

De modo analogo podemos definir uma curva no plano como
uma funcao continua X : I — R2.

Usualmente pedimos uma certa regularidade para as fun-
coes x(t),y(t) e z(t), pedimos tenham derivadas de toda or-
dem (para que seja possivel definir um vetor velocidade, um
vetor aceleracao, etc...).
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Observamos que no caso de uma curva qualquer o vetor ve-
locidade que era constante nas equacoes da reta agora € um
vetor tangente a curva que varia com o parametro t.

Definicdo 9.2. Dado uma curva X : I — R} X(t) =
(x(t),y(t), 2(t)) com x(t),y(t) e z(t) diferenciaveis, entao o
vetor tangente e dado pela derivada

X'(t) = (2'(t), ¥'(t), 2'(t))

da funcdo X em relacao at.

O processo de descrever uma curva geomeétrica como uma
funcdo X : I — R> é conhecido como parametrizacao.

Exemplo 9.3. A equacao mais simples para uma parabola
y==x

pode ser (trivialmente) transformada em uma parametrizacao
utilizando um parametro livre t, e estabelecendo

xr=ty=1t> para —oo <t < oo

<]

Exemplo 9.4. Parametrize o circulo de raio 2 em R? e descreva
seu vetor tangente.
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Solucao: Para parametrizar o circulo utilizaremos como pa-
rametro o angulo t. Com essa escolha temos as coordena-
das de um ponto P : (x,y) pode ser descritas utilizando que
x = 2cost e que y = 2sent. Para descrevermos todos os
pontos o angulo t deve variar em [0, 27].

Assim, a curva plana X : [0,27] — R? dada por X (t) =
(2 cost, 2sent) descreve um circulo de raio 2 em R2.
Finalmente, o vetor tangente de X no instante ¢ pode ser

calculado derivando a parametrizacao X (t) = (2cost,2sent)
e é dado por X'(t) = (—2sent,2cost).

[l

Observacao 9.5. Uma curva X : [a,b] — R?, como por exemplo
a curva descrita no Exemplo 9.4, para a qual o ponto inicial é
igual ao ponto final X (a) = X (b) e denominada curva fechada.

Exemplo 9.6. Descreva a curva espacial cuja parametrizacao e
X (t) = (cost,sent,t/10).



-y RN § § W ks wBs - w8 & ¥V § | N

Fig. 9.2: Hélice

Solucao: Para descrevermos a curva comecamos observando
que a projecao da curva X (t) no plano =,y é dada por X'(t) =
(cost,sent) e consequentemente € um ponto do circulo de raio
unitario. Logo a curva esta contida no cilindro =2 + y? = 1.

Na direcao =z a curva se move com velocidade constante.

Assim, a curva espacial X (t) = (cost,sent,t/10) descreve
uma hélice contida no cilindro =% + y? = 1. Tal curva caminha

27 - ors
10 na direcao de z para completar uma volta em torno do cilin-
dro. Observe a figura ao lado. ]

Exemplo 9.7 (Grafico de Funcao). O grafico de uma funcéo f :
R D D — R diferenciavel é uma curva em R?. Tal curva
pode ser representada pelas equacoes paramétricas X (t) =
(t, f(t)). Observe que o vetor velocidade de tal curva é dado
por X'(t) = (1, f'(t)).

Na figura 9.3 apresentamos a curva (t,sent) dada pelo gra-
fico da funcao sen x em R?, cujo vetor velocidade no tempo t é
(1,cost).
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Fig. 9.3: Grafico de sen «

I N
<\\\ - ///)

Fig. 9.4: Curva nao injetora

Exemplo 9.8. A curva X (t) = (t*> — 4t,t> — 4) é uma curva para-
metrizada nao injetora (ver Figura 9.4), pois X (2) = X(—2) =
(0,0). Esse exemplo mostra que que nem toda curva do plano
pode ser descrita como grafico de uma funcao.

<

Observacao 9.9. Uma curva parametrizada injetora (sem auto-
interseccoes) é dita ser uma curva simples

Fig. 9.5: Curva diferenciavel com “bico”

Exemplo 9.10. Observamos, por fim, um fato que pode pare-
cer a principio contradizer nossa intuicao de diferenciabilidade
propiciada pelo estudo de funcoes reais e seus graficos em cur-
sos de calculo diferenciavel. Uma curva parametrizada pode
ser diferenciavel e ter “bicos” ou “arestas” desde que o vetor
velocidade se anule nesses pontos. Observe a curva X (t) =
(t3,t%) cujo vetor velocidade existe para todo t e é dado por
X'(t) = (3t3, 2t).
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Fig. 9.6: Cicloide
<

Observacao 9.11. Uma curva parametrizada diferenciavel X (t)
tal que X' (t) # 0 para todo t é dita ser uma curva regular.

Pode-se mostrar que curvas regulares nao admitem “bicos”.

Fig. 9.7: Cicléide parametrizada

Exemplo 9.12. A cicloide, uma curva classica estudada por Ga-
lileu (entre outros), consiste na curva tracada por um ponto fi-
xado numa circunferéncia que rola ao longo de uma reta (ver
Figura ??).

A cicldide esta ligada, por exemplo, ao problema da braquis-
tocrona, que descreve uma curva ligando dois pontos A e B,
com B localizado a uma altura menor que A, e que tem a propri-
edade de ser a trajetoria (“rampa’) capaz de minimizar o tempo
para um corpo ir de A a B quando este esta submetido apenas
a gravidade.
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Alem disso, a cicloide (invertida) também é solucao do pro-
blema da tautocrona que trata de uma curva onde nao importa
onde uma particula seja colocada, ela leva o mesmo tempo para
deslizar ate o fundo.

Obtenha as equacoes paramétricas da cicldide passando
pela origem O do sistema de coordenadas e obtida a partir de
um circulo de raio r “rolando” sobre o eixo x.

<]

Solucao: Seja t o parametro que representa o angulo de rotacao
do circulo. Quando o circulo girar de um angulo ¢t teremos que
a distancia percorrida ao longo do eixo sera o comprimento do
setor circular entre A e B (ver Figura 9.7), ou seja rt. Dessa
forma é facil concluir que as coordenadas de A sao:

xr =rt —rsent
Yy =1r —rcost

Logo a equacao que representa tal curva e dada por X (t) =
(r(t —sent),r(1 — cost)).
]

Curvas em Coordenadas Polares

Coordenadas polares sao muito uteis quando trabalhamos com
curvas com algum tipo de simetria em relacao a origem do sis-
tema de coordenadas. Observe isso nos proximos exemplos.

Exemplo 9.13. Um circulo de raio 2 como na figura ao lado,
como sabemos, pode ser representado num sistema cartesiano
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—

Fig. 9.8: Circulo de raio 2

_— N

pela equacao x>+ y? = 4. Note que, em coordenadas polares, o
mesmo lugar geometrico pode ser representado pela equacao

r = 2.

Olhando o circulo como curva parametrizada, em coordena-
das cartesianas podemos representa-lo pela equacao X (t) =
(2cost,2sent) parat € [0,2n]|. Em coordenadas polares teria-

mos o seguinte:

r = +v/4cos2t + 4sen?t = 2

4sent
0 = arctg
4cost

Logo, a mesma equacao, em coordenadas polares ficaria

X(t) = (2,t) COMt € [0, 27].

Fig. 9.9: Espiral
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Exemplo 9.14. Observe a espiral que é o lugar geometrico dado
equacaor = 20 (8 > 0) em coordenadas polares. No mesmo
sistema de coordenadas poderiamos parametrizar tal curva
com X (t) = (2t,t) parat > 0. Em coordenadas cartesianas,
no entanto, teriamos:

x =1rcosf = 2tcost

y =rsenf = 2tsent

Donde obteriamos X (t) = (2t cost,2tsent) parat > 0.

Observe, no entanto, que apesar de podermos representar
o lugar geométrico de tal curva porr = 20 (0 > 0), é dificil
representa-la no sistema cartesiano como uma equacao envol-
vendo x e y apenas.

Poderiamos pensar em escrever:

v x? 4+ y? = 2arctg (%) ,

mas como a curva tem pontos com x = 0 e a fun¢éo arctg tem

T T - .
imagem em (—5, 5) , tal equacao descreveria apenas o trecho
7T
der = 20 paraf c [0, 5).
Melhor seria escrever:

L (=57)

9

Yy
2 x

que descreve toda espiral exceto os pontos onde x = 0. Mesmo
assim, tal equacao é evidentemente mais complexa que r = 26.

<

Mais alguns exemplos de curvas classicamente representa-
das em coordenas polares estao descritos abaixo. Tente veri-
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ficar e comparar nesses exemplos as equacoes nos sistemas
cartesiano e polar.

Fig. 9.10: Cardioide

Exemplo 9.15. O cardidide, descrito em coordenadas polares
pela equacao r = a(1 + cost), onde a € um numero real po-
sitivo, tem em coordenadas cartesianas equacao (x> + y*> —
ax)? = a*(x? + y?).

A sua representacao paramétrica que em coordenadas pola-
res assumiria a forma X (t) = (a(1 + cost),t) parat € [0, 27]
tem no sistema cartesiano a forma:

1 — ¢t2 t
X(t) = (Za(l ) 4a(1 n t2)2> :

/o \
/ \
[ ‘ ‘ ‘ )
\ 2 4 6 8 “/

N V4

2P
~—_

Fig. 9.11: Elipse de eixos 10 e 6

Exemplo 9.16. A elipse ao lado com eixo maior 10, eixo menor
6 e com um dos focos na origem pode ser representada em
coordenadas polares pela equacao:
9
r = .
5 —4cost
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Num sistema cartesiano tal curva seria descrita por:

(CL‘—4)2+y2_1
25 9 '

3 Coordenadas Esféricas e Cilindricas

Fig. 9.12: Latitude e Logitude

Durante o século XV, quando a Europa vivenciava o periodo
das grandes navegacoes, os navegadores, que sabiam cami-
nhar sobre um globo aproximadamente esférico, comecaram a
usar um sistema de localizacao na Terra formado pela latitude
e longitude de um ponto.

Nesse sistema a Terra fica dividida por paralelos, circulos
centrados no eixo de rotacao da Terra e localizados em planos
perpendiculares a este mesmo eixo, e meridianos, circulos com
centro localizado no centro do globo terrestre passando pelos
polos norte e sul (determinados pela interseccao do eixo de
rotacao do planeta com o globo).

Como podemos observar na Figura 9.12, podemos localizar
um ponto na Terra pela sua latitude, que mede o angulo (en-
tre —90° e 90°) com vértice no centro da Terra formado entre o
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ponto e a linha do Equador, e pela sua longitude, que mede o
angulo (entre —180° e 180°) entre o ponto e o meridiano de Gre-
enwich, tido desde 1884 como o meridiano de referéncia para
navegacao.

Fig. 9.13: Coordenadas Esféricas

O sistema de coordenadas esférico, de grande utilidade em
problemas com simetrias em relacao a origem do espaco, é se-
melhante ao sistema de latitudes e longitudes usado em nave-
gacao. A unica diferenca é que para localizar um ponto qual-
quer do espaco € necessaria, além dos dois angulos, a distan-
cia do ponto a origem do espaco. Observe que para localizar
uma estrela qualquer no universo poderiamos dar a distancia
da mesma a Terra e a latitude e longitude do ponto onde aquela
estrela estara exatamente em cima de nos.

Para definir um sistema de coordenadas esferico precisa-
mos escolher um ponto de origem O e duas direcoes ortogo-
nais, conhecidas como zénite e referéncia do azimute.

No caso do exemplo descrito acima o zénite é dado pela dire-
cao do eixo de rotacao da Terra e a referéncia de azimute é dada
pela reta que liga o centro da Terra ao meridiano de Greenwich.

As coordenadas esféricas (r, phi, 8) de um ponto P sao en-
tao dadas por:

- raio ou distancia radial r que é a distancia (Euclideana)
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entre O e P;

- angulo polar ou colatitude ¢ dado pelo angulo (entre 0 e
) entre o zénite e a direcdo do segmento O P;

- azimute ou longitude 6, angulo (entre 0 e 27) entre a refe-
réncia de azimute e a projecao ortogonal de (ﬁ sobre um
plano ortogonal ao zénite (plano de referéncia).

Notamos que no exemplo dado pelos paralelos e meridianos
da Terra, o angulo de longitude é igual ao azimute 6, mas o
angulo dado pela latitude de um dado ponto é o angulo com-
plementar ao angulo polar ¢.

Note que no sistema de coordenadas esférico os pontos lo-
calizados sobre o0 zénite podem ser representados por mais de
uma tripla (r, ¢,0). De fato para tais pontos (com ¢ = 0 ou
¢ = m) 0 angulo 6 nao importa.

Observando a Figura 9.14 concluimos facilmente que as co-
ordenadas esféricas se relacionam com as coordenadas carte-
sianas segundo as seguintes equacoes:

Fig. 9.14: Sphere Spirals de M.C. Escher

T = rsen@cosbf
Yy = rsen ¢sen b

Z =T CosQ
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Tente verificar isso.

Exemplo 9.17. Curva Loxodromica:
<

Problemas com simetria esférica em geral tem uma repre-
sentacao mais simples em coordenadas esféricas. Observe a
curva desenhada por M.C. Escher em sua obra “Sphere Spi-
rals”. Tal curva é conhecida como curva loxodromica e é a
curva que cruza os meridianos sempre com o mesmo angulo.
Tal curva é representada por uma linha reta na projecao de Mer-
cator (ver Wikipedia), isto é, se m é ainclinacaodaretaet, éo0
instante onde a curva cruza o Equador, na projecao de Mercator
teriamos:

x(t) =1
y(t) = m(t — to)

Olhando para a curva numa esfera de raio 1 teriamos em
coordenadas esféricas:

r(t) =1
0(t) =t
¢(t) = arcsin(tanh(m(t — ty))) + g


http://en.wikipedia.org/wiki/Mercator_projection
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Em coordenadas cartesianas, no entanto, tal curva seria re-
presentada pelas equacoes:

cost

cosh(m(t — to)
sent

y(t) = cosh(m(t — to)
z(t) = tanh(m(t — ty))

z(t) =

Observe que nos sistema cartesiano e dificil a primeira vista até
mesmo saber que a curva se encontra numa esfera, fato que no
sistema esférico é imediato.

Fig. 9.15: Coordenadas Cilindricas

O sistema de coordenadas cilindrico é, simplificadamente,
o sistema de coordenadas polar do plano euclideano comple-
mentado com uma terceira coordenada para descrever a altura
z do ponto em relacao ao plano Oxy. Para definir as coordena-
das cilindricas de um ponto é necessaria a escolha de um ponto
de origem O, eixo Oz para marcar a altura e uma referéncia de
azimute no plano perpendicular a Oz pela origem (plano de re-
feréncia). As coordenadas (r, 6, z) do ponto P sao definidas
por:

- distancia radial dada pela distancia euclideana de P ao
eixo Oz;
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- azimute 0, angulo entre a referéncia de azimute e a proje-
cao de opP sobre o plano de referéncia;

- altura z que é a distancia de P ao plano de referéncia.

As coordenadas cilindricas e cartesianas se relacionam de
forma muito parecida com a a relacao entre coordenadas pola-

res e cartesianas:
xr = rcoséb

y = rsenf

<~ =z

=y

0 = arctg <E>
T

z = Z

e, inversamente:

Exemplo 9.18. Hélice:
<

Voltemos ao Exemplo 9.6 que descrevia uma hélice que
em coordenadas cartesianas possuia equacao X (t) =
(cost,sent,t/10). Em coordenadas cilindricas as equacoes pa-
ramétricas se simplificariam a:

X(t) = (1,t,t/10).

Estude isso.

Comprimento de uma Curva

Provavelmente em cursos de fisica vocé ja se deparou com a
formula:
As = vAt
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que indica a distancia percorrida As por um corpo que se move
durante um periodo de tempo At com velocidade constante v
(onde v é igual ao comprimento do vetor velocidade v).

Como poderiamos generalizar o calculo da distancia percor-
rida para um corpo que se move com velocidade nao constante
entre os instantes ¢, e t ao longo de uma curva parametrizada
X(t) = (x(t),y(t))?

Algo que talvez também ja seja familiar a vocé é que tal for-
mula se generaliza por:

t
As = / v(t)dt,
to

onde v(t) = ||v(t)|l-
Inspirados por essas equacoes, definimos o comprimento

de uma curva X : I — R? parametrizada por X (t) =
(x(t),y(t), z(t)) no tempo ¢t a partir do ponto ¢, por:

stt)= | 1 X7 ()| de

ou de modo mais explicito:

s(t) = t V(@' (£))? + (v (1)) + (2'(t))dt

L

Fig. 9.16: Comprimento de uma curva

Intuitivamente a formula acima admite a seguinte interpre-
tacao. Dividamos o intervalo [t,,t] em partes de modo que
ty <ty <ty <:-- <ty =t. Ocomprimento do segmento de
reta que liga X (¢;) a X (¢;11), obtido pelo Teorema de Pitagoras,
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é dado por:

As; = /(Ax;)? + (Ay;)? + (Az;)2,

onde Axz; = (x(lit1) — =(t)), Ayi = (Y(tit1) — y(ti)) e
Az; = (z(t;31) — z(t;)). Assim o comprimento As da curva
parametrizada X (¢) de ¢, a t € dado aproximadamente por:

As ~ i As;.
i=0

Ver Figura 9.16.

Mas, se At_(t;.1 — t;) temos:

A — <Awi>2 N <Azi>2+ (Az,)z (Af)? —
VT At; At; At; v
— (Ve + @+ 002) s,
onde v¥ = ( w) v] = ( y)efu.zz (Az>.Aumentandoa

At; ) At; ' i
particao e diminuindo os intervalos [t;, t; . 1] temos que no limite

a expressao

As & 2_3 (Vrz+ oty + @2 At

torna-se

s(t) = t V(@' (£))? + (v (1)) + (2/(t))*dt

Exemplo 9.19. Qual o comprimento do circulo de raio 1?
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Solucao: O circulo de raio 1 pode ser representado como uma
curva parametrizada por X (t) = (cost,sent). Para obtermos
o comprimento do circulo integramos a nhorma do vetor veloci-
dade X’(t) = (—sent,cost):

27 27
s(2m) = V/sen2t + cos? tdt = / 1dt = 2.
0 0
]
Exemplo 9.20. Qual o comprimento da helice dada por X (t) =
(cost,sent,t/10) entre os instantes 0 e 47 ?
<

Solucao: O vetor velocidade da curva é dado por X'(t) =
(—sent,cost,1/10). Logo:

am 1)\?2 4ar 101 47+/101
s(4m) = / sen?t 4+ cos?t + (—) dt = / o dt = —
0 10 o V100 10
O

Regioes planas limitadas por curvas

Frequentemente em problemas de fisica e engenharia precisa-
mos encontrar areas de regioes do plano limitadas por curvas
planas. Nao é raro, também, problemas que envolvem densida-
des (de massa, por exemplo) variaveis huma placa plana, so-
bre a qual estamos interessados em entidades como o peso ou
centro de massa. Para lidar com tais problemas utilizam-se fer-
ramentas desenvolvidas em calculo integral, um tema que vai
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muito além do escopo deste livro. No presente momento nao
nos é necessario entender quais sao e como podemos utilizar
tais ferramentas. No entanto a descricao de regioes do plano
limitadas por curvas € um tema de grande interesse para a ge-
ometria analitica. Temas este que trataremos a sequir.

Um modo interessante de descrevermos regioes limitas por
curvas é nos utilizarmos de coordenadas cartesianas e “esca-
nearmos” a regiao analisando a interseccao da regiao com re-
tas verticais, ou seja, retas do tipo x = k, onde k£ é uma cons-
tante real.

Y -

B

o A

X

Fig. 9.17: Regiao limitada por 3 retas

Exemplo 9.21. Imagine que queiramos descrever a regiao in-
terna ao triangulo representado na Figura 9.17, isto é a area
limitada pelos pontos O = (0,0), A = (2,0) e B = (1, 2). Po-
demos descrevé-la analisando a interseccao das retas de equa-
cao x = k, para kle [0, 2], com o tridngulo. Como a reta @

tem equacao y = 3T veriamos que para um dado x fixado os

1
pontos do triangulo teriam a coordenada y no intervalo [0, 51‘].
Simbolicamente representariamos a area do triangulo por:

1
r=2 Yy=—"x
ApoaB = / 2 dydz
Yy

=0 =0
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— — — e o o= = o

- — - - - =

Xy

Fig. 9.18: Regiao limitada por 3 retas

Exemplo 9.22. Considere agora o triangulo /O A B limitado pe-
los pontos O = (0,0), B = (4,2) e C = (2,4) (Figura 9.18).
Nesse caso, x deve variar no intervalo [0, 4] para cobrir todo o
triangulo. No entanto, quando x pertence ao intervalo [0, 2] a
coordenada y fica limitada pelas retas DB e DA, e quando x
esta no intervalo [2,4] a coordenada y fica limitada por OB e
AB. Assim sendo, para simplificar a descricao da regiao “es-
caneada” por retas verticais, descrevemos a area do triangulo
ANOAB como a soma dos triangulos NOAE e ANEAB.

Descrevendo o triangulo ANOAFE temos entao que, para x

entre 0 e 2, os pontos do triangulo ficam entre as retas @ e

~ 1 :
Zﬁ, de equacoes y — 5:1: ey = 2x, respectivamente. Logo,

1 1
parax € [0,2] devemos ter 2% <y <2z, o0uUseja,y c [5:1:, 2x].
Simbolicamente:

r=2 y=2x
ApoAE = / 1 dydzx.
Yy

x=0 =—x

Para o triangulo NEAB teriamos x variando entre 2 e 4.
Nesse caso, os pontos do triangulo ficam entre as retas @
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~ 1 )
e fﬁ, de equacdes y = Srey = —u + 6, respectivamente.

1
Logo, para x € [2,4] devemos ter 5av: <y < —x + 6, ou seja,
1
Y € [§k’ —k + 6]. O que simbolicamente ficaria:
y=—x+6
AAEAB = / dydac

Finalmente, a area do trlangulo ANOAB seria representada
por:

AproaB = Aproare + AAEAB =

y=2x rx=4 y=—x+6
/ 1 dydx + / 1 dydzx.
Y Y

——:13 r=2 =—x

>

y
-t
A O

Fig. 9.19: Setor circular

B X

Exemplo 9.23. Considere agora a regiao do plano acima do eixo
Ox e limitada pelo circulo de equacao x* + y* = 4 (Figura 9.19).
Podemos descrevé-la variando x no intervalo [—2, 2] e, para
cada x fixado, fazer y percorrer o intervalo de 0 (retay = 0)
até y = /4 — x2 (parte da curva x> + y* = 4 sobre o eixo Ox).
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Desse modo, a area seria simbolicamente indicada por:

r=2 y=+/4—x2
AsoB = / / dydzx.
y=0

=—2

A

Yy

AN

¢ ¢ d H AX

Fig. 9.20: Meio anel

Exemplo 9.24. Suponha agora que queiramos descrever a re-
giao do plano acima do eixo Ox e limitada pelos circulos centra-
dosem0 = (0,0) e de raios 1 e 2 (Figura 9.20). Novamente, po-
demos descrevé-la variando x no intervalo [—2, 2]. Mas agora,
parax € [—2,—1]ex € [1,2],y ficaentrearetay — 0 e a
curvay = /4 —x2 e, parax € [—1,1], y esta limitado pelas
curvasy = V1 — 2 ey = /4 — 2. Desse modo, a drea seria
simbolicamente indicada por:

r=—1 jpy=+/4—x2 =1 y=+/4—x2 =2
AcgHA = / dydxz+ / _ dydac—|—/
Y 1—x z=1

Alternativamente, poderiamos descrever a mesma area sub-

traindo a area entre o eixo Ox e o circulo de raio 1 da area entre
Ox e o circulo de raio 2, ou seja:

r=2 Y=/ 4—x2 r=1 y=+/1—x2
AccHA = / dydx — / / dydzx.
y=0 x Y

r=—2 =—1 =0

J

y:
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Quando as regioes a serem descritas tém certa simetria cir-
cular como nos Exemplos 9.23 e 9.24, um modo interessante
de descrever as areas é através do uso de coordenadas pola-
res. Podemos descrever uma dada regiao variando a coorde-
nada 6 e olhando para a interseccao da regiao com a semi-reta
de equacao 8 = k (em coordenadas polares).

Assim a area do Exemplo 9.23 poderia ser representada va-
riando 6 no intervalo [0, ] e, fazendo, para cada 6 fixado, r
percorrer o intervalo [0, 2]. Simbolicamente representariamos

isso por:
0= r=2
AAOB = / / rdrd6.
60=0 r=0

Observacao 9.25. Em coordenadas cartesianas usualmente es-
crevemos dydx na descricao da area motivados pelo fato de
que a area de um retangulo de base Ax e altura Ay é AyAx.

Em coordenadas polares escrevemos rdrdf ao invés de
apenas drd@, pois a area de um setor circular definido por um
dado A6 e com raio variando entre r e r + Ar e aproximada-
mente dada por r Ar A6 se Ar é pequeno.

Mais detalhes podem ser encontrados em referéncias clas-
sicas de calculo.

A regiao do Exemplo 9.24, por sua vez, poderia ser repre-
sentada variando 6 no intervalo [0, | e, fazendo, para cada 6
fixado, » percorrer o intervalo [1, 2]. Simbolicamente represen-
tariamos isso por:

O=m r=2
AAOB :/ / rdrd0.
6=0 r=1
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Fig. 9.21: Cardioide

Exemplo 9.26. Imagine que queiramos usar coordenadas pola-
res para descrever a regiao do plano limitada pelo cardioide de
equacaor = 1 + cos 0. Para isso, fazemos 0 variar no intervalo
[0, 27| e, para cada 0 fixado, fazemos r variar entre0 e 1+ cos 6.
Assim tal regiao seria descrita por:

0=27 r=1+4cos 6
A = / rdrdf.
0=0 r=0

Exercicios

Ex. 9.1 — Esboce as regioes descritas abaixo:
a) flz ff’l dydx
b) fol 02:6 dydzx
c) fol fzzm dydx
d [ %1y dzdy
e) 2 rlogx dydz

.
f) ff?) f_\j@ dydx

9 Jo Jo dydx

[ .2
h) ffz 1_Tdyda:
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Ex. 9.2 — Descreva as regioes abaixo de dois modos diferen-
tes usando a notacao para coordenadas cartesianas descrita
acima:

a) Regiao limitada pelos eixos coordenados Ox e Oy e a
retay +2x =4

b) Regiao limitada pelas parabolas x = y> —1e z = 2y?+ 3.

c) Regiao dentro da elipse %2 + y; = 1.

d) Regiao acima do eixo Oz a direita do eixo Oy e entre os
circulos 2 + y> =4e x? + y? = 9.

e) Regiao limitada da figura abaixo:

X

A

y=1+2a"
/ r=1

y=—1

Ex. 9.3 — Inverta a notacao de (??) para (??) ou (??) para (??)
nos itens do Exercicio 9.1.

Ex. 9.4 — Esboce as regioes descritas abaixo usando coorde-
hadas polares:

a) [o" [Jrdrde.
b) fozw ff rdrd@.
c) [} [lrdrdo.
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Ex. 9.5 — Use coordenadas polares para descrever as regioes
abaixo:

a) Anel centrado na origem de raio interno 2 e raio externo
4

b) Parte do anel centrado na origem de raio interno 1 e raio
externo 2, localizada no primeiro quadrante.

c) Parte do anel centrado na origem de raio interno 1 e raio
externo 2, localizada no primeiro quadrante, entre o eixo
Oyearetay = x.



Mudanca de Coordenadas Ortogonais no
Plano

Como sabemos, um sistema de coordenadas X no plano é um
conjunto de dois vetores linearmente independentes f;, f> (ou
seja uma base E para V?) e um ponto O, chamado de origem
do sistema de coordenadas.

Sabemos de modo geral que um ponto fixo P ao ser repre-
sentado em diferentes sistemas de coordenadas possuira coor-
denadas distintas. Esse fato foi usado inumeras vezes ao esco-
Ihermos um sistema de coordenadas para representarmos um
problema: o mote era que através de uma escolha adequada
para o sistema de coordenadas podemos simplificar diversos
problemas de geometria analitica.

Neste capitulo iremos um pouco além e entenderemos a re-
lacao entre a representacao em diferentes sistemas de coorde-
nadas através das mudancas de coordenadas, isto é, de algu-
mas transformacoes que nos permitem identificar os objetos
geomeétricos nos diferentes sistemas. Mas antes de irmos ao
caso geral concentraremos nossos esforcos nhum tipo especial
de mudancas de coordenadas, as transformacoes ortogonais e

em especial a translacao e rotacao.. Estas apresentam-se como
289
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transformacoes de fundamental importancia para nés uma vez

que levam sistemas de coordenadas cartesianos em sistemas
cartesianos.

Translacao

Uma translacao é uma mudanca de coordenadas entre dois sis-
temas ¥ = (O,B = (ej,e;)) e X = (O', B' = (f1, f2)) na qual
as bases B e B’ sao iguais, isto é, apenas O e O’ diferem.

Fixado um ponto P do espaco, qual a relacao entre as coor-
denadas (x,y) de P no sistema X e as coordenadas (x’, y’) de
P no sistema X'?

v

v
v
4

Fig. 10.1: Translacao

Sejam (h, k) as coordenadas do ponto O’ no 3|stema 3. Te-
mos entao que, na base (e, e3), O ? = (z,¥), O’P = (', y)
e OO’ = (h,k). Como O OP = 00 + O'P, temos que (z,y) =
(«’,y’) + (h, k). Dessa forma a mudanca de coordenadas de X’
para 3 assume a seguinte forma:

()-()+ (%)

onde (h, k) as coordenadas do ponto O’ no sistema de co-
ordenadas sistema ;.
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Eliminacao dos termos lineares de uma

equacao quadratica

Vamos agora usar a translacao para simplificar a equacao
f(x,y) = Azx? + By?* + Cxy + Dz + Ey + F = 0, eliminando
seus os termos lineares.

As equacoes das translacoes sao
r=x'+h
{y=y+k
Substituindo na equacao de segundo grau temos:
A (2’ + h)’+B (¥ + k)’ +C (' + h) (¥ + k)+D (z' + h)+E (y' + A
expandindo temos:
Ah? + Chk 4+ 2Aha’ + Chy’ + Dh + Bk? + Ckx’ 4+ 2Bky’ + Ek+
+A(x)*+Cx'y + Dz’ + B(y )+ Ey + F =0
Agrupando os termos

A(x)* + B(y)* + Cx'y' + (2Ah+Ck + D)z’ + (Ch + 2Bk + E)
(10.1)
+Ah?+ Bk*+ Chk + Dh+ Ek+ F =0

Queremos que os termos lineares se anulem, logo

2Ah+Ck+ D =0
Ch+2Bk+FE =0

Se o sistema tiver solucao, entao teremos resolvido o pro-
blema. Isso ocorre por exemplo se

2A C
C 2B

':4AB—027£O



N W = & N NWE W sy as 'yl o v Emm W N N R A Emml Uy RS AW w8 & F W WU s WS AN

NO PLANO 292
Caso o determinante se anule, podemos nao ter nenhuma

solucao (sistema impossivel) ou um numero infinito de solu-
coes (sistema indeterminado).

Notemos também que os coeficientes dos termos de grau
dois nao se alteram e que o termo constante F’ vale f(h, k) =
Ah?+ Bk*+ Chk + Dh +FEk+F =0

Exemplo 10.1. Achar uma translacao que elimine os termos li-
neares da equacao:

x’ —bSxy — 11y’ —x + 3Ty +52=0

Solucao: Se substituirmos x = '’ + he y = y’' + k. Teremos

(' + h)*=5 (2’ + h) (' + k)—11 (v + k)"—(z' + h)+37 (3 + k)+!
(10.2)
Donde temos:
(z')? — 5’y —11(y')?> + (2h — 5k — 1)x’ — (5h + 22k — 37)y'+
+ (h* — 5hk — 11k* — h + 37k 4+ 52) = 0

Como queremos que os termos em z’ e em y’ se anulem,
devemos ter para isso

2h —5k—1=0
5h + 22k — 37 =20

o sistema
linear acima possui uma unica solucao [h = 3,k = 1]. E logo
a equacao 10.2 se simplifica a

()% — 52’y — 11(y")* +69 =0
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Exemplo 10.2. Simplifique a equacao g (z,y) = 4x* — 4xy +
7y2-|—12:13—|—6y—9:O.

<]

Solucao: Usemos agora o deduzido imediatamente antes do
Exemplo 10.1.

Sejam
xr=x +h
{y=y+k°
Para termos os termos lineares nulos, devemos ter
8h —4k +12 =0
{—4+Mk+6:0'

Resolvendo esse sistema linear chegamosah = —2e k = —1

Temos, assim, que F/ = g(—2,—1) = 4(-2)° —
4(—=2)(—=1) +7(-1)> +12(-2) +6(—1) — 9 = —24. Logo
a equacao no sistema X’ fica

4(x) —ax'y +7 () —=24=0

Exercicios

Ex. 10.1 — Em cada um dos seguintes itens, transformar a
equacao dada por uma translacao dos eixos coordenados para
a nova origem indicada.
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1|2 +y?*+2x — 6y +6 =0 (—1,3)

2832 +2y’ +12x — 4y +8 =0 (—2,1)

s —x?+3y’ —4y+3y—3=0(-2,—-1)

4ley — 3x +4y — 13 =0 (—4,3)

Ex. 10.2 — Nos item abaixo, por uma translacao dos eixos co-
ordenados, transformar a equacao dada em outra desprovida
de termos do primeiro grau.

1222 4+ y?2 + 16 —4y+32=0

28x? — 2y? —42x — 4y + 133 =0

sy —x+2y—10=20

Ex. 10.3 — Dada uma equacao quadratica em duas variaveis
Ax?+Czxy+By*+Dx+Ey+F = 0,provequese4AB—C? # 0
entao sera possivel eliminar os termos lineares através de uma
translacao. Verifique que a reciproca nao é verdadeira, i.e., é
possivel eliminar os termos lineares de uma equacao quadra-
tica em duas variaveis através de uma translacao mesmo tendo
4AB — C? = 0. Faca isso mostrando que, por exemplo, a
equacao quadratica 4x? + y? + 4xy + 2x + y = O satisfaz
4AB — C? = 0 porém existem infinitas translacoes que eli-
minam o termo misto.

Ex. 10.4 — Prove que na equacao de segundo grau f(x,y) =
Axz’+ Bzxy+Cy*+Dzxz+Ey+F = 0,quando a origem é transla-
dada para o ponto (h, k) o termo constante é transformado em

f(h, k).
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Rotacao

Considere no plano um sistema de coordenadas > =
(O,eq1,e3). A rotacao de X por um angulo o corresponde a
um sistema de coordenadas ¥’ = (O, fi, f2) onde os vetores
f1, fo sao iguais aos vetores e, e; girados de a no sentido anti-
horario.

/
*‘y Ay

Fig. 10.2: Rotacao

Em coordenadas polares temos o seguinte. Considere um
ponto P de coordenadas (r, 6) . Substituindo 6 por 8 — « ro-
tacionamos o ponto P pelo angulo o (Por qué?). Ou seja, de-
finindo um novo sistema de coordenadas polares por »' = r
e 0/ = 6 — a, obtemos um sistema de coordenadas polares
rotacionado de a.

A partir da identificacao do sistema polar com o sistema car-
tesianas associado temos que as coordenadas (x, y) de P obe-
decem:

r = rcoséb

y =rsenb

Por outro lado, denotando por (z’, y’) as coordenadas de P no
sistema cartesiano rotacionado temos entao:

' = rcos (0 — )

y' = rsen (0 — a)
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e assim

' = rcos@cosa+ rsenfsena

y' = rcosasenf — r cos 0 sen a.

Como x = rcos 0 e y = rsen 6 segue que
/

r = Icosa -+ yseno

y = —xsena + y cos a,

o que relaciona as coordenadas (x,y) de P no sistema X
com as coordenadas (x’, y’) de P no sistema cartesiano X’ ro-
tacionado de um angulo .

Em notacao matricial temos:

x'\ cosa sena x
y’ —sena Cos« Y

Calculando a transformacao inversa (matriz inversa) segue
entao que

/

Yy Sen « COS @

xT cCoOsa — seno x’
Yy

Donde:

x =z cosa — y' sen o

y = x’'sena + ¢y’ cos o,

Eliminemos agora o termo misto de Ax?+ By?+Cxzy+ Dx+
Ey + F = 0 através de rotacao.

Queremos achar uma rotacao por um angulo « tal que a
equacao acima se reduza a

A':I:Z-I—B'yz—l—D'a:—l—E'y-l—F' =0
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Substituindoxz = 2’ cosa —y’'sena ey = y' cosa + x’sen o

em Az? + By? + Cxy + Dx + Ey + F = 0 teremos:
A(z'cosa —y'sena)’ + B (y' cosa + =’ sen )’ +
+C (' cosa — y'sena) (y' cosa + x’'sena) + D (' cosa — y' sen
+E (y' cosa+z'sena) + F =0
Expandindo:

A(z')?cos’a — Azx'y'2sen acos a + A(y')? sen? +
+B(y')? cos®* a + Bx'y’2sen a cos a + B(z')? sen? +
+Cz'y’ cos®’ a + C(x')?*sen acosa — C(y’)? sen a cos a — Czx'y’ sen

+Dzx'cosae — Dy'sena + Ey’'cosa + Ex’sena + F =0
Donde chegamos a:
Az>+ By>*+C'z2’y + Dx+ E'y+ F' =0,
onde:

A’ = Acos’a + Bsen?a + C cos asen o

B’ = Bcos’a + Asen®’a — C cos a sen o

C'=Ccos’a— Csen*a — 2A cosasen a + 2B cos a sen o
D’ = Dcosa + Esena

FE' = Ecosa — Dsena«

F'=F
Para eliminar o termo misto devemos ter
C' = Ccos’a — Csen*a — 2A cosasen a + 2B cos a sen o

seja zero, ou seja queremos que

C'=Ccos2a — (sen2a) (A — B) =0
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E assim:
A— B

cot (2(1) — ?

Um modo mais facil de lembrar dessas equacoes é notar que
A"+ B'= A+ Beque

A’ — B'= Acos’a + Bsen®?a + C cos asen o — (Bcoszoz—I—Asemj

2 2

— Acos’a — Bcos’a — Asen® a + Bsen? a + 2C cos a sel

Usando as formulas de angulo duplo cos?6 — sen?6 =
cos (20) e 2sen 6 cos @ = sen (20) temos

A’ — B’ = A’ cos2a — B’ cos2a + C'sen 2«
= (A’ — B’) cos 2a + C’ sen 2a.

Logo
, , A — Bcos2«
A" — B = Csen2« +1
C sen2«
= C'sen2a (cot” (2a) + 1).
Assim

A" — B’ = Ccsc(2a).
Desse modo, para acharmos A’ e B’ temos de resolver o

sistema

(A4 B — A+ B

\ A — B)\?
A'— B =Ccsc(2a) =C ( . )-l—l

Exemplo 10.3. Simplifique a equacao g (z,y) = 4x* — 4xy +
Ty? +122 +6y —9 =0



N W = & N NWE W sy as 'yl o v Emm W N N R A Emml Uy RS AW w8 & F W WU s WS AN

NO PLANO 299

<
Solucao: Como vimos ha secao anterior a translacao
r=x — 2
y=y -1
elimina os termos lineares e transforma a equacao para
4(x')’ —4x'y +7 () —=24=0
h=-2ek=-1
- . A—B -3 3 ..
Entao uma rotacao por cot (2a) = = = —ira
C —51 4
eliminar o termo misto. Note que se cot (2a) = 7 entao o

S .
angulo o esta no primeiro quadrante e csc2a = i (So para
sua curiosidade o ~ 26.565)

Logo
A”-I—B"ZA’-I—B’le
A” — B”" = Ccsc(2a) — 5
Resolvendo o sistema linear temos que A” = 3e B” = 8e
logo a equacao fica
3 (") +8(y")* =24
U 2 AY
(=), W) _
8 3
(Como veremos depois, uma elipse horizontal) ]

1

Exercicios

Ex. 10.1 — Determinar as novas coordenadas dos pontos (1, 0)
e (0,1) quando os eixos coordenados sao girados de um an-
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gulo de 30°.

Ex. 10.2 — Para cada equacao abaixo transformar a equacao
dada por uma rotacao dos eixos coordenados do angulo indi-
cado:

12 + 5y — 3 = 0, arctg 2,5

2 x? — 2zxy + y? — x = 0, 45°

3 v3y? 4+ 3zy — 1 = 0, 60°

Ex. 10.2 — Por uma rotacao dos eixos coordenados, transfor-
mar a equacao dada em outra desprovida do termo xy.

1 dx? + ey +y2 + Vb =1
2922 +3xy +9y* =5

sx? —2zy+y>?—4=0

416x% + 24xy + 9y? + 25 =0

Ex. 10.2 — Prove que os humeros A + C e B2 — 4AC sao inva-
riantes por rotacoes.

Equacoes Geral do Segundo Grau no Plano

Através do uso de translacoes e rotacoes do sistema de coorde-
nadas, podemos observar que as equacoes de elipses, parabo-
las, hipérboles e circunferéncias podem ser escritas na forma
Az? + By? + Cxy + Dz + Ey + F = 0. No entanto, nem
toda equacao nessa forma representa uma dessas conicas. Por
exemplo, a equacao =2 — y?> = 0, ou de modo mais conveni-
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ente (x + y)(x — y) = 0, representa duas retas concorrentes:

r+y=0ex—y=0.

E um bom exercicio observar que podemos dividir equacées
quadraticas do tipo Ax? + By? 4+ Cxy + Dx + Ey + F = 0, em
trés grupos de acordo com as curvas que elas representam:

- Equacoes do tipo eliptico, onde C? — 4AB < 0: vazio,
ponto, circunferéncia ou elipse;

- Equacées do tipo parabdlico, onde C? — 4AB = 0: vazio,
reta, uniao de duas retas paralelas ou parabola;

- Equacoes do tipo hiperbdlico, onde C? — 4AB > 0: uniao
de duas retas concorrentes ou hipérbole.

Exemplo 10.4. Exemplos de equacoes quadraticas em x,y:

1 | Equacoes do tipo eliptico:

e 2 + y?2 4+ 1 = 0: Vazio;
e 2 + y?2 = 0: Ponto;
» 2 4+ y2 — 1 = 0: Circunferéncia;

e 2 + 2y? — 1 = 0: Elipse.

2 | Equacoes do tipo parabolico:

e (x +y)? = x? + 2zy + y*> = 0: Uma reta;

c(x+y)(z+y+1) =z*+2zy+y*+x+y = 0: Unido
de duas retas paralelas;

« x — y? = 0: Parabola.

3 | Equacoes do tipo hiperbolico:
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e (x +y)(x —y) = x> — y*> = 0: Unido de duas retas

concorrentes;

c(x+y)(x+y+1) =x*—y?— 1= 0: Hipérbole.
<

Para uma identificacao exata da curva representada pela
equacao devemos através de translacoes e rotacoes obter uma
equacao simplificada, isto €, sem termos lineares e misto. Para
isso, sugerimos o seguinte método:

1 | Verifique se existe termo misto, isto é,se C # 0. Se C = 0,
complete quadrado e faca uma translacao para finalizar a
simplificacao da equacao.

2| Caso C # 0, proceda como indicado no capitulo de Mu-
danca de Coordenadas, para eliminar os termos de pri-
meiro grau via translacao.

Observacao 10.5. Podemos, nesse ponto, chegar a um sis-
tema incompativel. Nesse caso, partimos para o proximo
passo sem nada fazer.

3| Como feito no capitulo de Mudanca de Coordenadas, eli-
minamos agora o termo misto via rotacao.

Como vimos no exercicio ??, é possivel através de transla-
coes eliminar os termos lineares de Az? + Bxy + Cy? + Dx +
Ey + F = 0 (com certeza) se 4AB — C? # 0.
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Caso4AB — C? #0

Nesse caso a simplificacao segue via translacao e rotacao.

Exemplo 10.6. Reduzir a equacao x> — 5xy — 11y? — = + 37y +
52 = 0.

<]

Solucao: Fazemos atranslacado x = ' + hey = y' + k e
queremos que os coeficientes de =’ e y’ se anulem. Para isso

teremos que
2h — b5k —1=0
5h 4+ 22k — 37 =0

Cujas solucoes sao h = 3 e k = 1. Ou seja a nova origem é
o ponto (3, 1) e nesse sistema a equacao fica

(2')? + 52’y + 11 (v')° +69 =0
Para eliminar o termo misto devemos rotar a equacao por
cot (20) = —12/5
E a equacao apos a rotacao fica sendo

A (33”)2 + B (y//)Z — 69

Onde A"+ B” = A'+ B'e A” — B"” = B’\/cot (20) + 1 e assim

A”=—§eB”:§
2 2
e a equacao se reduz a
w// y//
— 4+ Z =1
6 46
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Caso4AB — C? =0

Neste caso nao tentaremos eliminar os termos lineares e pas-
saremos direto ao termo misto. Para eliminar o termo misto
faremos uma rotacao pelo angulo dado por

A—B

cot (2(1) p ?

Exemplo 10.7. 16x? — 24xy + 9y? + 15 + 17Ty + 15 =0
<

Solucao: Neste caso 4AB — C? = 0. Eliminaremos o termo
misto rotacionando por um angulo de
A—B 7
cot (20) = ——— = ——
C 24
Neste caso temos um triangulo de lados —7, 24 e 25. e desta
forma sen (20) = 24/25 e cos (20) = —7/25
Também sabemos que
sen (260)
"1 + cos (26)
elogotg(0) = 24/18 = 4/3 elogo sen () = 4/5 e cos (0) =
3/5 e as equacoes da rotacao ficam

sen (20) = 2 cos 0 sen O cos (20) = cos? § — sen? O

tg 0

3/ 4/
wZEw —gy
e
y =o'+ oy
5 5

e a equacao reduzida pode ser calculada pelas equacoes

A'+ B =A+B=25
A" — B'=Cecsc(2a) = —25
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elogo A’ = 0e B’ = 25 e aequacao se reduz a

3 4 4 , 3
25 (y')° — 38 <gm’ — gy'> — 34 <gm’ + gy’> +71=0
25 (y')° — 502’ + 10y’ + 71 = 0

Completando os quadrados temos

(v+3) =2(==3)

Exercicios

Ex. 10.1 — Identifique e desenhe as curvas , mostrando os no-
VOS eixos apos a rotacao e translacao:

1 22?2 +4xy +5y? —8x — 14y +5=0

2x? —bry+13y> 4+ Tx — 31y — 37 =0

3 8x% + 122y + 8y? — 24x — 40y + 60 = 0

4 11z? + 62y + 3y? — 122 — 12y — 12 =0

57?2 —8ry+y?+ 14 — 8y +16 =0

6 622 + 12y + y?> — 36 — 6y = 0

7922 — 15zy + y?> + 632 =0

8 26x? + 120xy + 144y? + 86x + 233y + 270 =0

9 bx? + 120y + 144y? — 3122 + 130y + 156 = 0

10x? —4zxy +4y* +3x — 6y —28 =0

11 4x? + 12zy + 9y? — 2o — 3y £+ 2 = 0 (dois problemas)
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Um pouco de Algebra Linear

Dado uma matriz real 2 x 2:

a1 ai2
A =
asz1 a22

e v = (x,y) um vetor no plano.

Definimos o produto da matriz A pelo vetor v como
Av = (an1x + a2y, (@21 + az»y)

O produto da matriz A pelo vetor v definida acima é linear,
isto é, satisfaz:

A()\lu + )\2’0) = A)\lu -+ A)\Q’U

para todos os vetores u, v e para todos escalares \;, \». A de-
monstracao desse fato sera deixada como exercicio.

Definicao 10.8. Um numero real )\ é dito autovalor para a ma-
triz A se existir um vetor v nao nulo tal que

Av = v

Dado A um autovalor da matriz A, diremos que que um vetor
u € um autovetor de A associado ao autovalor \ se Au = \u.

Em coordenadas temos as seguintes condicoes:

(a1 + a2y, (a1 + azy) = (Ax, Ay)

Ou equivalentemente:
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a1 —A)x + a;py =0
a1 & —|— (0,22 — )\)y =0

O sistema acima tem solucao nao trivial somente se:

aj;p — A\ a
det 1 12 =0
CLQ]_ aso — A
Ou seja, A é um autovalor da matriz A se e somente se for

raiz do pOIinémiO pA(A) = (&11 — )\)(&22 — )\) + ai2a91. O PO-
linbmio p4 () é dito polindmio caracteristica da matriz A.

Os argumentos anteriores provam o seguinte teorema:

Teorema 10.9. Os autovalores de uma matriz A sao as raizes
do polinémio caracteristico da matriz A.

Para uma matriz simétrica temos:

Teorema 10.10. Dado uma matriz A simétrica 2 x 2 entao:

1| A possui dois autovalores reais )\, e ).

2 | Existe um par de autovetores u e v relativos aos autova-
lores \1, \> respectivamente. Esses autovetores sao or-
togonais.

Considere a matriz B cuja primeira coluna é formada pe-
las coordenadas de u e a segunda coluna é formada pela
coordenadas do vetor v entao:

Bap— (M ©°
0 Ay
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Demonstracao.
O discriminante da equacao quadratica p,(\) = 0é A =
(A — C)? 4+ B?. Como o discriminante é nao negativo as
raizes sao reais .

2| Se A > 0 a equacao tem p4(\) = 0 tem raizes reais dis-
tintas: Al, Ao.

Sejam u e v tais que Au = \ju e Av = A\qv.

Vamos provar que u e v sao ortogonais

Au-v=u- Av

Logo

AU -V = AU -V

(Al—Az)’u"U:O

elogou-v=0

3 | Fazer.




Mudanca de Coordenadas no Espaco

Mudanca de Base

Dadas duas bases do espaco FE = {e;,e,,e5} e F = {f;,f,,f5}.
Os vetores e¢; podem ser escritos como combinacao linear de

fi .
e; = ai1f; + aoifs 4 asifs (11.1)
es = aj2f] + agsfs 4 asqfs (11.2)
es = aisf; + aqsfy 4 assfs (11.3)

Dado um vetor qualquer ele pode ser escrito como como
combinacao linear de ¢; e de f;

VvV = xe; + yez + ze3

vV = ’U,fl + ’Ufz -+ wf3

Ou de modo equivalente as coordenadas de v na base FE
sao (x,y, z) e as coordenadas desse mesmo vetor na base F
sao (u,v,w) . O problema que queremos resolver é o seguinte:
Imagine que sao dadas as coordenadas do vetor v na base E.
Como fazemos para descobrir as coordenadas desse vetor na

base I'?
309
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Esse problema é facil de resolver para isso substituiremos
as expressoes de e, e;, e3 na base F dadasem 11.1,11.2e 11.3
emv = xe; + yes + zes.

v = x (a11f1 + a21fs + asifs) + y (a12f1 + agnfs + asefs) + z (a13f1 + ¢
v = (a1 + yais + zay3) fi + (xaqs; + yase + zaqs) f2 + (xas; + yas:

Em notacao matricial temos:

u ailx ai2 ais
v = a21 QA2 Qa23 Yy
w az; azz2 ass =z

A matriz
aipr aiz2 ais

Mpgr = | az; as ass
aszp azz2 ass

é chamada matriz mudanca de base de E para F.
Exemplo 11.1. Seja a base F' dada por

€1 = 2f1 -+ 3f2 -+ 4f3
e =1 + 12 + 13
ez = Iy

Entao a matriz mudanca de base vale

210
ME,F = 311
410

Essa expressao pode ser facilmente generalizada para um
espaco vetorial finito. Neste caso seja E = {e;}! , e F =
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{f:}_,. E seja a expansao de e; na base F
=1

Entdo dado um vetor v =5, _, yifi, e v=>", | xye, entdo
substituindo 11.4emv =", _, x.e;, temos

n n

V= Z Z wkaikfi

k=1 1=1
n o n

>yt = > > mrapd;
k=1

i1 k—1
n n n
E Yl = E E Tt
k—1 k—1 i—1

e logo
n
Yr = Z LiQki
1=1

ou em notacao matricial:

Y1 ailr ... Qin 1

Yk anpi «.. Qpp Lk

<

E se fizemos duas mudancas de base uma de E para F e
outra de F' para G, qual sera a matriz mudanca de base de FE
para G? Neste caso sejam Ag r = (a;;) a matriz mudanca de
base de F para F' e Brc = (b;;) a matriz mudanca de base de
F para G. Queremos determinar Cg ¢ = (c;;) a matriz mudanca
de base de F para G.
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Assim temos que f,=>""  aixe; € g = Y p_, br;fk, substi-
tuindo a primeira expressao na segunda temos:

n n
g =Y bij Y ane
k=1 =1
n n
= g; = Z Z brja;re;

=1 k=1

n

Comog; = ) ., cije;, temos que

n
cij = ) _ by,
k=1

Ou seja, a matriz Cg ¢ = Agr - Brg

Uma consequéncia da expressao acima é que se a mudanca
da base E para F' é a matriz A, entao a mudanca da base F
para a base E é a matriz A—L.

Exemplo 11.2. Na exemplo anterior a base E era dada por

€1 = 2f1—|—3f2—|—4f3
ex =1+ + 13

ez = Iy
Entao a matriz mudanca de base da base E para a base F' valia

210
Mgpr=1311
410

Entao a mudanca da base F para a base E vale

—1
210 —

Mrpg = (ME,F)_l =|1311
410 —

N | =
N | =

|
\V)
e

0
0 —
1

N | =
N | =
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Mudanca de Coordenadas

Sejam dois sistemas de coordenadas 3; = (O, eq,e,,e3) € 3p =
(O, f1,1,,f5).

Neste caso um ponto P no espaco pode ser escrito como
O? = x1e1+Xe2+Xx3e3 OU COMO O—’I>J = y1f1+y.fa+y;fs.

Escrevendo os vetores e; na base f; teremos:

e; = anf; + aofs 4+ asifs (11.5)
e = ai2f] + agefs 4 asafs (11.6)
es = ai3f; + aqsfs 4 assfs (11.7)

Entao de modo analégo a secao anterior teremos que o vetor
(ﬁ% escreve-se na base F como (ﬁ% = xf; + yfs + zf3 sendo
x,y, z dados por

X ai; aiz ais L1
) — az; QG222 Q23 Lo
z asz1 azz2 ass L3

e como

OO0 +O0'P = 01_3)
Escrevendo os vetores acima no sistema de coordenadas X,,
—>
supondo que OO’ : (01, 02, 03)5,, teremos:

—> —>
00'22 + O'Pg2 = Oﬁzz
U1 01 aip ai2 ais 1

Y2 + (0)) = a2 Q22 Q23 o

Ys3 O3 asz; aszz2 ass I3
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— ~
Se OO0’ : (s1, s2, 53)5, €ntao teremos que

a;;r aiz2 ais S1
(01702703)22 — | Q@21 QG222 Q23 S2
asz; azz2 ass S3
e assim
(yl\ (au a2 a13\ (fBl ai; aiz2 a3 S1

— a21 Q22 Q23 — a21 Q22 Q23 S2

Y2 T2
Ky3) Ka31 a3z C1/33) \ws as; as2 ass S3

(?ﬂ\ (au ai2 CL13\ (1‘1—81
T

Y2 — a1 Q22 Qa3 2 — 82
Ky3) Ka31 ass a33) \933—83

Exemplo 11.3. Qual é a mudanca de coordenadas do sistema
3 = (0O,e1,e,,e5) para o sistema 3, = (O, f,,f,,f;) na qual
O (1,2, 1)21 efi =e,fs = esef;s =e; + 2ey — 63?

<
10 1
Solucao: Nestecaso Mprp=| 0 0 2 e logo
01 —1
—1
y1 ) 10 1 ) x — 1
y2 | =1 00 2 Tro — 2
y3) 01 —1) $3—]_
y1 ) 120\ [a—1

Y2 — % 1 Ty — 2
ys | 0 1 0)\a—1
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Entao o ponto de coordenada P = (2,1, —3)y, tera coorde-
nadas no sistema X,

w\ 10 1 2 —1

y|=100 2 1—2
z/ 01 —1 3—1
\ 3

L 2

y =] 3

z/ —1

3 5 1

Exemplo 11.4. Dado um retangulo ABC D conforme a figura
abaixo. E o sistema de coordenadas >, = (A,e1,e,) € Xy =
(B, e3, 3e1) . Calcule a mudanga de base do sistema >, para .

Comecamos escrevendo as coordenadas da nova origem B,
no sistema Y, Como AB

Exemplo 11.5. | 1| X, para 3.,

2 23 para 24

3 Ez para 21
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Exercicios

Ex. 11.1 — Dados dois sistemas de coordenadas X, =
(O,eq,e0,e3) € 35 = (O, f1,f,,f5).

Escreva a equacao paramétrica dareta» : X = (0,2,0) +
s (1,2, 3) dada no sistema X¥; no sistema 3, sendo X-:

1f; = e, o = —e3 + e, f35 = e e O = (17273)21

2fy = —e,fo = —e3—e,fs=e3+e;e 0 = (13031)21

3 fl = €2, f2 e _e3_|_els f3 :eleO' = (1,0,0)21

Ex. 11.2 — Dado o plano (2 — 4y + z = 4)y, . Escreva a equa-
cao paramétrica desse plano nos sistemas X, do exercicio
acima.

Ex.11.3— Dadoumplano 7 : X = Py + vt + ws

Lo (%1 w1
X=|y [+ ]| v |t+]| w2 |5
20 V3 w3

num sistema X ;, escolha um novo sistema de coordenadas de
modo que nesse sistema o plano tenha equacoes paramétricas

1 0
X=|10|t+1]1]s
0 0

Ex. 11.4 — Sao dados trés pontos A = (1,2,1) B = (3,4,0)
e C = (2,3,4). Ache uma mudanca de coordenadas de modo
que esses trés pontos figuem no plano z = 0.
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Ex. 11.5 — Faca uma translacao de modo que o plano ax+ay-+
az + a® = 0 passe pela origem.



Notacao de Somatorio

A notacao de Somatorio € um modo sucinto de escrever somas
tais como:

1249224 ... 4 p2

Observe que na soma acima o termo tipico a ser somado é
da forma k? e estamos somando esses termos de 1 até n. Um
modo sucinto e muito util de escrever essa soma é utilizando a
notacao de somatoério:

>
k=1

A expressao anterior deve ser lida como “soma de k2 com k
variando de 1 até n.

E de modo mais geral a soma dos numeros reais ai,---a,
pode ser escrita usando a notacao de somatoério como

n
§ ar=a;+ -+ ay,
k=1

Claramente, nao é necessario que a soma comece do 1. As-
sim por exemplo, podemos escrever:

4
> (25+1)=1+3+5+7+9
s=0

318
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5
j=2
De modo analogo ao fatorial, podemos definir o somatério
recursivamente como

Definicao A.1. Dado a; uma sequéncia de numeros reais. De-
finimos o somatodrio de a;, de 1 até n como sendo a funcao
> w1 ar : N* — R que satisfaz as seguintes propriedades:

1 > ap=a

k=1
n n—1 .
2| > ar =a,+ ), ap paratodon maior que 1.

Assim, por exemplo pelas definicoes acima temos que:

2 1
E a,kza,z—l—g ap = as + a;
k=1 k=1

3 2
Zak:ag,-l—Zak:a,g-l—(az-l—al)

k=1 k=1

4 3
Zak=a4—|—2ak=a4—|—(a3—|—a2—|—a1)

k=1 k=1

Exercicios

Ex. A.1 — Ache o valor das seguintes somas:
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b) 25; 2k
k=2

c) i (2k +1)
k=0

5
1
d 2 s



Funcoes Trigonomeétricas

Comecaremos com uma definicao provisoria, porém muito util.
Para um angulo agudo as funcoes trigonomeétricas sao defini-
das como:

hipotenusa | cateto opc

0
cateto adjacente

cateto oposto hipotenusa

sen @ = - cossec =
hipotenusa cateto oposto

cateto adjacente hipotenusa

cos B = - sec O = -
hipotenusa cateto adjacente

cateto oposto cateto adjacente

tg 0 = cotg O =

cateto adjacente hipotenusa

As definicoes acima nao se aplicam para angulos obtusos
e hegativos, porém podemos generalizar as funcoes trigono-
métricas para um angulo 6 qualquer através do circulo trigono-
métrico. O circulo trigonométrico é um circulo de raio unitario
centrado na origem de um sistema de coordenadas cartesia-
nas.

321
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Para cada angulo 0, existe um unico p
ponto P pertencente ao circulo, tal que o

segmento OP faz um angulo 6 com o eixo &y
Z.

O seno é definido como a projecao do
segmento OP sobre o eixo y. O cosseno é definido como a
projecao do segmento OP com o0 eixo y. Isto é:

senf =y cosO ==z

As outras funcoes podem ser definidas conforme as rela-
coes a seguir:

sen 6 1
tg 0 = sec =
cos 6 cos 6
cos 6
csc 6 = cot 06 =
sen 6 sen 6

Identidades Trigonomeétricas

Lembrando que a equacao da circunferéncia unitaria é x> +y? =
1 e observando que para todo numero real x o ponto de coorde-
nadas (cos x,sen x) esta na circunferéncia unitaria, reobtemos
a relacao fundamental

sen’x +cos’x =1 (B.1)

Dividindo a equacao B.1 por cos? = temos:

tg?x + +1 = sec’x (B.2)
De modo analogo, dividindo a equacéo B.1 por sen? x temos:

1 + cotg® x4+ = cossec’ x (B.3)
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Também temos as férmulas para adicao:
sen(x + y) = senx cosy + cosx + cosy (B.4)

cos(x + y) = cosx cosy — senx seny (B.5)
Substituindo y por —y nas equacoes anteriores

sen(x+y) = sen x cos y—cos x+cos y cos(x+y) = cos x cos y+senx
(B.6)
Dividindo as expressoes para sen(x + y) pelas expressoes

para cos(x + y) temos:

tgxr 4+ tgy
tg(x +vy) = 1 _tgztey (B.7)

Colocando y = x nas equacoes B.4 e B.5 temos:
cos2r = 2cos’x — 1 (B.8)
cos2r =1 — 2sen’x (B.9)

Isolando cos? = e sen? x nas equacoes anteriores obtemos:

0 1 + cos2x

cos“x = 5 (B.10)
1 — 2
sen’ x = (:208 T (B.11)

Graficos das Funcoes Trigonomeétricas

Grafico das Funcoes Seno e Cosseno

Comecamos observando que ambas as funcoes seno e cos-
seno sao limitadas:

—1<senz<1—1<cosx<1 (B.12)
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E que que a funcao seno é impar pois
sen(—x) = —sen(x), paratodo x € R,
enquanto que a funcao cosseno € par pois
cos(—x) = cos(x), paratodo x € R
As funcoes seno e cosseno sao periodicas pois

sen(x + 2kw) = senx, paratodo x € R e para todok € Z

(B.13)
cos(x + 2km) = senx, paratodo x € R e paratodo k € Z
(B.14)

Das equacoes B.4 temos que:

0
cosx = sen(x + 5)

™
senx = cos(x — 5)

E consequentemente o grafico da funcao cosseno pode ser
obtido a partir do grafico da funcao seno, através de uma trans-
lacao horizontal para a esquerda (por uma distancia = /2).

Os graficos das funcoes seno e cosseno sao apresentados
abaixo:

A

f(x) = senx
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i “f(a:) = cosx

3
[t

en}

\]

0 1%2 3 4 5 627‘(‘7%8'.

Grafico das funcoes tangente e secante

As funcoes tangente e secante estao definidas no dominio
R\{5 + kn |k € Z}. A funcao secante tem a mesma periodi-
cidade da funcao cosseno, mas a tangente tem periodo =, uma
vez que

sen(x +7) —senx senc
_ _ = tg @

t = —
g(@+ ) cos(t +m) —cosx cosx

A funcao secante, assim como a funcao cosseno, é par. Ja a
funcao tangente, sendo quociente de uma funcao impar e uma
par, € uma funcao impar. Os graficos das funcoes tangente e
secante estao representados abaixo:

| A ! [ [
- 5f(z) = tgw a
Loaq E §
L3 5 | :
2| | | 5
3/ (M) iz 37 5w
9 1 favl 19 Y T o
IR — O g — & — 2
—E:i—4—3—25—_]1[]) 1 2 3 4 5 6 7 8
E__2< ' '
—3 |
—4 |
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1 64 | 5
| 5{f(x) =secx §
{4 | 5
3 E i
2
_3n MW m 37 5T
X D 1 Fav ] Y Ly
T & T oT T & T
—5-4-3-2-10 12 3 45 6 7 8
9] '

Grafico das funcoes funcoes cotangente e

cossecante

As funcoes cotangente e cossecante estao definidas no domi-
nio R\{knw |k € Z}. A fungcao cossecante tem a mesma perio-
dicidade da funcao seno, mas a cotangente tem periodo =«

4

4
| @) =cotgz
2
; 1 |
— 27 —TT . v 2
7 16 -5 =4 43 —2 =1 0 1 2 3 4 5 6 T
: ] —1 1
—92 |
44 : |
; f(x) =/cossecx |
2 | :
: : 14
—2m —Tr . 7 2w
S | S S S— , “4n .
—7 16 -5 —4 =3 —2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7T
: : -1
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Funcoes trigonometricas inversas

As funcoes trigonométricas definidas acima nao sao bijetoras
em seus dominios. Entretanto, é possivel falar em suas inver-
sas, desde que tomemos dominios restritos. Apresentamos
abaixo, sem maiores detalhes, as funcoes trigonométricas res-
tritas a dominios nos quais sao bijetoras e as respectivas fun-
coes inversas. Acompanham os respectivos graficos.

Funcao arco seno

A fungao sen : [—7, 7] — [—1,1] tem por inversa a funcgéao

™
arcsen : [—1,1] — [—5, 5]

definida como:

arcseny = & < senxr =y

t f(x) = arcse

Funcao arco cosseno
A funcao cos : [0, 7] — [—1, 1] tem por inversa a funcao

arccos : [—1,1] — [0, 7]
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definida como:

arccos Yy = & <> CosSx =Y

A :
f(x) = arcco:
R g L
2 J
1 J
EE T

Funcao arco tangente

A funcao tg : (—%, %) — R tem por inversa a funcao

™
arctg : R — (—5, 5)

definida como:
arctgy = r o tger =y

, |f(x) = arctgx

1
-5 —4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

—1

=

Funcao arco cotangente

A funcao cotg : (0, ) — R tem por inversa a funcao
arccotg : R — (0, )

definida como:

arccotgy = x < cotgaxr = y



f(x) = arccotg x

-6 -5 —4 -3 -2 -1 (? 1 2 3 4 5 6

Funcao arco secante

A fung¢ao sec : [0,%) U (5, 7] — (—oo,—1] U [1,00) tem por
inversa a funcao

arcsec : (—oo, —1] U [1,00) — [0, g) U (g,ﬂ']
definida como:

arcsecy = T <~ secxr =Yy

\]

-5 —4 -3 -2 -1 (i) 1 2 3 4 5

Funcao arco cossecante

A funcao cossec : [—3,0) U (0,5] — (—o0, —1] U [1, 00) tem por
inversa a funcao

eIy T
arccossec : (—oo, —1] U [1,00) — [—5, 0) U (0, 5]
definida como:

arccossecy = & < cossecT = Y
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! f(x) = arccossecx
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Matrizes e Sistemas Lineares.

Matrizes

Uma matriz real m X n € um conjunto ordenado de numeros
reais dispostos em m linhas e n colunas. Os elementos de uma
matriz serao indicados por dois indices dos quais o primeiro
indica a posicao na linha e o segundo na coluna. Desta forma
o elemento a;; refere-se ao elemento que esta na :-ésima linha
e na j-ésima coluna.

( aijx ai2 - Qin \
az1 Qa2 Aon
A =
K Am1 Am2 **° Amn )

Uma matriz é dita quadrada se o numero de entradas é igual
ao numero de colunas. Uma matriz 1 x n é dito matriz linha e
uma matriz m x 1 é dita matriz coluna. A matriznulan x m é
a matriz cujas todas as coordenadas sao 0. A matriz identidade
n X n €@ a matriz cujos termos da diagonal, isto é os termos
a;; com i = j, sao iguais a 1 e os termos fora da diagonal sao
Zeros.

331
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Operacoes com Matrizes

Podemos definir a soma é a multiplicacao de matrizes por es-
calares coordenada a coordenada.

Definicao C.1. Dadas duas matrizes n x m A = (a;;) € B =
(bi;) e c um escalar, definimos as matrizes A + B e cA como:

A+ B := (a,ij + b@J) cA := (caij)

Exemplo C.2. Se

Definicao C.3. Dado A uma matrizm X p e B uma matrizp X n.
O produto de A por B denotado AB é definido como a matriz
C = (cij) cuja entrada 1j é definida como:

p
Cij = E @ik Dr;
k=1

E fundamental observar que o produto AB s6 esta definido
se o0 humero de colunas de A ’igual ao numero de linhas de B.
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Exemplo C.4. Se

entao

Ag_ (2°2F1:140-(=1)  2:3+1:4+40:5 (5
S \8.242.14(=1)-(-1) 3-34+2-44+(-1)-5) \9

Determinantes

Recordaremos, sem apresentar as demonstracoes, algumas
propriedades dos determinantes.

Dada uma matriz A o menor dessa matriz com respeito do
elemento a;; € a matriz que se obtém ao remover da matriz A
a i-ésima linha e a j-ésima coluna. Denotaremos tal menor por
A

ijr

Exemplo C.5. O menor de uma matriz 3 x 3 em relacao ao ele-
mento a3 é:

a;; a2 U a a
Aoy = 00O 0O :< 11 12)

az; asz
as; asy Ll

<

O determinante de uma matriz quadrada é uma funcao que
associa a cada matriz quadrada um numero real, determinado
pelo seguinte procedimento indutivo:
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1 | O determinante de uma matriz 1 x 1 é igual ao valor da
entrada dessa matriz, i.e,

la| = a

2 | O determinante de uma matriz n x n pode ser calculado so-
mando ao longo de uma linha ou coluna o produto de um
elemento a;; por (—1)""’ vezes o determinante do menor
em relacao ao elemento a,;, i.e.,

Assim, escolhendo uma linha, ou seja fixando um : temos:
n
Al =D — (1) ai; |Ajjl
j=1

De modo analogo, escolhendo uma coluna, ou seja fixando
um j temos:

Al =D —(1)ai; |Ajjl
1=1

O determinante nao depende da escolha da linha ou coluna
na expansao anterior.

Utilizando o procedimento anterior para uma matriz 2 x 2 e
expandindo em relacao a primeira linha temos:

b
@ | =aldl—ble| = ad—be

Utilizando o procedimento anterior para uma matriz 3 x 3 e
expandindo em relacao a primeira linha temos:

ai b1 C1

b2 C2 as C» a2 b2
as by co | = a; — by C1

b3 c3 as Cs a3 bs
az bz c3
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O sinal (—1)*7 da definicdo anterior pode ser facilmente cal-
culado, notando que esse fator troca de sinal para cada termo
adjacente da matriz, conforme o padrao abaixo:

( 1 -1 1 ---)

-1 1 —1 ...
1 -1 1--.-
Notacao: Dado uma matriz quadrada de ordem n e de entra-
das a;;, A = (a;;, denotaremos suas colunas por A,,..., A,.
Logo:

A; = (A1 e v 5 Q)
e assim podemos reescrever a matriz A como A =
(A1, Agy. ..y Ay)
Usaremos também a seguinte notacao para representar o de-
terminante de uma matriz quadrada:

aq b1 C1 *--
|CL b c |: as by cy -
Assim por exemplo:
a; by
a; by
la bl = la b c|=|as by c
a9 b2
as b3 c3

Teorema C.6. Se todos os elementos de uma coluna (ou linha)
forem multiplicados por )\, entao o determinante fica multipli-
cado por \:

Ay As--AA;--- Ay = A|A; Ay---A;--- A
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Teorema C.7. O valor do determinante é inalterado se trans-
pormos a matriz.

aj b1 C1 a; as as
Por exemplo: a, by ca | =|b; b, by
as b3 C3 Ci1 C2 Cj3

Teorema C.8. O valor do determinante troca de sinal se duas
colunas (ou linha) sao intercambiadas.

|A; Ayt AjeerAje i Ap|=— A AgeiAjeec A Ay

Teorema C.9. Se duas linhas ou colunas de uma matriz sao
idénticas entao o determinante dessa matriz e nulo.

Teorema C.10. O valor do determinante permanece inalterado
se adicionarmos um multiplo de uma coluna (linha) a outra co-
luna (linha).

A Ag--Aj Ay i An| = A Ay Ajec Aj XA A

Matriz Inversa

Dada uma matriz A o cofator do elemento a;; € c¢;7 =
(—1)""7 | A;;|. A matriz formada pelos cofatores é denominada
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matriz dos cofatores de A, e denotada por cof A
cof(A) = (cij) = ((=1)"7 | Ayl)

A transposta da matriz dos cofatores € denominada matriz
adjunta de A e é denotada por adj(A).

Uma matriz quadrada A é dita invertivel inversa de uma ma-
triz se existir uma matriz B tal que:

A-B=B-A=1

Teorema C.11. Dada uma matriz A, essa matriz é invertivel se
e somente se |A| # 0 e nesse caso a inversa de A, denotada

A~! é dada por:
adj(A)

Al

-1

Exemplo C.12. Dado

1 2 1
A=12 1 0
1 —1 -2

Calcule a matriz inversa

Solucao: Vamos comecar calculando a matriz de cofatores:

O cofator em relacao ao coeficiente a;; é:

1 O
—1 —2

1 = 2
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O cofator em relacao ao coeficiente a - é:

2 0
—1 —2

—1 =4

Calculando os cofatores como acima, temos que a matriz de
cofatores é dada por:

—2 4 -3
cof(A) = 3 -3 3
—1 2 -3
E a matriz adjunta é:
-2 3 -1
adj(A)=| 4 -3 2
-3 3 -3

E assim como det A = 3, temos que a matriz inversa é:

det A 3 3

Teorema de Cramer

Dado um sistema linear de n equacoes e n incognitas

4
a1y + axe + -+ ay, = kq

a1, + agxs + <+ + as, = ko

| Gn1T1 + Qp2T2 + + ¢+ + Qpn = Ky
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podemos escrever esse sistema como AX = k onde

(an ai2 "'afln\ ($1\ (kl\
To k-

az1 Q22 --° Q2p

\;nl ;mf..;nn) \;n/ \;n)

A matriz A é denominada matriz de coeficientes e k£ a matriz
de constantes.

Teorema C.13. Dado um sistema linear de n equacoes e n in-
cognitas

)
ax +by+cz+--- =k
< asx + boy + coz + -+ = ko
L @ + by +Crz+ - =ky

com |A| # 0. Entdo as solucoes desse sistema sao:

|k Ay As--- A, Ay k Ag--- Ay

T1 A, Ay--- Ay A, Ay--- Ay

Demonstracao. Escrevendo o sistema linear como AX = k.
Como det A # 0, a matriz A é invertivel, e assim multiplicando
ambos os lados do sistema por A~! temos:

X = A k.

Usando a caracterizacao da matriz inversa como a transposta
da matriz de cofatores dividido pelo determinante, temos que
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esse sistema pode ser escrito na forma matricial como:
T Ci1 *** Cpn1 k1
1
~ det A

Ln Cin *** Cpn kn

Dessa forma temos que
1 = kici1 + -+ + kncn

Se expandirmos o determinante |k a> as--- a,|emrela-
cao a primeira coluna temos:

ki a2 -+ ain
= kici1 + -+ kncna

kn Ap2 *** App

e assim temos que:

|k Ay Age-- A
|A1 A2An|

L1

De modo analogo temos que:

|A1 Azk;An|
|A1 A2An|

r; =

Exemplo C.14. Resolva o sistema linear:

(

2 —y+95z=1

\ — ¢+ 2y —2z=2
\—3w—|—y—7z:—1

Pelo teorema de Cramer, como
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2 —1 5

—1 2 —2|=2#0
-3 1 -7
temos que as solucoes sao
1 —1 5
2 2 -2
-1 1 -7 —8
€r — = = —4
2 2
2 1 5
—1 2 -2
—3 —1 —7 9
e = — = ]_
Y 2 2
2 —1 1
-1 2 2
-3 1 -1 4
= = — = 2
2 2

Método de Eliminacao de Gauss

O método de eliminacao de Gauss para sistemas lineares
baseia-se na aplicacao de trés operacoes basicas nas equa-
coes de um sistema linear:

- Trocar duas equacoes;

- Multiplicar todos os termos de uma equacao por um esca-
lar nao nulo;
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- Adicionar a uma equacao o multiplo da outra.

Ao aplicarmos as operacoes acima a um sistema linear obte-
mos um novo sistema tendo as mesma solucoes que o anterior.
Dois sistemas que possuem as mesmas solucoes serao ditos
equivalentes. Ao utilizar as aplicacoes anteriores de modo sis-
tematico podemos chegar a um sistema equivalente mais sim-
ples e cuja solucao é evidente.

llustraremos a utilizacao dessa técnica em alguns exemplos

Exemplo C.15. Um sistema com solucdo unica. Considere o
sistema:

(

2x + 8y + 6z = 30
{ 2 —y =3
\4w—l—y—|—z=12

Vamos determinar as solucoes desse sistema, se existirem.
<

Solucao:

Comecaremos representando esse sistema através de sua

matriz aumentada:
2 8 630

2 —-10|3
4 1 1|12

Essa matriz é obtida adicionando a matriz de coeficientes
uma coluna com a matriz de constantes.

No método de Gauss, o primeiro objetivo é colocar um 1 na
entrada superior a esquerda da matriz. Para isso comecamos
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dividido a primeira linha por 2. Faz

1 4 3
2 -10
4 1 1

endo isso obtemos

15
3
12

O préximo passo é fazer com que os outros coeficientes da pri-
meira coluna sejam 0. Para isso multiplicamos a primeira linha
por —2 e adicionamos a segunda, e multiplicamos a primeira
linha por —4 e adicionamos na terceira. Feito isso obtemos:

1 4 3
0O -9 -6
0 —15 —11

15
—27
—48

Agora repetiremos o procedimento na segunda coluna, ig-
norando a primeira linha. Para isso multiplicaremos a segunda

linha por —1/9:
1 4 3
2
0 1 3
0 —15 —11

Multiplicando a segunda linha
ceira, temos:

14 3

2
01 3
00 —1

15
3
—48

por 15 e adicionando a ter-

15
3
-3

E desta forma o sistema de equacoes correspondente é:
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(

x+ 4y + 3z =15
y-|—§z=3
—z=-3

7\

\

E logo z = 3. Substituindo na segunda equacao temos y =
1 e substituindo esses valores na primeira equacao temos = +
4+9=15eassimax = 2.

]

Exemplo C.16. Um sistema com multiplas solucoes Considere
o sistema:

)
2¢ + 6y + 2z + 4w = 34
{ 3x — 2y = —2

\2:13-|—2y-|—z—|—2w:15

Vamos determinar as solucoes desse sistema, se existirem.

<]

Solucao:
Neste caso a matriz aumentada é:

2 6 24|34
3 —200|-2
2 2 12|15

Dividindo a primeira linha por 2 temos:
1 3 1 2|17

3 —200|—-2
2 2 12|15
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Multiplicando a primeira linha por -3 e somando na segunda
e multiplicando a primeira linha por -2 e somando na terceira

temos:
1 3 1 2 | 17

0 —11 -3 —6|—53
O 4 -1 —2-19

Trocando a segunda linha com a terceira e dividindo poste-
riormente a segunda por —4 temos:

1 3 1 2| 17
1

1 19
0 1 4 2 4

0 —11 —3 —6|—53

Multiplicando a segunda linha por 11 e adicionando a ter-
ceira temos:

19

2 |17
1
2

4

[

Finalmente multiplicando a terceira linha por —4 temos:

13
01
00

ok
N NI N
|

— =

A ultima linha nos permite expressar z em funcao de w: z =
3 — 2w. Substituindo o valor de z na segunda linha temos que
y = 4 e finalmente substituindo esses valores na primeira linha
temos que = = 2
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1 000|2
01004
00123

Exemplo C.17. Resolva o sistema linear por escalonamento:

(

lx + 4y = 12
QL 2z —y =3
\3:13—|—y=10

Solucao:
Neste caso a matriz aumentada do sistema é:

1 4 0|12
2 —-10|3
3 1 010

que pode ser reduzida a:

14 0|12
7
010 1
1
000 -3

Esse sistema nao possui solucoes, pois a ultima linha é im-

possivel de ser satisfeita0 = —; O
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Exercicios

Ex. C.1 — Prove que o sistema

p

x+ 2y + 3z — 3t
{ 2x — by — 3z + 12t
\7ac—|—y—|—8z—|—5t

Ny EEm WS W § EERSWES AW EmSs ThmSs BE == - 8 5

= a

b

&

admite solucao se, e somente se, 37a + 13b = 9c¢. Ache a
solucao geral do sistema quandoa = 2e b = 4.

Ex. C.2 — Resolva os seguintes sistemas por escalonamento:

a)

b)

d)

{

,

x+ Sy =13
\4ac—|—3y:1

(

r+2y—32z=0
or — 3y +z = —10
—2rx—y+z=1
r+y+22=6

20 —y+2z=3
r+3y—z=3
r—y+2z—1t=0
3c+y+3z4+1t=0
r—y—z—9ot=20

r+y+ =z = 4
2x + Sy — 2z 3

x+T7y—T7z =5
\
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3+ 2y —4z = 1
r—Yy-—+ z
f) o —y—3z2
3 + 3y — 5z
| —ZTyYyt+z =

a) xr — 2y + 3z
2x + 5y + 62z =

|
|
e

|
© O = O

Ex. C.3 — Determine m de modo que o sistema linear seja in-
determinado:

max + 3y = 12
2 +1/2y =5

Ex. C.4 — Para o seguinte sistema linear:

m?x —y =20
{ lx + ky =0
Determine o valor de m de modo que o sistema:
a) tenha solucao unica (trivial)

b) seja impossivel

Ex. C.5 — Determinar a e b para que o sistema seja possivel e
determinado

p

3r — Ty = a
xr+y=2>
5 + 3y = 5a + 2b
r+2y=a+b—1

\



Ex. C.6 — Determinar o valor de k para que o sistema

{ r+2y+kz=1
2 + ky + 8z =3
tenha:

a) solucao unica

b) nenhuma solucao

c) mais de uma solucao

Ex. C.7 — Resolva o sistema

|

Ex. C.8 — Discuta os seguintes sistemas:

p

_I_

g~
Q= S|

xr+z=4
a) Sy+z=5
\aac—l—z:él

(:B—I—z—l—sz

x4+ ky+Ekw=1
r+(k+1)z4+w=1
\a:—l—z—|—kw:2

b)

N\

Ex. C.9 — Determine k para que o sistema admita solucao.

p

—4xr 4+ 3y = 2
{ bxr — 4y
2 — vy

|
o

|
x>

\



Wolfram Alpha e Mathematica

Uma ferramenta interessante para o estudo matematica (geo-
metria, calculo, algebra linear, ...) disponivel gratuitamente na
internet € o WolframAlpha (http://www.wolframalpha.com/) que
aceita alguns dos comandos do software Wolfram Mathematica.

Para mais exemplos do que é possivel fazer com o Wolfram
Alpha veja http://www.wolframalpha.com/examples/

Plotagem

Existem alguns comandos do Mathematica que permitem a plo-
tagem de graficos e curvas no espaco e no plano, uteis, por
exemplo, no estudo do conteudo do Capitulo 9.

Descreverei aqui alguns comandos que podem ser util ao
estudante que quer ganhar uma intuicao com os diversos sis-
temas de coordenadas e com a parametrizacao de curvas.

No Plano

PlOt[f[X], {X, Xmnin s Xna:v}]

350
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O comando acima plota o grafico da funcao f(x) para x en-

tre Lmin © Tmazx

/ r

e T SO
1 2

e
Fig. D.1: Grafico de =3 — 2x2 + 3.

Exemplo D.1. Plotar o grafico de x> — 2x? + 3 entre —2 e 5.

<
Solucao:
Plot[xA3 -2xA2 + 3, {x, -2, 5}]

]
Exemplo D.2. Plotar o grafico de e* entre —3 e 2.

<

Solucao:

PlOt[EXp[X], {X’ -3, 2}]

S e

Fig. D.2: Grafico de €”.
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\ \
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Fig. D.3: Grafico de sen .

e

Fig. D.4: Circulo de raio 2.

]
Exemplo D.3. Plotar o grafico de sen x entre 0 e 4.

<
Solucao:
Plot[Ssin[x], {x, 0, 4Pi}]

]

PolarPlot[r[H], {9, Hmz'n’ Hmazc}]

O comando PolarPlot plota o grafico da funcao »(6) para 6
entre 0,,,;,, e 0,,,... Usando coordenadas polares.

Exemplo D.4. Plotar o grafico da funcdo constante r(0) = 2
para 6 entre 0 e 2w em coordenadas polares.



e o \\\
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Fig. D.5: Espiral.
<
Solucao:
PolarPlot[2, {t, 0, 2 Pi}]
L]

Exemplo D.5. Plotar o grafico de r(t) = 2t parat entre 0 e 67
em coordenadas polares.

Solucao:

PolarPlot[2 t, {t, 0, 6 Pi}]

Exemplo D.6. Plotar o grafico de sen(2t) parat entre 0 e 4w em
coordenadas polares.

Solucao:
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Fig. D.7: Lemniscata.

PolarPlot[Sin[2 t], {t, 0, 2 Pi}]

ParametricPlot[ {f.[t], £,[t]}, {t, tnin, tma}]

- - =

ParametricPlot pode ser usado para plotar curvas parametri-
zadas no plano euclideano. No caso, o comando esta plotando

acurva X (t) = (f.(t), f,(t)) para t variando entre t,,;, € t,,4.-

Exemplo D.7. Plotar a curva X (t) = (cost,sen(2t)) parat entre

0e2m.

Solucao:

ParametricPlot[ {Cos[t], Sin[2t]},

{t, 0, 2 Pi}]



1 /
N e

—

Fig. D.8: Curva com autointerseccao.

Exemplo D.8. Plotar a curva X (t) = (u® — 4u,u® — 4) para u
entre —2,5 e 2, 5.

Solucao:
ParametricPlot[uA3 - 4 u, ur2 - 4, u, -2.5, 2.5]

[l

No Espaco

ParametricPlot3D[ {£f [t], £,[t], £.[t]},{t, tnin, tna

A funcao descrita acima permite para plotar a curva parame-
trizada X (t) = (fz(%), fy(t), f-(t)) no espaco euclideano para ¢
variando entre t,,,;,, € t,,42-

Exemplo D.9. Plotar a helicoide X(t) = (sent,cos(t),t/10)
parat entre 0 e 20.
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I[h]

Fig. D.10: Plot3D.
Solucao:
ParametricPlot3D[ {Sin[t], Cos[t], t/10}, {t, 0, 20

[l

P].Ot3D[ f[X, Y] ’ {X, xnzn 9 }{rn,a,q;} 9 {Y, szn 9 Ymaw} ]

Tal comando plota o grafico da funcao f(x,y) no espaco
para x entre x,,;, € Tnq: © y entre y,,in © Ymaz-

Exemplo D.10. Plotar o grafico de f(x,y) = senx cosx para x
ey entre0 e 2.

Solucao:
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Plot3D[Sin[x] Cos[y], x, 0, 2 Pi, y, 0, 2 Pi]

Calculo e Algebra Linear

Limit[ f[x], x->a]

Calcula o limite de f(x) quando x tende a a:

lim f(z).

r—a

Exemplo D.11. Calcule lim,_, . (1/x).

Solucao:
Limit[1/%, x -> Infinity]

Resultado:
lim (1/x) =0

Tr— 00

D[f[x], x]

Calcula a derivada de f(x) gem relacao a x:
df
a(w).

Exemplo D.12. Calcule 452 (x).



Solucao:
D[Cos[x], x]

Resultado:

Integrate[ f[x], x]

Encontra uma primitiva da funcao f(x) quando integramos

em relacao a x:
[ f@)da

Exemplo D.13. Encontre uma primitiva de 1/x.

<
Solucao:
Integrate[1/x, Xx]
Resultado:
/ 1/xdx = logx
]

Inverse[M]
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Calcula a inversa da matriz M.
Exemplo D.14. Encontre a matriz inversa de:

120
M=1]1311

201

Solucao:
Inverse[ {{1,2,0},{3,1,1}, {2,0,1}}]

Resultado:
-1 2 =2
M~ = 1 -1 1
2 —4 b

- -



Respostas de Alguns Exercicios
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Respostas de Alguns Exercicios

21 a)AB + BEL = AL = BF — AF — AB
b)AG = AC + CC = AC + BE = AC + AF — AB
c.)Como AE + EF — AL e EF — AB = AE — AF — AD
d)BC = BF + FC
e.)Dica: Aé’ = Aé’ + Blﬁz

£)AC

g.)Dica: Aﬁ = B(E’ e HG’ = Aé

22a)DF‘ DC+CO+0F DC’—|—2DEC)DB DC +CO + OB =
DC’+DE+DC’_2DC’—|—DE

e)EC = ED + DC = —DE + DC
£)2DC g.)DC

2.3 a.)0 b.)0
¢)—FA = DC
d.)—OF = DE

2.5 3fs

ﬁ;:—A_B}jL%A_(?
CT\%:—R+%@

2.8 Note que AM = XA+ 1AB e como:
CM +MA+AC =0
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temos que

CM=—"_AB + AC
A+ 1
CM = A_@ﬁ_ﬁ) +AC
CM = —(——AC + ——_B0)
A+1 A+ 1
29 a.)
C’__ﬁ=2u—’u
ﬁzSu—v
b.)Os lados AD e BC sao paralelos.
4u 3v u v u 4+ v u—v
2-12 a.)w:7+ﬁ,y:?—ﬁb.)w: o Y = 1

2.14 a.)Observe que (—a) v + (av) = 0 (Porque?)

Conclua que (—a) v é o oposto de (av).

- A ~
2.18 Dica: suponha \; # 0 entao u = _)\_zv e logo u e v sao

1
paralelos absurdo. Logo A\; =0

1.14

|AQIl _ (n+m)m’ IBQI _ (' +m/)m
IDQI ~ (W +m)n 1ICQI~ (n+m)n

1.18 Seja b = AB e c = AC, entdo temos:

E:E ?:AB-I—AC'

—eA
2 2

e logo:

E:E-Fﬁ
4
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Também temos que:
1 _ AC
1+ A
Como F, D e B sao colineares entao:

ﬁ:azﬁ—l—(l—a)ﬁ

e assim 3 ;
AP = (1— Za)ﬁ + Zaﬁ
3 1 1 .
E consequentementel — —-a=0e -a = e assim \ = 2.
4 4 14+ A

Logo F divide o segmento AC narazao 1 : 2.
1.19 Assuma que AB = a, AD = be AC = a + b. Entdo
AB, = Mja, AD; = Abe AC; = As(a + b)

Como os trés pontos A, B, e C; estao ha mesma reta entao:
—> —
B,C, = kB D, (D.1)
—
Mas BlC'l = Rl — El = ()\3 — )\1) a + )\3b

e B1D1 — AD1 — AB1 — —)\10, —|— )\21)

Substituindo as expressoes acima em 2.6, obtemos:
(A3 — A1) @ + Asb = —kXia + kX
Isolando a, b:
a(Az3— A1+ kM) +b(As — k) =0

EIOQO)\3—)\1+’€)\1:Oe>\3—k)\2:0.

A
Da segunda equacao obtemos k = )\—3 Substituindo k£ na
2
primeira equacao e dividindo a mesma por \;\; segue
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A ?
210 M =A+4+—A
A+1

3.4 Dica: Observe que
AB+CB+2BA—= AB+ BA+CB + BA
—CA =-AC

4 2
35 BC = -b— -a
3 3

3.9 A igualdade equivale a
(m; — mo)a+ (ny —nz)b=20

Como os vetores sao L.l. temos que (m;—ms) = 0e (n;—n2) =
0

1+ A+ p

3.10
A(1+ p)

3.6 Dado que a + b+ ¢ = 0, calculando o produto de ambos os
lados da equacao sucessivamente com a, b e c temos:

a-at+a-b+a-c=0=a-b+a-c= -9

b-a+b-b+b-c=0=b-a+b-c=-—-25
c-a+c-b+c-c=0=c-a+c-b=-—-49

. . 15 _
Resolvendo o sistema anteriortemos a-b = ? e assimcos 0 =

1 T
—elogo 6 = —
2 3

3.10 Denotando u = OA, —u = OB e u = OC temos |u| =

[=ull = llv]| = r.
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E assim:

AC\'-BC\':(v—l—u)(v—u):v-v—u-u:O
C

O u A

4.3
9 12 11
—— U+ —v——uXv
14 7 14

4.4 a = (1,1,0)

5% 1 1
a5 (3L
4 2" 4
4.14 [Dica: Escreva o determinante em termos dos menores da

primeira linha e compare com u - (v X w). Isto tambem prova
queu - (v X w) = v - (w X u). Porque? ]

4.15 A area do triangulo é dada por:

1 1 1
A= lluxo| =S lluXxwl=lvxw|
2 2 2

e assim temos que

Ju X v|| = [lu x w|| = |lv X w|
Mas ||lu X v|| = [[ull|lv||senc, [[u X w|] = |lu|||w]|sens e
v X w| = ||v||||w]|| sen~y
E logo:
o B Y

fwll - floll - [Jul



&4 EE =EEmE WES = W =S ¥y W SmE § S§F RSWSEE 5§ EmE ©§ EF & ==m SWES AN §F EEmEwEsESsS aAE §Fws n - -

x = —t1
1.2 [A resposta ndo é unica) a.)Equacées paramétricas: { y =1 — 3t
1+ 3t

z

~ e e x y—1 z—1
Equacoes na forma simétrica: ;= 3

b.)Equacoes para-

x=1+ 2t
métricas: { y=1t¢
z=—2+4 3t

x—1 z+ 2

=y = c.)Equacoes paramé-

Equacoes na forma simétrica:

tricas:

e Eixox:¢{ y=0

« Eixoy: ¢ y =

e Eixoz: ¢ y=0

=1
Equacoes na forma simétrica: Ndo existem. d.){ y = 2
z=1+1t
Equacoes na forma simétrica: Ndo existem.
r=1+1
e) y=2
z=1
Equacoes na forma simétrica: Ndo existem.
xr=2—3t
f.)EquacOes paramétricas: < y = 1 + 8t
z =4t
o .. =2 y—1 =z
Equacoes na forma simétrica: = = —
-3 8 4
x=2—3t
d.)Equacoes paramétricas: { y = 1 + 5¢
z=—1
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- .. x — 2 y—1 z
Equacoes na forma simétrica: s = 5 T 1

- 9
1.3 r : 3x + 4y — 9 = 0. Interseccoes: 0, 1 e (3,0).

x =3+ 5t
y=05+4+2t
Equacoes na forma canénica: 2z — 5y +19 =0

1.4 a.)EquagGes paramétricas: {

x=1t

b.)Equacoes paramétricas: {
y=1-—-1

Equacoes na forma canénica: « +y — 1 =0

- - 5
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