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. segmento de reta ligando os pontos

. vetor determinado pelos pontos

Simbolos e notacdes gerais

existe

gualquer que seja ou para todo(s)

implica

se, e somente se

portanto

de nicdo (o termo a esquerda de := & de nido pelo termo
ou expressao a direita)

id est (em portugués, isto )

indica o nal de uma demonstracéo

reta passando pelos pontos A e B

AeB
segmento orientado de reta ligando os pontos
AeB

AeB

. vetor v
kAB k :

comprimento do segmento  AB
comprimento do vetor Y
comprimento do vetor AB

determinante da matriz A
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Estrutura Vetorial do Plano e do Espaco

"Meca o que for mensuravel, e torne
mensuravel o que néo o for."
Galileu Galilei

De nicoes Elementares

Como veremos ao longo desse texto, a utilizac&o da linguagem
vetorial permite uma descricao elegante e uni cada dos prin ci-
pais resultados da geometria Euclideana bem como possibili ta
uma transicao natural da formulacdo axiomatica para a descr I-
cao analitica (em coordenadas) dessa mesma geometria.

Nesse capitulo, daremos o primeiro passo nessa caminhada
e apresentaremos o basico da linguagem vetorial. Antes poré m
comecaremos entendendo um pouco do papel fundamental que
0s vetores desempenham nas ciéncias naturais.

Para entendermos o papel que os vetores desempenham nas
ciéncias, comecamos observando que, por um lado, diversas
grandezas fisicas cam completamente determinadas por um
unico valor (um namero real), num sistema de unidades. Assim
por exemplo o volume de um corpo ca especi cado quando
dizemos gquantos metros cubicos esse corpo ocupa, bem como

3



ESPACO 4
a massa, a temperatura, a carga elétrica, a energia, etc. Gra n-
dezas que cam determinadas por um unico valor real sao de-

nominadas grandezas escalares.

Por outro lado, diversas grandezas fisicas exigem para sua
completa determinacéo, além de uma valor numérico o conhe-
cimento de sua direcao orientada. Tais grandezas sao denomi -
nadas grandezas vetoriais ou simplesmente vetores.

O exemplo mais simples e ilustrativo

B / é o0 deslocamento de um corpo. Se um
7L corpo se move do ponto A para o ponto
A B, dizemos que ela sofreu um desloca-

Fig. 1.1: Os caminhos mento de A para B . Para sabermos preci-
ligando dois pontos Samente o deslocamento de um corpo pre-

correspondem, todos,  cisamos conhecer o quanto o ele se deslo-
ao mesmo vetor deslo-

cou (a intensidade do deslocamento) mas
camento.

também em que direcao ele se deslocou.
Pelas mesmas raz0es apresentadas serao grandezas vetoriai s
a velocidade, a aceleracéao, a quantidade de movimento, afor ca
e o torque.

E importante que observemos que para as grandezas esca-
lares uma parte signi cativa da utilidade de medi-las, i.e, asso-
ciar um numero provém da riqueza de estruturas dos numeros:
0S numeros podem ser somados, subtraidos, comparados, etc.

Para que as grandezas descritas vetorialmente sejam uteis
(tanto para a ciéncia como para a propria geometria) temos qu e
construir no conjunto dos vetores estruturas analogas. Ass im,
neste e no proximo capitulo, descreveremos e construiremos
diversas operacoes vetoriais e suas interpretacoes.

Como boa parte da construcao dos vetores e de suas opera-
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cOes que faremos neste texto sera de natureza primordialmen te
geomeétrica, assumiremos que o leitor conhece os principais

conceitos e resultados da geometria Euclideana plana e espa -
cial. Em particular suporemos conhecidos os conceitos de an -
gulos, retas, planos, comprimento de segmentos, distancia de

dois pontos, etc.

Notacdo 1.1. De modo a xar notacao, ao longo deste texto de-
notaremos por E3 o espaco euclideano tridimensional e por E?

o plano euclideano, usaremos letras latinas maidsculas, A, B,
etc. para representar pontos, letras latinas minusculas rs, etc.
para indicar retas, as letras gregas minusculas , , etc. para

denotar planos. Eventualmente usaremos letras latinas ou g re-
gas minusculas também para denotar denotar numeros reais
(escalares ou parametros de equacoes). Nesse caso, 0 con-
texto deve deixar claro a que a letra se refere.

Para tornarmos clara a de nicdo de vetor, comecaremos
com um termo relacionado: os vetores aplicados.

De nicdo 1.2. Um vetor aplicado ou segmento orientado € um
segmento de reta no qual se escolheu um dos extremos A,
como ponto inicial. Nesse caso 0 outro extremo B do seg-
mento sera denominado ponto nal e o vetor aplicado com
ponto inicial A e nal B sera denotado por AB . Para nossas
consideracdes um ponto A é considerado um segmento que
denominaremos segmento nulo. Esse segmento sera deno-
tado por AA ou por O.
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O comprimento do um segmento  AB sera denotado B
por AB e serd denominado também tamanho, inten- /

sidade, magnitude ou norma do vetor.

Os vetores aplicados servem apenas parcialmente ao propo-
sito de representar grandezas que possuem intensidade, dir e-
cao e sentido, pois apesar de podemos representar grandezas
com esses atributos como vetores aplicados, essa represen-
tacdo ndo € unica. Ou seja, existem varios vetores aplicados
com pontos iniciais e nais distintos, mas que possuem inten -
sidade, direcao e sentido iguais. Para eliminarmos esse pro -
blema, identi caremos, i.e, diremos que sao iguais, todos e S-
ses vetores. Assim diremos que dois vetores aplicados sao
equivalentes (ou equipolentes) se e somente se, possuem 0
mesmo comprimento, a mesma direcao e 0 mesmo sentido ou
ainda se ambos s&o nulos.

W
u
\Y
u=v-=Ww

Uma identi cacdo analoga, ocorre com as fracdes: duas
fracOes podem ter numeradores e denominadores diferentes e
mesmo assim diremos que elas sao iguais (ou equivalentes)
pois representam a mesma grandeza. Observe:

1 2 23
2 4 46
As fragOes acima sao representacdoes de um mesmo numero.
O numero que, em notacao decimal, denotariamos por 0; 5.
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Mesmo em notacao decimal, 0;5 e 0; 50 sao representactes de
um mesmo numero.

Quando identi camos os vetores aplicados equivalentes ob-
temos vetores livres ou simplesmente vetores.

De nicdo 1.3. O conjunto de todos os vetores aplicados que
possuem 0 mesmo comprimento, a mesma dire¢cdo e 0 mesmo
sentido é dito vetor.

E fundamental observar que dado um vetor podemos esco-
Iher livremente “o ponto onde inicia tal vetor”, ou seja, dad 0
um vetor e um ponto podemos escolher um vetor aplicado que
inicia nesse ponto e que possui a mesma intensidade, direcéo
e sentido do vetor. Cada vetor aplicado com a mesma direcéao,
sentido e comprimento do vetor, é dita ser um representante d 0
vetor.

E importante que que clara a seguinte diferenca: se por um
lado vetores aplicados cam bem de nidos pela escolha de di-
recao, sentido, comprimento e origem, por outro, vetores pr eci-
sam apenas de direcao, sentido e comprimento. Isso signi ca
gue consideramos equivalentes segmentos orientados que sao
paralelos, apontam no mesmo sentido e tem 0 mesmo compri-
mento, mas consideramos iguais vetores paralelos, de mesmo
sentido e com mesmo comprimento.

O vetor cujos representantes sdo segmentos orientado nu-
los, ou seja com pontos iniciais € nais coincidentes sera dle -
nominado vetor nulo. O vetor nulo serad denotado por AA ou
por O.
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Denotaremos o0s vetores utilizando fontes mi-

ndsculas em negrito a, através de uma echa su-

perior: ' a ou ainda no caso em (lque tivermos dois

A pontos A e B, denotaremos por AB o vetor que tem

A como representante o vetor aplicado AB . Gra ca-

<

mente vetores sdo representados como echas, no
gual a ponta da echa aponta no sentido do vetor.

Dado um vetor e um segmento que 0 representa, teremos
gue a direcado do vetor € a direcdo desse segmento, o sentido
vem de termos escolhido uma orientacdo no segmento, ou seja
de termos escolhido um ponto inicial e nal e 0 comprimento
de um vetor € o comprimento do segmento que o representa.

Como consequéncia dos axiomas de congruéncia da geo-
metria Euclideana, temos que dado um segmento (ou um re-
presentante de um vetor) e um ponto podemos construir um
segmento paralelo e de mesmo comprimento iniciando em A.
Se denotarmos por B o0 ponto nal desse segmento, entao te-
remos provado o seguinte resultado.

Proposicao 1.4. Dados um vetor v e um ponto A, existe um
unico ponto B tal que (lj vetor aplicado AB é representante de
V, ouU seja, talque v = AB .
|
O comprimento de um vetor v = AB sera também deno-
rr}inado norma do vetor e sera denotado por  kvk ou ainda por
kAB K.

Notac&o 1.5. O conjunto de todos os vetores de  E® sera deno-
tado por V3. De modo analogo, denotaremos por V2 o conjunto
de vetores associados a E?, i.e. classe de equivaléncia de seg-
mentos de retas no plano.
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De modo geral, conceitos envolvendo vetores sao de nidos
utilizando seus representantes. Nesse espirito temos as se -

guintes de nicdes:

Diremos que dois vetores sao paralelos quando seus repre-
sentantes tiverem a mesma direcdo ou quando um desses ve-
tores for o vetor nulo 0. O termo vetores paralelos inclui o caso
especial onde os vetores estdo sobre a mesma reta ou mesmo
0 caso em que coincidem. Como consequéncia da de nicao an-
terior temos que o vetor nulo é paralelo a todo vetor e também
gue todo vetor € paralelo a si mesmo.

/
T u—

Fig. 1.2: Vetores paralelos.

Diremos que um conjunto de vetores s&do coplanares se
esses vetores possuem representantes contidos no mesmo
plano.

Fig. 1.3: u, v e w sao coplanares.

De nimos o angulo entre dois vetores u e v como o angulo
(com satisfazendo O ) entre representantes AB e
AC de u e v, respectivamente, com mesma origem.
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A

Fig. 1.4: Angulo entre vetores

Finalmente, dois vetores u e v sao ditos ortogonais, se um
dos vetores for o vetor nulo, ou se ao escolhermos dois repre-

sentantes para esses vetores que iniciam no mesmo ponto, AB
e AC esses segmentos forem ortogonais, ou seja, se o angulo
determinado por esses segmentos for um angulo reto ( = 2ra-

dianos ou 90°).

o

Fig. 1.5: Vetores ortogonais

Observacao 1.6. Note que, segundo nossa de nicao, o vetor
nulo O é o Unico vetor paralelo e ortogonal a qualquer outro
vetor, e coplanar a qualquer par de vetores.

Operacbes com Vetores

Por tradicao, grandezas que possuem apenas magnitude, ou
seja, grandezas que sao representadas por numeros reais sao
denominadas grandezas escalares. Seguindo essa tradicao d e-
nominamos um numero real de escalar .

Vamos de nir duas operacdes envolvendo vetores: a soma
de vetores e a multiplicacao por escalares.
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Multiplicacao por Escalar

De nicdo 1.7. Multiplicacao por Escalar: Dado um vetor v e
um escalar podemos realizar a multiplicacéo de e v ob-
tendo o vetor v de nido do seguinte modo:

e Se o vetor v € nulo ou o escalar ézeroentao v = 0

e Se > 0:;o0vetor v é o vetor com o0 mesmo sentido,
mesma direcdo e com comprimento | jkvk.

« Se < 0Oentdaoovetor v tema mesma direcdo e sentido
oposto ao vetor v e comprimento j jkvk:

Fig. 1.6: Multiplicagdo de um vetor por um escalar.

Observacédo 1.8. Dadosumvetor v eumescalar denotaremos

1 \ . :
usualmente o vetor — v por — . A equagdo anterior pode

ser vista como uma de nicdo da divisdo de um vetor por um
escalar.

Um vetor de comprimento 1 € denominado vetor unitario.
Dado um vetor v 6 O, temos que o vetor:

1 Vv
- V = -
kvk kvk
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é unitario e possui a mesma direcdo e sentido que vV e é de-
nominado versor associado a v. Para maiores detalhes veja
exercicio ?7?.

Um termo que usaremos ocasionalmente é o de vetor direci-
onal ou vetor diretor. Muito frequentemente estaremos inte res-
sados apenas na direcao de um vetor e ndo no seu tamanho.
Por exemplo, como veremos posteriormente, uma reta € com-
pletamente determinada por um ponto P e um vetor v. Nesse
caso o tamanho de v nao é importante e podemos multiplica-lo
livremente por um escalar.

Através da multiplicacao de vetores por escalares podemos
dar uma caracterizacao algébrica para o paralelismo de veto -
res:

Teorema 1.9. Se dois vetores u;v sédo paralelose v 6 0 entao
u= v paraalgum 2 R.

Demonstracdao. Iremos considerar primeiramente o0 caso em
gue u e v tém mesmo sentido. Neste caso, visto que kvk & 0,

podemos escolher
kuk

kvk

Com essa escolha, provaremos que u = V:

Como u e v sao paralelos, u e v possuem a mesma dire-
cdo. E como estamos assumindo que U e Vv possuem 0 mesmo
sentido e como  é maior que zero entéo pela de nicdo de mul-
tiplicacao por escalares u e v possuem o mesmo sentido. Fi-
nalmente

kuk

kv k= kvk = —kvk = kuk
kvk
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O que prova que eles tem o0 mesmo comprimento. Logo,
como 0S vetores u e v possuem mesma direcao, sentido e

comprimento eles sao iguais.

A demonstracdo do caso em que U e v possuem direcao
kuk

contraria é analoga, porem nesse caso escolhendo = K
Y
Proposicao 1.10. Dois vetores u;v séo paralelos se e somente

seu= v paraalgum 2 Rouv = u paraalgum 2 R.

Demonstracdo. Suponha que u;v sao paralelos.

Caso v 6 0, pelo teorema acima, temos que u = v para
algum 2 R. Caso contrario, i.e.,se v = Oentdo v = u para

=0.

A implicacao contraria segue da de nicao de multiplicacéo
de um vetor porumescalar. Se u= v ouv = U entdo u eV
tém mesma direcéo, ou seja, sao paralelos.

E como consequéncia do corolario anterior temos:

Teorema 1.11. Trlés pontlos A, BI; C pertelncem a mesma reta

seesomentese AB = BC ouBC = AB.

Demonstracao. Claramlente ?e A;B;C pertencem a mesma
reta entdo os vetores AB e BC sao paralelos e consequen-

temente pelo corolario acima temos:

| | | |
AB = "BC ou BC = AB



ESPAGO | | | 14
SeAB = BC ouBC = AB, entdo pelo corolario anterior
0Ss segmentos AB Ie BC Isélo paralelos. Consequentemente sao
paralelas as retas AB e BC . Mas como o ponto B pertence a
ambas as retas, essas sao coincidentes, i.e., 0s pontos A;B;C

pertencem a mesma reta.

Soma de Vetores

De nicdo 1.12. Soma de vetores Dois ou mais vetores podem
ser somados do seguinte modo: a soma, Vv + u, de dois ve-
tores v e u é determinada da seguinte forma: A partir de um
segmento orientado AB , representante arbitrario de v, tome
um segmento orientado BC que representa u, i.e., tome um
representante de u com origem na extremidade nal do repre-
sentante de v, desta forma o vetor v + u é de nido como o ve-
tor representado pelo segmento orientado AC , ou seja, pelo
segmento que vai da origem do representante de v até a extre-
midade nal do representante de u.

A

Fig. 1.7: Soma de Vetores

A soma de vetores também pode ser feita através da regra
do paralelogramo. Para somar dois vetores v e u através dessa



ESPACO 15
regra tomamos representantes desses vetores que comecam
num ponto comum O, como na gura 1.8. Entao, a partir do
ponto nal de cada vetor tracamos uma reta paralela ao ou-

tro vetor. Essas retas se interceptam no pontol P. E logo um
paralelogramo é formado. O vetor diagonal OP é a soma dos
vetores v e u. O vetor v + u obtido por esse método € o mesmo
gue o obtido pelo método anterior, pois 0 segmento OP divide
o paralelogramo em triangulos congruentes que representam a

soma dos vetores v e u.

Fig. 1.8: Regra do paralelogramo.

Existe ainda um terceiro modo de se realizar a soma de dois
vetores, a chamada soma em coordenadas, que ilustraremos
no exemplo a sequir e que discutiremos em maior detalhes no
Capitulo 3.

Exemplo 1.13. Suponha que sobre um corpo material agem
duas forcas, u ev, de modulos 2; 00N e 4; 00N respectivamente,
nas direcOes indicadas na Figura 1.9. Qual o moculo da forca
resultante, ou seja, qual o comprimentode  (u + v)?

Solucéo:

1| Soma pela lei do paralelogramo:
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Fig. 1.9: Exemplo 1.13

Como acabamos de ver, uma forma de encontrar (U + v)
€ usar a regra do paralelogramo. Considere entdo o para-
lelogramo ABCD conforme a Figura 1.10. Como angulos
opostos de um paralelogramo s&o congruentes e a soma
dos angulos internos de um quadrilatero é | 360°|obtemos
que o angulo \ ADC éde 150°. Como u = AB = DC, po-
demos aplicar a lei dos cossenos no triangulo ADC para
obter o comprimentode AC , ou seja, o médulode u + v:

ku + vk? = jJAC j? = jAD j2+ jDC j2 2jAD jjDC jcos(150°)
=16+4 2 4 2 ( ID§:2):2o+8 b3

P D—
Logo ku + vk = 20+8 3u 5;82N.

2 | Soma em coordenadas cartesianas:

Uma segunda abordagem seria decompor as forgcas em
componentes horizontais e verticais e fazer, entdo, a soma
dessas componentes. A vantagem desse modo de resolu-
cao esta na nao necessidade do estudo de angulos (como
zemos para encontrar o angulo \ ADC na resolucéao an-
terior), e na troca da lei dos cossenos pelas de nicoes de
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Fig. 1.10: Exemplo 1.13: Paralelogramo

seno e cosseno de um angulo junto com o teorema de Pi-
tagoras.

Seu = uy+ uy, onde uy e uy sao as componentes horizon-
tal e vertical de u respectivamente,e v = vy + vy (adotando
a mesma notacéao) vemos que:

U+ V=_(Ux+ Uy)+(Vx+ Vvy)=(Ux+ vy)+(Uy+ vy):
Dai, por Pitagoras:
ku + vk® = kuy + vk?+ kuy + vyk?

(ver Figura 1.11).

Desse modo obtemos kuyk = 2cos(30) = g 3, Kuyk =

2sen(30) =1 , kvyk =4cos(60) =2 e kvyk =4sen(60) =
P~ ]

2 3. Dai:

ku + vk? :(p§+2)2+(1+2 p§)2:(3+4 IO§+4)+(1+4

=20+38 p3:

, da mesma forma que na resolucao anterior, ku + vk =
20+8 3=5;82N.
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(u+v)

=60

Vy )1\
u
y
ux’ Vy
u :;uy
X

Fig. 1.11: Exemplo 1.13: Coordenadas cartesianas

Essa ultima resolucédo, conforme veremos mais adiante,
€ essenciamente o calculo da soma de dois vetores num
sistema de coordenadas cartesiano.

Propriedades Vetoriais

Pela de nicao da soma de vetores, temos que em geral o com-
primento de w = u + v é diferente da soma dos comprimento
dos vetores uv,i.e.,

kwk = ku + vk & kuk + kvk:

Fig. 1.12: comprimento e diregadode w = u + v
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Para determinarmos o comprimentode w = u + v podemos
utilizar a lei dos cossenos para o triangulo da gura:

Considerando 0 angulo indicado na Figura 1.12, pela Lei
dos Cossenos temos:

P
kwk = kuk?2+ kvk2 2kukkvk cos (1.1)

Considerando, , e osangulosindicados na Figura 1.12,
pela Lei dos Senos segue:
i Ui i
wj - _ojup o )v) (1.2)
sen sen sen

As equacbes 1.1 e 1.2 séo aformulacao vetorial das Leis dos
Cossenos e dos Senos respectivamente.

Observacéo 1.14. Note que o angulo representado na Figura
1.12 é na verdade o suplementar do angulo entre  u ev.

Notamos que,como 1 cos 1, um resultado imediato
de (1.1) é:

Teorema 1.15 (Desigualdade Triangular). Dados dois vetores
u e v temos que:
ku + vk k uk+ kvk: (1.3)

Além disso, vale a igualdade de (1.3) se e somente se 0s veto-
res u e v tiverem mesma direcéo e sentido.

Observamos também que, a partir da de nicao de soma ve-
torial, é facilverque v+ 0= 0+ v = v, ou seja, o vetor nulo é
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um elemento neutro para a adicdo. Mais, podemos de nir 0 ve-
tor oposto a um vetor dado. Para isso consideremos a seguinte

propriedade, cuja demonstracdo deixamos como exercicio (? ?):

Para cada vetor u existe um unico vetor u tal que
u+( u)= 0.

O vetor u € denominado como o0 vetor oposto de u e €
0 vetor com 0 mesmo comprimento e direcao de u, mas com
sentido oposto.

Fig. 1.13: Vetor oposto.

A partir do vetor oposto podemos de nir subtracéo de veto-
res. , de nimos asubtracdo v u como asomado vetor v com
o vetor u.

Fig. 1.14: Subtrac&o de Vetores

De modo equivalente podemos de nir o vetor V. ucomoo
0 vetor que adicionadoa u daovetor v. Consequentemente, se
representarmos os vetores v e u comec¢ando no mesmo ponto,
o vetor v u sera o vetor que liga a extremidade nal de ua
extremidade nalde v (vide gura 1.14).

Uma observagao importante € que sempre que o0s vetores
formam um poligono fechado, como a gura abaixo, sua soma
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é nula: Como um caso especial dessa regra € a soma de um
vetor com seu oposto, i.e., v+ ( v)= 0.

r

\Y

Fig. 1.15: A soma de vetores que formam um poligono fechado é n ula: v +
u+r+s=0

As seguintes propriedades da soma e multiplicacao de ve-
tores devem ser evidentes. Elas caracterizam os espacos de
vetores V2 e V3 como espagos vetoriais, que, como eles, sédo
conjuntos munidos de duas operac6es (multiplicagao por esc a-
lar e soma). O estudo desses e outros espacos vetoriais (como
0 espaco de polinbmios de grau n, por exemplo), bem como
de transformacdes lineares, é contetido de cursos de Algebra
Linear na maioria das universidades.

Proposicao 1.16. Sejam u;v;w vetores e ; 1, » escalares.
As operacOes com vetores possuem as seguintes proprieda-
des:

Propriedades da soma:

S1.| Propriedade Comutativa: v+ u= u+ v

S2.| Propriedades associativa: (u+ v)+ w=u+(Vv+ w)

S3.| Elemento Neutro: O+ u = u
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S4.| Elemento oposto: Para cada vetor u existe um Unico vetor

utalque u+( u)=0

u
—_——

-+
-u

Propriedades da multiplicacéo de vetor por escalar:

M1.| Propriedade distributiva de escalares em relacéo aos veto-

res. (Uu+v)= u + v

M2.| Multiplicacéo porzero Ou = O

M3.| Associatividade da multiplicac&o por escalares ( 1 2)u=

1( 2u)

M4.| Distributiva dos vetores em relacdo aos escalares ( 1+

2)U= U+ U

M5.| Elemento neutro multiplicativo 1u = u

Demonstracdo. Esbocaremos a demonstracdao de algumas
dessas propriedades:

A propriedade comutativa segue da regra do paralelogramo
para a adicdo dos vetores u ev,vejaa gura 1.16. A diagonal &
simultaneamente os vetores u+ veu + V.

Vv

el

Fig. 1.16: Propriedade Comutativa da Soma

A propriedade associativa segue de imediato do fato que
guando trés vetores sao adicionados, 0 mesmo vetor fecha o
poligono, como na gura 1.17.
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Fig. 1.17: Propriedade Associativa da Soma

As propriedades S3 e S4 sédo deixadas como exercicio ao
leitor.

A propriedade M1 segue de modo simples a partir da regra
do paralelogramo. Deixamos os detalhes a cargo do leitor. M2
e M5 sao resultados imediatos da de nicdo de multiplicacéo d e
vetor por escalar.

Para demonstrarmos a propriedade M3, i.e., a associativi-

dade da multiplicac&o por escalares ( 1 2)u = 1( 2uU) obser-
vamos inicialmente que os vetores ( 1 2)ue 1( »u) possuem
a mesma direcao e sentido independentemente do sinal de 1

e , (terdo o mesmo sentidode u se ;e »tiverem 0 mesmo
sinal, e sentido opostoa u se e ,tiverem sinais contrarios).

Além disso, os comprimentosde ( 1 2)u e 1( ou) s&o os
mesmos pois:

k 1( 2u)k =] ajk uk =] 1j (j 20kuk) =] 1 oJkuk = k( 1 2)uk

A propriedade M4, i.e, a distributiva dos vetores em relacéo
aos escalares
(1+ 2u= u+ LU

segue da observacéao de que a direcao e o sentido dos vetores

( 1+ 2ue ju+ Lueéamesma. Esse fato é claro se 1€ >
tiverem o mesmo sinal, ou se 1+ 2 =0, no outros casos 0
sentido € determinado pelo escalar de maior médulo j 1 €ej 2
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Seosinalde e ,forem o mesmo, teremos que

K( 1+ 2uk=j( 1+ 2)jkuk=(] 1j+] 2j)kuk = k juk+k Luk:

Pela de nicdo de adicao de vetores é facil ver que a soma de
dois vetores de mesmo sentido € um vetor também de mesmo
sentido e com o comprimento igual a soma do comprimento
dos vetores somados. Dai temos:

k juk+ k >uk =k qu+ »suk:

Por outro lado, caso o0s sinais de 1 € 5 Sejam contrarios,
teremos:

kK( 1+ 2uk = ( 1+ 2) kuk= ] 1jj 2 kuk= k jukk ouk:

Novamente, pela de nicdo de soma vetorial, segue que:

k ;uk k -uk = k ju+ suk:

Todas as propriedades algébricas dos vetores podem ser
deduzidas das 9 propriedades acima. Essas propriedades séo
analogas as propriedades dos numeros reais e grande parte da
algebra desenvolvida para numeros reais se estende para as
operacdes vetoriais. De modo mais geral podemos de nir um
espaco vetorial como um conjunto com uma operacao + euma
operacao de multiplicacao por escalares satisfazendo os no ve
axiomas acima. Os espacos vetoriais sdo uma das estruturas
matematicas de maior importancia.

Vejamos algumas propriedades algébricas dos vetores:

Exemplo1.17. v+ v =2V
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Demonstracao. Pela propriedade M 5temosque v+ v=1v+
1v e pela propriedade M 4temosquelv+1lv =(1+1) v=2v

elogov+ v=2v,

Exemplo 1.18. v+( 1v) = 0; ousejaovetoropostoa vé 1v:

C
Demonstracao. Pela propriedade M 5temosque v +( 1v) =
1v + ( 1v) e pela propriedade M 4 temos que 1lv +( 1v) =
(1 1)v =0v. Finalmente a propriedade M 2 nosdiz que Ov =
0
Como o vetor oposto € unico temos que o vetor oposto a Y
e 1lv:
Exemplo1.19. u+ v = w se,esomentese, u=w V.
C
Demonstragcao. Vamos provar a primeiraimplicagdao. Se u+v =
w entdo, u = w Vv
Vamos comecar calculando (u + v) v
(u+v) v=u+(v V) porS2 (1.4)
u+(v Vv)=uporMdeM5 (1.5)
por outro lado, como w = u + v:
(u+v) v=w vVv=u (1.6)

e consequentemente por 1.5 e 1.6 temos:

u=(u+v) v=w V

A implicacao contraria € semelhante. O leitor pode tentar,
assim, completar os detalhes.
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O seguinte exemplo ilustra como podemos atacar um pro-
blema geomeétrico utilizando a linguagem vetorial.

Exemplo 1.20. Os segmentos que unem 0s pontos médios de
dois lados de um triangulo € paralelo ao terceiro lado.

C B

Solucao: Sejaotriangulo ABC e seja M 1 o ponto medio do

lado AB e M , o ponto médio do lado AC .
— !
Como M ; é ponto médicl) dolado AB temos que vetorI AM

é igual a metade dolvetor AB . Analogamente, temos que ~AM »
é metade do vetor AC , i.e.,

! 1!

AM | = 5AB (1.7)
! 11

AM 5 = 5Ac (1.8)

e consequentemente:

| |

AB =2 AM ; (1.9)

| |

CA =2 M>,A (1.10)

Entao como:

| | |
'CB = CA + AB (1.11)
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substituindo 1.9e 1.10em 1.11 temos:

|
"CB =2M,A +2AM ; (1.12)
| | | |
"CB =2(M,A + AM 1) =2 M,M; (1.13)
e consequentemente:
! 1
MM 1= ~CB

E assim o segmento M ,M ; é paralelo ao segmento CB e
seu comprimento € metade do ultimo.

Exemplo 1.21. Dado um triangulo de vértices A;B;C:. Dado P
0 ponto de encontro da bissetriz do éngu}o ® ,COm 0 lado AB

~ , CA CB _
Entdo o vetor CP é paralelo ao vetor — + , OU seja,
CA "CB
0 | | 1
! CA "CB
cCp = @, + A (1.14)
CA "CB
C
Solucao:
Note primeiramente que, para provar-
mos a equacéo ( 1.14), basta mostrarmos A
que, se F é tal que: JE
| | LR
! CA CB
CF = — + ; D-v F-" =
CA "CB U 0

entdo F esta sob a bissetrizdo angulo ®.
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Faremos isso observando que a dia-

gonal CF de um losango CEFD divide os angulos ® e ® em

angulos iguais, ou seja é bissetrizde  ® e P. Isso segue do caso

LLL de congruéncia de triangulos ( 4 CFD = 4 CEF ).
| |

: CA "CB
Considere agora os vetores U = ———evVv = ——. Como
CA CB
0S vetores u eV possuem 0 mesmo comprimento, pois sdo uni-
tarios, o paralelogramo determinado por estes vetores é um | o-

sango. Consequentemente, como U eV sao paralelos aos lados
CA e CB dotriangulo 4 ABC , e aregra do paralelogramo nos
diz que a soma de dois vetores é a Idiagonal do paralelogramo
por eles formado, temos que, se CF = (u + v), entdo o seg-
mento CF divide o angulo € em angulos iguais.

Finlalmente, se P éum porllto gualquer da bissetriz de ®, o

vetor CP ¢é paralelo ao vetor CF , i.e,

0 | |

| CA "CB
cp = @, + A
CA "CB

Soma de Ponto com Vetor

A soma do ponto com o vetor Vv nos retorna a translacéo do
ponto P ao ser transportado pela direcao, sentido e compri-
mento de V.

De nicdo 1.22. Dado um ponto P e um vetor v podemos de-
nir a soma de ponto com vetor do seguinte modo.
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. | .
Seja um representante de * v que comecaem P eseja Qo
ponto nal desse representante. De nimos entao:

P+v:i=0Q

Podemos reescrever a de nicao de soma de ponto com vetcl)r
de outra forma: diremosque P + v = Q seesomentese PQ =
V.

Se escolhermos um ponto X0 no espaco O que chamare-
mos de origem, cada ponto P do espaco (ou plano) pode ser
escrito como |

P=0+O0OP

|
Nesse caso o vetor OP é dito vetor posicdode P.

Proposicédo 1.23. A soma de ponto com vetor tem as seguintes
propriedades:

11 P+0O0=P

2/P+u=P+ vseesomentese u=1v

3| (P+u)+ v=P+(u+v)

4/ (P+u) u=P

5 P+i3Q:Q
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Demonstragcdo. Faremos a demonstracao dos trés primeiras

propriedades e deixaremos as outras como exercicio ao leito .

) |
E imediata pois PP = 0O

|
SeP+u=P+v,sejaQ=P+ u,entdiou=PQ=ve
assim u = v. Areciproca é imediata.

SejaQi1 = P+ u,Qx= Q;+veQz= P+ (u+v).
Para demonstrar que (P + u)+ v = P +(u + v) basta
mostrarmos que Q. = Qas.

|
Por de nicdo Q; = P + u implica que u = ‘P Q1. De modo

analogo, Q; = Q + v, implicaque v ="QiQ;e Qs = P +
(u + v) implicaque (u+ v)= PQs.

Logo
PQa=(u+ v)= !FQ1+!(|?1Q2 (1.15)
) 'PQs=PQ, (1.16)
) Qs= Q (1.17)

Exemplo 1.24. Dado ABC um triangulo e P um ponto sobre
BC.SeQ= P+ AP + PB + PC demonstre que ABQC éum
paralelogramo e assim Q nao depende da escolhade P.

| |
Solucdo: Como Q = P + AP + PB + PC entédo

| | | |
PQ= AP + PB + PC
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e logo
! ! ! ! ! ! !
AQ AP = AP + AB AP + AC AP

e logo ' | '
AQ = AB + AC

|
E assim '|CQ =

| | |
}IAQ AC = AB . De modo analogo podemos
provar que BQ =

AC e assim ABQC ¢é um paralelogramo.



Combinacoes Lineares

Dependéncia e Independéncia Linear de
Vetores

Como vimos no capitulo anterior, a adicdo de vetores e a multi -
plicacdo de um vetor por um escalar nos permitem obter novos

e diferentes vetores a partir de alguns vetores dados. Os ve-
tores assim obtidos séo ditos combinacéo linear dos vetores
iniciais.

Fig. 2.1: O vetor w pode ser escrito como somas de multiplos dos vetores u
ev.

De nicdo 2.1. Diremos que um vetor w é combinacao linear
dos vetores fvi;:.::v,g se existem escalares f q;::: ng tal
que
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Nesse caso diremos também que o ve-
tor w é dependente dos vetores v; com

I = 1;:::;n, ou ainda, que o vetor w
pode ser representado em funcao dos ve-
tores vicomi =1:::::n

Exemplo 2.2. O vetor w ilustrado na -
gura 2.2 € combinacado de u;v. Pois

W=2u+3vV:

C

Nl N

Fig. 2.2: w = 2u + 3v

Exemplo 2.3. Na gura 2.3 temos que vetor fi; € combinacdo

linearde fo;f3;f4;fs.

Como os vetores fq;f,;f3;f4;f5 formam um poligono fe-

chado suasomaé O

f1+ f2+ f3+ f4+ f5: 0

e assim;

Fig. 2.3: O vetor f, é combinacao linear dos vetores f,;f 3;f 4;f 5.
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ermpllo 2.4. Escreva o vetor  AD como combinacao linear de
AB e AC.

Solucao: Queremos encontrar 1 e , tais que:

| | |
"AD = 1AB + zAC: (21)

Primeiramente vamos escolher convenientemente dois ve-
tores i;j ortogonais e de norma 1 e vamos escrever todos 0s
demaisl vetores em funcéo desses (Figura  3.1). Escolheremos
. AB . ~ . .

i = —+—— e j como a rotagao de i de um angulo de 90 no
KAB k
sentido anti-horario.

|
Facilmente observamos que AB = 3.

j

30° K
A

Fig. 2.4: Vetores 1i;]j Fig. 2.5: Vetor AD Fig. 2.6: Vetor AC

| | |
Observando a Figura 2.5 concluimosque AD = AK + KD .

E por trigonometria do triangulo retangulo temos:

| |
"AK =4(cos30) i e KD =4(sen30) j:

| —
Dessa forma temos que AD =2 P 3i+2].
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De modo alnélogo,l obser\llando o triangulo da Figura 2.6 con-
cluimos que AC = AP + PC. Mas, nlovamente por trigonome-

|tria, temos qu% AP = 2(cos45)i e PC = 2(sen45) j. Logo

AC = P304 2j .
Voltando a equacéao ( 2.1) obtemos entao:
2" 3 +2j = 1(3i)+ 2(IO 2i + IOEj):

Isolando i e obtemos nalmente:

P~ P~ . P~ .
2 3 3, 2 5)i +(2 2 2)j =0
Como os vetores i;] sao linearmente independentes, segue
que:
2p § 3 1 P i 2 = 0
2 P i 2 = 0
. . 2”3 1 P~
E assim podemos concluir que 1= 3 e »= 2.
Finalmente:
P _
! 2( 3 1) |
AD = ( 3 )AB+p2AC:
De nicao 2.5.

« Um vetor v é dito linearmente dependente (LD) se v = O.
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vetor v; seja combinacao linear dos demais vetores, ou

seja:
J X
Vi = jVj;
j6i
onde ; 2;:::; n2R
De nicao 2.6. Dizemos que 0s vetores Vi;:::;V, sao linear-

mente independentes (LI) se eles nao sao linearmente depen-
dentes.

Temos a seqguinte caracterizacao simples para a dependén-
cia linear de dois vetores. Essa caracterizagao sera genera  li-
zada para um numero maior de vetores na secédo  2.1.

Proposicao 2.7. Quaisquer dois vetores nao nulos e néo para-
lelos e; e e, sao linearmente independentes.

Demonstracdo. Por reducao ao absurdo, suponha que os veto-
res e; e e, séo linearmente dependentes.

Entao pela de nicao de dependéncia linear temos que e, =
e ,0u e, = e ;. Donde, pelo Corolario 1.10, temos que e; e e;
sao paralelos, o que contradiz nossas hipoteses.

Logo e; e e, sao linearmente independentes.

A partir da de nicao anterior podemos provar a seguinte ca-
racterizacao:
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dentes se e somente se existem 1. o.iiir 4 2 R nao todos
nulos, tal que

1V1 = 0O:
i=1

Demonstracao. Para n = 1 temos que se Vv é linearmente de-

pendente entdo v = 0 dai para = 1, por exemplo temos
v = 0. Reciprocamente, se v = 0 para algum 6 O pela
de nicdo de multiplicacao por escalar segue que v = 0, logo v

é linearmente dependente.

Para n 2, suponha que os vetores Vi;:::;V, sao linear-
mente dependentes. Sem perda de generalidade suponha que
X
Vi = i Vi,
=2
para »; 3;:::; n 2 R.

Somando ( 1)v; a ambos os lados da igualdade chegamos

X
( vy + ivi = 0:
P i=2
Logo in=1 ivi = 0Ocom ; »;:::; n, ndo todos nulos (pois
1 — 1)
Reciprocamente, considere que existem 1, 2,:..; n hao
todos nulos tal que
X
1V1 = 0O:

i=1
Suponha, sem perda de generalidade que 1 6 0 . Multiplicando

ambos os lados da igualdade por — eisolando v; chegamos a:
1

i
Vi = —Vi:
i=2 1
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Ou seja, o vetor v; € combinacéo linear dos demais.

A contrapositiva da proposicao anterior nos leva ao seguint e
teorema:
Teorema 2.9. Os vetores vi;:::;V, sao linearmente indepen-
dentes se e somente se
- !
vi=0 =) (1= = n=0)

Ou seja, a unica relacao linear entre os vetores € a trivial, o u
ainda, o vetor O pode ser escrito de modo Unico como combi-

Desse teorema é imediata a unicidade da representacao de
um vetor como combinacao linear de vetores linearmente inde -
pendentes:

Proposicdo 2.10. Seja u um vetor que possa ser escrito como
combinacéao linear do conjunto de vetores linearmente indep en-
dente fvigi_; ..,

entao essa representacao € unica.

Demonstracdo. Dadas duas representacOes de u, i.e, supo-
remos que u possa ser escrito como combinacao linear de
fvigi_, ..., de duas maneiras distintas:

X
u = iVi (2.2)

1
H
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u= O, (2.3)
i=1
mostraremos que essas representacoes sao iguais, isto € que
- 0

Subtraindo a equacado 2.3 da equacao 2.3 obtemos:

e logo

Finalmente, como os vetores fv;g,_; .., Sa&o linearmente in-
dependentes, temos que para cada i; ( ) = 0; e assim
, = . Dessa forma, temos que a representacéo é Unica.

A partir do Teorema 2.9 e da Proposicao 2.8, estudar a de-
pendéncia linear dos vetores vi;:::;Vv, € uma tarefa simples.
Basta estudar a equacao:

X
ivi = 0;
=1
com incognitas ; (i 2 f 1;2;:::;n Q). Se tal equacao admitir
apenas asolugdo ; =0 paratodo i 2f 1;2;:::;n g, entdo 0s
vetores Vi;:::;V, sao linearmente independentes. Caso con-

trario, sdo linearmente dependentes.

Exemplo 2.11. Suponha que os vetores u;v;w s&o linearmente
independentes. Mostre que osvetores U+ v;u Vveu+ v+ w
também sao linearmente independentes.
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Solucédo: Parademonstrar que osvetores u+v;u veu+v+w
sao linearmente independentes, vamos estudar a equacao:

au+v+bu v+cu+v+w=20

Expandindo e agrupando temos:
(a+ b+ cu+(a b+c)v+cw =20

Como u;v;w sao linearmente independentes temos que:
8
3 a+b+c=0

a b+c=0
c=0

Resolvendo o sistema anteriortemosque a = b= c¢c=0.
Consequentemente temos que

au+v+bu v+cu+v+w=0) a=b=c=0

e logo os vetores u + v;u Vv eu+ v+ w sdo linearmente
independentes.

Exercicios

| | |
Ex. 2.1 — I?Lados 0S vet05res a= OA,b= OB, c= OC entdo
| | |

se AD = —ceBE = Ea. Escreva o vetor DE em funcao de

a;b:c.

Ex. 2.2 — Dados os vetores a;b e c como na gura abaixo. Es-
creva o vetor ¢ como combinacdo de a eb.
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Ex. 2.3 — Dados os vetores a;b e c como na gura abaixo. Es-
creva o vetor ¢ como combinacdo de a e b.

a
4

135

f
b3 \
120\3

|
Ex. 2.4 — Emum triénqulo ABC o0 ponto I|VI étalll que 3BM =
7MC . Escreva o vetor AM em funcdo de AB e AC

| | | |
|Ex. 25— Se AB + BC = 0, prove que os vetores OA; OB e

OC sao linearmente dependentes para qualquer ponto O.

Ex. 2.6 — Suponha que os vetores u;v;w sao linearmente in-
dependentes. Mostre que osvetores u+v; U vV+weu+v+w
também séo linearmente independentes.

Ex. 2.7 — Suponha que os vetores u;v;w sao linearmente in-
dependentes e seja

t = au + bv+ cw:
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Mostre que os vetores u + t;u + v e w + t sdo linearmente
independentes se e somentese a+ b+ c6 1.

Ex. 2.8 — Mostre que:
a) Se osvetores u;v sao linearmente dependentes entao os
vetores u;Vv;w sao linearmente dependentes.

b) Se os vetores u;v;w sao linearmente independentes en-
tdo os vetores u;v sao linearmente independentes.

EX. 2|.9— Dados a;lla vetores Iinearmeqte independentes, se-
jam OA = a +2b;0OB = 3a+%bel'OC = 5a + xb. Deter-
mine x de modo que os vetores AC e BC sejam linearmente
dependentes.

Ex. 2|.10— Dacio o tetraedro OABC , se denotarmos a = !OA,
b= OB ec= OC,M o ponto médio de AB , N o ponto médio
de BC e Q oponto médiode AC e P o ponto tal que !OP + %Oc.
Calcule em funcao de a;b; vetorc :

| | |
a) OM + ON + 0OQ

| | |
b) PM + PN + PQ

Caracterizacdo Geometrica de Dependéncia e
Independéncia Linear

Nas secbes anteriores apresentamos uma serie de caracteri-
zacOes algébricas da dependéncia e independéncia linear de
vetores de V2 e V3, esses conceitos podem também ser carac-
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terizados geometricamente, como nos mostra o enunciado do
teorema a sequir:

Teorema 2.12. (Caracterizacdo Geomeétrica da Dependéncia e
Independéncia Linear) Para vetores em V2 e V3 temos:

1| Um vetor v é linearmente dependente se e somente se
v = 0.

2 | Dois vetores u;v sao linearmente dependentes se e so-
mente se u e v sao paralelos.

3| Trésvetores u;v;w sao linearmente dependentes se e so-
mente se U;Vv e w Sao coplanares.

4 | Quatro ou mais vetores sao sempre linearmente depen-
dentes.

A demonstracéo dessa teorema sera feito na proxima segao
apos introduzirmos o conceito de base. Antes disso, porém,
ilustraremos como utilizar essa caracterizacao para resol ver
problemas geometricos.

Exemplo 2.13. Mostre que as diagonais de um paralelogramo
se intersectam nos seus pontos médios.

Solucao:
Considere um paralelogramo ABCD de
diagonais AC e BD . Seja M o ponto de

interseccao de AC e BD (ponto que, a
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priori , NAo € necessariamente ponto mé-
dio das diagonais).
Queremos mostrar que:

! 11 ! 1
AM = ZAC: BM = _BD:
2 2

Como A:M e C sao colineares temos:

| |
'AM = AC: (2.4)

Da mesma forma, como B:M e D sao colineares:

| |
'BM = BD: (2.5)

Como ABM é um triangulo, temos:
|

| |
'‘AM = AB + BM:
Usando entao as equacoes ( 2.4) e (2.5) na equacao acima segue
que: | ' '
AC = AB + BD:
IIEscrelvendo todos os vetores da equacao acima em funcéao
de AB e AD (dois vetores ndo paralelos) obtemos:

| | | | |
AB + AD = AB + AB + AD

Ou, reescrevendo convenientemente:
|

| | |
AB + AD =(1 )AB + ~AD:
| |
Usando entdo que AB e AD séo linearmente independen-
tes, segue da Proposicdo 2.10 que:
=1

1 )
donde temos = = Ecomo gueriamos.
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Observacéo 2.14. Note que nas equacdes (2.4) e (2.|5) usarlnos
letras distintas para os escalares que multiplicam AC e AC,
pois, a principio, ndo sabiamos se a proporcao que AM guar-
davaemrelacdoa AC é amesmaque BM guardavaem relacéo

aBD .

Exemplo 2.15. Sejam M 1; M ,; M 3 0s pontos médios dos lados
AB;BC e CA dotriangulo 4 ABC . Seja G o ponto de inter-
seccao das medianas AM ; e BM ,. Mostre que G se divide
AM ;, e BM ;, narazédo 2 para 1.

Solucéo: Para mostrar que as medianas AM ;1 e BM , se inter-
sectam num ponto G que divide AM ;e BM ; narazédo 2 para 1,
devemos provar que:

! % ! 1%
AG = —AM ; BG = —_BM 3:
3 3

De modo a torr|1ar a n?tagéio da resolucéo mais limpa, chame-
mos os vetores AB e AC de a e b, respectivamente. Observe
gue, como os vetores a;b ndo sao paralelos pelo 2.12 eles séo
linearmente independentes. E expressaremos todos os demai S
vetores da gura em funcéo desses vetores. Fixada a notacao,
passemos a cada uma das etapas:
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Para estudarmos a intersec:;élo| G dalls medianas AM 1 e
BM ,, expressaremos os vetores ~AM ; e BM , em funcao de
a;b.

Pbservamos inicialmente que pela de nicao de subtracao
que CB = a b. E assim:

| |

"AM ;= AC + —CB = —a+ =b
! | _ 1
BM ,=BA + —AC = a+ §b

Como os pontos A, G e M 1 séo colineares temos:
EAG = !AM 1= E(a+ b) :
Analogamente:
! ! 1
BG = BM = a+ —=b
2
Observamos gque, nesse estagio, nao sabemos ainda que G di-
vide os segmentos AM ; e BM , na mesma proporcéo. Assim
sendo, usamos letras diferentes ( e ) para os escalares das
equacoes acima.
E facil ver que uma equacéo envolvendo os vetores EAG e
BG é:

| | |
"BG = BA + AG:

Donde temos:

1
a+ -b = a+ —(a+ b):
2 2

Isolando os vetores a:; b temos entdo:

a +1 — + b — = 0
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Como a; b séo linearmente independentes segue entao que:

8
2 +1 — =0
2
> )
2 2
Desse sistema obtemos entao:

— — 2-
= =3

Ou seja, G divide tanto o segmento AM ; guanto o0 segmento
BM , narazdo 2 para 1.

Exemplo 2.16. Usando a mesma nomenclatura do exemplo an-
terior, prove que as trés medianas do triangulo 4 ABC tém
um anico ponto comum, G, que divide as trés medianas AM 4,
BM , e CM 3 narazao 2 para 1.

G é conhecido como baricentro do triangulo.

Solucao: Para mostrar a a rmacao acima nos falta apenas pro-
varque C, G e M 3sao colineares e que G divide CM 3 narazao
2 para 1. Desse modo, nos basta provar a igualdade:

! %
CG = —CM 3:
3

Mostremos entdo que a equacao

I I
CG = CM3

com incognita em admite solucao real.
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Continuemos, como na rtlasolugéo do exemplo anterior, de-

notando osI vetolres AB e AC por a e b, respectivamente. Es-
crevamos CG e CM 3 emfuncédo de a;b:

! ! ! 1 2
CG =AG AC = -a =b;
3 3
! ! ! 1
CM 3= AM 3 AC = Ea b:

Temos assim a seguinte equacao:
1 2 1

—-a —-b = —-a b
3 3 2

Isolando a:; b temos:

1 2
a - — +b -+ =0
3 2 3
Como a; b sao linearmente independentes:
8 1
- _=0
3., 2
> g + =0
3
Tal sistema admite uma solucéo:
2
-3

Dessa forma temos que os pontos C, G e M 3 sao colineares
e que G divide CM 3 narazao 2 para 1.

Exemplo 2.17. Dado um triangulo ABC e O um ponto qual-
guer. Entao o baricentro G dotriangulo  ABC é dado por:

| | |
OA + OB + OC
3

G=0+
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Solucao:

Seja

I | |
OA + OB + OC

3
| | |

| | |
Como OB = OA + AB e OC = DA + AC , temos que:

P=0+

| | | | |
OA + OA + AB + DA + AC
3

P=0+
gue simpli cando ca:

| |
! AB + AC
P=0+OA+

|
Ecomo A = O+ OA, aexpressao anterior € equivalente a:

| |
AB + AC

P=A*+
3
! !
_ ., ! AB + AC
No exercicio 2.16 ja provamos que AG = 3 ou na
forma de soma de ponto com vetor que:
| |
AB + AC
G=A+ 3

E assim temos que G = P, ou seja, demonstramos que:

| | |
OA + OB + OC
O+ 3 :
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Exemplo 2.18. Dado as retas r e s e um ponto O nao perten-
cente as retas. Dadas duas retas t; e r,, que interceptam r e
s nos pontos A;B;C;D conforme a gura abaixo. Mostre os
segmentos AB e CD sdo paralelos se e somente se

kOAk kOBk
KAC k kBD k'

Solucéo:
Ccl)mo 0S porlltos O;A;B nao sao colineares, os vetores
u = OA ev = OB néo sao paralelos e assim sao linearmente

independentes. Como os segmentos AB , CD s&o paralelos
temos que

| |
AB = CD

| |
Como OC é paralelo a OA temos que
|
OC = xu

De modo analogo temos que

|
"OD = yv

E assim | ' '

"CD = 0D O©OC

yv  Xu

Consequentemente

|
AB = v u (yv xu)
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e logo
(1 x)u+(y v =20

Como os vetores u;v sao linearmente independentes, temos
que (

1
elogo x =y = —:

E nalmente temos que

kOAk kOBk
KACk kBD k'

Faremos agora a reciproca. Se

kOAk  kOBKk
KAC k kBD k

entao
KAC k  kBD k_
kKOAk kOBK’
e assim
kOAk+ kACk kOBk+ kBD k_
kKOA k - kOB K '
\ OC 0D
OA OB

kOCk  kODK

KOAK KOBK _
Como 0os segmentos OC e OA sao paralelos temos que

OC = kOA De modo similar temos que OD = kOB

e assim igualando a k, temos que

E assim

| | |
AB = OA OB
| | | | |
'CD = OD OC = k(OA OB)
| |
Consequentemente os vetores AB e CD séo paralelos.
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Exercicios

Ex. 2.11 — Sejam B um ponto no lado ON do paralelogramo
AMNO e e C um ponto na diagonal OM tais que

| 1
OB = —ON
n
! 1! ~
e OC = n nOM: Prove que os pontos A, B e C estao na
mesma reta.

Ex. 2.12 — Dado um paralelogramo MNPQ , seja A 0 ponto
de interseccao das diagonais e sejam B e C os pontos medios
dos lados opostos MN e PQ. Prove que se os pontos A;B e
C estdo sobre a mesma reta entao MNP Q & um trapézio (um
trapézio € um quadrilatero com dois lados paralelos).

Ex. 2.13 — Os pontos P e Q dividemoslados CA eCB deum
triangulo ABC nasrazles

I |
respectivamente. Prove quese PQ = AB entdo x = y =
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Ex. 2.14 — As diagonais AC e BD de um quadrilatero ABCD
se interceptam no ponto P, que divide o segmento AC narazio
m : n e osegmento BD narazdo m®: n®% Dado Q o ponto
de interseccao das retas contendo os segmentos AC e BD .
Encontre arazédo AQ : DQ e BQ : CQ.

kAQk (n+ m)m® kBQk (n°+ m9m
kbQk (n°+ m9n kCQk (n+ m)n®

Ex. 2.15 — Chama-se diagonal de um paralelepipedo a um seg-
mento ligando dois vértices ndo pertencentes a uma mesma

face. Demostre que as diagonais de um paralelepipedo
dividem-se mutuamente ao meio.

Ex. 2.16 — Dado um triangulo OAB , sejam C e D pontos so-
bre o lado AB dividindo esse segmento em trés partes congru-
entes. Por B tracamos a reta paralelaa OA,esejam X eY a
interseccao dessa reta com as retas ligando  OC e OD respec-

tivamente.
| | | |
a) Expresse os vetores OX e OY em funcdode OA e OB,
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b) Determine as razoes nas quais X divide BY , C divide a
OX eD dividea OY.

Ex. 2.17 — Num quadrilatero ABCD , o Q o ponto de intersec-

cao das diagonais AC2 e BD se interceptam dividem as diago-
4

nais nas razbes — e — respectivamente. Em qual razao divide
o ponto P determinado pelas interseccdooslados AB eCD a

estes segmentos.

Ex. 2.18 — Dado o ponto medio da mediana AE do triangulo
ABC se areta BD cortaolado AC no ponto F, determine a
razdo que F divide AC

| |
Sejab= AB ec= AC, entdo temos:

| | |
! AE | AB + AC

AD = —eAE =
2
e logo: : :
I AB + AC
AD =
4
Também temos que: :
! AC
AF =
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Como F:D e B sao colineares entao:

| |
AF = "AD +(1 )AD

e assim
! 3 | 11
AF =(1 = )AB + = AC
4 4
3 1 1 _
E consequentemente 1 - =0e- = eassim =2.
4 4 1+

Logo F divide o segmento AC narazao 1: 2.

Ex. 2.19 — Dado um paralelogramo ABCD . Seja | uma linha
reta que intercepta AB;AC elAD nos polntosl B;C e Pl res-
Ipectivamerlne. Prove que se AB; = AB,AD; = ,LAD e
'AC ; = 3AC entéo:

| | | |
| Assumaque AB = a,AD = beAC = a+b:Entdo AB ; = 13a;
"AD 1= beAC = 3(a+ b)
Como os trés pontos A ;B ; e C; estdo na mesma reta entéo:
| |
'BlClz kBlDl (26)
| | |
I\{IaS'BlcleCl ABlz( 3 1)a+ sb
e.B]_D]_:AD]_ AB ;1 = 1a + 2b
Substituindo as expressfes acimaem 2.6, obtemos:

(3 1)a+ 3b= k ja+ k 2b



D e e Y hd
Isolando a:b:
a( s 1+ k )+ b(3 k=0

Elogo 3 1+ k 1=0e 3 k »=0.

Da segunda equacéo obtemos Kk = _° Substituindo k na pri-
2
meira equacao e dividindo a mesma por 1 3 Segue
1 1 1
= + :
3 1 2
Ex. 2.20 — Dado um triangulo ABC e | um ponto inte-
rior ao triangulo. Passando por |, tracamos 0S segmentos

PQ; RS; TU paralelos respectivamente a AB , BC e CA res-
pectivamente. (Com os pontos P;S em AC, T;Q em BC e
U; R em AB . Demonstre que

kPQk  kRSk KkTUk _
KAB k kBCk KCAKk

Bases

Dizemos que um conjunto de vetores  fv;g;_; ..., gera o espago

(um dado plano) se qualquer vetor w do espaco (do plano) pu-
der ser escrito como combinagao linear dos vetores fVidi—g..p
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Proposicdo 2.19. Dois vetores nio paralelos de V2 geram V2.

Ou seja,dados um vetor f 2 V? e dois vetores ndo nulos e
ndo paralelos e; e e, de V? temos que existem m e n 2 R tais
que:

f = mey+ nes:

Fig. 2.7: Dois vetores néo paralelos geram o plano

Demonstracdo. Considere um ponto arbitrario O do espaco.
Primeiramente observe que f é paralelo ao plano determinado
pelo ponto O e pelos vetores u;v.

Considere o representante Ide f que comeca no ponto O e
terminaem P,i.e., sejaf = OP. Considere a reta paralelaa u
que passa pelo ponto P e areta paralela a v que passa por O.
Essas retas se encontram num ponto K (Por qué?). E facil ver,
entao, que f = OK + KP .

Clomo' KP ¢é paralelo a u, tal vetor Ié um escalar vezes u, ou
seja, KP = qu. De maneira andloga OK = ,v. Desta forma
temos:

f = u+ »Hv:

Proposicdo 2.20. Dados f , um vetor qualquer de V3, e eq;e;;e;
trés vetores nao nulos, ndo paralelos entre si e nao paralelo S
ao mesmo plano, temos que existem I;m;n 2 R tais que:

f = le;+ me,+ nea:
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Fig. 2.8: Trés vetores nao coplanares geram espaco

Demonstracdo. A demonstracdo € analoga a da Proposi-
cao 2.19.

Comecamos es-
colhendo representantes dos vetores  f;u;v;w que comecam
no ponto O (veja a gura 2.8). Seja entdo a reta paralelaa w
passando por P . Essa reta intercepta o plano determinado por
u;v no ponto K.

|
O vetor OK estando no mesmo plano que u;v, pode ser es-
crito como combinacéo linear desses vetores:

|
"OK = lu + mv

| |
| O vletor' KIID é paraleloa w, i.e, KP = nw . Finalmente como
OP = OK + KP temos que:

f = 1lu+ mv + nw;

Proposicédo 2.21. Quaisquer trés vetores e;; e»; ez nao coplana-
res séo linearmente independentes.

Demonstracdo. Suponha que e;;e,; e3 sao linearmente depen-
dentes. Temos entdo que um dos vetores &€ combinacao linear
dos demais.

Suponha, sem perda de generalidade, que e; = e+ es.
Segue que o vetor e; € paralelo ao plano determinado pelo



T~ 4 AR 5 N bm Nl f—u e N 1V 0 WY \YVI—V il ¥ Ay W N Nl Nt

ponto O e pelos vetores e, e e3 (Por qué?). Donde temos que
0S vetores es;ej; ez seriam coplanares.

De nicdo 2.22. Uma base para o espaco (um dado plano) € um
conjunto ordenado de vetores f v;g linearmente independentes
e que geram o espaco (o plano).

Teorema 2.23 (Teorema da Base para o Plano). Qualquer
vetor f 2 V2 pode ser escrito de maneira tinica como combi-
nacao linear de dois vetores nao nulos e nao paralelos e ee;
de V?, isto é:

f = me,+ ne,

comm en 2 RUnicos.

Ou seja, dois vetores néao nulos e nao paralelos de V? for-
mam uma base para V?2.

Demonstracao. Consequéncia imediata das Proposicbes  2.19,
2.10e 2.7.

Corolario 2.24. Toda base para o plano tem exatamente dois ve-
tores. Ou seja, 0 plano tem dimensao 2.

Teorema 2.25 (Teorema da Base para o Espaco). No espaco
tridimensional, sejam trés vetores nao nulos e1; e»; e3, Nao
paralelos entre si e n&o paralelos ao mesmo plano. Entéo qual -
guer vetor f no espaco pode ser escrito como combinacao
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linear Unica de e;1;es,; es, isto é:
f = le;+ mes+ nes

comlmn 2 R,

Ou seja, trés vetores nao nulos, nao paralelos entre si e n&o
paralelos ao mesmo plano formam uma base para V3,

Demonstracdao. A demonstracdo do Teorema segue direta-
mente das Proposicdes 2.20, 2.10 e 2.21.

Coroléario 2.26. Toda base para o espaco tem exatamente trés
vetores. Ou seja, 0 espaco V3 tem dimenséo 3.

Intimamente relacionado ao conceito de base estd o con-
ceito de dimensé&o de um plano/espaco. A dimenséo é de nida
como 0 numero de vetores numa base, ou seja, 0 numero de
vetores independentes a partir do qual podemos obter todos
0s outros. Como provamos o plano tem dimenséo 2 e o espaco
tem dimenséo 3.

Agora demonstraremos o teorema de caracterizacdo geome-
trica da dependéncia e independéncia linear, que enunciamo
na secao anterior:

Teorema 2.27. (Caracterizacdo Geomeétrica da Dependéncia e
Independéncia Linear) Para vetores em V2 e V3 temos:

1| Um vetor v € linearmente dependente se e somente se
v = 0.

S
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2 | Dois vetores u;v sao linearmente dependentes se e so-

mente se u e v sao paralelos.

3| Trésvetores u;v;w sao linearmente dependentes se e so-
mente se u;Vv e w Sao coplanares.

4 | Quatro ou mais vetores sao sempre linearmente depen-
dentes.

Demonstracao. 1| A demonstracédo segue de imediato a par-
tir De nicao 2.5.

2| Se u é paralelo a v. Pelo Corolario 1.10, ouu = v ou
v= u (; 2 R).Logo,comoum dos vetores € necessa-

riamente combinacéo linear do outro, segue que u;v sao
linearmente dependentes.

A reciproca € a contrapositiva da Proposicao 2.7.

3| Se trés vetores u;v;w sao coplanares temos dois casos a
considerarou u;v séo paralelos, ou u;v n&o séo paralelos.

Se u;v sao paralelos, pela argumentacdo acima, um dos
vetores € combinacdo linear do outro. Suponha, sem
perda de generalidade, que u = v . Temos entao que:

u= v +0w:

Logo u é combinacéo linear dos demais vetores e, por-
tanto, u;v;w sao linearmente dependentes.

Se u;v;w sao coplanares e u;v nao sao paralelos, pelo
Teorema ?7? temos que

W= U+ 5V,
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para 1; » 2 R. Assim, os vetores u;Vv;w sao linearmente
dependentes.

A reciproca segue da Proposicao  2.21.

4 | Considere n vetores vi;Vo,::::Vp, COM N 4. Duas coi-
sas podem ocorrer: ou 0S V1, Vy; V3 S840 coplanares ou nao
0 Sao.

Se vi;Vy; V3 sao coplanares, um dos vetores € combinagcao
linear dos demais. Suponha v; = v >+ Vv 3. Segue que:

hd
Vi= Vot Vgt Ov;i:
i=4

Caso V1, Vy; V3 ndo sejam coplanares, pelo Teorema ??,
Va= V1 t+ Vot 3Vgz;

para i1, »; 32 R. Daitemos:

X
V4= Vit Vot 3v3+t Ovi:
i=5

Exercicios

Ex. 2.1 — Prove que:
a (P+u) u=P
b) P+ u=Q+ventdiou=PQ+ v

0 P+PQ=Q
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Ex. 2.2 — Mostre que os vetores u;v;w sao coplanares se, e
somente se, um deles € combinacao linear dos outros dois.

Ex. 2.3 — Prove que se o conjunto de vetores fu;vg € uma
base para o plano, entdo o conjunto fu + v;u vg também
é uma base para o plano.

Ex. 2.4 — Prove que se o conjunto de vetores fu;v;w g formam
uma base para o espaco, entaoo conjunto fu+v;u v;w 2ug
também formam uma base para o espaco.

Ex. l2.5 = D?do um tetraedro ABCD explique por que os veto-

res AB; AC; AD formam uma base para o espaco.
Ex. 2.6 — Descreva uma base para os planos Xy, yz e xz.

Ex. 2.7 — Descreva uma base diferente da anterior para os pla-
nos Xy, yz e Xz.

Ex. 2.8 — Prove que as diagonais de um paralelogramo se di-
videm mutualmente ao meio.

| |
Ex. 2.9 — Sendo A e B dois pontos, mostrarque AB + BA = 0

Ex. 2.10 — Dados A;B dois pontos distintos e um numero
real, Determine vetorialmente o ponto M no segmento AB tal
que KAM k= MB
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Ex. 2.11 — Seja ABCD um quadrilatero. Se E ¢é o ponto médio
dolado AB e F € o ponto médio doladooposto DC , prove que

! 11 !
EF:§AD+BC

Ex.2.12 — Seja G o baricentro (ou seja 0 ponto dle encontro
das medianas) do triangulo ABC . Prove que GA + GB + GC =

0.

Ex. 2.13 — Prove que o segmento que une 0s pontos medios
dos lados néo paralelos de um trapézio é paralelo as bases, e
sua medida é a semi-soma das medidas das bases.

Ex. 2.14 — Prove que existe um unico ponto comum as bisse-
trizes internas de um triangulo e que esse ponto, conhecido
como incentro do triangulo € interior a ele.

Ex. 2.15 — Dado ABCD um tetraedro, seja M 0 ponto deI en-
contro das medianas do| triéngulo |ABC . Exprima o vetor DM
em funcao dos vetores DA ,DB e DC .

Ex. 2.16 — Prove que se os pontos A;B;C formam um trian-
gulo equilatero entdo os pontos A + v;B + v;C + v formam um
triangulo equilatero para qualquer  v.

Ex. 2.17 — Dado ABCD um quadrilatero, e O um ponto qual-
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guer e seja P o0 ponto médio do segmento que une 0s pontos
meédios das diagonais AC e BD . Prove que

1! | ! !
P:O+Z OA + OB + OC + OD

Ex. 2.18 — Demostre que o baricentro de um triangulo, é tam-
bém o baricentro do triangulo cujos vértices sao pontos que
dividem os lados do primeiro na mesma razao.

A

| |
Ex. 2.19 — Mostre que dlados os vetores mOA e nOB, sua

soma é iguala (n + m)OP, sendo P o ponto de ilntersecgléo

do segmento AB comareta OR,onde R = O+ mOA + nOB.

Ex. 2.20 — Dado O o circuncentroe H o ortocentro de um tri-

angulo ABC , mostre que:
| | | |
a) OA + OB + OC ="OH
| | | |
b) HA + HB + HC =2 HO
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Exercicios Complementares

Exercicios

Ex. 2.1 — O objetivo desse exercicio & de nir formalmente
guando dois segmentos orientados possuem 0 mesmo sen-
tido. Dados dois segmentos orientados de reta e paralelos AB
e CD . Dizemos que esses segmentos possuem 0 mesmo sen-
tido se os segmentos AC e BD néo se intersectam. Segmen-
tos que nao possuem o mesmo sentido sao ditos de sentidos
opostos
a) Mostre que se os segmentos AB e CD possuem o
mesmo sentido e CD e EF possuem o mesmo sentido
entao AB e EF possuem o mesmo sentido.
b) Mostre que se os segmentos AB e CD possuem sentido
opostos e CD e EF possuem sentidos opostos entdo
AB e EF possuem o mesmo sentido.

| | | |
Ex. 2.2 — Provequese PQ = P%Q%entdo PP %= QQ°

Ex. 2.3 — Dadoum triangulo ABC esejam D;E eF os pontos
medios dos lados BC; CA e AB respectivamente. Mostre que

| | |
"AD + DE + CF =0

! ! ' 1! :
Ex. 2.4 — Mostreque AB + CB +2BA e gAC sdo colineares;

Dica: Observe que

| | | | | | |
AB + CB +2BA = AB + BA + CB + BA
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Ex. 2.5 — Dado um paralelogramo ABCD e sejam K;L o0s
pontos médios dos Ialdos BC eICD . Escreva o vetor BC como
combinacdode a = AK eb= AL

C L D
L
A B
| 2
BC = -b -a
3
Ex. 2.6 — Mostre que as alturas de um triangulo ABC de an-
gulos ; ; se interceptam num Unico ponto, denominado or-

tocentro cujo vetor posicao é:

tga +tg b +tg c
tg +tg +tg

Ex. 2.7 — Mostre que a bissetriz de um triangulo ABC sein-
terceptam num Unico ponto, denominado circuncentro cujo ve -
tor posicao é:

sen2a +sen2 b +sen2 ¢
sen2 +sen?2 +sen?2

Ex. 2.8 — Num plano sdo dados dois triangulos ABC e
CDE . Sejam G;H;l o0s pontos médios dos segmentos
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AC; BD e CE respectivamente. Mostre que os baricentros dos
triangulos  ABC DEF e GHI s&o colineares.

Ex. 2.9 — Mostre que para vetores nao colineares a e baigual-
dade:

mia+ nib= m-oa+ n-sb

equivale ao sistema de igualdades
mi= moy N1 = Ny
A igualdade equivale a
(my mpa+(ny nzb=0

Como osvetoressao L.I.temosque (m1 my)=0 e(ny ny) =
0

Ex. 2.10 — Dado um paralelogramo ABCD esejam E eF pon-
tos nos lados BC e CD de modo que

KBF k KDE k _
kFCk  KkECk
sendo ; numeros reais positivos. Os segmentos FD e AE
kFOKk

se intersectam no ponto  O. Determine

OD k-
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Vetores em Coordenadas

No primeiro capitulo estudamos vetores de um ponto de vista
totalmente geométrico. Poréem, o ferramental geométrico se
mostra ine ciente e quica insu ciente quando nos deparamos

com problemas de maior complexidade. Neste capitulo introd u-
ziremos a representacao algébrica dos vetores e do espaco Eu -
clidiano. E essa representacio que nos permite converter pr o-
blemas geomeétricos em problemas algébricos e efetivamente
realizar calculos com vetores.

Os primeiros passos no sentido de encontrar tais represen-
tacdes ja foram dados no capitulo anterior, ao estudarmos o
conceito de base. Neste capitulo daremos continuidade a es-
tas ideias e veremos como utilizar as propriedades geométri cas
estudadas até agora para encontrar representacdes algébri cas
nao apenas para vetores, mas também para os pontos do es-
paco Euclidiano. Tais representacoes serao chamadas de Sis-
temas de coordenadas , e serdo o foco principal deste capitulo.

Mais precisamente, um sistema de coordenadas € uma iden-
ti cacdo continua do plano (espaco) euclideano com uma re-
gido de R? (R3) que nos permita localizar pontos através de pa-
res (triplas) de numeros reais.

70
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Vejamos, por exemplo, como podemos relacionar vetores e
pontos no espaco de modo a obter um sistema de coordenadas.

Se considerarmos B = ( e;;er;e3) uma
base de V3, pelo teorema da base para o es-
paco, temos que qualquer vetor v pode ser
representado como:

V= 16+ 28+ 3€3

onde 0s coe cientes 1. 2. 35380 unicos.

Tal igualdade nos permite construir a seguinte bijecao entr e
V3 e RS:

Vil RS

vl (1 25 3)

Lembramos ao leitor que bijecdo é uma funcdo que identi-
ca univocamente os elementos do dominio com os do contra-
dominio. Mais precisamente uma funcao bijetora € uma aplica
cao simultaneamente injetora, isto €, que leva elementos di stin-
tos do dominio em elementos distintos da imagem, e sobreje-
tora, ou seja, tal que todo elemento do contra dominio € ima-

gem de algum elemento do dominio.
Devido existéncia da bijecao descrita acima, de nimos a se-
guinte notacao:
vi( 1 25 3)B:
E denominamos atripla ( 1; »; 3) decoordenadas do vetor

Vv ha base B.

Considere agora o espaco Euclidiano ( E®). O primeiro passo
necessario para encontrarmos um sistema de coordenadas é
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“localizar” os pontos no espaco. Observe que para iSSO nao
basta uma base de vetores, pois, como ja dissemos anterior-
mente, vetores n&o sao localizados no espaco. Assim torna-s e
necessaria a escolha de um ponto qualquer para nos servir de
referéncia. Fixemos entdo um ponto O 2 E® a que chamaremos
de origem do sistema de coordenadas. A partir de tal ponto as
posicBes de todos os pontos de  E3 serdo determinadas.

Observe que, xado ' O,um ponto P qualquerem ES3 pode ser
escritocomo P = O+ OP . Taligualdade nos permite identi car
univocamente pontos de E® com vetores de V3:

, B3I VA
|
P 7! OP

|
O vetor OP é denominado vetor posicdode P.

Tomando a funcao composta = 1 » obtemos uma bije-
cao entre os pontos de E® e os elementos de R3: a cada ponto
P podemos associar atripla ( 1; 2; 3).

Sistemas de Coordenadas

Motivado pelo exposto acima, de nimos

De nicao 3.1. Um sistema vetorial de coordenadas no espaco

é o conjunto formado por uma base de vetores B =
(e1;e2;e3) e um ponto O, chamado de origem do sistema de
coordenadas. Denotaremos o sistema de coordenadas por

=( O;B):
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A bijecdo entre E3 e R® dada por devido a  nos permite
de nir a seguinte notacao:

P:( 1 27 3);
|
onde ( 1; »; 3) sdo as coordenadas do vetor posicdo OP na

base B. Chamamos, nesse caso, ( 1; 2; 3) de coordenadas
do ponto P no sistema de coordenadas

Observacéo 3.2. Fixado um sistema de coordenadas , € usual
representar as coordenadas de umvetor v na base B associada
a tambémpor ( 1; 2; 2)

Muitas vezes quando o sistema de coordenadas e a base
B estao claros pelo contexto é comurrln também, denotar tanto o
ponto P quanto seu vetor posicdo OP indistintamente por suas
coordenadas: ( 1; »2; 3) (sem indicar os sub-indices ou B).
Nesse caso cabe ao leitor entender pelo contexto a quem se
referem as coordenadas descritas, a um ponto ou a um vetor.

Finalmente, observamos que podemos de forma totalmente

analoga a descrita acima identi car pontos do plano euclide ano
E2 com vetores de V? e com elementos de R?. Para isso tudo
gue precisamos € de um sistema de coordenadas =( O;B)

onde B é uma base de V2, ou seja, um conjunto formado por
dois vetores linearmente independentes.

No que se segue apresentaremos os resultados apenas para
V3, deixando implicita sua validade em V2.

Sei;j e k forem trés vetores ortonormais, ou seja, ortogo-
nais dois a dois e de norma 1; entdo o sistema de coordenadas
=( O;B)onde B = (1i;j;k ) é chamado de sistema cartesi-
ano de coordenadas. Daqui em diante as letras  i;j] e k sempre
denotarao vetores ortonormais.
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Um sistema de coordenadas cujos vetores nao sao ortogo-
nais é dito sistema de coordenadas obliquo.

o/ég
el*

B2

Fig. 3.1: Sistema Fig. 3.2: Sistema
de Coordenadas de Coordenadas
Ortonormais Obliquo

Exemplo 3.3. Dado um retangulo ABCD conforme a -
gura abaixo, vamos enclontrar als coordenadas dos pontos
A;B;C;D edosvetores BD e AC nos seguintes sistemas de

coordenadas:

1] 1=(A; Bi)onde B; =(ey;ey).

2| 2=(B; B2)onde B, = ( 93;561)-

C
D C |
€1 :| AB
€3 e, = ,'A\D
€2 es = AC
A €1 B

Solucado: (1) Vamos primeiro escrever as coordenadas de
A, Bl; C,; D| nol sistelma 1. Para isso devemos escrever 0s veto-
res AA; AB; AC e AD como combinacdo linearde e; e e;. Por
de nicéo ' '

AB = e; e AD = ey:
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Temos também que '

AC = e+ e

|
e que AA , sendo o vetor nulo, é igual a 0Oe; + 0 e,: Assim as
coordenadas sao

:(0;0) , pois %AA =0e;+0ey
1 (1;0) , pois ;'AB =le;+0e
1(1;1) poisIAC =le +1le
:(0;1) , pois" AD =0e;+1ey:

O O ©® >»

| |
Para encontrar as coordenadas dos vetores ~'BD e AC basta
observar que
| |
"'BD = e+ e, e AC = e+ ey
e portanto temos '
'BD :( 1;1) ,

}AC 1(1;1) ,

(2) Vamos agora escrever as coordenadas dos pontos
1
A;B;C;D nosistema ,= B; (eg;iel)

| | | |
Para tanto devemos escrever os vetores BA; BB; BC e BD

1
como combinacdode f;ef,sendo f;= ezef, = Eel:

Observe que

| 1
BA = e1 = 2 Eel = 2f2;

|
"BB =0f,+0f, (vetor nulo) ;

|

"BC = ey = e+ e = 1f,+2f°>
|
"BD =e3 2e,=f; 4f,:
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E assim as coordenadas dos pontos sao

A:(0; 2),
B :(0;0) ,
C:( L2 ,
D :.(1; 4)

2

| |
Calculando as coordenadas dos vetores ~BD e AC , usando

que e, = ez e; obtemos que

|
'BD = e +e,=e€e3 2e,="f; 4f,

|
AC = €3 = fq;

e portanto vale '

"BD :(1; 4) ,
EAC 1 (1;0) ,:

Exercicios

Ex. 3.1 — Dado o hexagono regular ABCDEF de centro O,
conforme a gura abaixo:

F ; \ C
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Determine as coordenadas dos pontos
nos seguintes sistemas de coordenadas:

Ex. 3.2 — Encontre as coordenadas dos seguintes vetores nos

a) (O;!OC;! OD)
b) (O;!OC; !OE)
C) (B!; BC; iBO)
d) (B!; BC; IBE)

Nl R Nl Nl ® v b §

. R N

v

i

il

N B

B

oy Wy NN

O:A:B:C;D: E

sistemas de coordenadas do exercicio anterior:

Ex.3.3— Dado o Paralelogralmo retangulo

a)! CD
b) ! BD
C) }AC
d) IBE

abaixo. Sejam e; = AB ,e, = AC ,e3= AF ,e,; = AE.

Determine as coordenadas dos pontos
nos seguintes sistemas de coordenadas:

a) (A;er;e;es)
b) (A;ez; e;es)
C) (A;ey; e es)
d) (H;e1; ez es)
e) (G;

fy (A=

es; —e1; 3e3)

A:B:C.:D:E:F: G

e F

ABCDEFGH

e H
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Ex. 3.4 — Determine | | ' ' | C as
coordenadas dos vetores AB; AC; AF; AG; EF; FG; EH nos
seguintes sistemas de coordenadas:

a) (A;e1; ey es)

b) (A; ez er;es)

c) (H ;e ez es)

d) (H;ez e es)

1
e) (G; es; §e1;3e3)

Operacoes Vetoriais em Coordenadas

Agora que sabemos como representar vetores e pontos em co-
ordenadas precisamos saber como operar com estas represen-
tacOes. A proposicao abaixo nos diz como as operacbes com
pontos e vetores vistas no capitulo anterior podem ser tradu Zi-
das para a representacdo que acabamos de apresentar.

Proposicdo 3.4. Se u : (aj;az;as) , v : (b;bybs) e P
(P1;P2;P3) entéo:

1 U+ v:(a1+ bi;ar+ by;asz+ b3)

2/ U :(aq; a2 asz)

3|P +u:(ap+ pp;ax+ po;az+ p3)

Demonstracao.

1 | Dado um sistema de coordenadas =( B;O),onde B =
(eq;er;e3), como u : (aj;az;az) ev : (bg; by bs) , por
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de nicao temos que:

u = a;e;+ arer + aszes
V = bie; + brer + bies
E logo
U+ v = a;e;+ ase,+ azesz+ bie; + boes, + bzes

==(ar+ bpe;+(a+ bye,+(az+ bs)es

E desta forma as coordenadas de u + v no sistema de co-

ordenadas sao

u+ v:(ap+ bp;az+ byjasz+ bs)

2 Como u : (ai;ap;as) , por de nicao temos que:

u = a;e;+ arer + aszes

Desta forma temos que

u = (aje1 + azey + ases)

= a1e1+ asex+ a 3es
E Consequentemente:

u :(azi ajzas)

3 | Deixaremos como exercicio para o leitor.

Considere xado um sistema de coordenadas

(3.1)
(3.2)

=( B;0).

Observadas as operacdes com pontos e vetores em coordena-
das, uma pergunta que resta ser respondida é: dados 0s pon-
tos A : (aj;ajz;asz) eB I(bl; b,; b3), como podemos encontrar

as coordenadas do vetor AB ?
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Olbserve que, plela de nicao de sullatra(;éo de vetores, vale
lque AB = OB OA. Entdo,como OA = aie;+ a,e,+ azese
OB = bje; + bye, + bses, temos:

l

AB =(by aipe +(bxy azex+(bs asz)es
|

AB =(by a;;b, azbs ajs)

Tal igualdade da origem a notacédo de Grassmann que diz:
|

AB = B A
Observe que a igualdade acima €, no entanto, apenas uma nota-

cao ja que em nenhum momento foi de nida soma ou subtracao
de pontos.

Exemplo 3.5. Dados os pontos A :(1:;3;2),B :(1;1;1) eC :
(1; 1; 0) determine as coordenadas

| |
1| dos vetores AB:; BC

|
2 | do vetor AB + %BC

11
3, doponto C + EAB

Solucéo:

1,!6\5:(1 ;1 3;1 2)=(0; 2, 1)
!BC:(l 1;1 1;0 1)=(0 ;0; 1)

! n
2/ AB + -BC =
3
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1! 1
3 C+§AB =(1;1;0)+ 5(0; 2, 1)=@2:;0; o)

Exemplo 3.6. Determine o ponto médio M = (mgi;mjy;ms3)
de um segmento com ponto inicial A = (a;ar;asz) eB =
(b1; by; b3), num sistema de coordenadas = ( B;0), onde
B =(e1ees).

C

| |
Solucdo: Primeiro observamos que AB = 2 AM plois 0s veto-

res possuem o mesmo sentido e 0 comprimento AB é duas
|
vezes o comprimento AM

Assim

(b1 ai)ei+( by az)3,+( bz e3)ez=2(my aj)e;+2( m, az)ex+2( n

0 que implica em
bi ai=2(m; a);

paratodo | 2f 1;2;3g. Logo

paratodo i, e

b, + ap b, + az bs; + as
2 2 2
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De posse da representacao dos vetores em coordenadas po-
demos agora fornecer critérios para a dependéncia e a indepe n-
déncia linear de vetores:

Teorema 3.7. Os vetores u : (ai;as;as), v : (by;bo;b3) ew
(c1; C2; €c3) sao linearmente independentes se e somente se

dai; Az Aas
b; b, by 60
Ci1 Co C3

Demonstracao. Os vetores u;v;w sé&o linearmente indepen-

dentes se o sistema:
0 (3.3)

XU + yv + zw

possuir somente a solucéo trivial x =y =2z=0

Em coordenadas podemos expressar a equagcao 3.4 como:

X (ap;az;az)+ y (by;bo;b3)+ z(cy;C0;c3) =0 (3.4)

E logo teremos o séistema:

E aix + bly + Cc1Zz = 0
axXx + by + ¢z =0
asx + b3y + c3z =0

Pela regra de Cramer (ver Apéndice C pag. C.3) o sistema
anterior tem solucédo Unica se e somente se seu determinante

for nao nulo:
di dz Ads

b; b, by 60
C1 C2 C3
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Exemplo 3.8. Considere xada uma base de vetores B =
(ei;e0;e3). Sejam f, = (1;1;Dg, fo = (1;0;1)g e f3 =
0; 1;1)s.

1] Mostre que C = (fq;f5;f3) é€umabase de V3.

2 | Encontre as coordenadas do vetor u = (1 ;2;3)c na base
B.

3 | Encontre as coordenadas do vetor v = (1 ;2;3)g na base
C.

Solucéo:

1| Pelo teorema da base, basta mostrarmos que f,, f, e f3
sao linearmente independentes.

Como:

1 1 1

1 0 1 = 160;

0O 11

pelo Teorema 3.7 temos que, de fato, f 1, f, e f3sao linear-
mente independentes.

U:(1;2;3)C:1f1+2f2+3f3:
=1(1;1;1)g +2(1;0;1)g +3(0; 1;1)g=(3; 2;6)s:
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coordenadas dos vetores ei, e; e e3 na base C:
8

Efl =le;+ley+1e;
fo =1le;+0ey+1e;
- fa3 =0e; ley+1les

W 0

f]_:lel+1ez+le3
f, fo=0e;+1e,+0e;3
f3+(f1 f2)20e1+0e2+1e3

3f, (fr f2) [fa+(fy f2)] =1e+0ey+0e;3
f, fo=0e;+1e,+0e;3

3
' f3+(f1 f2)2081+062+183

Donde temos:
8

3e =1f,+2f, 1fz3=01;2; 1)¢
e, =1°f, 1f2+0f3=(1; 1,0)(:
es =1°f, 1f2+1f3:(1; 1;1)(;

Finalmente:

V:(1;2;3)B:161+282+383:

=1(1:;2; 1)c+2(1; L;0)c+31; L1)c=(®; 35 2c

Observacéo 3.9. Mais detalhes sobre mudanca de base podem
ser encontrados no Capitulo 11,

Nt

3 | Antes de escrevermos V na base C precisamos obter as
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Exemplo 3.10. Determine m de modo que os vetores u;v e w
sejam linearmente dependentes, onde:

v=_1L;m+1;m+2) w=(1;0m) k=(0;2;3)

Solucao: Para que os vetores sejam linearmente dependentes,
pelo teorema 3.7 o0 seguinte determinante deve se anular:

11+ m 2+ m
1 0 m =0
0 2 3

Calculando o determinante temos que:

11+ m 2+ m
1 0 m =1 3m
0 2 3

E assim queremos determinar os valores de  m para os quas

1
1 3m =0 eassim m = §'

Exercicios

Ex. 3.5 — Os pontos medios dos lados de um tridngulo séo
(2;5);(4;2) e (1;1). Determine as coordenadas dos trés vér-
tices.
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Ex. 3.6 — Dados dois pontos P : (X1;Y1;Z1) € Q : (X2;Y2;22),
encontre a coordenada do ponto R, que se encontra sobre o
segmento ligandoos pontos P eQetald(R;Q)= d (R;P).

Ex. 3.7 — Prove utilizando coordenada que o segmento de reta
gue une 0s pontos médios das laterais de um trapézio é para-
lelo as bases e sua medida é a média aritmética das medidas
das bases.

Ex. 3.8 — Prove que se u : (aj;az;az) eP : (p1;p2;p3) en-
tao:
P+ u:(ar+ paz+ pz;az+ pa)

Ex. 3.9 — Determine quais dos conjuntos abaixo sao L.I.
a) f(1; 1,2);(1;1;,0);(1;, 1;1)g
b) f(1; 1;1);( 1;,2;1);( 1;2;2)9
c) f(1;0;1);(0;0;1);(2;0;5)g

Ex. 3.10 — Exprima o vetor w : (1;1) como combinacéo linear
deu:(2; 1ev:(1; 1.

Ex.3.11— Sejamu =(2 ;1) eB =(1;3). Mostre que todo ve-
tor (cq;c2) pode ser expresso como combinacgao linear de u;v

Ex.3.12— Sejamu = (1;1;1),v = (0;1;1) ew = (1;1;0)
vetores no espaco.
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a) encontre as componentes de um vetor z = (a;b;c) na
base formada por u;v;w .

b) Mostre que se z = 0 entdo as componentes de z na base
formada por u;v;w s&o todas iguais a zero.

c) encontre as componentes de um vetor z = (1;2;3) na
base formada por u;v; ew.

Ex. 3.13 — Mostre que dois vetores ndo nulos u : (ai;az;as)
e v : (by; by; b3) séo linearmente dependentes se e somente se
existe tal que:

(ag;az;az)=( bq; b2 by

Utilize esse critério para decidir se os vetores abaixo séao | ine-
armente independentes ou linearmente dependentes:

a) u=(1;2;3) v=(4,5;6)
b) u=(1;0;3) v=( 2;0; 6)
;1

N|
| O

c) u=(1;2;5) vV =

Ex. 3.14 — Utilizando o exercicio anterior, mostre que dois v e-
tores ndo nulos u : (a;;ajz;as) ev : (by;by; bs) séo linearmente
independentes se e somente se a0 menos um dos determinan-

tes
a; ap a4z as y ai; as

0]
b1 b2 b2 b3 bl b3

€ nao nulo.

Ex. 3.15 — Determine m;n de modo que 0s vetores u;Vv sejam
linearmente dependentes, onde:
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a v=(Q1;mn +1)w=(m;n; 2)

b) v=(1;m 1,m)w =(m;n; 4)

Ex.3.16 — Sejam u : (m; 1;m?+1) ev:(m?+1:;m;0) e
w : (m; 1;1). Mostre que os vetores u;v e w formam uma base
para o espaco independentemente do valorde m.

Ex. 3.17 — Dado (ej;e;e3) uma base. Determine condicbes
necessarias e su cientes sobre  a;b de modo que os vetores
(u;v;w ) sejam linearmente independentes, com u;v;w dados
por:
a) U=e eyv=e+e+e3;w=ae;+ be+ e3
b) u=e; ex+e3Vv=oe+e+3e3w=ae;+ be,+(b%+
2a)es

Ex. 3.18 — Dado um tetraedro ABCD , Determine a coordena-
das dos pontos médios dos lados AB;CD;BD;BC no sis-
telma clie cloordenadas determinado pelo ponto A e pela base
f AB; AC; AD g. (compare com o exemplo 2.5

Bases Ortonormais e Coordenadas
Cartesianas

Vamos agora explorar algumas das vanta-
gens de se trabalhar com as chamadas ba- , P (x

ses ortonormais ou, mais geralmente, com

. _ yj
sistemas de coordenadas cartesianas *
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Lembrando, uma base é dita ortonor-
mal se seus vetores sdo unitarios (possuem
norma 1) e perpendiculares dois a dois. Um sistema de coorde-
nadas formado por uma base ortonormal € chamado de siste-
mas de coordenadas cartesianas. A partir deste ponto vamos
xar notacao e utilizar (i;j ) para denotar uma base ortonormal
para o plano, e (i;j;k ) para o espaco.

Seja B = (i;j ) uma base ortonormal para V?, O um ponto

noplanoe = ( B;O) o sistema de coordenadas cartesianas
determinado por ele|3s. Dado agora um ponto P no plano consi-
dere o vetor r = OP e sua representagcao no sistema dada

por r : (X;y ), ou seja:
r = xi +vyj:

Como a base em consideracao é ortonormal, segue diretamente
do Teorema de Pitagoras que

krk? = kxi k% + kyj k?
= x?kik®+ y2kjk?

= x2+ y2

Assim, se denotarmos por r otamanho do vetor r temos que
P
r= X2+ yZ
A mesma ideia pode ser generalizada para o
espaco, onde obtemosquese r = xi +yj +
zk , entao

P
r=krk= x2+ y2+ z2

\oltemos por momento para o caso planar e denote por 0
angulo entre o eixo OX e ovetor r. Neste caso, nao e dificil ver



que
X = r cos( );

y = rsen( ):

Utilizando o Teorema de Pitagoras, temos também que a dis-
tancia entre os pontos P : (ai;a») e Q : (by; by) € dada por:

d(P;Q) = p(bl a;)2+(by ap?

Q (X2

/](yz y

P i(XyyXa Xy

Fig. 3.3: Distancia entre dois pontos no plano.

E no caso tridimensional distancia entre os pontos P
(a1;az;a3) e Q : (by; by; b3) € dada por:

d(P;Q)= | (by anZ+(b; an2+(b; a3)?

Observacgdo 3.11. E importante observar que para realizarmos
os calculos acima foi absolutamente necessario supor que o
sistema de coordenadas considerado fosse cartesiano. Pode -
mos calcular as mesmas quantidades utilizando outros siste -
mas de coordenadas, mas nesse caso as expressoes obtidas
serao diferentes e geralmente mais complicadas.

Exemplo 3.12. Suponha xado um sistema de coordenadas
cartesiano. Calcule a distdncia dos pontos A : (1;0;2) e
B :(3;2;1).
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B A

| |
Solucdo: Temos que d(A;B )= jjAB jj. Como AB
(2;2; 1), segue que:

d(A;B ) = p22+22+( 1)2 =3

Exercicios

NoOs proximos exercicios, as coordenadas sao expressas num
sistema cartesiano.

Ex. 3.1 — Dados os vetores a;b;c conforme a gura abaixo.
Determine as componentes dos vetores a;b;cedea+ b+ c

A
A

\]

120 15

\

30

\]

Vetores a; b; c respectivamente

Ex. 3.2 — Dados os vetores a;b;c conforme a gura abaixo.
Determine as componentes dos vetores a;b;cedea+ b+ c

a
4

135

L
B3 T
120\3
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Ex.3.3— Dados A : ( 3;2),B :(3;5) eC :(0;3) desenhe o
triangulo ABC e ache:

a)
b)
C)
d)
e)

f)

A distancia entre os pontos A eB;
A distancia entre os pontos B e C;
O vetor iBA e o0 vetor }AC :

O vetor iSA + EAC

O ponto médio do segmento  AC

|
O ponto na reta AB que dista trés vezes mais de A do
gue de B . (Duas respostas)

Ex.3.4— Dados A :(4;8;11),B : ( 3;1;,4) eC :(2;3; 3
desenhe o triangulo ABC e ache:

a)
b)
C)
d)

e)

f)
9)

O comprimento dos trés lados do triangulo;

Os pontos medios dos trés lados do triangulo;
| | |
Os vetores AB ,BC e CA;
| | |
A soma AB + BC + CA. Porque essa soma deve ser

Zero?;

| |
Os angulosentre AB e BC . Dica: use alei dos cossenos;

A area do triangulo;

O ponto D tal que ABCD ¢é um paralelogramo (Trés res-
postas)

Ex. 3.5 — Qual o ponto do eixo x € equidistante dos pontos
A=@; 3eB=(3;, 1)~
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Ex. 3.6 — O triangulo ABC ,com A =( a;0)B =(a;0) C =
(0; y) é equilatero. Quais sdo os possiveis valoresde y?

Ex. 3.7 — Trés vértices de um retangulosao (2; 1),(7; 1) e
(7;3) : Determinar o quarto véertice e a area.

Produto Escalar: Angulo entre dois Vetores

E de fundamental importancia em toda geometria a determina-
cao de medidas angulares. Veremos mais adiante que, além

de diversas outras aplicaces, angulos entre vetores (ou en tre
vetores e retas) podem ser usados na de nicao de uma nova
forma de representar pontos do espaco Euclidiano (coordena -
das polares). Surge entao a pergunta: como podemos utilizar

0s sistemas de coordenadas para determinar o angulo entre
dois vetores u ev?

Conforme ja vimos no inicio do Capitulo 1,
B C

entendemos por angulo entre dois vetores ue : N‘D
v oangulo ,com O , formado por re-
presentantes de u e v com mesma origem. C .

VD

Para determinarmos uma expressao para an-  Fig. 3.4: Angulo
gulo entre dois vetores U e v 0 primeiro passo entre u ev
é escolher um sistema de coordenadas cartesi-
ano =( B;O)com B = (1i;j;k ) e escrever os vetores neste

sistema:

u= aj + azj + ask
V = bl + sz + bsk
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Utilizando a lei dos cossenos temos que:

kv uk?= kuk?+ kvk? 2kukkvk cos( ):

e consequentemente

(a1 b))+ (az bp)?+(asz bg)?*=
at+ as+ a5+ bi+ by+ by 2kukkvkcos( ):
Assim
aib; + asby + aszbsz
kuk kvk '

Ao termo a;b; + ajsb, + aszbsz daremos o nome de produto

cos( ) =

escalar de u por v e denotaremos por u V.

Resumindo:

Denicdo 3.13. Se = ( B;0) com B = (i;j;k ) € um sis-
tema de coordenadas cartesiano, u = (ai;az;az) ev =
(by1; by; b3) , entdo de nimos o produto escalar (ou produto in-

terno) de u e v como:

u Vv:= ajb;+ asby, + asba:

Além disso, os argumentos apresentados anteriormente pro-

vam que:
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Proposicao 3.14. Dados dois vetores u e v temos que:
u v = kukkvk cos ;

e assim o angulo  entre esses vetores satisfaz:

u Vv

= arccos —ku KKVK

Como consequéncia imediata da de nicao de produto esca-
lar temos:

Proposicéo 3.15. Dois vetores u e v séo perpendiculares se e
somentese u v =0.

Observacao 3.16. Dado umvetor v = ( X;y ) hum sistema carte-
siano no plano, é interessante notar que o vetor n=( y;x)é
ortogonal a v e tem mesma norma de V. Note:

vV n = pxy+xy =0
knk = x2+ y2= kvk:

De fato, veremos no Capitulo 10, Secédo 10.3que ny = ( Vy;X)
é obtido rotacionado de 90 o vetor v no sentido anti-horario, e
n, =(y; X) éobtido rotacionado de 90 o vetor v no sentido
horario.

Exemplo 3.17. Determine o anguloentre u =1i+2j + kev =
|+ ] +2K.
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Solucao:
u v

cos = ———
kukkvk

1
G

) = arccos = —=60

Exemplo 3.18. Mostre que os vetores u =3i+4) + kev =
2i  3) + 6 k sao ortogonais.

Solucao:

uv=(3:;41 (2; 3;6)=3 2+4 ( 3)+1 6=6 12+6=0 :

Logo u e v sao ortogonais.

Proposicao 3.19. O produto escalar possui as seguintes propri-
edades:

1Uu v=yVv \u

2/lu (Vv+w)=u v+u w

3/lu u= kuk? 0

4/U U=0 seesomentese u=0

s5/u (v)= u Vv
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Demonstracdo. Se u : (ai;az;az) e v : (by;bybs) e w
(C1;C2;C3)

u v = a;b;+ axb,+ aszbz3 = bja;+ bar+ bzaz= v u

u (v+ w) = (agazaz) (b1+ cq;by+ cpbs+ C3)

= ay(by + c1) + ax(b,+ co) + as(bz+ c3)

= (aiby + azby + ashs) + ( aici + ascr + ascs)
= u v+u w

— 2 2 2 _ 2

Seu u =0 entdo kuk = 0 e consequentemente u = 0.
Reciprocamente, se u = 0temos u = (0;0;0), e entdo
u u=02+02+02=0.

5 | A demonstracao desse item é deixada como exercicio ao
leitor.

Exemplo 3.20. Num quadrado ABCD temse A = (3; 4) e
B = (5 ;6): Quais séo as coordenadas dos vetores C eD?

Solucédo 1: Denotando as coordenadas
deCeD p?r C =(cy;cCo) eID =(dqy;dy),
temos que AB = (2 ;10); BC = ( c, D
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| |
5:.¢c»o 6);-CD: ( dl Cl;dz C2) e DA =
(dy  3;d>+4):

|
' O vetor BC é perpendicular ao vetor
AB logo o produto escalar entre eles é
nulo, ou seja,

| |
BC AB=0 :

Isto implicaque 2(c; 5)+10( c, 6) =0, que simplicando
resulta em
2c1+10¢c, =70 (3.5)
| | -
Temos ainda que kAB k = kBC k = P 104; logo

(ci 5)2+(c, 6)2=104 (3.6)

Substituindo ( 3.5) em (3.6) teremos que (c, 6)° =4 elogo
cCo=80uU Ccr, =4

Quando c, = 8 por (3.5 c; = 5equando c, = 4 entédo
ci1=15,ouseja, C =( 5;8)ouC =(15;4).

O calculo de D é analogo.

Solucédo 2:  Uma segunda solucéo pzlslra 0 exemplo acima faz
uso da Olbservagéo 3.16. Temos que AB = (2 ; 1(|)) e dal'i rotaci-
onando AB de 90 no sentido anti-horario, temos ~BC = AD =
( 10;2). Logo:
|
C = B+;BC =( 5;8)
D =A+AD =( 7; 2):
|

Fina}lmente,I se rotacionamos AB de 90 no sentido horario, te-
mos BC = AD =(10; 2). Assim:

|
C = B+ BC =(15;4)
D =A+AD =(13; 6):
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Exemplo 3.21. Mostre que as trés alturas de um triangulo sao
concorrentes em unico ponto.

Solucdo: Dado um tridangulo  ABC , entdo as alturas BB e
lCC Ose inlterceptam rllum ponto O. Sejam entdo os vetores: a =
OA;b = OB ec= OC.
Como as retas OB e CA séo perpendiculares:
| |
OB CA=0) b (a ¢)=0) b a=bec
De modo analogo, como as retas OC e AB sao perpendicula-
res: | |
OC AB =0) ¢ (b a)=0) ¢c b=c a
Elogo b a= c a,ousej,
| |
a (c b=0) OA BC =0

Desta forma a reta OA é perpendicular ao lado BC , sendo as-

sim a altura relativa ao vértice A. Essa reta intercepta as ou-

tras alturas no ponto O, e assim as trés retas se interceptam

num uUnico ponto, que é denominado ortocentro do triangulo
ABC .
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Projecao Ortogonal

Passemos agora a um novo problema. Dados
dois vetores v e u, com u nao nulo, queremos
decompor o vetor v em dois vetores p;Q tais que
p € paralelo a u e g é perpendiculara u, ou seja,
gueremos encontrar p; g tais que

P =Froj

V=p+q; p= u paraalgum 2 Re qu=0; Fg 36 Proe-
cao de v sobre u
Reescrevendo as condi¢cdes acima temos que
(v. p) u=0
e logo
(v. u) u=0
vV ou kuk? =0

Desta forma

kuk?

Do mesmo modo podemos ver que o vetor  p assim determi-
nado € unico. Tal vetor é chamado de projecéo ortogonal de Vv
sobre u e é denotado por Proj , Vv:

Demostramos assim o seguinte resultado.

Proposicao 3.22. Dado u um vetor nao nulo, e v um vetor qual-
quer, entdo a projecéo ortogonal Proj ,v de v em u existe e &

unica;:
u Vv

kuk?

Proj ,Vv = (3.7)



T~ 4 AR L s i W mm i S i Vs Y’ EmiVI S % % V' i NS VS Y

Observacéo 3.23. Veja que um modo facil de lembrar da proje-
cao € observar a Figura 3.6 e ver que esta € um vetor p tal que

seu comprimento obedece:
kukkvk cos u v
kpk = ( kvkcos ) = =
kuk kuk

e tem mesma direcdo e sentido que u, donde temos:

_ u v u u v
Proj , Vv = = 5
kuk kuk kuk

Note também que o vetor p = Proj , v n&o depende do com-
primento de u. Tal fato encontra-se expresso no lado direito da
Equacdo 3.7 se observamos que o vetor u aparece duas vezes
no seu numerador e “ao quadrado” no denominador.

Exemplo 3.24. Determine a area do triangulo 4 ABC cujos ver-
tices num sistema de coordenadas cartesiano sao A=(1,;2),
B=@B;1)eC =(2;5)

C

| |
Solucdo: Temos que AB = (2 ; 1|) e AC =(1;3). Além disso,
n = (1 ;2) é um vetor ortogonala AB .

A area do triangulo 4 ABC é dada por:

11
S = —kAB kh;
2
|
o jAC nj | n
onde h = KkProj,ACk = e é a altura do triangulo
4 ABC relativa aolado AB .
! 1. :
Como knk = kAB k, temos que S = EJAC nj. Logo:
1 . R
S= - J1+6)= =
2 2
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Exercicios

Ex. 3.1 — Pelaférmulado cosache os trés angulos do triangulo
Cujos veértices sao

a) (2; 1;(7; 1) e(7;3) (use uma calculadora)
b) (4;7;11);( 31,4 e(2;3;, 3)

Ex.3.2— Seu=(2;1, 1)ev=(1; 1;2),encontreum vetor
naonulo wtalqueu w=v w=0.

Ex.3.3— Seu =(2; 1;2)ev =(1;2; 2),encontre escala-
res a;b taisque w = au + bwew v =0.

Ex. 3.4 — Provequeosvetores u=7i 3j+6k;v =3i+3] 2k
ew =61 16] 15k sao dois a dois perpendiculares.

Ex. 3.5 — Determine os trés angulos de um triangulo cujos ver-
tices sédo (3;1);(5; 2) e (6;3). Encontre também a area do
triangulo.

Ex. 3.6 — Dados vetores a;b ectaisque a+ b+ ¢ = 0 com
kak = 3;kbk =5 e kck = 7. Calcule o angulo entre a e b.
Dado que a + b+ ¢ = 0, calculando o produto de ambos os
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lados da equacéao sucessivamente com  a;b e c temos:
a a+a b+ac=0) a b+ac= 9

b a+b b+bc=0) ba+bc= 25

c a+c b+c c=0) ¢c a+c b= 49

. . 15 .
Resolvendo o sistema anteriortemos a b= > e assim cos =

1eloo =
2 81090 = 3

Ex.3.7— Proveque v w = kv + wk® k v wk?

S

Ex. 3.8 — Mostre que se as diagonais de um paralelogramo séo
perpendiculares entédo ele € um losango.

Ex. 3.9 — Decomponhaovetor u= i 3] +2Kkcomoasoma
de dois vetores vi e vy, com v, paralelo ao vetor | + 3k e v,
ortogonal a este ultimo.

Ex. 3.10 — Suponha que }AB seja o diametro de um circulo e
sejaI C OlIJtro ponto qualgquer desse circulo. Mostre que os veto-

res CA e CB séo Iortogonais.. ' |

Denotando u = OA; u = OB eu = OC temos kuk =
k uk = kvk = r.

E assim:

|
AC BC =(v+u)(v u)=v v u u=0
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O U A

Ex. 3.11 — Prove que:
a) Proj,v = Proj,v
b) Proj,(v+ w)=Proj ,v+Proj ,w
c) Proj, (Proj ,Vv)=Proj ,v

d v Proj,w=Proj ,v w

Ex. 3.12 — Calcule o cosseno do angulo formado por duas di-
agonais de um cubo.

Ex. 3.13 — Prove que ju vj k ukkvkequeju vj= kukkvk
se e somente se um vetor é multiplo do outro (Desigualdade de
Schwarz).

Ex. 3.14 — Prove que ku + vk k uk + kvk (Desigualdade Tri-
angular).

Ex. 3.15 — Mostre que ku + vk = ku vk se e somente se
u v=0.

Ex. 3.16 — Provequese u v =0 paratodovetor ventdou = 0.

Ex. 3.17 — Num triangulo retangulo, a altura relativa a hipot  e-
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nusa € a media geomeétrica das projecdes ortogonais dos ca-
tetos sobre essa hipotenusa. Prove esse fato escolhendo um
sistema de coordenadas no gual a hipotenusa esta sobre 0 eixo
OX e o vértice do angulo reto sobre o eixo OY .

Ex. 3.18 — Mostre que o angulo entre as projecdbes Proj , u e
Proj ,, v € igual ao angulo entre os vetores u e V.

Produto Vetorial: Vetor Perpendicular a
dois Vetores Dados

Voltemos nossa atencédo agora para um novo problema: dado
dois vetores néo paralelos u e v como podemos encontrar um
novo vetor w perpendicular aos dois vetores dados? Note que,

ao contrario do que ocorre com a projecao, este problema néo
possui uma unica solucéo. De fato, se encontrarmos um vetor

w satisfazendo as condi¢bes acima, qualquer vetor w tambéem
satisfara.

Passemos a solucdo. Como sempre, tomemaos primeiro uma
base ortonormal (i;j;k ) e facamos u = a;i + ap] + azskev =
bii + byj + bsk. Vamos denotar por w = xi + yj + zk o vetor
gue queremos determinar. Como gqueremos que o vetor W seja
perpendicular aos vetores u ev, precisamosentaoque w u =0
equew Vv =0:

Temos assim o0 seguinte sistema linear:

(

a;x + ay+ azz=0
bix + by + b3z =0
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ou ainda (
aixX + azy = asZ

bix + bzy = b3z

Como u e v, pelo exercicio 3.14, podemos supor sem perda
de generalidade que:

ai; ap

60:;
by by

e, usando a regra de Cramer, concluimos que

azZ ar dz ad» do as
b3Z b2 b3 b2 b2 b3
X = = 71— = Z——
a; az a; az a; az
by b by b by by
e
adq as”Z a1 Aj az adi
b1 b32 b1 b3 b3 bl
y = = 7 =7
a] adr a] adr a] adr
bl bz b1 b2 bl b2
Escolhendo
d] ar
7 =
by by
temos que
a> Az . az a; . a; ap
W = | + j + k
b2 b3 b3 b1 b1 b2

Motivados pelos célculos acima, de nimos:
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De nicao 3.25. O produto vetorial de u = (a;;az;as) ev =
(b1; by; b3) (num sistema de coordenadas cartesiano), deno-
tado por u v, é o vetor obtido pelo seguinte determinante
formal:

U V= a; a, as
b; by b3

Antes de continuar apresentaremos algumas propriedades
do produto vetorial.

Teorema 3.26. Dados os vetores u = (ai;ajz;as), v =
(by;by;b3) e w = (cq;Cp; Cc3) 0 produto vetorial possui as se-
guintes propriedades:

1| Anti-simetria u W= W U

2 | Distributiva: (u+v) w=u wW+vVvV W

d] Az As
3| Produtomisto u (v w)=(u Vv) w= by by bg

C1 C2 Cs3

4] ku vk®= kuk®kvk? j u vj?

5/ ku vk = kukkvksen( ); onde ¢é o angulo entre os

vetores u e v:

Demonstracdao. A demonstracédo dos trés primeiros itens é di-
reta e sera deixada como exercicios:
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Para demonstrarmos a quarta propriedade basta observar
que

kuk?kvk? j u vj=

= a’+ aZ+a? P2+ b2+ b2 (aiby+ asby+ asbs)®
= afbf+ albs+ a’bs+ ashi + ashs+ ashi+ ash?+ asbs + asb]

atbf 2ajazbib, 2ajasbiby  ajhs 2ajsazbyb;  asbs
= afbs+afh; 2ajazbib, 2ajasbibs+ ashf+ ashs 2ajazbybs+ ashi+

aZb?(azbs  asby)®+ (ajbs ash))®+ ajb, asb;
= ku vk®:

A quinta propriedade decorre facilmente da anterior, bas-

tando para isso lembrar que

ju vj®= kuk®kvk® cos?( )
eportanto
ku vk®= kuk’kvk® j u vj?
= kuk®kvk® k uk®kvk?® cos?( )
kuk?’kvk? 1 cos?( ) =
kuk?kvk?sen®( )

Vamos agora explorar algumas consequéncias geomeétricas
do produto vetorial.

Area de um Paralelogramo e de um Triangulo
Primeiro considere o paralelogramo determinado por dois ve -
tores ndo paralelos u e v, como na gura abaixo

A altura do paralelogramo € dada por kvk sen( ) e portanto,
da propriedade 5 do produto vetorial, concluimos facilmente
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que sua area é dada por kukkvksen( ) = ku vk. Em re-
sumo, mostramos que a area do paralelogramo de lados uev
é igual ao comprimento do produto vetorial destes vetores.

A= ku vk

A partir da expressao anterior podemos en-
contrar uma expressao para a area de um tri-
angulo ABC . Para isso considere o parale-
logramo determinado pelos vetores AB e BC,
como na gura abaixo. A diagonal BC desse paralelogramo
divide este em dois triangulos de areas iguais. Logo a area do
triangulo sera metade da area do paralelogramo:

A B

1 ! !
AZEAB BC

Volume de um Paralelepipedo

A seguir vamos calcular cl) volumeI de um parallelepl'pedo, em
funcdo dos vetores u = AB;v = AD ew = AE:

Sabemos que o volume do paralelepipedo é dado pelo pro-
duto V = Aph da area Ay da base pela altura h. Como ja vimos
a area da base pode ser calculada por A, = ku vk:Jaaal-
tura € dada pela norma da projecdo do vetor w sobre o vetor
u v.Como
(u v) ;N (U

ku vk

Proj, (W = V);
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segue que

Proj W ku vk
Fu v ku vk?
_iu v wij
ku vk
Segue portanto que
A iU v) wj_ -
V = Aph = ku vk = j(u Vv) wj:
ku vk

Exemplo 3.27. Sejam A = (aj;aj);B = (by;by);C = (cq;C))

pontos no plano. Entdo a areado 4 ABC ¢é dada por
0 1
a; a» 1

1
S4 aBCc = E det %bl b2 1
cp C 1

C

Demonstracao. Considere os vetores a, b e c de coordenadas
a=(agazl),b=(by;by;1)ec=(cy;Co1).
E facil ver que eles sdo arestas de um tetraedro de altura
1 que tem como base um tridangulo congruente ao triangulo
4 ABC . Se S, agc € a area do triangulo 4 ABC , o volume

V1 desse tetraedro é:
1

Vi = §S4 ABC - (3.8)

Por outro lado, temos que, se Vp é o volume do paralelepi-
pedo de arestas a, b e ¢, também vale:

Vi = —Vp: (39)



Igualando as equacdes ( 3.8) e (3.9) seqgue:

1 1 e
S4 aBC = EVP = Eja b %bl by 1§
C1 Co

N[

O resultado anterior nos da um critério simples para que trés
pontos no plano sejam colineares.

Proposicéo 3.28. Sejam A = (ai;a);B =(by;by);C =(cq;cCo)
pontos no plano. Entéo eles séo colineares se a area do trian-
gulo formado por eles for zero, ou seja se:

a; a» 1
b1 b2 1 =0
Ci1 C2 1

Exercicios

Ex. 3.1 — Calcule o produto vetorial entre
a) 7i 3j+6kebi 15 13k
b) 6i 16) 15ke3i+3) 2k
c) 3i+3j ebi +4

Ex.32— Seu=(3;41),v=(2;3;2) ew =(4;2;3) encontre
a) 2u+3v 7w
b) u w
C) vV w;
d u v,

e) u v,



T~ 4 AR L s i W mm i S i Vs Y’ EmiVI S % % V' i NS VS Y e el f—

) v u

g w (v u)

Ex. 3.3 — Dados os vetores u =(1;2; 1)ev =(2;1;0). Ex-
presse o vetor a = (2 ; 2; 3) como combinacao de u;v;u V;

9 12 11
a= —u+ —v

—Uu \Y
14 7 14

Ex.3.4— Dado b = 1;2;1, determine a tal que a é ortogonal
ao eixo z e
a b=01; 1,1

a=(1;1,0)

Ex. 3.5 — Determine v = ( x;y;z ) tal que
(xy;z) (1;2, 1)=(1:;13)

(xy;z) (3;1,1)=3

Ex. 3.6 — Sejam os pontos P = (1:;1;2), Q = (1:;2;0) e
R = (3 ;1; 2) pontos medios dos lados de um triangulo ABC .
Calcule a area do triangulo ABC .

Ex.3.7— Proveque u v= Vv U
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Ex.3.8— Proveque u v=v u

Ex.3.9— Proveque u (v+w)=u v+ u w

Ex.3.10 — Proveque u (v+w)=u Vv+uUu Ww

Ex. 3.11 — Prove que u Vv pode ser escrito como o determi-
nante formal
I ] Kk
u V= a; as as
by by bs

Ex.3.12— Proveque u (u vVv) = v (u v) =0 de dois
modos: primeiro calculando diretamente e segundo utilizan do
as propriedades de u v

Ex. 3.13 — Mostre que dois vetores u e v sao paralelos se, e
somentese, u v =20

Ex. 3.14 — Prove que em geral u (v w) pode ser escrito
como o determinante da matriz que tem como componentes

di1 Az Aj
b, by bs
C1 Co» C3

[Dica: Escreva o determinante em termos dos menores da pri-
meira linha e comparecom u (v  w). Isto também prova que
u (v w)=v (w u).Porque? ]
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Ex. 3.15 — Dado um triangulo ABC como na gura a se-
guir.Usando o produto vetorial demonstre a lei dos senos:

W B

A area do triangulo é dada por:

1 1 1
A= —ku vk=—ku wk= —kv wk
2 2 2

e assim temos que

ku vk=ku wk= kv wk

Mas ku vk = kukkvksen , ku wk = kukkwksen e
kv  wk = kvkkwk sen
E logo:

Ex. 3.16 — Dado um triangulo ABC e O um ponto qualquer,
mostre que a area A dotriangulo ABC é:

1
A:Eka b+ b c+ c¢c ak

| | |
sendo a = OA;b = OB ec= 0OC
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Escolha do Sistema de Coordenadas

Um sistema de coordenadas cartesianas do plano pode ser es-
colhido tomando qualquer ponto O como origem e qualquer
duas retas perpendiculares como os eixos. Em geral resulta-
dos geomeétricos nao dependem de como escolhemos nosso
sistema de coordenadas, mas ao fazermos a escolha correta
podemos simpli car signi cativamente o resolucao de um pro -
blema. E possivel, por exemplo, fazer com que as coordenadas
dos vertices de certas guras geometricas gquem mais sim-

ples, aumentando a quantidade zeros em suas coordenadas,
simpli cando assim a manipulacao algebrica.

Considere, por exemplo, um triangulo ABC: Vamos des-
crever esse triangulo através de coordenadas A : (X1;Y1) ;B
(X2;¥2) e C : (x3;y3) em um sistema de coordenadas

Consideraremos o seguinte sistema de coordenadas: esco-
Iha como eixo X areta AB , e como eixo y areta perpendicular a
AB passando por C. Determine o sistema de coordenadas co-
locando a origem no ponto O dado pela interseccao dos dois
eixos, e escolhendo uma base ortonormal  (i;j ) formada por ve-
tores unitarios paralelos a estes eixos. Neste sistema o vér tice
A tem entdo coordenadas do tipo (a; 0) e o ponto B coorde-
nadas do tipo (b;0), j& que ambos estdo sobre o eixo x. Jao
ponto C, que esta posicionado sobre o eixo Yy, tem coordena-
das do tipo (0;c).

Veja que com a escolha adequada do sistema de coordena-
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das conseguimos reduzir o numero de variaveis de 6 para ape-
nas 3.

A seguir apresentamos exemplos onde a escolha de um sis-
tema de coordenadas adequado facilita a demonstracao de pro -
priedades geométricas. Vocé consegue demonstrar estas pro -
priedades usando um sistema de coordenadas arbitrario?

Exemplo 3.29. Se um triangulo é isdsceles, as medianas dos
dois lados de mesmo comprimento possuem o0 mesmo tama-
nho.

Solucao: Consideremos 0 mesmo sistema de coordenadas
descrito acima. Neste sistematemos A : (a;0), B : (b;0) e
C :(0;0).

Supondo que segmentos CA e CB possuem o0 mesmo com-

primento, concluimos que
P

SR . - P
a2+ c2= CA = CB = D%+ c?

elogo a? = b’ Segueque a = boua = b Sea = bnio
temos um triangulo ja que dois vértices coincidem, de onde
segue que a = b:

Seja M ; o ponto médio de AC . Pelo exemplo 3.6 temos que
as coordenadas de M = %; % = 7b; % . Analogamente,
o ponto médio M , de BC tem coordenadas g; %

Como a mediana de CA ¢é dada pelo segmento BM ; e a de

CB ¢é dada pelo segmento AM »,, segue que
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€ s
. b ¢ 9b% 2
AM >, = (=, = b;0) = —+ —
2= (5i5) (b0 yah
e as medianas relativas aos vértices A e B possuem o0 mesmo

tamanho.

Exemplo 3.30. Num triangulo retangulo o ponto meédio da hipo-
tenusa € equidistante dos trés veértices.

C

Solucao: Para um triangulo retangulo ABC com hipotenusa
AB um sistema de coordenadas adequado € o que toma como
origem o vértice C = O e como eixos as retas que ligam C aA
e C aB:

Neste Sistema de coordenadas temos
que A : (a;0);B :(0O;b)eC :(0;0):0
comprimento da hipotenusa é

P
JAB j= a2+ b?

Ja o ponto médio M da hipotenusa tem coordenadas M
%; g e logo o comprimento da mediana é
S
JCM | = azz+ b;: %p a2+ b2 = %jABj

Logo temos que a distancia do vertice C a M é metade da
distancia entre os vértices A e B, elogo M esta equidistante
dos trés vertices.
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Exercicios

Ex. 3.1 — Mostrar que ( 5;0);(0;2) e (0; 2) sao os vertices
de um triangulo isésceles e achar sua area.

Ex.3.2— Sejam A =(a;0)eB =(0;a),com a 6 0. Deter-
mine x de modo que o ponto C = ( X;X ) seja o terceiro vertice
do triangulo equilatero ABC .

Ex. 3.3 — Dado um paralelogramo ABCD , escolha um sis-
tema de coordenadas adequado e mostre que AB -+ BC  +
CD°+DA°= AC°+ BD (ou seja, a soma dos quadrados
dos lados de um paralelogramo € igual a soma dos quadrados
das suas diagonais).

Ex. 3.4 — Num triangulo retangulo, a altura relativa a hipote -
nusa € a media geométrica das projecdes ortogonais dos ca-
tetos sobre essa hipotenusa. Prove esse fato escolhendo um
sistema de coordenadas no gual a hipotenusa esta sobre 0 eixo

OX e o vértice do angulo reto sobre o eixo OY .

Ex. 3.5 — Se no triangulo ABC as medianas que partem dos
vértices A e B sé&o iguais, prove que os lados AC e BC sao
iguais, logo o triangulo é isosceles.

Ex. 3.6 — Enunciar e demonstrar a reciproca do teorema de Pi-
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tagoras.

Ex. 3.7 — Se as diagonais de um paralelogramo sao iguais en-
tdo ele é um retangulo.

Ex. 3.8 — Determine a soma dos quadrados (dos comprimen-
tos) das medianas do triangulo ABC , sabendo que os lados
do ABC medem a,bec.

O Problema do Lugar Geometrico

Até este ponto estudamos como representar algebricamente o
espaco euclidiano, e como podemos usar tais representagoes

na resolucdo de alguns problemas geomeétricos. Nesta secao
vamos dar uma passo além, e iniciar os estudos sobre um dos
problemas fundamentais da geometria analitica: o problema

do lugar geométrico. Em poucas palavras, dada uma gura

ou condicdo geométrica queremos determinar uma equacao ou
condicOes algébrica que a represente. Ou ainda, de modo con-
trario, dada uma equacao ou condicao algébrica determinar s ua
representacao geomeétrica.

O lugar geometrico de uma equacao

Dada uma equacéao (por simplicidade, em duas  Xx;y ou trés va-
riaveis Xx;y;z )
f(xy)=0 ou g(xy;z)=0 (3.10)

cada par ou tripla de numeros reais que satis zer a equacao
acima é dito solucédo da equacéo e o conjunto de pontos cujas
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coordenadas satisfazem a equacao ( 3.10) acima e chamado de
lugar geométrico da equacéo.

E importante ressaltar que o lugar geométrico, como de -
nido acima, depende do sistema de coordenados escolhidos.

Em outras palavras, uma certa gura ou condicdo geometrica
pode ser descrita algebricamente de varias formas distinta S,
dependendo, dentre outros fatores, do sistema de coordena-
das escolhido. Por esta razéo, buscaremos dentre as possive 5
representacdes aquela que proporcione a maior simplicidad e
algebrica.

Durante esse processo (e em varios outros) podemos subs-
tituir uma certa equacéo por outra que possua as mesmas So-
lucdes, ou seja, que de na o0 mesmo lugar geometrico. Neste
sentido, duas equacdbes algébricas sédo ditas equivalentes s e
de nem o mesmo lugar geometrico.

Exemplo 3.31. Analisemos a equacéo
(x 2)2+(y 3)?=25:

Observe que tomando C = (2 ;3) a distancia r de um ponto
qgualquer (x;y ) no plano euclidiano até C é dada por

(=P ey 3%

ou de modo equivalente

r’=(x 2)°+(y 3=
Deste modo vemos que um ponto (X;y ) no plano satisfaz a
equacao acima se, e somente se, sua distancia para o ponto
C :(2;3) foriguala 5.
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Em outras palavras, escolhido o sistema de coordenadas
descrito acima, o lugar geométrico da equacao

(x a)°’+(y b*=r?

é um circulo de raio r e centro no ponto de coordenadas (a;b).

C

Exemplo 3.32. Generalizando o exemplo anterior, um circulo de
centro C e raio r é de nido como o conjunto dos pontos cuja
distancia ao centro é igual a r. Esta € a condicdo geomeétrica
gue descreve o circulo. Busquemos agora uma representacao
algébrica. Se escolhermos um sistema de coordenadas carte-
siano no qual C : (a;b), entdo todo ponto P : (x;y ) no circulo
deve satisfazer
jCPj=r,

ou seja, q

(x a)’+(y b?’=r

ou ainda a equacao algébrica equivalente

(x a)’+(y b?’=r2%

E importante observar que um ponto pertence ao circulo (ou
seja esse ponto dista r do centro) se e somente se satis zer a
equacdo (x a)’+(y b?=r2

Em geral, sempre que tivermos este tipo de relacao entre
uma curva e uma equacao diremos que esta € a  equacao da
curva.
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De nicdo 3.33. Diremos que uma equacado f (x;y) = 0 é a
equacao de um dado lugar geométrico se todo ponto que sa-
tisfaz a equacao pertence ao lugar geométrico e todo ponto
gue pertence ao lugar geométrico satisfaz a equacao.

Exemplo 3.34. Dado um sistema de coordenadas cartesiano,
lugar geometrico conhecido descrito pelo eixo X é formado por
todos os pontos cuja segunda coordenada (  y) € zero, ou seja, a
equacaodoeixo x ey =0.

C

Exemplo 3.35. Comovimos (x a)’+(y b)?= r2éaequa-
caodocirculoderaio r ecentroem P :(a;b):

Exemplo 3.36. Determinar a equacao do lugar geomeétrico for-
mado por todos 0s pontos cuja a distancia a um ponto xo F é
igual a distdanciaa umareta xa d:

C

Solucédo: Dados uma reta xa d; chamada
diretriz, e um ponto xo F chamado foco,
a parabola é o conjunto dos pontos P equidistantes do foco e

da diretriz, ou seja, o ponto P tal que

| |
'PD = PF ;

onde D é o ponto de d mais proximode P.
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A reta passando por F perpendiculara d é chamada eixo da
parabola. O ponto de interseccéo entre o eixo da parabola e a
parabola € chamado vertice da parabola. Observe que o vertic e
esta localizado na metade da distancia do foco a diretriz.

Escolheremos como sistema de coordenadas os eixos for-
mados pelo eixo da parabola
e a reta passando pelo vértice da para-
bola, perpendicular ao eixo. Essa ultima
reta é paralela a diretriz da parabola.

Seja 2m a distancia entre o foco e a diretriz  d: No sistema
de coordenadas que adotamos F tem coordenaldas (m; O? e a
equacaodadiretrizé x = m: Como P satisfaz PD = PF

temos que q

(X m)?+y2= x+ m:

Elevando ao quadrado ambos os lados da igualdade conclui-
mos que

(x m)?+ y?=(x+m)°

2.2mx + X%+ y?= m?+2mx + x?

y2 = 4 mx

m

é a equacao satisfeita pelos pontos da parabola neste sistem a
de coordenadas.

Interseccdo Dadas duas equacotes

f (x;y)=0
g(x;y)=0;
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0S pontos que pertencem ao lugar geométrico de ambas as
equacbes é chamados de pontos de interseccdo. Analitica-
mente as coordenadas de tal ponto satisfazem ambas as equa-
coes.

A interseccao de duas equac0Oes pode ser vazia, neste caso
diremos que os seus lugares geometrico nao se interceptam.

Exemplo 3.37. Determinar analitica e gra camente 0s pontos
de interseccao de

x 12=0
y2 3x =0

C

Solucao: Primeiro observemosque x 12 =0 é aequacao de
uma reta paralela ao eixo y, enquanto y°> 3x =0 é a equacio
de uma parabola com vertice na origem e diretriz paralela ao
eixo y. Assim o conjunto dos pontos de interseccao dos dois
lugares geomeétricos é formado de no maximo dois pontos.

Analiticamente, concluimos da primeira equacao que todo
ponto de interseccdo (X;y ) deve ter x = 12 . Substituindo na
equacao da parabola encontramos que

y?=36;

e portanto
y = G:

De modo que os pontos de interseccao sao  (12;6) e (12; 6).
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Exercicios

Ex. 3.1 — Escrever a equacao do lugar geométrico dos pontos
no plano que satisfazem a condicgao:

a) O conjunto dos pontos P tal que P esta sempre duas
unidades a esquerda do eixo Y

b) O conjunto dos pontos P tal que P dista sempre duas
unidades do eixo X

c) O conjunto dos pontos P tal que a abscissade P é igual
ao inverso da sua ordenada

d) O conjunto dos pontos P tal que P esta a distancia igual
do eixo x e do eixo v:

Ex. 3.2 — Determine a equacao do lugar geométrico de um
ponto que se move de modo de modo que a soma das distan-
cias a dois pontos F : (c;0) e F%( c;0) é constante igual a
2a.

Ex. 3.3 — Determinar a equacédo do lugar geométrico de um
ponto no espaco que se move de modo que a soma das dis-
tancias a dois pontos F : (c;0;0) e F%( c;0;0) é constante
igual a 2a:

Ex. 3.4 — Dados dois pontos dois pontos F . (c;0;0) e
F%( c;0;0); determinar a equacéo do lugar geométrico de um
ponto P que se move no espaco de modo que

ikPFk k PF% =2a
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Ex. 3.5 — Determinar a equacédo do lugar geomeétrico de um
ponto que se move de modo que a distancia ao ponto (1;0;0)
é sempre igual a distancia ao plano Y Z:

Coordenadas Polares

Nesta secao estudaremos uma nova forma de descrever a lo-
calizacdo de pontos no plano euclideano  E?: as coordenadas
polares. A principal motivacdo para a utilizac&o desse sist ema
de coordenadas é que, neste sistema, curvas com algum tipo

de simetria em relacdo a origem O do plano, como por exem-
plo o circulo e a elipse, podem ser descritas de maneira mais
simples que nos sistemas de coordenadas vetoriais.

Num sistema de coordenadas polares um pqnto P é locali-
zado no plano em relacdo a uma semi-reta OA. A origem O
dessa semi reta € denominada origelm do sistema de coordena-
das polares ou polo e a semi-reta OA é dito eixo polar.

P

P

@) A

As coordenadas de um ponto P num sistema de coordena-
das polares € um par (r; ), onde r é a distancia do ponto ao
polo,listo e, r =d(O;P)e élo angulo orientado que a semi-
reta OP faz com a semi-reta OA. Claramente a posicdo do
ponto ca bem determinada se conhecemos re: Opar(r, )
é denominado coordenadas polares do ponto P, e neste caso
escreveremos simplesmente P : (r; )
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Fig. 3.7: Coordenadas polares

Como € o angulo orientado entre o eixo OA e areta OP
seus valores podem ser positivo ou negativo conforme a orien -
tacdo no sentido anti-horario ou horario do angulo.

Por outro lado, o raio r, sendo a distancia de P a origem,
é naturalmente um numero real positivo, porém podemos es-
tender seu signi cado de modo a termos raios negativos. Para
ISSO convencionamos queoponto ( r, ) com r > 0 deve ser
construido do seguinte modo: construimos uma semi-reta faz
uma angulo com o eixo polar e estendemos essa semi-reta.
marcarmos o ponto ( r; ) como sendo o ponto sobre a exten-
sao da semireta que dista r do polo O:

Uma diferenca fundamental entre os sistemas de coordena-
das cartesianas e o sistema de coordenadas polares é que em
coordenadas polares um ponto P pode ser descrito por uma
in nidade de coordenadas. Por exemplo, a origem O é descrita
por todas as coordenadas da forma (0; ) :, enquanto que um
ponto P : (r; ) distinto da origem €& descrito por todas as co-
ordenadasdaforma (r, +2n)e( r, + (2n+1)).

Todo ponto distinto da origem possui pelo menos uma co-
ordenada na qual o raio é positivo e 0 angulo esteja entre
0 < 2 : Denominamos esse par como o conjunto principal
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de coordenadas polares do ponto em guestao.

Relacao entre Coordenadas Cartesianas e Polares

A cada sistema de coordenadas polares podemos associar um
sistema cartesiano escolhendo como a origem o polo, o0 eixo X
COMO O eixo polar e o eixo 'y como a reta perpendicular ao eixo
polar passando pela origem. Esse sistema de coordenadas é
chamado sistema cartesiano associado . Quando, ao tratarmo S
de coordenadas polares, nos referirmos as coordenadas X, Y,
eiXos X ou Y, etc. de um sistema cartesiano este sempre sera o
sistema cartesiano associado.

Observe a Figura 3.8:

y
Yo P
r
K
U X0 X

Fig. 3.8: Coordenadas polares

E facil ver que:

Xg = r cos( )
Yo = rsen( )

_ 2 2
r = XoT Yo
Yo

[0 =
g X

Assim temos gque as coordenadas polares e as coordenadas
cartesianas do sistemas associado se relacionam segundo a
seguinte tabela:
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Coordenadas Cartesianas | Coordenadas Polares
(r cos ;r sen ) (r; )
(x;y) (p X2+ y?2; arctg( %))

Exemplo 3.38. Determinar as coordenadas retangulares do
ponto P cujas coordenadas polares sao (3; 120°)

C
Solucao: Nestecaso r =3 e = 120° logo as coordenadas
sao:
rcos( )=3 1 3 (3.11)
X = = — = — .
P 2 P 2
=rsen( )=3 §'—3 3 (3.12)
y = = > T :
!
. 333
Ou seja, P : - —
2 2
Exemplo 3.39. Determinar as coordenadas polares do ponto
cujas coordenadas retangularessao  (1; 1).
C
. R P _
Solucao: Temos que r = 1+1 = 2 e que =
7
arctg( 1) .Para 0 < 2. temosque = —:
Logo o conjunto principal de coordenadas do ponto é
7
1, —
4
Outras coordenadas possiveis

para o ponto sao 1, +2 n e 1; + 2n +1)

B~
BN



T~ 4 AR L s i W mm i S i Vs Y’ EmiVI S % % V' i NS VS Y

Exemplo 3.40. Determinar a equacao retangular do lugar geo-
metrico cuja equacao polar é

C

Solucao: Aequacao dada é equivalentea r r cos =2: Subs-
tituindo r er cos temos:
o [
X2+ y2 x =2
Transpondo Xx e elevando ao quadrado temos

x2+ y2=(2+ x)°

que simplicapara y? =4(x +1) (uma parabola).

Exemplo 3.41. Mostre que a distancia d entre os pontos (ri; 1)

e (r; ») em coordenadas polares é

q
d= r%+ r% 2r1rZCOS( 1 2)

=

Solucao: Usando a lei dos cossenos temos:

kPQk? = kOPk?+ kOQk? 2kOP k*kOQkcos( » (3)13)

= rf+r5 2rirpcos( 2 1) (3.14)
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E consequentemente a distancia do ponto P ao ponto Q é:

q
kPQk= r2+r2 2rirpcos( » 1)




Retas e Planos

Dando continuidade ao nosso estudo sobre lugares geometri-
cos e suas equacdes, vamos nos concentrar agora no estudo
de dois elementos geométricos fundamentais da geometria as
retas e os planos.

Ressaltamos, que em todo este capitulo utilizaremos um sis-
tema de coordenadas cartesiano (i;j; k; O ).

EquacoOes da Reta

Um dos postulados da geometria

Euclidiana nos diz que, dados dois
pontos no espaco existe uma unica reta contendo estes pon-
tos. Isso nos leva ao seguinte problema dados dois pontos A
e B, determinar a equacao da reta r que passa por estes dois

pontos.
|
Para isto, observel que dado um ponto X em r, o vetor AX

é pfls\ralelo aolvetor AB , e portanto existe um escalar t 2 R tal
que AX = tAB . Assim, temos que

| |
X = A+ AX = A + tAB;

132
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! : :
e considerando A :(a;b;c)ev = AB = vji+ vy + v3k, vemos
gque um ponto X : (X;y;z ) pertence areta r se e somente se

"AX = vt ou ainda

Expandindo obtemos

O 1 0 1 O 1
X a V1
Ly E=Bnk+ Bv. Gt
Z C V3
ou de forma mais simpli cada:
8
3X = a+ vit
r :gy = b+ vot
- Z = Cc+ vst

4.1)

(4.2)

(4.3)

A equacao 4.1 é conhecida como equacéao vetorial da reta
r, e nestas condicbes o ponto A € chamado ponto inicial e o
vetor v é dito vetor diretor da retareta r. As equacbes em 4.3

sao chamadas as equacOes parametricas da reta

Heuristicamente, pensando no parametro  t como tempo, po-

demos entender esta equacédo como a trajetoria de um ponto
gue se move no espaco tendo o ponto A como o ponto inicial

e 0 vetor v como a velocidade, e assim para cada valor de

obtemos um ponto no espago.

t

Outra forma de representar a reta r pode ser obtida ao iso-
larmos o parametro t nas equacOes paramétricas. Assim, se
em 4.3 tivermos v, 6 0;v, 6 0 e vs 6 0, podemos eliminar o

parametro t e obter
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chamadas de equacOes dareta r na forma simetrica.

E importante observar que a equacéo de uma reta, em qual-
guer uma de suas formas, ndo é unica. De fato, as equacoes
dependem fundamentalmente da escolha do ponto inicial e do
vetor diretor, gerando assim uma in nidade de equacdes para
representar um mesma reta. Para entender esta a rmativa, co n-
sideremosumareta r : X = A + vt. Escolhendo um ponto B
em r, podemos trocar o ponto inicial por B e assim represen-
tar r porr : X = B + vt. Do mesmo modo, trocando o vetor
diretor v por outro vetor vOparalelo, obtemosque X = A + vQ
é também uma equacao vetorial para r (veja exercicio ??).

Exemplo 4.1. Encontre as equacdes da reta que passa pelos
pontos A :(0;1;1)eB :(1;3;0).

C

|
Solucao: Escolhendo v = AB :(1;2; 1) como vetor diretor e
A como ponto inicial obtemos a equacao vetorial

%§§:%§§+%21 t

As equacdes paramétricas camentdo x = tjy =142 t;z =
1 t.

As equac0Oes simétricas para essa reta sao obtidas isolando
0 parametro t nas equacoOes anteriores, ou seja,

y 1 z 1
2 1




Exemplo 4.2. Dada a reta r de equacdo paramétricas r : X =
(1;3;2)+(1 ;1;2)t.

1 | Encontre trés pontos pertencentes a essa reta.

2 | Encontre um conjunto de equacbes vetoriais para essa
reta na qual o ponto inicial seja distinto.

3| Encontre um conjunto de equacbes vetoriais para essa
reta na qual o vetor diretor seja distinto

Solucao:

1| Claramente o ponto (1; 3; 2) pertence a essa reta. Para ob-
ter outros pontos desta reta bastam que escolhamos va-
lores distintos para o parametro t. Assim,se t =1 temos
que (1;3;2)+(1 ;1;2)=(2 ;4;4) pertence areta. Tomando
t= 2temosque (1;3;2) 2(1;1;2)=( 1;1; 2) per-
tence a reta.

2 | Substituindo o ponto inicial por outro ponto pertencente

a reta obtemos equacbes com as propriedades exigidas.
Escolhendo, por exemplo, o ponto ( 1;1; 2) obtemos a
equacao vetorial

r-X =( 1;1, 2)+(1;1;2)t:

3 | Substituindo o vetor diretor por um de seus multiplos néao

nulos obtemos equacbes com as propriedades exigidas.



Se, por exemplo, multiplicarmos o vetor diretor por — en-
contramos a equacao vetorial

r-X =(C 1,1; 2)+( 1-1'1)t'
. - ’ ’ 2121 .

Exemplo 4.3. Verique seospontos A :(4;1;5 eB :(0;0;0)
pertencemareta r : (1;1;2)+ (1 ;0;1)t.

C

Solucao: Paraqueoponto A pertencaareta r € necessario que
exista t 2 R tal que:

(4:1;5)=(1 :1;2)+ (1 ;0; 1)t

Ou seja, deve existir t8tal gue o sistema de equacoes

3 4=1+t
1=1+01t
5=2+ t

tenha solucao.

O sistema acima possui solucdo, t = 3, e logo o ponto A
pertence areta r.

De modo analogo, para que o ponto B pertenca areta r é
necessario que exista t 2 R tal que

(0;0;0)=(1;1;2)+(1 ;0; 1)t;
ou seja, deve existir t tal gue o sistema de equacdes

3 0=1+t
0=1+01t
0=2+ t
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tenha solucéo.

Como sistema acima nao possui solucao, o ponto B nao per-
tence areta r.

Exemplo 4.4. Identi que o lugar geométrico dado pelas equa-

coes
2 3x 2y 2 5z 1

Solucéo: Dividindo os numeradores e os denominadores de
cada frac&o pelo coe ciente das variaveis, obtemos

2 1
— y4 —
3.y 1 5.

7 )

3 2 5

X

Esta sdo as equacdes na forma simétrica de uma reta. E
portanto o lugar geométrico € uma reta passando pelo ponto

2 1 _ 7 3 2
(=;1; =) com vetor diretor (—=; —=; =).
3 5 325

Exemplo4.5. Veriqueseasretas r : X =(1;1;1)+(1 ;0; 1)t
es: X =(0;4,3)+( 1;1;0)t se interceptam.

Solucédo: Para que um ponto P pertenca simultaneamente as
retas r e s, devem existir nUmeros reais t; e t, tais que

P=(1:;1;1)+1;0;D)t;, e P =(0:;4,3)+( 1;1;0)t,:



De onde encontramos que
(1;L1)+@Q 0Dt =(0;4,3)+( 1,1,0)t;

Resolvendo o sistema acima encontramos ty, = 2;t, = 3.
Como o sistema possui solucdo, concluimos que as retas res
se interceptam.

Para determinar o ponto de interseccao substituimos t! ty
naequacédo P =(1;1;1)+(1 ;0;1)t; e obtemos

P :(8;13):

E importante observar que para determinarmos se as retas in-
terceptam, usamos parametros distintos para cada reta. Iss oé
fundamental, pois o ponto P apesar de pertencer a ambas as
retas, € descrito em cada conjunto de equacdes por um valor
distinto de t.

Equacdes da reta no plano

No caso bidimensional, as equacdes que des-
v crevem as linhas retas podem ser descritas de
| modo mais simplicado. Comecamos obser-
< - vando que, de modo anélogo ao caso tridimen-
sional, escolhidos um ponto inicial A e um vetor
diretor v, esta reta pode ser descrita vetorialmente como:

r-X = A+ vt (4.4)
Nesse caso a expressao em coordenadas ca:

= + t (4.5)



Sev; v, 6 0 podemos escrever a forma simétrica das equa-
¢cOes da reta no plano

X a_y b
V1 7
ou ainda,
V2
y b= —(x a)
Vi
. Vo | : :
O numero real m = — é denominado coe ciente angular
Vi
da reta r, e admite uma interpretacdo geomeétrica muito sim-
ples: o coe ciente angular é a tangente do angulo angulo entr e

a reta e o eixo x. Com essa de nicao é facil ver que, para as
retas nao paralelas ao eixo Yy, podemos escolher o vetor diretor
como i + mj , e assim obter equacao a m ou reduzida da reta
bidimensional

y = mx + n;

onden=Db ma.

v

As retas paralelas aos eixos coordenados( v =0 ouvy,=0)
sao especiais. Para as retas paralelas ao eixo Yy, ou seja, retas

com vetor diretor |, o coe ciente angular nao esta de nido ja
Vo ~ .

que m = —. Para obter uma equacao para este tipo de reta,
Vi

basta observar que todos 0s pontos possuem a primeira coor-
denada (coordenada x) iguais. Ou seja, se a reta passa pelo
ponto A : (a;b) entdo todo ponto (x;y)emr edotipo (a;y), e
portanto sua equacao sera dadapor x = a.

Do mesmo modo, se a reta € paralela ao eixo X e passa por
um ponto A :(a;b), entdo sua equacao € dada por y = b.



A

1Ay=consta

X=constante

b
>

\]

Fig. 4.1: Retas paralelas aos eixos coordenados

Observacéo 4.6. E facil ver que a equacéo de toda reta no plano
pode ser escrita na forma:

ax + by+ ¢c=0;

com a; b; c constantes reais. Tal forma é conhecida como forma
canonica ou equacao cartesiana da reta no plano.

A equacao na forma candnica é Unica a menos de uma cons-
tante multiplicativa, istoe ax + by+ ¢=0 eak + b0y + cO=0
representam uma mesma reta se e somente se existe 2 R tal
qguea= aQb= b0ec= c O0(Porqué?).

Exemplo 4.7. Encontre a equacao da reta que passa pelo ponto
(1;1) e que faz angulo de 60 com 0 eixo X.

C

Exemplo 4.8. Seja r a reta que passa pelos pontos (x1;y1) €
(X2;¥Y2). Mostre que o coe ciente angular dareta r é:

_ Y2 Y1
X2 X1

Solucao: O vetor diretor dessa reta é€:

(X2 X)i+(y2 VY1)

Y2 Y1

Econsequentemente m = .
X2 X1
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Exemplo 4.9. Mostre que a equacao da reta passando pelos
pontos A =( X1;¥1);B =(X2;Yy2), pode ser escrita como:

xy 1
X1 y1 1 =0
X2 y2 1

C

Solucédo: Seja P : (x;y ) um ponto qualquer. O ponto P per-
tence a reta determinada pelos pontos A e B se e somente se
A;B;P forem colineares, e o resultado segue do critério da
proposicao 3.28.

Exercicios

Ex. 4.1 — Desenhe areta que passapor ( 1;3) e (3;0). Deter-
mine sua equacao e onde ela intercepta 0s eixos.

9
r:3x+4y 9=0. Interseccoes: O;Ze(S;O).

Ex. 4.2 — Determine as equacbes paramétricas e na forma
canodnica das retas que passam pelos pontos A eB.

a) A=@3;5eB =( 2,3
b) A=(0;1)eB :(1;0)(

~ L Xx=3+5t
a.)Equacbes paramétricas:
y=5+21
Equacgdes na forma canﬁnica:( 2x 5y +19=0
Lo X =1
b.)Equacdes paramétricas: y=1 t

Equacgdes na forma candnica: x+y 1=0
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Ex. 4.3 — Determine as equacOes paramétricas e na forma si-
metrica (se existirem) das retas que passam pelos pontos A e
B.

a) A=3;51)eB =( 2;3;2)
b) A=(0;1;,00eB =(1,;0;0)
c) A=(0;11)eB =(0,;0;0)
d A=3B;2;1)eB =(6;1;4)

Ex. 4.4 — Escreva as equacOes do movimento do ponto P
(X;y;z ) que comeca em (3; 1, 5) e que se move retilinea-
mente e uniformemente na direcdo do vetor ( 2;6; 3) com ve-
locidade v =14 .

Ex. 4.5 — Escreva as equacdoes do movimento do ponto P
(X;y;z ) que se move retilineamente e uniformemente e per-
correu a distancia distancia entre os pontos ( 7;12;5 e
(9; 4; 3) nointervalodetempo t; =1 et,=4.

Ex. 4.6 — Duas particulas P; e P, se movem retilineamente e
uniformemente. A primeira particula inicia seu movimento e m
A : ( 5;4; 5) e se move com velocidade v = 14 na dire-
cao do vetor (3; 6;3), a segunda particula comeca no ponto
B :( 5;16; 6) e se move com velocidade v = 13 na direcao
oposta ao vetor ( 4;12; 3).

a) Escreva as equacbes de movimento para cada particula.

b) Mostre que suas trajetdrias se interceptam e ache o ponto
P de interseccao.

c) Determine o tempo que a primeira particula gasta para ir
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de A até P.

d) Determine o tempo que a segunda particula gasta para ir
de B até P.

Ex.4.7— Dados A =(1;2;3)eB = (4 ;5;6) determine a equa-
cao paramétrica da reta que passa por A e B: Determine tam-
bém os pontos onde essa reta corta os planos coordenados
XY ,XZ eYZ:

Ex. 4.8 — Os lados de um triangulo estdo sobre as retas y =
2x +1;y =3x 2ey =1 x: Determine os vertices desse
triangulo.

Ex. 4.9 — Dado A : (1;2). Determine o ponto B tal que o trian-
gulo OAB seja equilatero.

Ex. 4.10 — Determine a equacao das trés medianas de um tri-
angulo com vertices (a; 0) ; (b;0);(0;c).

Ex.4.11 — Os pontos A =(2;5) eB = (14 ;1) sdo simétricos
em relacdo a uma reta. Determine a equacéao padrao e parame-
trica dessa reta.

Ex. 4.12 — Chama -se baricentro de um triangulo o ponto de
encontro das trés medianas. Determine as coordenadas do ba-
ricentro do triangulo ABC nos seguintes casos.

a) A=(1:5),;B=@3,;2)C=(2:4
b) A=(X1Yy1):;B =(X2y2)eC =(X3z;y3)
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Ex. 4.13 — Determine as coordenadas do ponto de trisseccao

de uma mediana (0 ponto que esta a 3 do caminho do vértice
ao ponto medio do lado oposto) e prove que ndo somente ele
satisfaz a equacao das outras duas medianas, mas que também
ele é o ponto de trisseccao das outras duas medianas. Conclua
gue as trés medianas sao concorrentes, i.e, elas passam pelo
mesmo ponto.

[Dica: Para triangulo genérico as coordenadas podem ser es-
colhidas de modo que os veértices sejam  (0;0);(0;a) e(b;c) ]

Ex. 4.14 — O ponto em que duas retas nao paralelas se encon-
tram deve satisfazer ambas equacOes. Determine o ponto de
interseccaode 3x 4y =1edx+6y =14

Ex. 4.15 — Determine ainclinacéo, o ponto de intersec¢céo com
0 eixo y e desenhe. Quando a inclinacéo ou o ponto de inter-
seccao nao existir, diga.

a) 3x 4y =6

b) 2x +3y =6

c) 7y +9=0

d) A

e) y=mx +b

fy bx+ ay =0

g) 4x2=9

h) xy(2x 3y+4)=0

) xcos( )+ ysen( )= h (indigue h e emsua gura).

) x=3+2 tty = 1 3t
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Nos proximos exercicios ache a equacao da reta e dese-
nhe uma gura de cada.

Ex. 4.16 — Alinha que passa por ( 5;7) perpendiculara 4x
oy =10.

Ex. 4.17 — Duas retas por ( 2;3), uma paralela e outra per-
pendiculara 3x +2y +5=0

Ex. 4.18 — Areta que passa por (a; 0) perpendicular a
1

i+¥:
a b

Ex. 4.19 — No triangulos de vértice (a; 0);(b;0);(0;c):
a) ache as equac0es das trés alturas;
b) ache as equacbes das trés medianas;

C) prove que as trés alturas se encontram num ponto H cha-
mado ortocentro do triangulo.

d) prove que as trés medianas se encontram num ponto o°
chamado circuncentro do triangulo.

Ex. 4.20 — Encontre duas linhas retas de inclinagao gue fa-

Wl PwWIN

zem com o0s eixos coordenados um triangulo de area

Ex. 4.21 — Mostre que para quaisquer valores de s et as re-
tas (2s+3t)x +(83s 2t)y = 5s + 4t passam pelo mesmo
ponto. Determine esse ponto e mostre também que toda reta
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gue passa por esse ponto é representada por uma equacao da
forma acima para uma escolha convenientede set:

Ex. 4.22 — Determine a e b de modo que as equacbes x = at +
ley = bt +5 sejam uma representacao parametrica da reta
y=2X+3:

Ex. 4.23 — Identi que a linha cujas equacdes sao 2X 1 =
4y +8 = 3 z 5. Determine o vetor diretor e trés pontos que
pertencam a essa reta.

Ex. 4.24 — Facaomesmo paraareta 2x =3 edy =5

Ex. 4.25 — Determine a equacao padraodareta 3x 2y+5z =
6,2x + y 3z = 0: Escreva a equacao da reta na forma para-
metrica.

Ex. 4.26 — Encontre a equacao da reta perpendicular ao plano
gue passa pelos pontos (3;4;2); ( 1;5;3);(2;1,4) e que
passe pela origem.

Ex. 427 — Sejam P = (1;0;1) eQ = (0;1;1). Em cada um
dos casos a seguir ache um ponto C dareta PQ tal que a area
do triangulo ABC seja %

a A=(1;2;1);B =(1;2;3).

b) A=(1:;3;2);B =(2;2;2).

c) A=(3;0;2);B =(2;1,;2).

d A=3; 2;1);B =(0;0;1).
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Ex. 4.28 — A reta que intercepta o0 eixo X no ponto (a;0) e o
eixo y no ponto (0;b) sendo ambos os pontos distintos da ori-
gem. Mostre que a equacao dessa reta pode ser escrita como:

i + X =1
a b
Ex. 429 — a) Considere uma reta r contida no plano de

equacao ax + by + ¢ =0. Mostre que ovetor n = ( a;b)
é normal a todo vetor diretorde r.

b) Mostre que toda reta r contida no plano normal ao vetor
n = ( a;b) tem uma equacao naforma ax + by+ ¢ =0
para algum c 2 R.

Ex. 4.30 — Determine a equacao da reta que passa a uma dis-
tancia h da origem e cujo segmento de tamanho h forma um

\J

angulo  como o eixo x (veja ??) ‘ [Dica:
Determine os pontos onde a reta intercepta o eixo X e 0 eixo y
emtermos de h; e useoresultadodoitema. |

Equacoes do Plano

EquacOes Paramétricas e Vetoriais do Plano



= Passemos agora a um novo problema:
1 P
% ” determinar uma equacao (ou conjunto
P> ~
Po " de equacbes) que representem um dado
plano no espaco euclidiano. Primeiro,
lembremos que dados trés pontos Pg; P, e P, ndo colineares

existe um unico plano passando por esses pontos.

Seguindo entdo as mesmas ideias utilizadas no caso da reta,

para determinar as equacobes de utilizaremos um pcl)nto ini-
cial (por exemplo Pg) em conjunto com vetores u = PgP4, de-
terminados pelos pontos escolhidos. Tome agolra um ponto P

qualquer deste plano, e observe que o vetor PyP é paralelo ao
plano , e portanto coplanar aos vetores u e v. Como os pon-
tos Pg; P, e P, sdo nao colineares, concluimos que os vetores

u e v sao linearmente independentles, e assim, pelo Teorema da
Base, podemos escrever o vetor PoP como combinacéao linear

de u e v, isto €, existem escalares s;t 2 R tais que

|
"PoP = us + vt;

e portanto
P = Po+ us + vt (4.6)

Assim como no caso das retas, a equacao ( 4.6) € chamada
de equacéao vetorial do plano.
Escrevendo P : (X;y;z ), Po : (Xo0;Yo0;Z0), U : (Ug;usug) e
Vv 1 (V1;Vp;V3) obtemos
X = Xo+ US+ vit
Y = Yo+ U2S+ Vol
Z = Zp+ U3S+ Vat;

encontrando assim equacgdes paramétricas do plano. Vale co-
mentar que, assim como no caso das retas, as equacdes apre-
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sentadas acima nao sao unicas pois dependem do ponto e dos
vetores considerados.

Exemplo 4.10. Encontre as equacOes vetorial e parameétricas
do plano determinado pelos pontos Py : (1;0;1), P,
( 1,2;3)eP,:(3;1;0).

C

| |
Solucao: Denindo u = PoP; : ( 2;2;2) eu = PyPs
(2;1;, 1), aequacao vetorial de ca
P=@Q;0;D)+( 2;2;2)s+(2;1;, 1t

A forma paramétrica é encontrada ao olharmos coordenada
por coordenada, ou seja,

X =1 2s + 21t
y=2s+t
z=1+2 s t

Equacao Geral de um Plano

Na secao anterior vimos como encontrar

ordenadas de trés pontos nao colineares

a equacdo de um plano a partir das co- i”/
P
neste plano. Mas a geometria Euclidiana !

nos da uma outra forma de encontrarmos
a equacao de um plano. Para isso vamos primeiro lembrar que,
dada uma reta e um ponto P; podemos encontrar um Unico
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plano  que contenha o ponto P, e gque seja ortogonal a reta
dada. Observe que, neste resultado, a reta serve apenas para
determinar uma direcdo. Isso nos permite portanto substitu ir
esta reta por um vetor paralelo a ela. Neste sentido, dado um
plano , dizemos que um vetor n nao nulo & normal a se n
é ortogonal a todos os vetores paralelos a . E fundamental
notar que todo plano possui uma in nidade de vetores normais
(veja o exercicio ??).
Sejam dois polntos P1=(X1Y1;21) eP =(Xx;y;z) no plano
Como o vetor P;P
prime e perpendiculara n : (a;b;c), calculando o produto in-
terno, obtemos que

a(x xg)+ by yi)+tc(z z1)=0

e assim
ax + by + cz = ax1+ by;+ cz;

e assim, denindo d = ax; + by; + cz;; encontramos que
ax + by + cz = d para qualquer ponto P : (Xx;y;z ) perten-
cente ao plano. Em resumo, determinamos que se um ponto

P = (Xx;y;z) pertence ao plano , entdo suas coordenadas
satisfazem ax + by + cz = d.

Reciprocamente, se as coordenadas doponto P =(Xx;y;z)
satisfazemarelacdao ax + by+ cz = dtomando P =( X1;Y1;21)
teremos, pela denicdo de d, que d = axi+ by; + cz; e sub-
traindo obtemos que

a(x x1)+ by yi)+c(z z1)=0:

|
Ou seja o vetor PP

prime e ortogonal ao vetor n e consequentemente paralelo a



Observe que, para que o plano que bem determinado, o
vetor n : (a;b;c) deve ser ndo nulo, ou seja, € necessario que
a’+ b’+ c>°60:

A equacao ax + by + cz = d é chamada de equacao geral
do plano, e dada esta equacéo é facil recuperarmos um vetor
normal ao plano. Mais precisamente teremos n : (a;b;c).



Posicoes Relativas

NO0ss0 objetivo nesta secéo € entender a posicao relativa ent re
duas retas, dois planos e ou uma reta e um plano, isto &, se
estes se interseccionam, se sao paralelos, etc.

Posicao Relativas entre Retas

Posicao Relativas entre Retas no Plano

Comecaremos com o estudo da posicao relativa de duas retas
no plano. Lembremos primeiro que duas retas em um mesmo
plano podem ser:

e coincidentes, i.e., SG0 a mesma reta;
» paralelas;

e concorrentes, ou seja, se interceptam em um unico ponto.

Tomemos entao duas retas dadas em forma vetorial como
r-A+vtes:B + ut.

152
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Como a direcao de uma reta é dada pelo seu vetor direcional,
temos que as retas r e s sdo paralelas se seus vetores diretores
V e U sao paralelos, ou seja, se um € multiplo do outro.

Duas retas coincidentes r e s sao coincidentes se possuem
0 mesmo lugar geomeétrico, isto €, 0 mesmos pontos. Assim,
um primeiro requisito para coincidéncia é, claramente, par a-
lelismo. Uma vez estabelecido o paralelismo basta agora que
localizemos um ponto comum as duas retas. Podemos, por
exemplo, veri car se o ponto inicial de r (ponto A) pertence
a reta s. Caso as retas ndo possuam pontos em comum, entao
elas serao paralelas nao coincidentes.

Como as retas estdo em um mesmo plano, uma vez que nao
sejam paralelas e ou coincidentes elas claramente s6 podem
possuir um ponto em comum.

Resumindo,

Proposicdo 5.1. Duas retas em um mesmo plano sao:

e Paralelas se e somente se seus vetores diretores sao mul-
tiplos um do outro.

Neste caso elas podem ser:

— Coincidentes: se o lugar geomeétricode r ede ssédoo
mesmo. Neste casos as retas sao paralelas e passam
pelo mesmo ponto. Para veri car se suas retas parale-
las s&o coincidentes é su ciente veri car se elas pos-
suem um ponto em comum. Por exemplo se o ponto
B pertence areta r.

— Paralelas nao coincidentes, se ndo possuem pontos
em comum.
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« Concorrentes, ou seja, se interceptam em um Unico ponto.
Neste caso os vetores diretores nao séo paralelos.

Exemplo 5.2. Determine a posicao relativa entre as retas:

3 1
1r:(1;2+(3; 1)tes:(4;1)+(§; E)t

2r:(1;2+(3; Dtes:(2;2)+(1 ; %)t

3r:(1;2+(3; Dtes:(2;2)+(0 ; Dt

Solucao:

1 | Coincidentes. Os vetores diretores sao paralelos, i.e., mu |-
tiplos um do outro e o ponto  (4; 1) pertencea r.

2 | Paralelas nao coincidentes. Os vetores diretores séo para-
lelos, i.e., multiplos um do outro e o ponto (2; 2) pertence

ar.

3| Concorrente, pois o0s vetores diretores n&o sao paralelos.

As condi¢des acima valem apenas para equacdes vetoriais,
e consequentemente para equacoes parameétricas. Mas no caso
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bidimensional as equacdes cam mais simples e podemos re-
presentar uma reta através de uma uUnica equacao linear. Seri a
interessante entdo que tivéessemos uma maneira de comparar
equacoes nesta forma.

Tomeentdoduasretas r :ax+by+c=0 es:a%+ by +cl=
0. Vamos supor por um instante que b 6 0 eb® 6 0 (r e s
nao sao paralelas ao eixo y). Nao é dificil se convencer que

r e s sdo paralelas se, e sO se, seus coe cientes angulares

. . a a _
forem os mesmos. Ou seja, precisamos que  — = ——. Mas isto

é equivalente a dizerque a%= a eb’= b paraalgum 2 R.
Observe gque se ambas forem paralelas ao eixo y, entao b =
b®= 0 e a mesma condicio vale.

Se r e s forem coincidentes entao, pela condicao dada
acima, temos que

0= a%+b¥y+c’= (ax+by)+ c®= (ax+by+c) c+c®= ¢+

e portanto c°= c .

Resumindo, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 5.3. Dadas duas retas no plano descritas pelas equa-
coesr :ax + by+ c=0es:a% + by + c°=0, entdo:

1] Se o vetor (a;b;c) é miltiplo de (a%b®%c9 as retas sdo

coincidentes.

2| Se o vetor (a;b) é miiltiplo de (a%b9%, ou equivalente-
mente 0s coe cientes angulares sao iguais entao as retas

sao paralelas.
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3| Se o vetor (a;b) ndo é mdltiplo de (a%bY, ou equivalen-
temente 0s coe cientes angulares sao distintos entao as

retas sao paralelas.

A

AT

Fig. 5.1: Retas Reversas

Posicao Relativas entre Retas no Espaco

Passemos agora para a analise do caso espacial. Quando con-
sideramos duas retas no espaco elas podem estar ou ndo num
mesmo plano. Caso elas estejam num um mesmo plano seréao
ditas retas coplanares, e podemos para essas retas aplicar a
analise de posicao relativa que zemos na secao anterior. Re S-
saltamos que se duas retas sao paralelas elas sao necessaria -
mente coplanares. Por outro lado, retas nao coplanares rece -
bem o nome de reversas. Em resumo, duas retas no espaco
podem ser

 Reversas, se as duas retas nao estiverem contidas num
mesmo plano.

» Coplanares, se as duas retas estiverem contidas num
mesmo plano. Neste caso, valem as classi cacdes vistas
até agora, e as retas podem ser:
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— Coincidentes;
— Paralelas;

— Concorrentes.

Precisamos entdo encontrar um critério para determinar se
duas retas s&o ou nao coplanares. Para tanto, considere duas
retasr : A+ vties:B + us,com A 6 IB. Ser e s forem co-
planares, entao necessariamente o vetolr AB deve ser coplanar
aos vetores u ev, ou seja, 0S vetoresI AB;u ev sdolinearmente
dependentes. Do mesmo modo, se AB;u e v forem coplanares
entdo a reta s esta contida no mesmo plano determinado pela

reta r e pelo ponto B . Isso nos da o seguinte resultado.

Teorema5.4. Duasretas r : A + Yt es : B + us séao copla-
nares se e somente se os vetores AB;u;v forem linearmente
dependentes, ou seja se:

(u v) ,!AB =0:

Exemplo 5.5. Determine a posicéo relativa entre as seguintes
retas:

a)r:(1;2;,0)0+ t(2;2;2)es:(1;3;3)+ t(2;2;3)

by r :(1;0;0)+ t(2;2;2)es:(2;3;0)+ t(1; 1;2)
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c)r:(1;0;0)+ t(1;1;1) es:(2;3,0)+ t(1;1;1)

dr:(1;0;0+ t(1;;)es:(2;1;,1)+ t(1;1;1)

Solucéo:

a) Para determinar se

b)

r e s sao coplanares precisamos es-

b S Nl

tudar a dependéncia linear dos vetores (2;2;2), (2;2;3) e

0;1;3) =(1:;3;3) (1;2;0). Como o determinante for-

mado pelas coordenadas destes vetores vale

2 2 2
223 = 260;
013

concluimos gue as retas nao sao coplanares, sendo por-
tanto reversas.

Como o determinante formado pelas coordenadas dos ve-
tores (2;2;2),(1; 1;2)e(1;3;0)

2 2 2
1 12 =0
1 3 0

as retas sao coplanares. Como os vetores diretores néo
sao multiplos, as retas sao concorrentes.

c) As retas acima possuem o mesmo vetor diretor, de onde

concluimos que sao coplanares e paralelas. Como o ponto

(1;0; 0) ndo pertence a s, as retas sao paralelas e néao coin-

cidentes.
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d) Assim como no item anterior, as retas sdo coplanares e
paralelas. Como o ponto (1;0;0) pertence a reta s (basta
fazer t = 1 na equacéo de s) obtemos que r e s sao de
fato coincidentes.

Exercicios

Ex. 5.1 — Sejam r a reta representada parametricamente por
X=at+ bey=ct+ desaretacujaequagcdoé x + y = C:
a) Quando r intercepta s?

b) Se r interceptar s determine o ponto P de interseccéao
entre as duas retas:

Ex. 5.2 — Verique se as retas r e s S0 concorrentes e, se
forem, obtenha o ponto de interseccao.

a r: X =(1;10+ (1;2;3);s:X =(2:;3;3)+ (3;2;1).

8 8
3 X=1+2 3Xx= 1+4
b) r : = .S = 142
) s Y 5 Y
- 7=1+3 Z = 2+6
8
X = 4
C)r'E =4+5 s: 2= 1—z
By— , 2 5 -
- z=11
X 2 +2 X z 3
d) r T Ry
3 4 4 2 2
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Ex. 5.3 — A altura e a mediana relativas ao veértice
angulo ABC estao contidas, respectivamente, em r

i

( 6;0;3)+

C=(04;

L VVIYVI—V

(3;2;0) es :
1;3), determine A eB.

V=i v VS YW

Ex. 5.4 — Mostre que duas retas

se interceptam se e somentese (a a%n n%=(b bY(m

m9

n
r. x=

n

[
@y

mz + ay = nz

s: x=m%+a%=n%=0p°

Ex. 5.5 — Estude a posicao relativadasretas r es.
(1;4;,4)+(1 ;2;3)tes:(2;5;1)+(2 ;4;06)t

(1;4,4)+(1 ;2;3)tes:(2;5 D+ (1 ;4 Dt
x+1 y z +

a)
b)
C)
d)

f)

r

r

r

1

es: X =(0;0;00+ (1;2;0).

b Nt Nt

B do tri-
X

X =(0;0;3)+ (3; 2;0). Sendo

2 3 2
X =8;1;99+ (2; 1;3)es: X =(3; 4,4+
(1; 2;2);
x 1 vy 5 z+2 z 1
= = es:x = y=
3 3 4
2y 4 z 1
X +3 = = es : X =(0;2,2 +
4 3
(1;1;, 1).

Ex.5.6 — Sejam r : X

0; 1;

1) +

(1;m; 2m).

a posicao relativade r es.

= (1:;0;2)+ (2;1;3) es :
Estude, segundo os valores de

X

m,
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Ex.5.7— Dadasasretas r : X =(0;1;0)+ (1;0;0)es: X =
( 1,2, 7)+ (2;1, 3),obtenhauma equacao vetorial dareta
t,concorrentecom r eseparalelaa ¢t =(1; 5; 1).

Ex. 5.8 — Determine o ponto de interseccéo entre a reta que
passa pelos pontos (1;2;3) e (3;2;1) e areta que passa pelos
pontos (2;1;1)e(1;2;1).

Ex. 5.9 — Determine a;b de modo que as retas sejam paralelas:

(
ax +3y 7z 1=0

5x +6y bz=0

e (
ax + by =5
2x 3y =8

Posicao relativas entre retas e planos

Passemos agora para o estudo da posicao de uma reta e um
plano. Dado um plano e umareta r temos trés possibilidades:

e ainterseccdode r e évazia. Nesse caso areta r e dita
paralela a

e ainterseccaode er € um unico ponto. Nesse caso dize-
MosS que areta r é transversal a

» ainterseccdode er tem pelo menos dois pontos. Nesse
caso temos que todos os pontos da reta  r pertencem ao
plano e dizemos que areta r esta contida em
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Nao é dificil ver que umareta r é transversal ao plano se,
e somente se, o vetor diretor dessa reta néao € paralelo ao plan 0

Ou, equivalentemente, se o vetor diretor dessa reta nao é
ortogonal ao vetor normal ao plano.

Colocando em coordenadas, obtemos que o plano de
equacéo geral ax + by + cz = d e areta r de equacao para-
metrica

(X;¥;2 ) = ( Xo;Yo+ Zo) +( V1;V2;V3)t

sao transversais se, e somente se,
(a;b;c) (vi;v2;v3 60);
ou seja, num sistema de coordenadas ortogonais:
avq,+ bvo+ cv360:

Reescrevendo esta condicao utilizando o vetor normal ao pla no
n = (a;b;c) e o vetor diretor v = (vq;Vo;V3) obtemos o se-
guinte critério.

Proposicao 5.6. Aretar : X = P + vt é transversal ao plano
de vetor normal n se, e somente se,

v nNn60:

Caso a reta r nao seja transversal ao plano , NOS restam
duas opcgoes: ou r é paralela disjuntas ou esta contida em
Para decidirmos qual € o caso basta tomarmos um ponto qual-
guer da reta e veri carmos se este pertence ao plano. Se isso
ocorrer a reta esta contida no plano, caso contrario a reta é p a-
ralela.
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Exemplo 5.7. Determine a posicao relativa entre o plano
X =1;2;)+@; 1,Dt,+(0;1;2)t,

e areta
reX =01,;3,49+1 ;1;1s:

N Nl

C
Solucao: O vetor normal ao plano é dado por:
1; ;1) 0:;L,2=( 35 21
Ecomo ( 3; 2;1) (1;1;1)= 460, aretaé transversal

ao plano.

O ponto de intersecc¢éo ocorre quando:

(1;2,1)+(1; LDt +0;L2t,=(1;3;4)+(1 ;1;1)s

cuja solucédo é s 1t 1t 3
u u = — = —; = —,
J ¢ g tiT gt 5
1

Substituindo s = 2 na equacao da reta obtemos o ponto
5 13 17
(Z; Z; Z)’ gue é portanto o ponto de interseccdo de r com
Exercicios

Ex. 5.1 — Mostre que a reta
x =3t 2;y= 4t+1;z=4t 5

é paraleloaoplano 4x 3y 6z 5=0
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Ex. 5.2 — Determine a equacéao do plano contendo a reta
2x +3y z=5
2X 5S5y+2z=6

y z
e paralelaareta x = 5 = =

Ex. 5.3 — Mostre que areta
1
§(x N= (y+3)= z 4

intersecciona os planos 1.:6x+4y 5z=4e ,:x by+2z=
12 no mesmo ponto. Conclua que essa reta € coplanar com a
reta determinada pela interseccéo desses planos.

Ex. 5.4 — Encontre o ponto de interseccdo da reta dada com o

plano dado:
x 1 y+1 Z

a) = = — 2x +3y+z 1=0
1 2 6
X +3 y 2 z+1

b) = = ; X 2y+z 15=0
3 1 5
X +2 y 1 =z 3

C) = = : X+2y+2z+6=0
2 3 2

Ex. 5.5 — Escreva as equacbes do plano que passa por
(1;2; 3) e é paralelo as retas:

x 1 y+1 z 1 X +95 y 2 z+3

2 3 3’ 3 2 1
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Ex. 5.6 — Mostre que as equacdes do plano que passa pelo
ponto (Xo;Yo;Zo) € € paralelo as retas:

X ay _y b1 z ¢ X a, y b2 z ¢

I P |3 m m ; m 3

pode ser escrita como:

X Xo¥Y Yo 12 2o
|1 |2 |3 =0:
m 1 m m a3

Ex. 5.7 — Mostre que a equacao do plano que passa pelos pon-
tos (Xo;VYo;Z0) € (X1;Y1;21) € é paralelo a reta:

X il Yy bl Z Cq1

pode ser escrita como:

X Xo Y VYo <Z Zo
X1 Xo Y1 VYo z1 Zo =0:

|1 P |3

Ex. 5.8 — Prove que as retas:
x 1 y+2 zZ 5

N N

= e (xy;z)=@Bt 7;2t+2; 2t+1)

2 3 4
sao coplanares e determine a equacéao desse plano.

Posicao relativas entre planos

Queremos agora estudar a posicado de dois planos no espaco.
Para comecar analisemos quais as possiveis posicoes relati
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vas, para depois determinar condicdes algebricas que as det er-
minem. Dados ent&o dois planos 1 € »temos trés possibili-
dades:

e a interseccdo de ; e , € vazia. Nesse caso, 0s planos
sao ditos paralelos distintos.

e ainterseccdode 1e , énao vazia, e dois sub-casos séo
possiveis:

— ainterseccdode ;e , € uma reta, e os planos sao
ditos transversais.

— 1€ 5 sao coincidentes.

Assim como no caso reta  plano, para estudar a posicao re-
lativa entre dois planos utilizaremos intensamente 0s veto res
normais a estes planos. Para dois planos serem paralelos, po r
exemplo, precisamos gque seus vetores normais sejam parale-
los entre si.

A seguinte proposicao caracteriza a posicao relativa de doi S
planos. Sua demonstracao € simples e ca como exercicio para
o leitor.

Proposicdo 5.8. Sejam e , dois planos de equagdes aix +
biy + ¢, = dyeayx + by + ¢,z = d, respectivamente. entao:

« Os planos 1 e , sao paralelos se os seus vetores nor-
mais forem paralelos, isto €, se

(ag;b1;c1) =  (az;bg;cy):

Nesse caso se:
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— (ayg; by;cq;dy) for proporcional a (as; by;co;dy), entao
os planos séo coincidentes

— (ay; by1;cq;dy) ndo for proporcionala (a»; by;cy;d>), en-
tdo os planos séo paralelos distintos.

« Osplanos 1e ,saotransversais se 0S seus vetores nor-
mais nao forem paralelos, isto €, se  (ap;by;c1) e (aq;bi;cq)
Nao sSao proporcionais.

E interessante observar que se 1 € -, forem transversais,
entdo a reta r determinada pela intersecdo dos dois planos
deve ser perpendicular aos vetores normais ny = (ag;by;cy)
e n, = (ap;by;Ccy), e podemos tomar o vetor n; n, cOmMo ve-
tor diretor de r. Assim, escolhendo um ponto P qualquer na
intersecaode ;e ,, obtemos

r-X =P +(ny not

Exemplos 5.9

e Osplanos 1:2x+3y+4x =5e ,:6x+2y+2x =3 séo
transversais. E assim a sua interseccao, ou seja, o sistema

2X +3y+4x =5
6X +2y +2x =3

determina uma reta.

e Osplanos 1:2x+3y+4x =5e ,:4x+6y+8x =2 séo
paralelos e ndo coincidentes. E assim a sua interseccao é
0 conjunto vazio.Ou seja, 0 sistema
2X +3y+4x =5
6X +2y +2x =3

Nao possui solugdes.
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e Osplanos ;:2x+3y+4x =5¢e ,:4x+6y+8x =10 séo
coincidentes. E assim a sua intersecc¢ao € o plano 1= 2.
Ou seja, o sistema

(
2X +3y+4x =5

4x +6y +8x =10

tem como solucao um plano.

Exemplo 5.10. Areta r é dada como interseccéo de dois planos

(

X+y+2z=0
Y (5.1)
X z=1
Escreva as equacdes paramétricas para essa reta.
C

Solucado: Um modo de obter as equacdes paramétricas da reta
é escolher uma das variaveis € faze-la igual ao parametro t.
Assim por exemplo, fazendo z = t. Aequagdao x z =1,
nos diz que x = 1+ t. Substituindo esse valores na equacgao

X+y+2z=0,temosy = 1 t.E assimobtemos que as
equacoOes parametricas da reta sao:
8
3 x=1+t
= 1 3t
3 y

Outro modo de obter a equacao vetorial € encontrando dois
pontos que satisfazem a equacao. Assim por exemplo tomando
z =0, o sistema de equagcdes 5.1 ca

(
Xx+y=0

X =1
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Cuja solugao é o ponto (1; 1;0), que pertence a reta determi-
nada pela interseccao dos dois planos. Similarmente tomand 0
z= 1,temosqueoponto (0;2; 1) pertence a reta.

De posse dos pontos podemos escrever a equacao vetorial

dos planos: 8
3 Xx=1+t
= 1 3t
2 y
- z=1
Exercicios

Ex. 5.1 — Mostre que os planos bx ay = n,cy bz =1 e
az cxXx = m se interceptam numa reta se e somente se al +

bm + ¢cn =0.

Ex. 5.2 — Mostre que a reta:
ox 3y+2z 5=0
2x 'y z 1=0
7.

estd contidanoplano 4x +3y +7z

Ex. 5.3 — Determine os valoresde a e b de modo que os planos
X+2y+ z=Dbe3d3x 65by+3z=1e2x+7y+ az =8 se
interceptem:

a) um ponto

b) uma reta

c) trés retas distintas e paralelas



Angulos e Distancia

Angulos

No capitulo anterior nos concentramos no estudo da posicéo
relativa entre dois objetos no espaco. Tal estudo nos permit iu
determinar se dois objetos sdo ou néao paralelos, e neste ca-
pitulo vamos aprofundar um pouco mais o estudo de posicao
relativa, de nindo e estudando uma “medida de posicao rela-
tiva” entre estes, o que denominaremos por medida angular ou
angulo entre dois objetos no espaco.

Angulo entre duas Retas

O angulo entre duas retas é de nido como o0 angulo entre seus
vetores diretores.

Fig. 6.1: Angulo entre as retas r e s.

Assimse r : A+ vtes:B + ut entdaooangulo entrer e

170
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s sera dado por
u v

cos = — (6.1)
kuk kvk
e conseguentemente
u v
- arccos ——
kuk kvk

Lembramos que a fungcdo arccos(x), retorna um angulo x tal
que O X < . Como cos(x) = cos( x), o angulo que ob-
temos acima € nao orientado, ou seja obtemos apenas o valor
absoluto do angulo. Em outras palavras, nesta de nicao, o an -
guloentre areta r e areta s € o mesmo que o angulo entre a
retasearetar.

Observamos também que entre duas retas nao paralelas
sempre existem dois angulos possiveis, e o angulo que encon-
tramos ndo é necessariamente o0 menor deles, ou seja, o0 angulo
agudo. Em algumas situagcoes é desejavel conhecermos o an-
gulo agudo entre asretas r e a reta s. Para isto, observe que se

u v
u v Oentdo —— 0. Portanto
kuk kvk
u v
arccos ———— —
kuk kvk 2

e o objetivo foi alcancado.

Caso contrario,se u Vv < 0, temos que
u v

— < arccos —— < ;
2 kuk kvk

e estamos interessados portanto no angulo suplementar

Mas note que cos( ) = cos( ), e portanto, substituindo
em (6.1) obtemosquese u v < 0, entao

cos( ) = " Y . u_vj (6.2)
kukkvk kukkvk
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Desta forma se, denotarmos por 0 angulo agudo entre as
retas r e s temos que
ju vj
cos = ——— com O
kukkvk

Exemplo 6.1. Encontreo anguloentreasreta r : X =(1;2; 1)+
X 2 y+3 z+7
(1;1;0)tes: = =

1= 1= =3

C

Solucao: Areta r t%m vetor diretor (1;1;0) e areta s tem vetor

direto (1=2;1=2;1= 2). E assim

b3
2

(1;1;0)(1=2;1=2; 1="3)

1
cCos = = p—=
k(1;1; 0)kk (1=2; ==2; =" 2)k 2

elogo = 7
E importante observar que para medir o angulo entre duas
retas nao € necessario que estas se interceptem, ja que a noss a

de nicao de angulos entre retas €, na verdade, o angulo entre

os vetores diretores das retas. Observamos também que o an-
gulo entre duas retas paralelas (coincidentes ou n&o) € semp re
0.

Também neste sentido, duas retas sao ditas ortogonais se
seus vetores diretores sédo perpendiculares. E duas retas sa 0
ditas perpendiculares se elas se interceptam e sao ortogona iS.

Fig. 6.2: Asretas AB e FG sao ortogonais mas nao perpendiculares.
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Exemplo 6.2. Verique se asretas r : (1;2;1) + (1 ;1;0)t e
s :(1;3;4) +(1; 1,3)t sao ortogonais e/ou se sao perpen-
diculares.

Solucao: Como (1;1;0) (1; 1;3)=0 elassao ortogonais.

Para veri car se elas se interceptam, basta resolvemos o sis -
tema linear:

(1;2,1)+(1:;1,0)t, =(1;3;4)+(1; 1;3)t,

Como o sistema acima, nao possui solucdes, as retas nao se
interceptam e assim elas nao sao perpendiculares.

No caso bidimensional, langcando mao da representacao por
equacoes lineares, podemos rede nir as formulas para o an-
gulo entre duas retas, e coloca-las em funcéo dainclinacao d as
retas estudadas.

Tome entdoduasretas r :y = mx+des:y = myx +
d e lembre-se que podemos expressar seus vetores diretores
respectivamentepor v = i+ mjj eu = i+ myj . Assim obtemos
que
u v 1+ mimo;

N

kukkvk 1+ m2 1+ m3

COS =

A expressao acima, assim como no caso tridimensional, nos
permite calcular o angulo nao orientado entre as retas. Esse
angulo estaentre 0e ==se 1+ mym, € positivo, e entre = e
pi se 1+ mim, é negativo. Se 1+ mim, =0 o angulo ¢ igual
a =2 e assim as retas sao perpendiculares.
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De modo analogo, podemos encontrar

sen = B jm nmlj
- P P
1+ m?2 1+ m3

ou equivalentemente

jm> nmlj

= arcsen p P ;
1+ m2 1+ m3

jm> nmlj

Neste caso, como O

)

= m%,, T+ m2 1, temos que 0O
=2.

Outro modo de determinar o angulo entre duas retas no
plano € lembrando que o coe ciente angular € a tangente do
angulo orientado (no sentido anti-horario) entre aretaé a p arte
positiva do eixo x. Assim dadas duas retas de coe ciente an-
gulares m, =tg ,em, =tg ,. Pela gura 6:3 temos que

= 5 1 e logo:

tg ) tg 1 m - m 1
tg =t9( 2 1)= =
1+tg 1tg > 1+ mim,

/

Fig. 6.3

Uma vantagem da expressao

mo mj

= arct
J 1+ mimo,

é que o angulo determinado por esta € o angulo orientado entre
asretas ryero.
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Dadas duas retas de coe cientes angulares m 1; M », entao
0 angulo entre elas é dado por:

1+ mim>,
CoOs = P p
1+ m2 1+ m3
sen = B Jmz  Myj
- P >
1+ m?2 1+ m3
mz My
tg =
1+ mim»,

Exemplo 6.3. Acheoanguloentreasretas 2x y =3 ex+3y =
4.

Solucéo: Neste caso temos que:

Wl kF
I

tg = = 7
1+

E assim =arctg( 7) 81:8699 .
\l%
1

0 1/2 3

Exemplo 6.4. Ache duas retas que passe peloponto  (2; 2) e que
faca um angulo de 45 comareta 2x 3y =4
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Solucao: Inicialmente vamos encontrar 0 coe ciente angular
dessas retas. Para isso, observamos que:

2
- m
tg45 =1= -3 5
1+ —m
3
2 2 5 1 _
E dessaforma 1+ —-m = — m elogo -m = — e assim
1 3 3 3 1 3
m = c Logoaequacdodaretae y 2= g(x 2)
No caso
2
m —
tg45 =1= 3
1+ —m

E dessaforma m =5. Logoaequacaodaretae y 2=5(x 2)

Exercicios

Ex. 6.1 — Ache o angulo agudo entreasretas 3x 4y +2=0
e2x +3y =7

Ex. 6.2 — Qual o anguloentreoeixo x eb5x +12 =37

Ex. 6.3 — Ache duas retas passando por (1; 1) que faz um
angulode 45°com 3x 4y =7.
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Ex. 6.4 — Ache os trés angulos de um triangulo cujos vértices
sao (2;1);( 1;2);(3; 2).Vejaseelessomam 180°

Ex. 6.5— Seja um dos angulos formados pelas retas ax +
by = cey = px + g: Dé uma expressao para jcos |:

Ex. 6.6 — Escreva a equacao da reta qye passa pela origem e

X 3
faz um angulo de 45 com areta > + y 5 =1

Ex. 6.7 — Mostrar que os quatro pontos (2;2), (5;6), (9;9) e
(6;5) sado os vertices de um losango e que suas diagonais se
cortam mutuamente ao meio e uma é perpendicular a outra.

Ex. 6.8 — O segmento retilineo que une os pontos medios de
dois lados opostos de qualquer quadrilatero e o segmento ret I-
lineo que une os pontos meédios das diagonais do quadrilatero
cortam se mutualmente ao meio.

Ex. 6.9 — Determine as equacdes paramétricas da reta que
passa pelo ponto (1; 2;1) e é perpendicular as retas r
1, 3;0+(1;2;Dtes:( 2;1;0+(1; 1, 1)0t.

Ex. 6.10 — Determine as equacdes paramétricas da reta per-
pendicular as retas:

x =3t 7, y= 2t+4; z=3t+4

XxX=t+1; y=2t 95 z= t 12
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Angulo entre uma Reta e um Plano

O angulo entre umareta r e um plano € de nido como o
angulo complementar ao angulo agudo entre o vetor diretor a
essa reta e o vetor normal ao plano (ver gura 6.4).

Se v € um vetor diretordareta r e n € um vetor normal ao
plano entao

sen( ) =sen > =cos( )
e logo
Jv. nj

sen( )= ————
) kvk knk

Fig. 6.4: Angulo  entre uma reta e um plano.

Dizemos que um plano com vetor normal n e uma reta r
com vetor diretor v, sdo ortogonais se 0 angulo entre eles & >
ou equivalentemente se os vetores v e n séo paralelos.

Exemplo 6.5. Determine o angulo entre areta X = (6 ;7;0) +
(1;1;0)t e o plano de equacao vetorial X = (8; 4;2) +
( 1;0;2t+(1; 2;0)s.

Solucédo: Vamos encontrar inicialmente um vetor normal a esse
plano:
n=( 1,0;2) (1; 2,0)=(4,;2;2)
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Logo o angulo entre a reta € o plano é dado por:

cen( )= (LLO) (4:2:2) "3
I"zl"ﬂ 2

eassim = —
3
Exemplo 6.6. Determine a equacao geral do plano que passa

pelo ponto (1;2;1) e que é perpendicularareta X =(1;0;0)+
(1;3; Dt

Solucao: O vetor normal ao plano pode ser escolhido como
(1;3; 1eassimaequacdogeraldesseplanoé: x+3y z = d.
Como o ponto (1;2;1) pertence ao plano, ele satisfaz a equa-
cao do plano,i.e, 1+3 2 1= d. Logo d =6 e aequacéao
geraldoplanoée x+3y z=6.

Angulo entre dois Planos

O angulo entre dois planos 1 € - édenido como o angulo
agudo entre os vetores hormais hien;

jnt Ny
cos( )=
kn 1k kn 2k
Dois planos ;e 5 com vetoresnormais ni e n, respectiva-
mente, sdo ditos ortogonais se 0 angulo entre eles é > 0 que
implica que seus vetores diretores sao perpendiculares, i. e,

ny n,=0
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Fig. 6.5

Exemplo 6.7. Determine a equacédo do plano que contém o
ponto (1;0;1) e que é perpendicular aos planos 2x+y+ z =2
e x+z=7.

Solucéo: O vetor n normal ao plano, sera ortogonal aos vetores
(2;1;1)e( 1;0;1). E assim

n=02:;11) ( 1,0;)=(1,; 3;1)

Logo a equacao geraldo planoédaforma x 3y+z = d. Como
o ponto (1;0; 1) pertence ao plano:

d=1+3 0+1=2

Eaequacdogeralé x 3y+z=2.

Exercicios

Ex. 6.11 — Ache os angulos entre os planos:
a) 3Xx y+z=2ex y=6
b) x+2y 3z=8e2x+4y 6z+31=0
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c) x=0ey=0
d x=1ex+y=1

Ex. 6.12 — Escreva a equacao vetorial do plano que passa pelo
ponto P e é perpendicular as planos:

r,+ D1=0 ri:+ D1=0:
Escreva também a equacéao geral desse plano dado que:

P :(XosYo;Zo) ni=(agbi;c1) ni=(aybycy)

Ex. 6.13 — Ache a equacéo do plano perpendicular ao plano
Xz , que contem o ponto (1;2; 3) e que faz um angulo de 2 com
X+2y+z=1.

Distancias

Passemos agora a um novo problema: de nir e determinar a
distancia entre dois objetos (ponto, reta ou plano) no espac 0.

Sabemos facilmente como determinar a distancia entre dois
pontos no espaco. Bastando para isso medir o tamanho do ve-
tor determinado por estes pontos. Mas como medir a distancia
entres outros dois objetos? Este sera nosso objetivo nesta s e-
cao.

Distancia de um ponto a uma reta

A distancia entre um ponto P e uma reta r é de nida como
a distancia entre P e ponto A 2 r mais proximo de P. Para
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determinar a distanciade P ar, sejam A e B dois pontos de r
e considere o triangulo ABP .

P

B

A area do triangulo ABP pode ser calculada usando o pro-
duto vetorial e assim temos:

1| !
AZEKAP AB Kk

Por outro lado usando que a area do triangulo € metade da base
vezes a altura temos:
kAB kh
2
| | |
e assim kAP  AB k = kAB kh e logo

| |
KAP  AB k
KAB K

h=d(P;r)=

Exemplo 6.8. Calcule a distancia do ponto P = (1;0;2) areta
r:(1;0;1)+(2 ;0; Dt.

C

ISolugéo: Escolhtlamos A =(1:;01)eB =(3;0;2). E assim
AP =(0:;0;1)eAB =(2:0;1)
k(0;0;1 2;0;1)k
apiry = KOIOD  @2i0:1)
k(2;0; 1)k

2
=
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Distancia de um ponto a uma reta no plano: o caso
bidimensional

Assim como nas sec¢des anteriores, 0 caso bidimensional pode

ser estudado separadamente. Queremos entao utilizar as ex-
pressoes determinadas anteriormente para encontrar uma ma -
neira de expressar a distancia do ponto P = (p;q) a reta
Ax + By + C =0.

Comecaremos tratando 0 caso onde a reta € paralela ao eixo
X (A =0). Neste caso, a reta teraequacao y = E e a distan-
cia sera dada pela diferenca entre a coordenada y do ponto e
dareta, ou seja, d(P;r)= jg+ Ej.

Se areta r ndo é paralela ao eixo Yy, entdo ela intercepta o
eixo x no ponto ( %; 0) e seu vetor diretor pode ser escolhido
como v = Bi  Aj (por qué?).

Desta forma, a equacéo vetorial dareta é r : ( %; 0) +

C
(B; A)t. Escolhendo A = (K;O) eB = A+ v, temos que

| C
AP =(p+ K;q),etemos

|
kAP vk
kvk

d(P;r) =

|
onde o vetor AP v pode ser calculado através do seguinte
determinante formal
i j kK
B A O

C
p+KqO

|
eassim AP v =(Bg + Ar + C)k.
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Segue entdo que kAP vk = jAr + Bs + Cj e assim

jAp + Bq + Cj

WP = e

Observe que fazendo A = 0 na expressao acima, recupera-
MOS a expressao encontrada para retas paralelas ao eixo X, e
portanto esta formula pode ser usada em qualquer caso.

Exemplo 6.9. Calcule adistanciadoponto (1;3) areta 4x 2y
3=0.

Solucéo:

Exemplo 6.10. Existem duas pontos cuja coordenadas X Ssao
iguaisa 3 equedistam 6daretar :5x 12y 3 =0. Ache
as coordenadas Yy desse ponto.

C
Solucao: Ambos os pontos podem ser representados como
(3;s). Para esses pontos temos que:
15( 3 12s 3]
g 1°C 3 l _ ¢
13
elogo j18+12sj =78 elogo s =5 ous = 8. E os pontos

sao ( 3;5 e( 3; 8
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Exercicios

Ex. 6.1 — Ache as distancias entre os pontos e as retas dadas:
a) ( 3;4) abx 2y =3.
b) ( 2,5 a7x+3=0 .
c) ( 3;4) ady+5=0 .
d) Origema 3x 2y +6=0 .

Ex. 6.2 — Determine a distancia entreoponto A =(3;1)ea
reta x +2 y = 3 :Pelo seguinte método: primeiro ache o ponto B
sobre essaretatalque d(A;B )= : Escrevaaequacao da reta
de forma par?métrica r = ro + vt e calcule o produto interno
dos vetores AB e v: Conclua.

Ex. 6.3 — Ache o comprimento das alturas de um tridngulo
com vertices (a; 0) ; (b;0);(0;c).

Ex. 6.4 — Ache a distancia entre as duas retas paralelas: 3X +
2y =6 ebx +4y =9 . (Porque essas retas sao paralelas?)

Ex. 6.5 — Prove que a distancia entre duas retas paralelas cu-
jas equacbes sdo Ax + By + C =0 eAx + By + C°=0

e.
jc  CY

P AT B2

Ex. 6.6 — Ache os pontosdareta y =2 x+1 que estao situados
a distancia 2 da origem.
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Ex. 6.7 — Quais sao as retas paralelasareta 3x 4y =1 que
estao a distancia 5 desta?

Distancia de um ponto a um plano

A distancia entre um ponto e um plano €& de nida de maneira
analoga ao caso ponto-reta. Considere entdao um plano com
vetor normal n, e P um ponto qualquer. Para calcularmos a
disténciall de P a ,tome A um ponto qualquer de e considere
o vetor AP . A gisténcia de P a sera dada entdo pela norma
da projecdo de AP sobre n, ou seja,

|
d(P; )= kProj,AP k =

Se na expressao anterior tomarmos P : (Xo;Yo;Zo), A
(ai;an;as) e supormos que o plano tem equacao geral ax +
by + cz = d, teremos que o vetor normal a este plano é
n =( a;b;c), e portanto

. _ Jalxo x1)+ b(yo yi)*t c(yo Yi)]
d(P; ) = P
ac+ b+ c

jaxo+ byo+ Cyo (axi+ byi+ Cyi)]
"aZ+ b2+ 2

(6.3)

(6.4)
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Como o ponto A pertence ao plano, temos que ax o+ byg+ cyo =

d e assim

jaxo + byg+ cyo d]
P 2 &

d(P; ) = (6.5)

Observe que, como seria de se esperar, a distancia nao de-
pende do ponto A escolhido.

Exercicios

Ex. 6.8 — Determine a distancia entre os planos dados e a ori-

gem:
a) X =5
b) x+y=1

c) 2x+y z=0
d 2x+y+z=2

Ex. 6.9 — Se a distancia da origem a um plano € d, e esse plano
intercepta os eixos em (a; 0;0), (0;b; 0) e (0;0;c) prove que:
1 1 1 1

= 4+ — ¥
d? a2 b2 c?

Distancia entre Duas Retas

Seguindo as ideias utilizadas nos casos anteriores, a dista ncia
entre duas retas r e s sera de nida como a menor distancia
entre um ponto r e um ponto de s.

Sejam entdo r;s duasretas no espagcotaisque r : A + ut e
s:B + vt.
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Se as retas forem coincidentes ou concorrentes, claramente
a distancia entre elas é nula. Se as retas forem paralelasena o
coincidentes a distancia entre elas € igual a distancia de um
ponto P qualquer de r a s, e assim essa distancia pode ser
calculada usando os conhecimentos obtidos na sec¢ao anterio .

P
d(r;s)

Se asretas r e s forem reversas comegamos escolhendo um
pontolP sobre r e um ponto Q sobre s. Projetamos entdo o
vetor PQ sobreovetor n = u v que é ortogonal asretas r e

s. A norma dessa projecao € a distancia entre as retas.

Fig. 6.6: Distancia entre retas reversas.

Como I

! PQ n
Proj ,PQ = ————
0] , PQ k"

e assim;
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PQ n
~ knk
PQ n
ku vk

d(r;s)

(6.6)

d(r;s)

(6.7)

Exercicios

Ex. 6.10 — Determinar as equacao da reta que passa pelo
ponto (3;1) e tal que a distancia desta reta ao ponto ( 1;1)
éiguala 2 2. (Duas solucdes)

Ex. 6.11 — Determinar a equacao do lugar geomeétrico de um
ponto que se move de maneira que sua distancia a reta 4x
3y +12 =0 ¢é sempre igual a duas vezes a distancia ao eixo  X.

Ex. 6.12 — O angulo de inclinacao de cada uma de duas retas
paralelas € . Se uma reta passa pelo ponto (a;b) e a outra
pelo ponto (c;d), mostrar que a distancia entre elas &

j(c a)sen (d Db)cos j

Ex. 6.13 — Ache as equacdes dos planos paralelos ao plano
3x 2y +6z+8=0 equedistam 2 desse plano.

Ex. 6.14 — Ache a distancia entre os planos paralelos
a) 4x +8y+ z=9e4x 8y+ z+18=0
b) 3x 2y+6z+8=0 ebx 4y +12z+12=0
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Ex. 6.15 — Ache a equacdo da reta que passa pelo ponto
(2;1;5) e que intercepta a reta

x 1 y+2 'z 3

3 4 2

perpendicularmente.
( 2;1) é sempreigual atrés vezes a distanciaareta y+4=0 .

Ex. 6.16 — Determinar a distancia do ponto a reta:
a) ponto (7;7;4) aretabx+2y+z 4=0e6x y 2z 10=
0

R X 7 y+3
b) ponto ( 1;2;3) areta = —

z
2 3

Ex. 6.17 — Ache os pontos sobre o0 eixo y que distam 4 do
plano x +2y 2z =0

Ex. 6.18 — Determinar a distancia d doplano 3x 12y +4z
3=0 aoponto A =(3; 1;2) pelo seguinte processo: Encon-
trar o ponto B , pé da perpendicular desde A até o plano. Entao
determinar d como o comprimento do segmento  AB:

Ex. 6.19 — Determine a distancia do ponto (2; 2; 2) areta

X=2t+1
y=3t+2
z=5t+1
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Ex. 6.20 — Determine a distancia entre as retas r que tem

equacao parameétricas:

X =2t+1
y=3t+2
z=5t+1

e areta s que tem equacao parameétrica:

x9=4s+1
y9=2s+2
7z9=1s+5

Retas em Coordenadas Polares

Se sobrepormos um sistemas de coorde-

. - (x:v )teixo
nadas polares a um sistema de coordena- P (xy) Y
das cartesianas de modo que o polo e a y
origem coincida e a direc&o principal OA,
sobreponha-se a parte positiva do eixo X ~—x L\ cixo X>
(veja gura 6.7), podemos ver que a relacao
Fig. 6.7
entre as coordenadas para 0 mesmo ponto
é dada por:
(
X = I COS
(6.8)
y = r sen
sendo
P
r= x2+ y?2 = arctg Y - arcsen S - arccos )
X X2 + y2 X2 + y2
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Substituindo as relacdes dada por 6.8, na equacéao geral de
umareta s : Ax + By = C, temos que esta pode ser expressa
em coordenadas polares como:

r(Acos + Bsen )= C (6.9)
ou equivalentemente:

C
- =(Acos + Bsen) (6.10)

Exemplo 6.11. Aequacdodareta 3x +2y =7 em coordenadas
polares é:
r(3cos +2sen )=7

Sem perda de generalidade, podemos as-

; P A24 g2 Sumirque C e positivo (Mudando os sinais
B de ambos os lados se necessario).
A . .
A 9 Se construirmos, no quadrante apropri-
ado, um triangulo retangulo de lados A e B;
a hipotenusa desse triangulo sera A2+ B?Z2; logo:
B A
p——————=sen ; P——— =COS
AZ + B 2 A 2 4+ B 2

Se dividirmos ambos os lados da equacdo 6.9 por g A2+ B?2
camos com:

A B C
p—COS + p—Sen =
A2+ BZ A2_|_ BZ

e consequentemente

r(cos cos +sen cos )= h
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sendo
C

" AZ+ B?
e desse modo a equacao da reta em coordenadas polares pode
ser escrita como:

h =

r cos ( )= h

A eguacao anterior € conhecida como equacao padrao da
reta em coordenadas polares.

O signi cado geométricode  h é a distancia da reta a origem
enquanto € o angulo entre o eixo polar e a reta passando pela
origem e pelo ponto que realiza a distancia minima entre a ori -
gem e a reta s. Podemos ver esse fato revertendo o problema,
isto €, seja s uma reta tal que a distancia dessareta a origem O
é h. Se tomarmos um ponto de coordenadas (r; ) sobre essa
reta de vetor posicdo r. Entdo o triangulo delimitado por h,r
e a reta s forma um triangulo retangulo com hipotenusa r. Em

relacdo ao angulo o lado adjacente € h e assim
h
cos( )= —
r
e logo
r cos( )= h

Exemplo 6.12. Ache o tamanho e a direcdo do segmento que
liga a perpendicularmente origem a reta abaixo.

1
- =8cos +6sen

Solucao: Comecaremos colocando a equacéao

1
r_ =8cos +6sen
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na forma padrao:
r cos( )= h

gue expandindo ca:

1 1 1
— = —COS CO0S + —sen sen
h h

-~

lgualando os temos temos:

1
Y cos =38 (6.11)
1
Y sen =6 (6.12)

Elevando as equacOes 6.11 e 6.12 ao quadrado e somando
temos:

1 —
2 100
1
e consequentemente h = 10
Dividindo a equacdo 6.12 pela equacédo 6.11 temos:
t 6 3
9 T8 1
oA 1 o
Consequentemente, temos que a distancia é — e a inclina-

3
cao dareta é arctg 2

Exercicios

Ex. 6.1 — Ache a distancia da reta

6 _
— =Ccos + 3sen
r
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a origem.

Ex. 6.2 — Ache o tamanho e a direcdo do segmento que liga a
perpendicularmente origem a reta abaixo.

2
r_ =4cos +3sen

Ex. 6.3 — ldenti que e desenhe as seguintes retas, colocando
as na forma padrao. Con ra suas respostas usando coordena-

das cartesianas
a) rcos =3
b) rsen =3
c) r(5cos +sen ):Bpi

d) 5(5cos 12sen ) =39

Ex. 6.4 — Mostre que se uma reta € paralela ao eixo x e dista h
da origem, entdo sua equacédo € dadapor rsen = h

Ex. 6.5 — Mostre que se uma reta € paralela ao eixo vy e dista
h da origem, entdo sua equacao é dada por r cos = h ou por
rcos = h,dependendo se areta se encontra a esquerda ou

a direita do eixo .

Ex. 6.6 — Mostre que a equacao da reta ligando os pontos de
coordenadas polares (rq; 1) (r,; ») é dada por:

sen( » 1) _ sen( 1) s sen( »

r ) M
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Ex. 6.7 — Dada a equacéo - = f( ) com
f( )= acos( + )+ bcos( + )

a) Mostre que esta equacao representa uma linha reta.

C
b) Conclua que r_2 = f( + =2) também representa uma
linha reta. E que essa reta é perpendicular a reta de equa-

. C
cao - =f().
c) Mostre nalmente que todas as retas perpendiculares a
C

e f () sdo daforma r_2 = f( + =) paraalgum C;



Circulos e Esferas

Equacbes Candnicas de Circulos e Esferas

Um circulo € o conjunto de pontos no plano
gue estao a uma certa distancia r de um ponto
dado (a;b).

Desta forma temos que um ponto  (X;y ) per-
tence ao circulo de centro (a;b) e raio r se e Fig. 7.1: Circulo
de centro A e raio

somente se satisfaz a equacao: r

g

(x a)’+(y b?=r
ou equivalentemente:
(x a)’+(y b°=r?

De modo analogo, a equacao reduzida de uma esfera de cen-
tro (a;b;c) eraior é

(x a)’+(y b’+(z c)°=r?

Fig. 7.2: Esferade Centro C eraio r.

197
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Exemplo 7.1. Determine a equacéao do circulo de centro ( 3;1)
gue étangenteareta 3x 4y 2=0

C
Solucao: Ja conhecemos 0 centro e precisamos determinar o
raio. Nesse caso o raio € a distancia entre a reta e o ponto, ja
gue a tangente a um circulo é perpendicular ao raio que liga o
centro ao ponto de tangéncia. Logo:
13( 3) 4 1 2
o 18 p) I _ 4
32 + 4 2

e assim a equacao do circulo é:

(x +3)%+(y 1)°=9 oux?+ y?+6x 2y+1=0
Exemplo 7.2. Determine a equacao da esfera cujo diametro é o
segmentoque liga (3; 1;2) a(5;3;4):

C

Solucao: Nesse caso aparentemente ndo conhecemos nem o
centro nem o raio. Mas temos que o centro € o ponto medio do

segmento e que o raio é metade do diametro. Logo:
19 _
=g (5 3)°+((3+1) “+(4 2)2:p6

O ponto médio € (4;1; 3) e logo a equacéao da esfera é:

(x H°+(y 1°+(z 3)°=6
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Exemplo 7.3. Identi que a curva cuja equacao é:

X2+ y? 6x 4y 12=0

Solucao: Identi caremos a curva completando quadrados. O
termo x> 6x pode ser convertido num quadrado, se somar-
mos 9 ey? 4y pode ser convertido num quadrado somando
4. Desta forma, somaremos 4 + 9 em cada lado da equacao
X?+y2 6x 4y 12=0.Logotemos:

X2+ y? 6x 4y 12=0 (7.1)
) (x? 6x+9)+( y?> 4y+4)=12+4+9 (7.2)
) (x 3)?+(y 2*=5°? (7.3)

Logo a curva € um circulo deraio 5 e centro (3;2).

Podemos generalizar o exemplo anterior:
Exemplo 7.4. Identi que a curva cuja equacao é:

X+ y?+ AXx + By + C=0

Solucao: Como no exemplo anterior, identi caremos a curva
completando quadrados. Otermo  x?+ Ax pode ser convertido
2
num quadrado, se somarmos T ey?+ By pode ser convertido
B? A2 B?
num quadrado somando Ve Desta forma, somaremos T+ e
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em cada lado da equacéo:

X2+ y?+ AX + By + C =0(7.4)

) X2+ AX + A\_Z + y2+ By + B_Z - A\_2+ B_Z C(75)
4 4 4 4
A 2 B 2 A2 B?

R I T

Observamos gque para a equacao anterior ser a equacao de um
2 B 2 A 2 B 2
circulo, r? = T+ e C, e assim temos que ter T+ e C>

0.
A2 B?
No caso em que e + e C < 0, o lugar geométrico des-
crito pela equacado 7.6 é vazio, pois a equacao nao pode ser

satisfeita pois a soma de quadrados € necessariamente nega-

tiva.
A2 B?
No caso em que e + e C =0, o lugar geométrico des-
A B
crito pela equacédo 7.6 é o ponto E; > pois se a soma

de quadrados perfeitos € 0 cada termo da soma é zero.

De modo analogo, podemos demonstrar que a equacao

X2+ y?+ z°+ AX + By + Cz+ D =0

A2 B2 C?

descreve uma esfera se e + e + — D> 0, um ponto se
A2 B? C? A2 B? C?

+ + D =0 e oconjunto vazio se + + D <
O4 4 4 4 4 4

Exemplo 7.5. A superficie cuja equacao é:
12 2x + X°+4y+ y*+8z+ 22=0

€ uma esfera. Encontre seu centro e raio.



Solucao: Completando os quadrados temos
(x? 2x+1)+( y?+4y+4)+( z°+8z+16) 1 4 16+12=0 :
Dai segue que:

(x D2+(y+2)%+(z+4)2=9

E logo o centro dessa esferaeé (1; 2; 4)eoraioe 3.

Circulo por trés pontos

E conhecido que trés pontos nido colineares determinam um
unico circulo. Assim sendo, xados P1; P, e P3 ndo colineares
podemos facilmente encontrar a equacao do circulo que passa
por tais pontos. Tal equacéo pode ser encontrada observando
gue a equacéao geral de um circulo € da forma

x°+ y’+ AXx + By + C =0

e que um ponto pertence ao circulo se e somente se suas coor-
denadas satisfazem tal equacao. A substituicao de cada pont 0
resulta assim numa equacao linear nas variaveis A;B;C e as-
sim o fato dos trés pontos pertencerem ao circulo nos fornece m
um sistema linear em trés equacoes e trés variaveis A;B;C .
Resolvendo tal sistema encontramos, entdo, a equacao do cir -
culo.

Exemplo 7.6. Determine a equacéao do circulo que passa pelos
pontos ( 1;2),(0;1) e ( 3;2).
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Solucao: Substituindo os pontos na equacgao

temos o sistema;

8

35 A+2B+C=0
1+ B+C=0
13 3A+2B + C

cujassolucdoé A =4;B =0;C = 1. Elogoaequacéaoé
X2+ y2+4x 1=0:
Completando quadrado obtemos, entéo:
(X°+4x+4)+ y> 4 1=0:

Donde seqgue:
(X +2) 2+ y?=5:

Desse modo vemos que o circulo que passa por tais pontos
tem centro ( 2;0) eraio 5.

E possivel encontrar a equacio de um circulo por trés pon-
tos n&o colineares de uma outra maneira. Para esse m consi-
deramos o triangulo determinado pelos pontos Pi; Py P3eesse
circunscrito na circunferéncia. Assim 0 seu centro é o circu n-
centro desse triangulo, isto €, o encontro das mediatrizes.
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Exemplo 7.7. Determine a equacéao do circulo que passa pelos
pontos ( 1;2),(0;1) e ( 3;2).

C

Solucao: A equacéo da reta passando pelos pontos ( 1;2),
(0;1) ey 1= x,ecomo o ponto medio desses pontos é:

( 5; 5) temos que a mediatriz relativa a esse lado é: y 5 =

X + 5 (lembrando que como a mediatriz € perpendicular ao lado
seu coe ciente angular € igual a menos o inverso do coe cient e
da reta).

De modo analogo a equacéo da reta passando pelos pontos
X
O;De( 3;2)ey-= 3 +1 e aequacao da mediatriz é: 3x =
6+ Yy

temos o sistema: 3

<3X= 6+y

3 1

— = X + —

2 2

cujas solucdoé x = 2;y = 0, ou seja 0 centro da circun-
feréncia € ( 2;0). O raio pode ser calculado observando que
este sera a distancia do centro ( 2;0) a um dos veértices do
triangulo, por exemplo (0;1). Assim r? = 5, e logo a equacao

e:

y

(X +2) 2+ y?=5:

Exemplo 7.8. Obtenha a equacao da esfera que passa pelos
pontos (0;0;1);(2;0;0);(1;1;1);(0;1;0)
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Solucao: Impondo que os pontos pertencam a esfera temos o
seguinte sistema linear:

1+ C+ D =0
4+2A + D =0
3+ A+ B+ C+ D=0
1+ B+D =0

1 2

5 1
cujasolucdoe A= —B= —C= —D= —eassima
~ , 3 3 3 3
equacao da esfera é:
X2 + y2 + 22 5_X X E g =0
3 3 3 3
Completando quadrado obtemos:
| |
2 2
X2 5_X+ E + y2 X+ } +
3 6 | 3 6
, z 12 52 12 12 24
+ Z —+ = — — — — =
3 6 6 6 6 36
Donde segue:
2 2 2
O P
6 6 6 36
Exercicios

Ex. 7.1 — Determine a equacéao dos seguintes circulos:
a) Centro ( 2;5) eraior =3.
b) Centro (1;3) eraior =2



T~ 4 AR i N b Y § o T B RN N Nl b Nl Nt e N U el WE ANl e Nl Nl

c) Centroaorigemeraio r = a

d) Centro (5;2) e passando pelo ponto (2; 3)
e) Tangente ao eixo y na origem e raio a

f) Diametro (5;2) a( 2;10)

g) Centro (3; 2)tangentea 2x y =0

h) Tangentea 2x 5y +1=0 noponto (2;1) eraio 3 (duas
respostas)

Ex. 7.2 — ldenti que, dando o centro e o raio.
a) xX°+y?2 4x+6y =12
b) X2+ y? 2x 4y +5
c) X2+ y2=2ax
d) 4x? 4x =5y 4y?

e) x°+ y2+ z2=2az

Ex. 7.3 — Encontre a equacéo do circulo que passa pelos pon-
tos (4;0) ;(0; 3) e a origem.

Ex. 7.4 — Encontre a equacao dos seguintes circulos

a) Tangente aos eixos coordenados coordenados no se-
gundo quadrante ecomraio r =4,

b) Tangente ao eixo X, ao eixo y e a linha que intercepta o
eixo X e 0 eixo y em 3 e 2 respectivamente.

Ex. 7.5 — Veri que que as equacdes abaixo descrevem esfe-
ras, em caso a rmativo identi que o centro e o raio:
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a) X+ y%+z2 2x 4y +10=0
b) x> 6x+ y? 4y+ z°+147z+58
c) x?+y2 6y+ z°+4z+16

d) x?+2x+ y?+4y z°+6z 29

Ex. 7.6 — Dados P1 = ( X1;¥1;21) € P>, = (X2;¥2;Z2) entao a
equacao da esfera que tem P;P, como diametro é

(X  xg)(x x2)+(y yi)y vy2)+(z z1)(z z2)=0

Retas Tangentes e Planos Tangentes

Uma reta € dita tangente a um circulo se a interseccao entre
essa reta e o circulo for somente um ponto. Para uma reta tan-
gente o seu vetor diretor é perpendicular ao vetor ligando o r aio
ao ponto de interseccdo. Além disso a distancia do centro do
circulo a reta tangente € igual ao raio do circulo.

Fig. 7.3: Reta tangente a um circulo

De modo analogo, dizemos que um plano é tangente a uma
esfera se esse plano interceptar a esfera num unico ponto.
Nesse caso o vetor normal ao plano € paralelo ao vetor radial
ligando o centro da esfera ao ponto onde o plano intercepta a
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esfera. E a distancia do plano tangente ao centro da esfera é
igual ao raio da mesma.

Fig. 7.4: Plano tangente a uma esfera

Exemplo 7.9. Encontre a reta tangente ao circulo de equacao
X?+ y? 2y 4x =0 noponto (3;3)

Solucao: Completando quadrados podemos colocar a equacéao
X%+ y2 2y 4x =0 naforma reduzida:

(x 2)%+(y 1)?=0

Logo o centro do circulo tem coordenadas (2;1). Logo, o vetor
ligando o centro do circulo ao ponto (3;3) éi +2k eassimo
coe ciente angular da reta passando por estes pontos € igual

a 2. Logo, o coe ciente da reta tangente é % (Por qué? Tente
escrever a equacao da reta tangente na forma padrao obtendo
antes equacoes paramétricas para a mesma.). E assim a equa-
cao da reta tangente é:

1
y 3= E(X 3)

ou
X+2y =9:



(3;3)

Podemos generalizar o exemplo anterior. Dado um circulo
de equacao
(x a?+(y b?=r?
Vamos calcular a equacao da reta tangente no ponto (X1;Y1).

Para tanto, consideraremos o vetor ligando o centro do cir-
culo ao ponto de tangencia: (x1 a)i +(y; b)j. Conse-
guentemente a inclinacao da reta passando por esses pontos é

yi b . ; X1 a
Logo o coe ciente angular da reta tangente é :

X1 a V1 b
E assim a equacéao da reta tangente é da forma

X1 a

(y vyi)= (X + X1)

Y1

e logo

(y yudly: b= (x2 a)x xi)
e assim expandindo:
(x1 a)x+(yr Dby=Kk

para alguma constante k. Somando (x; a)( a)+(y: b)( b)
em ambos os lados da equacao obtemos:

(xa a)x a)+(y:r by b=k

para alguma constante k», que determinaremos agora. Se
substituirmos x = Xx; ey = y; teremos que

ka=(x1 a)’+(y1 b)y?=r?
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e assim a equacao da reta tangente no ponto  (Xx1;y1) €

(x1 a)x a)+(y:s by by=r=

Exemplo 7.10. Obtenha as equacbes dos planos tangentes a
esfera 3 2x+ x?+4y+ y?+2z+ z?=0 que sdo paralelos
aoplano x 2y +2z=3.

Solucao: Completando quadrados temos que a equacao da es-
fera pode ser escrita como:

(x 1%+(y+2)?+(z+1)%=9

Logo o centro dessa esferaé (1; 2; 1) eoraioé 3.

A equacao geral de um plano paraleloa x 2y +2z =3 tem
equacdodaforma: x 2y+2z=d

Como esse plano é tangente a esfera a distancia do centro
dessas esferas ao plano € igual ao raio dessa esfera. E assim:

§(C )= i1 2 2)+92( ) di_,

elogo d = 6o0oud=12 e assim as equactes dos planos sao
X 2y+2z= 6ex 2y+2z=12.

Exercicios

Ex. 7.1 — Encontre a equacéo a reta tangente no ponto indi-
cado:
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a) X2+ y2=25,( 3;4)

b) x?+ y2=2x 4y, origem.

c) Encontre as retas tangentes ao circulo  x?+ y? = 4 x que
passam pelo ponto (3;2).

d) Uma corda da circunferéncia x? + y? = 25 se encontra

sobre a reta cuja equacdo € x 7y +25 = 0 . Qual o
comprimento dessa corda?

Ex. 7.2 — Para um triangulo qualquer encontrar:
a) aequacao da circunferéncia circunscrita ao triangulo
b) aequacao da circunferéncia inscrita ao triangulo

C) a equacao da circunferéncia que passa pelos pontos meé-
dios dos lados do triangulo.

Ex. 7.3 — As equacoes dos lados de umtriangulosao  9x+2y+
13=0;3x+8y 47=0ex y 1=0.Encontraraequacao
da circunferéncia circunscrita.

Ex. 7.4 — Mostrar que as tangentes de inclinacdo m a circun-
feréncia x?+ y2=r2sdoy=mx r 1+ m2

Ex. 7.5 — Qual a equacao da circinferencia que passa pelos
pontos (1;2);(3;4) e quetem centro sobreo eixo y?

Ex. 7.6 — Fixado a, quais devem ser os dois valores de b para
gue areta y = ax + b seja tangente ao circulo de centro na
origemeraio r?
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Ex. 7.7 — Uma circunferéncia de raio 5 é tangente a reta 3x
4y 1 = 0 no ponto (3;2). Determinar sua equacao (duas
solucoes).

Ex. 7.8 — Mostrar analiticamente que qualquer reta que passa
pelo ponto ( 1;5) ndo pode ser tangente a circunferéncia  x?2+
y>+4x 6y +6=0 :Interprete o resultado geometricamente.

Ex. 7.9 — Encontre a equacao dos circulos que passam pelos
seguintes conjuntos de pontos. Diga qual o centro, o raio e
desenhe.

a) (3;4);( 1;2);( 2;4)

b) (4:2);( 2;3);( 1;6)

c) (a;0);(b;0);(0;c)

Ex. 7.10 — Mostrar que o plano tangente a esfera  x2+ y?+ z? =
r2noponto (a;b;c)temequacdo ax + by + cz = r?

Ex. 7.11 — Encontre a equacao da esfera que passa pelos pon-
tos (0;0;1),(1;0;0);(0; 1;0) ecujocentroestanoplano x+vy
z=0

Ex. 7.12 — Encontre a esfera que tem centro na reta

(
Xx=2z 3

y=z 1

e passa pelos pontos (6; 1;3) e (0;7;5)
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Ex. 7.13 — Calcule a distancia do ponto (2;3; 4) a esfera x? +
AX + y2 2y + z?+4:

Ex. 7.14 — Determine a equacao da esfera cujo centro é
(3;2;, 2)e %Je é tangente ao plano

%§§:%§§+%§§t+%§§s

Ex. 7.15 — Determine a equacéo da esfera cujo centro se en-
contra sobre o0 eixo X e que passa pelos pontos (3; 4;2) e
6;2; 1):

Ex. 7.16 — A equacdo de uma esfera € x? + y?+ z?+6y
4z + 9 = 0 : Determinar a equacao da esfera concéntrica que &
tangente ao plano:
o1 0o 1 0,1 o 1
1 2 1
2

By f-Bof- B2 B o

1 1 1

N < X

Ex. 7.17 — Encontre os planos tangentes a esfera  x? + y? +
(z 1)2 =1 que sao paralelosaoplano 4x y+3z=2

Ex. 7.18 — Encontre a equacao dos planos que contem a reta

r e sao tangentes a esfera S.:

X +6
r: > =y+3= z+1
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eS X%+ y?+ 22 4x+2y 4z+4=0

Circunferéncia em coordenadas polares

Centrada na Origem O caso mais simples ocorre quando a cir-
cunferéncia esta centrada na origem nesse caso a circunferé n-
cia € o conjunto de pontos gque distam uma constante a da ori-
gem ou seja a equacdo em coordenadas polares é

r= a

E facil de ver que essa equacéo coincide com a em equacao
em coordenadas cartesianas. Observe que, em coordenadas
cartesianas, P = ( x;y ) pertence a tal circulo se e somente se:
X = acos ey = asen . Daisegue que:

X%+ y?= a%(cos® +sen? )= a%
Passando pela Origem Dada uma circunferéncia de raio ae

passando pela origem. As coordenadas polares do centro
dessa circunferénciaséo (a; ).

Considere o triangulo OKP . Como OK é diametro da cir-
cunferéncia circunscrita ao triangulo vemos que OKP é re-
tangulo em P . Da de nicao de cosseno segue entao:

r =2 acos( ) :

Forma Geral Dado uma circunferéncia de centro  (c; ) e raio
a, usando a lei dos cossenos temos que:

a’=r%+ c®> 2rccos( )
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gue é a equacao da circunferéncia na forma geral.

Exercicios

Ex. 7.1 — Mostre que o centro do circulo de equacéao r
Acos + Bsen ¢é

P !
A2+ B? B
;arctg —
A
Ex. 7.2 — Mostre que areta r sen = 4 ¢ tangente ao circulo

r = 8cos

Ex. 7.3 — Mostre que a equacao da tangente ao circulo
r =2 acos
no ponto (rq; 1) é:

rcos( 2 1)=2acos®

Ex. 7.4 — Mostre que para todos os valoresde a areta
r cos( )= a+ rqcos

é tangente ao circulo

2

re 2rrpcos +rs a’=0



Conicas

Introducao

As curvas conicas ou secOes coOnicas sao as curvas obtidas
pela intersec¢cdo de um cone com planos que nao contenham o

vertice desse cone.

Existem essencialmente trés tipos de cbnicas que podem

ser obtidas a partir de um cone cuja reta geratriz faz angulo
215
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com 0 eixo desse cone:

» parabola : obtida pela interseccdo do cone com um plano
gue forma angulo com o eixo do cone;

* elipse : obtida pela interseccao do cone com um plano que
forma um angulo > com o eixo do cone;

 hipérbole : obtida pela interseccdo do cone com um plano
gue forma um angulo < com o0 eixo do cone.

Pode-se mostrar que o lugar geomeétrico de tais curvas num
plano pode ser caracterizado por relagdes envolvendo a dist an-
cia de seus pontos a seus focos e retas diretrizes como descri to
a seqguir (ver Secao 8.6). Assim sendo, de nimos:

De nicéo 8.1. | Uma elipse E de focos F; e F, de eixo maior me-
dindo 2a > kF.F,k é o lugar geométrico formado pelos pontos

do plano cuja soma das distancias a dois polntos X0S FieF.é
igual a 2a. Ou seja, dados F; e F,, com kF{Fok =2 ¢, e um ni-
mero a > ¢ , dizemos que P € um ponto da elipse E se somente

se.
| |
kFlp k + szP k =2 a: (81)

De nicao 8.2. Uma hiplérbole H de focos F; e F» de eixo trans-
verso medindo 2a < kFiFsk é o lugar geométrico formado pe-
los pontos do plano cujo médulo da diferenca das distancias

a dois pontos xos F; e F;, éiguala 2a. Ou seja, dados F; e
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|
F,, com KF{F,k = 2 ¢, eum nimero a < ¢, dizemos que P é
um ponto da hipérbole H se somente se:

| |
kFlp k k- FoP k =2 a: (82)

De nicdo 8.3. Uma parabola P de foco F e reta diretriz d é o
lugar geomeétrico formado pelos pontos do plano cujas distan -
cias ao ponto F e areta d sao iguais. Ou seja, dados F e d,
dizemos que P € um ponto da parabola P se somente se:

KEP k = d(P:d): (8.3)

Elipse

Conforme descrito na De nicao 8.1,
uma elipse E é o lugar geométrico for- Bs

E
mado por pontos cuja soma das dis- K\

tancias a dois pontos xos, FieF, é
constante.

Nesta secao estudaremos a equa- Fig. 8.1: Elipse
cdo chamada forma candnica da
elipse, que representa uma elipse alinhada com plano carte-
siano e centrada em sua origem. Antes, porem, xemos a ter-
minologia basica envolvida no estudo de elipses.
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Terminologia

* Os pontos F; e F, descritos na De nicao 8.1 sao denomi-
nados focos da elipse. O segmento  F;F, de comprimento
2c e 0 segmento focal da elipse e 2c é a distancia focal da
elipse.

e Areta r contendo F; e F, é denominada reta focal da
elipse.

» Alinterseccao de E com r consiste de dois pontos Aie A,
gue sao os vertices da elipse sobre a reta focal. O seg-
mento A;A, de comprimento 2a é o chamado eixo focal
da elipse (ou eixo maior da elipse).

« O ponto médio O 2 r do segmento F.F, € o centro da
elipse;

» Areta s perpendiculara r por O é areta ndo focal da elipse.

» A interseccdo de E com s consiste de dois pontos B e
B, que séo os veértices da elipse sobre a reta néo focal. O
segmento BB, é o chamado eixo n&o focal da elipse (ou
eixo menor da elipse).

* Qualquer segmento cujos extremos estao sobre E é deno-
minado corda da elipse;

« Chamamos de amplitude focal o comprimento de uma
corda que contenha um dos focos da elipse e que seja per-
pendicular ao eixo focal desta. Notamos que existem duas
dessas cordas, usualmente denominadas individualmente
por lactus rectum .
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* A menor regiao retangular que contém a elipse € chamada
retangulo fundamental da elipse.

* A menor coroa circular gue contém a elipse € denominada
coroa fundamental da elipse.

Equacéo da Elipse

Comecemos nosso estudo da equacao da elipse observando
0s dois exemplos abaixo descritos.

Exemplo 8.4. Usando a mesma notacdo descrita na Subse-
cao 8.2, consideremos num sistema de coordenadas cartesi-
ano uma elipse de focos F; =(0;0) e F, = (2 ;1) e eixo focal
medindo 2a =4 .

Tomando P =( x;y ) aequacédo (8.1) ca:
P

Zryie L (X 22+ (y P4

Vamos entao manipular tal equacao de modo a eliminar suas
raizes quadradas.

P :
Isolando o termo (x 2)2+(y 1)2 e elevemos a igual-
dade resultante ao quadrado de modo a obter:

P
X2 4x+4 + y? 2x+1 =16 8 x2+ y2+ x’+ y? :
o . P ———
Simpli cando e isolando 8 x2+ yZ2:
P
4x +2y +11=8 x?+ y2

Finalmente, elevando ao quadrado e simpli cando a expres-
sao obtida, chegamos a:

48x°+60y°+16xy +88Xx +44y +121 =0 : (8.4)
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Essa equacéo quadrética €, entao, a representacao cartesi-
ana procurada da elipse E.

P N \W

.
[ERN

- —S
=
N
w

Fig. 8.2: Exemplo 8.4

Exemplo 8.5. Considere agora, num sistema de coordenadas
cartesiano, F; = ( 4;0) e F, = (4 ;0) de modo que o0 eixo
focal r caalinhado comoeixo Ox eocentro O da elipse ca
sobre a origem do sistema de coordenadas. Estudemos uma
elipse de eixo focal medindo 2a = 10. Seja P = (x;y) um
ponto qualquer da elipse E.

Em coordenadas cartesianas, a equacao (8.1) ca:

q q
(X +4)°+ y2+ (x 4)%+y2=10;

Tentaremos no que se segue simpli car tal equacao elimi-
nando as raizes quadradas manipul&ndo-a algebricamente.

Inicialmente, isolemos a raiz (x +4) 2+ y2 e elevemos a

igualdade obtida ao quadrado:
h i q
(X +4) 2+ y?2 =100+ (x 4*+y%2 20 (x 4%+ yz

Simpli cando tal equagéo chegamos e manipulando-a de modo

aisolarotermo 20 (X 4)2+ y2 camos com;

q
100 16x =20 (x 4)%+ y2
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ou ainda: q
4 2
5 gx = (X 4) + y21

Elevando esta igualdade ao quadrado chegamos a:
16
25 + gxz 8x = x?+16 8x + yZ

Donde temos: 9

2 2 — .
—X° + =9:
25 y
Finalmente, dividindo-a por 9, segue:
X2 2
AN Y (8.5)
25 9
gue é a forma candnica da elipse E.
C

Esses exemplos e os calculos ne-

\

les envolvidos sugerem que toda

elipse pode ser representada no :\
. ~ hF‘ . i ‘hFl o

plano cartesiano por um equacao 232 301234

guadratica da forma: 5|

Ax °+ Bxy + Cy?’+Dx + Ey+F =0

N
m
D~ N

(o3}
hﬁ

Fig. 8.3: Exemplo 8.5
onde A;B;C;D;E e F sao constantes (que dependem da

elipse a ser representada). Tal suposicao prova-se de fatov  er-
dadeira (deixamos ao leitor interessado sua demonstracao)

No entanto, é visivel que a Equacao ( 8.5) obtida no segundo
exemplo é muito mais simples que a Equacédo ( 8.4) obtida no
primeiro. Isso ocorre devido a uma melhor escolha, no Exem-
plo 8.5, do sistema de coordenadas usado.

Encontremos, entdo, a equacédo da elipse  E num sistema de
coordenadas adequado a E.
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Assuma que os focos F; e F, possuem coordenadas ( c;O0)
e (c; 0) respectivamente. Tomando P = (x;y). Da Equacéo

(8.1) obtemos:
q q
(x ©f+y2+ (x+c)f+y2=2a
q q
elogo (x+ c)’+y2=2a (x c)°+ y2: Elevando ao qua-
drado ambos os lados dessa expressao obtemos:

c’+2 cx+ x%+y2=4a% 2cx 4da €2 2cx + X2+ y2+ ¢+ x2+y?

Simpli cando temos que

P
a €2 2cx + X2+ y2= a’ cx

Elevando novamente ao quadrando ambos os lados da equacgao
obtemos

2
aZ c® 2cx + x?+y? = a? cx
a? ¢® 2cx + x?+ y? = a* 2a%cx + c’x?
aZ c® 2cx + x2+ y? a* 2aZcx + ¢’x? =0

a*+ a’c?+ a’x?+ a%y? ¢*x?=0

a2 a? ¢ = a®’ c? x?+ a¥%y

Substituindo b?= a® c¢? temos
a’h? = b?x2+ a%y?:
Dividindo ambos os lados por a’b? chegamos nalmente a

equacao

2 2
X_+ y_:]_:
az b2

Chegamos assim a seguinte proposicao:
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Proposicdo 8.6. Uma elipse E de focos F1 = (c;0) e F, =
( c;0) e eixo maior medindo 2a tem equacao

2 2
X
A
a? b?

onde b étal que a® = b*+ c2.

=1,; (8.6)

Tal equacao é usualmente conhecida como a forma candnica
da elipse (ou equacao reduzida da elipse).

Os numeros a;b e c sao conhecidos como parametros geo-
metricos da elipse.

Observacédo 8.7. Se na deducao da equacao da elipse tivésse-
mos adotado o sistema de coordenadas com os focos sobre o
eiXxo y e a origem entre os focos, isto € o sistema com 0 eixo
maior A;A, de comprimento 2a sobre o eixo y e 0 eixo menor
B 1B, de comprimento 2b sobre o eixo x, terlamos, no nal, a
equacao:

X 2 N y_2

02 a2:1:

Observacéo 8.8. Para uma elipse de equacao:

a2 ?:1;

com a > b, é facil ver que:

* O retangulo fundamental da elipse € a regiao retangular
R=f(xy)2E5x2][ aal;y 2 [ b;blg.

* A coroa fundamental da elipse é aregiago C = f(x;y) 2
E2:p2  x2+ y2 a?g.
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Esboco da Elipse

Considere uma elipse E de equacao:
X2 y2
a2

com a;b > 0.

Observe inicialmente que, se um ponto P = ( x;y ) esta na
elipse E,também a elapertencemospontos P%=( x;y),P%=
(x; y)eP%=( x; vy).Dessemodo, basta para esbocarmos
E basta estudarmos a elipse no primeiro quadrante do sistema
de coordenadas e re etirmos tal esboco ao longo dos eixos Ox
e Oy (que sao eixos de simetria da elipse).

Além disso, isolando-se o0 parametro  y da equacao de E ob-
temos: oD
y - _ a2 X2,
a
donde observamos que para esbocarmos  E no primeiro qua-
drante basta estudarmos o gra co da funcéo:

f :]0;a]! R
bP —
X 7! — a? xz

a

Observacdo 8.9. Note que para x > a , temos (a? x?) < Oe,
portanto, f ndo ca bem de nida.

Como f (0) = bef(a) =0 temos que dois dos vertices da
elipse tém coordenadas (0;b) e (a; 0).

Além disso, temos que f é decrescente ,jaque, para Xg; X1 2
[0;a], temos:

Xo<X1() X5<x7i0 a

0

a2 x20  f(xo)>f (xu):



O uso de calculo diferencial nos permite concluir que o gra-
code f écbncavo, isto € xos dois pontos Py e P; quaisquer
sobre o graco de f,temos que ogracode f ca acimado
segmento PgP;.

Ay

B>

Fig. 8.4: Esboco da Elipse

A concavidade do gradco de f decorre do fato de que a se-
gunda derivada de f é dada por:

ab _
(a2 X2) 3:21

f%x) =

gue € negativa paratodo x 2 (0;a).

Observacéo 8.10. Uma elipse pode ser facilmente desenhada
com o auxilio de um barbante de comprimento 2a. Basta para
ISSO xarmos as extremidades do barbante nos focos e tracar-
MOs uma curva com o lapis apoiado (porém nao preso) no bar-
bante de modo a manter este sempre esticado.
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Exemplos

Exemplo 8.11. Determine a equacao da elipse de focos (3;0) e
( 3;0) evértices (0;4) e (0; 4).

Solucao: Primeiramente notamos que temos uma elipse de fo-
cos no eixo Ox (pois a segunda coordenada dos focos é  0). En-
tdo, usando a mesma notacao da Proposicdo 8.6, temos ¢ = 3
eb=4,e como a’>= b?+ c? seqgue que a =5 . Desse modo a
equacao procurada é:

X2 y2

-+ _:1
25 16

gue € uma elipse com vertices A; = (5:;0), A, = ( 5;0),
B;=(0;4),B,=(0; 4)efocos F1=(3;0eF,=( 3;0).

Exemplo 8.12. Determine a equacao da elipse de focos (0;4) e
(0; 4) e eixo maior medindo 12.

Solucao: Nesse exemplo temos uma elipse de focos no eixo
Oy (pois a primeira coordenada dos focos €  0). Assim, usando
a notacao da Observacao 8.15, terglos c=4 e2a=12 e, como
a? = b?+ c? segue que b = 2 5. Desse modo a equacio
procurada é: , ,

X

— 4+ y_ -

20 36
gue € uma elipse com vértices A;=(0;6),A>,=(0; 6),B;=

(2p 5:0),B, =( 2P 5:0) efocos F1 =(0:4) eF,=(0; 4).
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Exemplo 8.13. Seja E uma elipse de centro na origem e tal que
um de seus veértices s?)bre argtafocalé (0;5). Sabendo que E

5
passa pelo ponto T; 5 , determine a equacéao da elipse.

Solucao: Nesse exemplo temos novamente uma elipse de focos

no eixo Oy (nesse caso porque nos e informado que o centro

da elipse esta na origem e o ponto (0;5) sobre a reta focal).
Assim, usando a notacdo da Observacao 8.15, temos a = 5.
Desse modo a equacéao procurada € do tipo:

2 2
X_ + y_ =1 :
b2 25
com 0<b< 5. |
6" 5 p_
Usando agora que o ponto T; 5 pertence a E temos
que:
_ 2 _ 2
6IO 5=5 P 5
+ =1:
b? 25

Resolvento tal equacao (de incognita  b) obtemos b = 3.
Logo a equacéo da elipse é:

Hipérbole
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De acordo com a Denicdo 8.2, uma
hipérbole H é o lugar geométrico for-
mado pelos pontos do plano cujo mo6-
dulo da diferenca das disténciael‘, a F;
e F, éigual a 2a (onde 2a < kFiFsk).

Desenvolveremos nesta secao a
equacao tida como a forma candnica
da hipérbole, que descreve uma hi-

Fig. 8.5: Hipérbole

pérbole cujos focos estdo em um dos eixos coordenados si-
metricamente dispostos em retacao a origem. Assim como -
zemos para a elipse, xemos primeiramente a terminologia ba -

sica envolvida no estudo de hipérboles.

Terminologia

 Os pontos F; e F, descritos na De nicdo 8.2 sao deno-
minados focos da hipérbole. O segmento  F;F, de compri-
mento 2c é o segmento focal da hipérbolee 2c é a distancia

focal da hipérbole.

e Areta r contendo F; e F>, & denominada reta focal da hi-

pérbole.

* A interseccdo de H com r consiste de dois pontos A; e

A, que séo os veértices da hipérbole sobre a reta focal.
O segmento A;A, de comprimento 2a € o chamado eixo

transverso da hipérbole.

* O ponto médio O 2 r do segmento F.F, € o centro da

hipérbole;
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« O segmento BB, de comprimento 2b (onde c® = a?+ b?),
cujos extremos B e B, estao simetricamente localizados
em relacdo ao centro O da hipérbole sobre a reta s per-
pendicular a r por O, é denominado eixo conjugado da
hipérbole;

« Os numeros a;b e c sdo conhecidos como parametros ge-
omeétricos da hipérbole.

s Asretas r er, pelocentro O deinclinacao b=a e b=a
respectivamente sao as assintotas da hipérbole (ver Sub-
secao 8.3);

» Qualquer segmento cujos extremos estao sobre H é deno-
minado corda da hipérbole;

« Chamamos de amplitude focal da hipérbole o compri-
mento de uma corda que contenha um dos focos da hi-
pérbole e que seja perpendicular a reta focal desta.

» O retangulo fundamental da hipérbole é a regido retangular
R=f(xy)2E5x2][ aal;y 2 [ b;b]g.

* Uma hipérbole é dita equilatera quando os parametros ge-
omeétricos a e b dessa hipérbole s&o iguais.

Equacao da Hipérbole

Escrevendo a equacao ( 8.2), apresentada na De nicao 8.2, e
manipulando-a algébricamente de modo analogo ao que ze-
mos para a elipse chegamos ao seguinte resultado:
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Proposicédo 8.14. Uma hipérbole H defocos F; =(c;0) eF;, =
( c;0) e eixo transverso medindo 2a tem equacéao

az b2

onde b étal que c? = a?+ b2

=1,; (8.7)

Tal equacao é usualmente conhecida como a forma canénica
da hipérbole (ou equacao reduzida da hipérbole).

Observacéo 8.15. Se na deducao da equacao da hipérbole ti-
véssemos partido de focos localizados sobre 0 eixo Oy (ou seja
F1=(0;c)eF,=(0; c)),teriamos chegado a equacao:

a2 Ezl:

Assintotas

De nicdo 8.16. Umareta r de equacao y = mx + n é dita ser
uma assintota de uma dadafuncdo f :(a;+1 )! Rem+1
(a 2 R) se adistanciaentreogracode f aretar tende azero
guando x vai para in nito, isto é se:

Iim1 d(P;r)=0; (8.8)

X! +

onde P = ( x;f (x)). Analogamente podemos de nir assintota
def em 1

A proposicao abaixo mostra que hipérboles admitem duas as-
sintotas.
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Proposicdo 8.17. Asretas r. er de equacodes

b b
r+ 1y = —Xx e r:y= —X
a a
sao assintotas da hiperbole H de equacéao
X2 y2
a2z b?
Demonstracdo. De fato, para uma tal hipérbole H, temos que
P =(x;y) 2 H seesomente se b°x? a%y? = a?b’. Entdo
temos:

=1:

jox  axj
I Eary
jox ayjjbx + ayj
"' b2+ aZjbx + ayj

d(P;rs) =

_ jbx%  afy?] 1
- b7t a2 jbx + ayj
azb? 1

" b2+ aZjbx + ay|j

Assim sendo, temos que

lim d(P;r+)=0":
(xy)t (1 ;1 )

Analogamente, temos também que

lim d(P;r )=0:
(xy)t (1 ;1 )

Observacéo 8.18. Rigorosamente, r. e r sao assintotas, no
sentido da De nicdo 8.16, da funcao
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em+1 e 1 ,respectivamente;e dafuncéo
S

X2
f (x)= b = 1

a?

em 1 e +1 , respectivamente. Funcdes essas obtidas da
equacéo de H isolando-se o parametro v:

Esboco da Hipérbole

Seja uma Hipérbole H de equacéo:
X2 2
a2z b2

com a;b> 0.

Como na elipse observamos que, se um ponto P =(x;y)
esta na hipérbole H, também a ela pertencem os pontos P°=
( xy),P%=(x; y)eP%=( x; vy). Assimsendo, a hipér-
bole H é simétrica em relacao aos eixos Ox e Oy.

Além disso, isolando-se o parametro  y da equacéo de H ob-
temos:

Estudemos entdo o gra co da funcéo:

f:[a;+1)! R
bP ———
X 71 — x2 az

a

Observacao 8.19. Observe que, no caso a hipérbole, para x 2
[0;a), temos (x? a?) < 0e,portanto, f ndo ca bem de nida.

Note agora que f (a) = 0 nos da o vértice A; = (a;0) da
hipérbole. Além disso, temos que f é crescente , ja que, para
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Xo;X12 [@;+1 ), temos:

Xo<X1() X5<x7i0 x5 a*<x? a°
b ——— b9 ———
0 — x3 a?< = x} a?) f(xo) <f (xu):
a a
Céalculo diferencial nos permite concluir que o gra co de f

também & concavo no caso da hipérbole.

A concavidade do graco de f decorre do fato de que a se-
gunda derivada de f € dada por:

ab
f2{x) = (x2 a2)3:2;

gue € negativa paratodo x 2 [a;+1 ).

: b
Finalmente, sabemos que f (x)temaretar, :y = gx como
b
assintota e étalque f (x) < —x paratodo x 2 [a; +1 ). Desse
modo sabemos que f (x) se aproxima assintoticamente de r.,

por baixo dessa reta, quando x tendea +1 .

Exemplos

Exemplo 8.20. Uma hipérbole H tem vértices nos pontos (0; 4)
e (0; 4), eum foco no ponto ( 5;0). Obtenha a equacéao da
hipérbole e de suas assintotas.

C

Solucdo: E facil perceber que H é uma hipérbole com centro
na origem e focos no eixo Oy. Assim sua equacao € do tipo:

2 X2
y_ _:11
a2z b?
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com c? = a?+ b? e 2c a distancia focal.

Como H tem vertices (0;4) e (0; 4) segue que a = 4.
Como um dos focosde H e ( 5;0) segue que ¢ = 5. Logo,
a partir da igualdade c? = a?+ b? obtemos b = 3. Assim a
equacao de H é:

y2  x2
6 9
As assintotasde H sdor; : x =(b=a)yer :x = (b=a)y,
ou seja:
. — 3 . — 3 .
rv X = Zy ro:x = Zy.

Exemplo 8.21. Uma hipérbole H tem os focos num dos eixos
coordenados e centro na origem. Sabendo que uma das assin-
totasde H é areta3x 2y =0 eque P = (4p§;6) 2 H,
determine a equacdo de H.

C
Solucao:
 Focos no eixo OXx:
X2 2
Seja 2 0 = 1 aequacao da hipérbole procurada. Como

areta 3x 2y = 0, que & a tambem a reta de equacao

y = EX’ é uma das assintotas obtemos:

b_
— =

N[ W

_ 3
ouseja b= ia.
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Usando que P 2 H obtemos:

@pZZ 6%
a2 p2
3 L :
Usando que b = Ea e simpli cando algebricamente a
igualdade chegamos entao a:
16
=

Dond3e a’ = 16, ou seja a = 4. Usando novamente que
b= ia obtemos entdo b =6 . Logo chegamos a equacao:

X2 2
H . — y_ =1:
16 36
Focos no eixo Oy:
2 X2
Seja agora 2 b2 = 1 aequacao da hipérbole procurada.
Comoareta 3x 2y =0, que é atambém areta de equacao

2
X = gy, é uma das assintotas obtemos:

b_
— =

WIN

2
ouseja b= —a.
3

Usando que P 2 H obtemos:

62 mpiy_
a2 b2 =1

3
Usando que b = Ea e simpli cando a equacéo chegamos

a.
36

?‘1:
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Como a? > 0 observamos que ndo existe a tal que a
igualdade acima seja satisfeita, ou seja, ndo existe hipér-
bole com focos no eixo Oy contendo P e com assintota
3x 2y =0.

Concluséo: A unica hipérbole cuja equacao resolve o pro-
blema é:

H:— —=1:

X2 y2
16 36

Exemplo 8.22. Encontre o centro, os focos e vertices da hipér-
bole de equacao:

Ox? 4y? 18x 8y 31=0:

Solucao: Tentaremos aqui manipular a equacéao dada de forma
a obter uma equacao da forma:

(x  Xo0)? (Y VYo)? _

a2 b2 -

gue representa uma hipérbole de centro C = ( Xq;Yo), focos

Fi1 = (xo+ Cyo) € F2 = (X0 Ciyo), onde ¢ = a’+ b? e
vertices V1 =(Xo+ a;ypg)eVi=(Xo a;yo).

1;

Comecemos completando quadrados escrevendo:

(9x? 18x +9) (4y?+8y+4) 9+4 31=0:

Donde temos:

9(x 1% 4(y+1)2=36:
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E, nalmente:

(x 1> +n?_.
4 9
Tal equacéo representa uma hipérboledecentro C =(1; 1)
de parametros a ; 2,b=4¢ec =2 % Logo temos fo-
cos F, = 1+2 5 1 eF, = (1 2 5; 1) e vértices

V1:(3; 1)eV1:( 1; l)

Parabola

Conforme descrito na De nicao 8.3,

uma parabola P de foco F e reta di-

retriz d € o lugar geométrico formado

pelos pontos do plano cujas distan- P
cias a F e d séo iguais.

E B
Nesta secao estudaremos fungdbes 4 [O=V
guadraticas de uma variavel, cujos
gra cos representam parabolas com
retas diretrizes paralelas aos eixos coordenados. Em parti cular
veremos a chamada forma canonica da parabola que é a equa-

Fig. 8.6: Parabola

cao que representa uma parabola com vertice na origem, foco
sobre um dos eixos coordenados e reta diretriz paralela ao ou

tro eixo coordenado.

Terminologia

O ponto F descrito na De nicao 8.3 € denominado foco da
parabola.
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* A reta d, também descrita na De nicdo 8.3 é denominada
diretriz da parabola.

« Adistancia 2p entre o foco F e aretadiretriz d da parabola
é chamada parametro da parabola.

O ponto V de interseccdo da perpendiculara d por F com
a parabola é o vértice da parabola;

» A reta perpendiculara d por F é o eixo de simetria da pa-
rabola.

* Qualquer segmento cujos extremos estao sobre P é deno-
minado corda da parabola;

« Tomando A e B o0s extremos da corda que contém F e é
paralela a diretriz d, obtemos o triangulo 4 V AB denomi-
nado triangulo fundamental da parabola.

Equacao da Parabola

Para uma parabola com diretriz paralela ao eixo  Ox e vértice na
origem do sistema de coordenadas vale o seguinte resultado:

Proposicédo 8.23. Uma parabola P de foco F = (0 ;p) e reta di-
retrizd:y = p(p 60)tem equacao
1

X% 8.9
ap X (8.9)

y:

Tal equacao é usualmente conhecida como a forma candnica
da parabola (ou equacéao reduzida da parabola).

Demonstragéol. Seja P = ( x;y ) um ponto da parabola. A partir
da equacdo kFP k = d(P;d) obtemos:

p
X2+(y p)P=y+p
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Elevando ambos os lados ao quadrado obtemos:

2

X2+ y? 2py+ p®=y’+2py+ p*

Simpli cando e isolando y chegamos entao a:

1
y= — X%
4p
Observacéao 8.24. Para uma parabola de foco F = ( p; 0) e reta
diretriz vertical d : x = p uma demonstracao analoga nos
levaria a equacéao:
1
X = — vy (8.10)
4p

a qual também é conhecida como forma candnica da parabola.

No caso particular da parabola, porém, € importante desta-
car sua descricdo como gra co de funcdes quadraticas de uma
variavel real.

De nicdo 8.25. Uma funcdo f : R ! R é dita quadratica
quando existem a;b;c reais com a 6 0, tais que f (x) =
ax?+ bx + cparatodo x 2 R.

Sobre funcdes quadraticas vale o seguinte resultado:

Proposicdo 8.26. O gra co da funcéo quadratica f (x) = ax?+
bx + ¢ é uma parabola com:

» foco:
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e diretriz;

d . —_ + 1 .
Y= 4a
e Veértice:
b
V = — —
2a 4a
onde = b? 4ac.

Observacédo 8.27. Ogracodeumafuncdo f :R! Reéolugar
geométrico dado pela equacdao y = f (x). Logo, pela Proposi-
Cd0 8.26,y = ax?+ bx + c é a equacdo de uma parabola com
diretriz paralela ao eixo Ox.

E analoga a demonstracdo da proposicdo acima o fato de
que X = ay?+ by + c é equacdo de uma parabola com:

» foco:

1 b
F : 7 7
4a 2a
e diretriz;
+1
d:x = :
4a
e vértice:
b
V : _1 - ]
4a 2a
onde = b? Jac.

Observacédo 8.28. E importante notar que as funcdes f (x) =
ax?+ bx+ ceg(x)= a%?+ b% + c® com (a;b;c)= (a%b%cH
para algum 6 0, ttm mesmas raizes, ouseja f(x) =0 see
somente se g(x) = 0 , no entanto seus gra cos sao distintos e,
portanto, representam parabolas diferentes.
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A Proposicao 8.26 segue imediatamente dos Lemas 8.29 e
8.30, abaixo demonstrados.

Lema 8.29. O gra co de uma fungao quadratica f (x) = a(x
m)? + k é uma parabola com:

» foco:
1
F= mk+ — ;
4a
e diretriz;
diy=k L
Y 4a’

o vértice V =(m;k).

Demonstracdo. Seja P = ( x;y ) um ponto qualquer do gra co

1
def (demodoque y = a(x m)?+ k). Tome F = m;k + 1a

1 |
ed:y =Kk P Mostremos que kFP k = d(P;d) (ver De ni-
cao 8.3).

Por um lado temos;

| 1
FP = x ma(x m)> —

4a
Donde segue:
S
k'FPk 2 2 42 2 1 L e
= X m)%+ a’)(x m a(x m)>—+ —
(x  m)2+aix m)* 2a(x m)Z -+
S
1 2
= a*(x m)*+2a(x m)t—+ —
( ) ( )4a da
S
1 2
= a(x m)2+ —
( ) 4a



Por outro lado:

d(P;:d)= a(x m)%+ k k 1. a(x m)2+i'
’ 4a 4a

|
Logo, vale kKFP k = d(P;d).

Como o vértice da parabola é o ponto médio do menor seg-
mento que liga F ad éfacilverque V =( m;k).

Lema 8.30. Vale a igualdade:

, b * b? dac
ax“<+ bx+c=a x+ — _——
2a 4a

Essa forma de escrever a funcado quadratica € conhecida
como forma candnica do trindbmio de segundo grau.

Demonstracao. De fato:

2 2 b C
ax“+ bx+ c=a X+ —Xx+ —
a a
b 2
Completando quadrado de modo a obter X + >a temos:
, b C ) b b? b? ¢
a X+ —Xx+ — = a x°+2—x+ —
a a " 2a 4a2 4aﬁa
b 2 b2 Jdac
—a X+ — —
2a 4a?
b 2 b2 4ac
—a X+ — _—
2a 4a

Observacédo 8.31. Vale a reciproca da Proposicao 8.26, ou seja,
xo0s m;n;p 2 R(n6 p)taisque F =(m;n)ed:y = pséao
respectivamente foco e diretriz de uma parabola entéo exist em
a;b;c 2 Rtais que apardbolaégracodafuncdo f(x)= ax?+
bx + c.
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Deixamos ao leitor interessado veri car que vale tal a rma-
cao para:

1 m m 2
a=- — b= c=n+p
2(n  p) n p 2(n p):

Esboco da Parabola

Fig. 8.7: Parabola

O esbogo da pardbola de equagdo y = ax?+ bx + c (ou
grdcode f(x)= ax?+ bx + c) pode ser facilmente estudado

a partir da forma canonica do trinomio (Lema  8.30):
b ? b2  4ac

f(x)= ax?+ bx+ c=a X+ —
2a 4a

Fixemos, para estudo, a > 0. Facilmente observamos que f

b :
tem seu minimo no ponto onde X + >a =0, ou seja quando
b
X = —.
2a
o b
Além disso, para >a X1 < X » temos que:
b ? b ?
X1+ —— < Xo+ ——

2a 2a
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donde segue que f (x1) < f (X2), ou seja f é crescente em

2—; +1 . Analogamente vemos que f €& decrescente em
a
b
i, — .
2a
Um pouco de calculo diferencial nos permite concluir que,
para a > 0,ogracode f é convexo, isto &€ xos dois pontos
Po e P, quaisquer sobre ogracode f,temos que o graco de
f ca abaixo do segmento PgP;.

A convexidade do graco de f decorre do fato de que a se-
gunda derivada de f é dada por:

f%x)= a> 0:

Finalmente, se = Db? 4ac > 0, podemos obter as rai-
zes de f facilmente igualando a forma candnica do trinbmio e

isolando o parametro x, obtendo assim a Formula de Bhaskara:

b P 4ac

2a

Observacdo 8.32. Sea< 0,f(x)= ax?+ bx + ctem seu ma-

X =

Xximoem X = oa € decrescente em 2—; +1 e crescente
a a

b , R :
em 1 ; o tem gra co concavo e tem suas raizes dada
a

pela (mesma) Formula de Bhaskara (quando > 0).

Exemplos

Exemplo 8.33. Determine a equacéo da parabola de foco F =
(1;2) eretadiretriz r :y =4.
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Slolugéo: Seja P = ( x;y) um ponto da parabola. A equacéao
kFP k = d(p;r) em coordenadas ca:
P

(x 1D2+(y 22=]jy 4
Elevando essa igualdade ao quadrado obtemos:
(x2 2x+1)+( y?> 4y+4)= y? 8y +16:

Isolando entao o parametro y chegamos a:

1, 1 11
y: — X+ — X + _
4 2 4

Exemplo 8.34. Consider uma parabola P com vértice na origem
e com o eixo Ox como reta focal. Suponha que o ponto  (3; 6)
pertenca a P. Determine a equacao de P, seu foco F e reta
diretriz d.

C

Solucao: Sabemos que P é uma parabola de parametro 2p com

equacao da forma:
1

4p

2

X = y<:

Como a primeira coordenada do ponto  (3; 6) é positiva te-
mos:
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Substituindo as coordenadas do ponto (3; 6) na equacao
acima chegamosa p = 3. Logo temos:
1 2

P:x= — :
12y

Tal parabola tem, assim, foco F = (3 ;0) e reta diretriz
d:x= 3.

Exemplo 8.35. Considere a funcdo quadratica f (x) = x? 6x+
8. Escreva f na forma quadratica candnica e a partir de tal de-
termine suas raizes. Determine as coordenadas do vertice,f  oco
e a equacao da reta diretriz da parabola que é gra co de f.

C

Solucdo: Completando quadrado obtemos f (x) = ( X2 6x +
9) 1=(x 3)* 1queéaformacanbnicade f.

lgualando a forma candnica a zero chegamos a:
(x 3)?%=1:

Dondetemos x 3= louainda x=3 1.Logo x =2 e
X =4 séo asraizesde f.

O vertice da parabola que é graco de f, ocorre no ponto
onde f é minimo, ou sejaem Xx = 3. Logo as coordenadas do
vertice sédo (3; 1).

Claramente o eixo de simetria da parabola em guestao é pa-
ralelo ao eixo Oy. Suponhamos entao que o foco da parabola
tenha coordenadas F =(3; 1+ c) e a diretriz tenha equacéao
d:y= 1 c (Note que o vértice da parabola dista 0 mesmo
do foco e da diretriz da parabola).



T~ 4 AR L s i e N B W N F N Nl — s

Considere um ponto P qualquer da parabola diferenlte do
vértice. Tome por exemplo P = (0 ;8). Devemos ter kFP k =
d(P;d).

I
Por um lado, temos entdo FP =( 3;9 ¢) e:

|
kKFP k = p9+(9 c)Z:

Por outro lado:

d(P;d)=8 (1 ¢)=9+ c:
Deve valer entao:
9+(9 ¢)2=9+ )%

Donde temos ¢ = (1 =4).
Llogo F =(3; 3=4)ed:y = 5=4,

? Excentricidade

Proposicd0 8.36. Sejam > 0, 61 eF =(c;0). Tomer a
reta de equacdo x = c= 2 (logo paralela ao eixo Oy).

Entdo, se P = ( x;y ) satisfaz a igualdade

|
FP = d (P;r); (8.11)
temos que:

*se0< < 1, entdao P pertence a elipse de equacao
X2 2
A A
a?z b2

onde a = c= ebtalque a?= b?+ c

:1,
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e se > 1,entdao P pertence a hipérbole de equacao
X2 y2
a2 b?

onde a = c= ebtalque c?= a%+ b

:11

Demonstracdo. Escrevendo a equacéo ( 8.11) em coordenadas
cartesianas temos:

(x o7+ y?= X

2
Elevando essa equacéo ao quadrado e manipulando algebrica-
mente o resultado facilmente chegamos na igualdade:

X

Dividindo tal equag&o por ¢? 1 obtemos:

2

+

1

P
2

1

Entdo, para 0 < < 1, observamos que Cc? — 1 > 0.

1
Tomando entdo a® = c¢®= “eb® = ¢ — 1 (de modo que

a’ = b?+ c?) temos:
2 2
X
— + y_ =1:
a2z b2

1
Caso > 1 temos que c? — 1 < 0. Tomando a? =

1
c’= ?eb’= ¢* — 1 (demodoque c®= a®+ b®)segue:

? b2:l:
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Proposicdo 8.37. Sejam =1 eF = (c;0). Tome r areta de
equacaéo x = C.
Entdo, se P = ( x;y ) satisfaz a igualdade
i:P = d(P;r); (8.12)
temos que:

y2 =4cx:

Demonstracdo. Escrevendo a equacao ( 8.12) em coordenadas

cartesianas temos:
P

(x )2+ y>=(c+ Xx):

Elevando essa equacéo ao quadrado e manipulando algebrica-
mente o resultado facilmente obtemos:

y? =4cx:

Observacédo 8.38. A reta r e o ponto F desctritos nas proposi-
cOes 8.36 e 8.37 sdo denominados respectivamente reta diretriz
e foco da conica em questao.

O parametro , que aparece em ambas as proposicoes, €
denominado excentricidade da conica.

Observacéo 8.39. E facil mostrar que as reciprocas das propo-
sicoes acima séao validas, ou seja:

« Se P =( x;y) é um ponto da elipse de equacao:
X2 2

A A

az b2

entdo, tomando c¢ > Otalque a®? = b+ c?, = c=a (nhote
0< < 1),F=(c;0)er :x = c= %2temos que P satisfaz

:1,

a equacao (8.11).
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« Se P =(x;y) éum ponto da hipérbole de equacéo:

2 2
X
az b2
entdo, tomando c¢ > Otalque c? = a’+ b?, = c=a (note

> 1),F =(c;0)er : x = c= ?temos que P satisfaz a
equacao (8.11).

« SeP =(x;y) é um ponto da parabola de equacao:

y2 =4 cx;
entdao,tomando =1,F =(c;0)er : x = ctemos que
P satisfaz a equacao (8.12) (que € a mesma que a equacao

(8.11)).

Excentricidade e a forma de uma conica

A excentricidade  de uma coOnica é usualmente usada para es-
tudar o formato das conicas.

No caso da elipse, quanto mais for proximo a 0 maior a
“semelhanca” da elipse com um circulo. De fato, dividindo
a’ = b?+ c? por a?, teriamos que (b=a)? =1 2. Logo para

pequeno (b=a) estaria proximo de 1. Assim sendo, a e b se-
riam aproximadamente iguais. Tomando b = a teriamos entao
a equacdo do circulo: x?+ y? = a2

Para < 1 proximo de 1 teriamos por outro lado que (b=a)
seria proximo de O, ou seja, b seria muito menor que a, o0 que
nos levaria a uma elipse bem alongada ao longo do eixo Ox.

Na hipérbole, por sua vez, se > 0 estiver perto de 1 te-
remos (b=a) proximo de 0, pois dividindo c¢? = a®+ b? por a?
obtemos 2 = 1+ ( b=a)?. Isso implica que as assintotas da
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hipérbole tem inclinacdo proxima a 0, ou seja, a medida que
ca mais perto de 1 as hipérboles cam mais préximas do eixo
Ox.

Por outro lado, a medida que tendea +1 temos que (b=a)
também tende a + 1 , ou seja, a inclinacao das assintotas da
hipérbole crescem de modo que as hipérboles se aproximam
do eixo Oy.

Em geometria, dizemos que duas guras sao semelhantes
se pode-se obter uma a partir da outra pela composicéo de
iIsometrias (translacéo, rotacao, re exao) e homotetias ( X0S
centro O e razdo k, uma homotetia leva P em P ° pela relacio
OP 0= kOP)

Sobre a semelhanca das conicas valem o seguinte resul-
tado:

Proposicédo 8.40. Se duas cOnicas tém mesma excentricidade
entao elas sdo semelhantes, em particular todas as parabola s
sao semelhantes entre si.

Demonstracdo. Consideraremos apenas as cobnicas cujas
equacOes estao na sua forma candnica (pois, como veremaos
no capitulo ??, todas as conicas podem ser transformadas na
forma candnica por rotacdes e translacoes).

Considere duas elipses E e E°de equacdes:

X2 y2
E.§+ ?—1,
X2 y2
0. _ .
E 'a_@+b_02_1'

Se ambas téEm mesma excentricidade temos que  (b=a)
(b%=a%, donde segue que (a=a% = ( b=b%) = k. Tome entdo
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a homotetia h com centro na origem e razao Kk, ou seja tal que
h(x;y) = ( kx;ky ). Entdo, armamos que se P = ( x;y) esta
em E, h(P) esta em E° De fato, se P satisfaz:

2 2
a2z b2
temos que
2 2 @y 2 @,,2 2 2
(k)= , (ky)™ _a™x® b7y" X% y*_ ..
a® bh® a®a2  p®p? a2z b?

A semelhanca de hipérboles de mesma excentricidade se-
gue de modo analogo.

No caso de duas pardbolas P :y = ax?eP%:y = a%?, tome
k = (a=aY. Daise P = (x;y) estd em P temos que vale y =
ax 2. Por outro lado tomando a homotetia  h(x;y) = ( kx;ky )

temos: 5
5 _ a

a
0 2 _ 0 .
a(kx)c = a =0 X< = =0 ax < = ky:

? Construcoes de Dandelin

Elipse

Dado um cone com angulo de aber-
tura 2 e um plano gue intersepta
0 cone e faz um angulo superior a
com 0 eixo do cone temos na inter-
seccdo uma elipse. E possivel encon-
trar duas esferas S; e S, que tangen-
ciam o plano e o cone internamente
(ver Figura 8.8). Tais esferas séo co-
nhecidas como esferas de Dandelin

da elipse.
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Mostremos usando as esferas de
Dandelin que a soma das distancias
de um ponto X da elipse aos focos
F, e F, é constante, isto é:

| |
kle k + szX k = k;

onde k € um numero real xado (obviamente maior que a dis-
tancia focal da elipse).

Suponha que S; e S, tangenciam o cone nos circulos C; e
|C2 respectivamente. Seja X um ponto qualque da elipse. A reta
OX que passa por X e pelo vértice O do cone intersepta C; e
C, em pontos H ; e H, respectivamente.

Observe que a soma kXH ik + kXH 5k independe do ponto
X da elipse, medindo sempre kH ;H »k.

Parabola

Mostraremos no que sSe segue que a
curva (parabola) formada pela intersec-
cao de um cone de angulo de abertura 2
e vértice O com plano  que faz um an-
gulo com o eixo do cone, obedece de
fato a equacéo:

|
kFX k= d (X;r);

com =1,onde F é o foco da parabola, /

r asuadiretrize X um ponto qualquer da

conica. Fig. 8.9: Parébola: Foco
e Diretriz

Considere a esfera simultaneamente
tangente interna ao cone e tangente ao plano . Seja o plano
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gue contém os pontos de tangéncia da esfera com o cone. A r-
mamos gue o ponto de tangéncia da esfera com o plano €o
foco da parabola e que areta r obtida pela interseccéao de e

é a reta diretriz da parabola.

Seja X ulm ponto qualquer da parabola. Seja C a intersec-
cdo da reta OX (uma geratriz no cone) com . Considere B a
projecédo ortogonalde X em eD opontonadiretriz r = \
tal que o triangulo XBD se encontre num plano ortogonal a

. Armamos que qualquer que seja X , ponto da parabola, os
triangulos XBC e XBD s&o congruentes.

Observacéo 8.41. Cuidado nao confundir sua intuicdo com a Fi-
gura 8.9 que € apenas uma projecao no plano de uma gura tri-
dimensional. O triangulo XBC esta nao é coplanar ao plano
da gura no papel (ele “entra no papel”).

A congruéncia dos triangulos segue do fato de que os an-
gulos , , e s&o todos congruentes (por qué?), XBC =
XBD = — e XB é um lado comum a ambos os triangulos
(Congruéncia “ALA").

Observe aSS|m que kXC k = kXD k. Mas kXD k = d(X;r)
e kXC k = kXF k, onde F é ofoco da parabola (pois XC e XF
sao tangentes a esferaem C e F). Logo:

!
kFX k= d (X;r);

com =1.



T~ 4 AR LI

N R Nl N 8 N Nt

Exercicios

o ¥ N

Ex. 8.1 — Provemos que a curva (elipse) formada pela intersec -

cdo de um cone de angulo de abertura 2 com plano que faz

um angulo >

com o eixo do cone, obedece a equacao:

|
kFX k= d (X;r);

com < 1,onde F éofocodaelipse e r asuadiretriz.
Considere, como zemos para a parabola, a esfera simultanea -

mente tangente interna ao cone e tangente ao plano
de Dandelin).

a) Encontreofoco F e adiretriz r daelipse do mesmo modo

b)

d)

gue zemos para a parabola;

(esfera

Considere X e X 9 dois pontos da elipse. Encontre os
pontos B, C e D da mesma forma que zemos para a
parabola. Encontre B® C%e D%a partir de X °de forma

semelhante.

Mostre que os seguintes triangulos sdo semelhantes:

Mostre que:

4 XBD '4 XBDO
4 XBC '4 XBEO

I
kXC k kX Cx _
kXD k kX D %

onde é uma constante real;

Conclua que vale:

com < 1.

!
kKFEX k= d(X;r);
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Ex. 8.2 — Mostre que a curva (hipérbole) formada pela inter-
seccao de um cone de angulo de abertura 2 complano que
faz um angulo < com o eixo do cone, obedece a equacéo:

|

kFX k= d (X;r);

com > 1,onde F é o foco da hipérbole e r a sua diretriz.

Ex. 8.3 — Mostre usando as esferas de Dandelin que os pontos
X da hipérbole satisfazem a equacao:

I |

onde F; e F, sao os focos da hipérbole e k uma constante real.

7 ? Conicas em Coordenadas Polares

Considere a coOnica de equacao LFX k =
d (X;l);. Consideremos agora coorde-
nadas polares com a origem O localizada
em F e com o eixo polar perpendicular a
diretriz | da cobnica.

of ° Suponha que a distancia entre a dire-
/ triz | e o foco F é uma dada constante
Fig. 8.10: Cénica: coor- P € que a conica esta localizada, em re-
denadas polares lacdo a |, no mesmo lado de F, como
na Figura 8.10. IE facil ver que no sis-
tema de coordenadas acima descrito kFX k = r e d(X;l) =
(p r cos ),donde temos:

r= (p rcos ):
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Isolando r segue que:

P
1+ cos

r =

Suponha agora que gue a cOnica esta
localizada, em relacédo a |, nolado oposto Y
? F, como na Figura 8.11. A equacéao
kFX k = d (X;I); torna-se entao:

r = (r cos P): ( \

Donde segue:

3>
~

<

P Fig. 8.11: Conica: coor-

r = : denadas polares
cos 1 P

Observe no entanto que, como r € positivo, para que a equa-
cao acima represente um lugar geométrico nao vazio devemos
ter > 1, ouseja, a conica deve ser uma hipérbole.

Temos entao:

Teorema 8.42. Considere uma conica com excentricidade :
foco F na origem e com uma diretriz | distando p de F e per-

pendicular ao eixo polar Ox. Se 0 < 1, a cOnica é uma
elipse ( 2 (0;1)) ou uma parabola ( = 1), e todo ponto da
curva esta localizado no mesmo semi-plano em relacéo a | que

F . Nesse caso a conica tem equacao:

r = ; ; (8.13)
cos +1

Se > 1, acurva é uma hipérbole com ramos em ambos os
lados de |. O ramo a esquerda de | satisfaz a Equacdo 8.13eo0
ramo a direita de | satisfaz:

r = ; (8.14)
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8 7? Conicas e a Trajetoria dos Planetas

Nesta secao mostraremos, a partir das leis de Newton, que a
trajetoria de planetas sujeitos apenas a forga gravitacion al exer-
cida por um sol € uma conica. Tal trajetoria sera uma elipse,
parabola ou hipérbole dependendo da velocidade inicial do p la-
neta. A prova que fazemos aqui foi fortemente inspirada na de -
monstracao das leis de Kepler apresentada no livro Calculus -
Volume | de Tom Apostol ([ 1]).

Assim sendo, suponha um sol e um planeta de massas M e
m , respectivamente.

A segunda lei de Newton a rma que a aceleracéo a é propor-
cional a forca F por:
F = ma: (8.15)

Denotando por r o vetor que liga o sol ao planeta, por u; o
versor de r e por r a norma de r, a lei universal da gravitacao
a rma que a forca exercida pelo sol no planeta obedece:

GMm

F = Ur; (8.16)
r2

onde G é a constante gravitacional.

A partir das equacoes ( 8.15) e (8.16) temos:

GM

a= -

U,: (8.17)

Mostremos inicialmente que a trajetoria do planeta esta con -
tida no plano perpendicular aos vetores posicao r e velocidade
v. Observe, para isso, que o vetor r v é constante:

d dr dv
—(r v)= — v+r —=v v+r a=r a=0:
dt dt dt

Denotemos r v por c.
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Comor c=r r v =0 segue que o vetor posicao é sempre
perpendiculara c, logo a trajetoria € de fato plana. Observe que
se ¢ = 0temos que r e v sdo paralelos e a trajetéria serd uma
reta (cOnica degenerada). Suponhamos no que se segue que
c6 0.

Mostremos agora que a trajetoria € de fato uma conica.

Fixe um eixo polar passando peso sol e seja 0 angulo entre

r e tal eixo. Seja u o vetor unitario perpendiculara r dado por
du,

. Usando coordenadas polares temos que r = ru,. Disso

segue:
dr drrdr U, dr du,d dr d
= = —U;,+r—= —u,+r = ur+ r—=u .
dt dt dt dt dt d dt dt dt
Donde obtemos:
c=r v=(ru,) d—rur+rd—u :rzd—ur u:
dt dt dt
Dessa expressao segue:
a c= CM U, rzd—ur u =
r2 dt
= GM d—ur (u, u)= GM d—u . (8.18)
dt dt
Observe agora que:
d dv dc
E(V C) = pre cC+ vV o a C: (8.19)
Por outro lado:
i(Gl\/lu )= GM dur _ GM durd _ GM OI—u . (8.20)
dt dt d dt dt

Das equacoes ( 8.18), (8.19) e (8.20) segue entao que:

d(v C) = OI(GMu ):
dt dt o
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Donde, por integracdo obtemos:
v c¢= GMu , + b;

onde b é um vetor constante.

Tomando e tal gue GMe = b segue que:
v ¢= GM (u,+ e):
Multiplicando escalarmente ambos os lados da equacao
acima por r temos:
rrv c=GM (r+r e = GMr (1+ cos );

onde = jjejje eoanguloentre r ee.Comoc=r Vtemos
por outro lado que:

onde ¢ = jjcjj.
Assim temos, nalmente:

GMr (1+ cos )= c%

2

Fazendo p = e isolando r segue a equacao:

P

r = :
cos +1

gue é a equacédo de uma conica com foco no sol e excentrici-
dade , como queriamos demonstrar.

Observacéo 8.43. Observe que como e é uma constante de in-
tegracdo e = jjejj temos que a excentricidade depende fun-
damentalmente das condicdes iniciais do movimento, isto €, da
posicao e velocidade iniciais do planeta (Veri que!).



Curvas

Parametrizacao de Curvas

No Capitulo 4 estudamos as equacdes de uma reta no espaco e
vimos que tal entidade geométrica pode ser representada pel as
equacOes parametricas:

= a+ vt
b+ Vot (91)
= C+ vst

"W /W00

N < X
[

onde Sop = (a;b;c) éumpontodareta r ev = (Vvy;Vy;V3) €

X() = (x(),y(0,2(t)

)

um vetor paraleloa r.

Fig. 9.1: Curva Parametrizada

261
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Nesse ponto, observamos que a reta representada pelas
equacOes 9.1 pode ser interpretada como a trajetoria no espaco
E3 descrita por um corpo em movimento retilineo uniforme com
posicédo inicial Sp e velocidade v. Assim, as equacbes 9.1 séo
meramente a representacdo em coordenadas da classica equa-
cao da fisica:
S(t) = Sp+ vt

na qual S(t) = ( x(t);y(t);z(t)) descreve a posicao do corpo
em guestao no instante de tempo t.

Um dos objetivos desse capitulo sera o de representar ou-
tras curvas no espaco de modo semelhante, isto €, imaginando
um corpo gue se move livremente pelo espaco e descrevendo
a posicao X (t) = ( x(t);y(t);z(t)) desse corpo no instante t,
onde agora Xx;y e z sao funcoes (ndo necessariamente lineares)
de R em R (ver Figura 9.1).

Nesse intuito, podemos entéo de nir:

De nicdo 9.1. Uma curva parametrizada no espagco com para-
metro t € funcao continua, noqual | = ( a;b) é um intervalo da
reta real.

De modo analogo podemos de niruma  curvano plano como
uma funcdo continua X :1 ! R?2.

Usualmente pedimos uma certa regularidade para as fun-
cOes x(t);y(t) e z(t), pedimos tenham derivadas de toda or-
dem (para que seja possivel de nir um vetor velocidade, um
vetor aceleracéo, etc...).
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Observamos que no caso de uma curva qualquer o vetor ve-
locidade que era constante nas equacdes da reta agora € um
vetor tangente a curva que varia com o parametro  t.

De nicdo 9.2. Dado uma curva X : | | R3 X (1) =
(x(t);y(t);z(t)) com x(t);y(t) e z(t) diferenciaveis, entdo o
vetor tangente € dado pela derivada

X qAt) = ( xNt); yAt);z X))

da funcdo X emrelacao a t.

O processo de descrever uma curva geomeétrica como uma
funcdo X : 1 ! R3é conhecido como parametrizacgao.

Exemplo 9.3. A equacao mais simples para uma parabola

y = x*

pode ser (trivialmente) transformada em uma parametrizaca 0
utilizando um parametro livre  t, e estabelecendo

X =ty =1t> para 1 <t< 1
C

Exemplo 9.4. Parametrize o circulo de raio 2 em R? e descreva
seu vetor tangente.
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t 1

! 25
ﬁt X

Solucao: Para parametrizar o circulo utilizaremos como pa-

rametro o angulo t. Com essa escolha temos as coordena-
das de um ponto P : (X;y) pode ser descritas utilizando que
X = 2cost equey = 2sent. Para descrevermos todos os

pontos o0 angulo t deve variarem [0;2 ].

Assim, a curva plana X :[0;2 ]! R?dada por X (t) =
(2cost; 2sent) descreve um circulo de raio 2 em R?.

Finalmente, o vetor tangente de X no instante t pode ser
calculado derivando a parametrizagdo X (t) = (2cos t; 2sent)
e édadopor X {t) =( 2sent; 2cost).

Observacdo 9.5. Umacurva X :[a;b]! R?, como por exemplo
a curva descrita no Exemplo 9.4, para a qual o ponto inicial &
igual ao ponto nal X (a) = X (b) € denominada curva fechada .

Exemplo 9.6. Descreva a curva espacial cuja parametrizacao €
X (t) = (cos t; sent;t=10).
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Fig. 9.2: Hélice

Solucao: Para descrevermos a curva comecamos observando
que a projecdo da curva X (t) no plano x;y € dada por X qt) =
(cost; sent) e consequentemente € um ponto do circulo de raio
unitario. Logo a curva esta contida no cilindro X%+ y2=1.

Na direcdo z a curva se move com velocidade constante.

Assim, a curva espacial X (t) = (cos t; sent;t= 10) descreve

uma hélice contida no cilindro  x? + y2 = 1. Tal curva caminha

2 . .
10 na direcao de z para completar uma volta em torno do cilin-

dro. Observe a gura ao lado.

Exemplo 9.7 (Gra co de Funcdo). O graco de uma funcdo f
R D ! R diferenciavel é uma curva em R2?. Tal curva
pode ser representada pelas equacdes parameétricas X (t) =
(t;f (t)). Observe que o vetor velocidade de tal curva é dado
por X {t) = (1 ;f At)).

Na gura 9.3 apresentamos a curva (t; sent) dada pelo gra-
co da fungdo senx em R?, cujo vetor velocidade no tempo t é
(1; cost).
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Fig. 9.4: Curva nao injetora

Exemplo 9.8. Acurva X (t)=( t3 4t;t? 4) éuma curva para-
metrizada n&o injetora (ver Figura 9.4), pois X (2) = X ( 2) =
(0; 0). Esse exemplo mostra que que nem toda curva do plano
pode ser descrita como gra co de uma funcéo.

Observacédo 9.9. Uma curva parametrizada injetora (sem auto-
interseccgoes) é dita ser uma curva simples

y
. 19 .
/
/

08 ~

06

04

2/
0 o5 05 10

%

Fig. 9.5: Curva diferenciavel com “bico”

Exemplo 9.10. Observamos, por m, um fato que pode pare-
cer a principio contradizer nossa intuicao de diferenciabi lidade
propiciada pelo estudo de fungdes reais e seus gra cos em cur -
sos de calculo diferenciavel. Uma curva parametrizada pode

ser diferenciavel e ter “bicos” ou “arestas” desde que o veto r
velocidade se anule nesses pontos. Observe a curva X (t) =
(t3:t2) cujo vetor velocidade existe para todo t e é dado por
X qt) = (3 t2; 2t).
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Fig. 9.6: Cicloide
C

Observacédo 9.11. Uma curva parametrizada diferenciavel X (t)
tal que X (t) 6 0 paratodo t é dita seruma curva regular .

Pode-se mostrar que curvas regulares nao admitem “bicos”.

Fig. 9.7: Cicloide parametrizada

Exemplo 9.12. A cicloide , uma curva classica estudada por Ga-
lileu (entre outros), consiste na curva tragada por um ponto -
xado numa circunferéncia que rola ao longo de uma reta (ver
Figura ?7?).

A cicloide esta ligada, por exemplo, ao problema da braquis-
tocrona , que descreve uma curva ligando dois pontos A eB,
com B localizado a uma altura menorque A, e que tem a propri-
edade de ser a trajetoria (“rampa”) capaz de minimizar o temp 0
para um corpo irde A a B quando este esta submetido apenas
a gravidade.
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Além disso, a cicloide (invertida) também é solucéao do pro-
blema da tautdécrona que trata de uma curva onde néo importa
onde uma particula seja colocada, ela leva o mesmo tempo para
deslizar até o fundo.

Obtenha as equacOes paramétricas da cicloide passando
pela origem O do sistema de coordenadas e obtida a partir de
um circulo de raio r “rolando” sobre o eixo  X.

Solucao: Sejat o parametro que representa o angulo de rotacao

do circulo. Quando o circulo girar de um angulo t teremos que
a distancia percorrida ao longo do eixo sera o comprimento do
setor circular entre A e B (ver Figura 9.7), ou seja rt. Dessa
forma é facil concluir que as coordenadas de A sao:

(

X = rt rsent
y =71 rcost

Logo a equacédo que representa tal curva € dada por X (t) =
(r(t sent);r(1 cost)).

Curvas em Coordenadas Polares

Coordenadas polares sdo muito uteis quando trabalhamos com
curvas com algum tipo de simetria em relacéo a origem do sis-
tema de coordenadas. Observe isso nos proximos exemplos.

Exemplo 9.13. Um circulo de raio 2 como na gura ao lado,
como sabemos, pode ser representado num sistema cartesiano
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Fig. 9.8: Circulo de raio 2

pela equacdo x2+ y? = 4. Note que, em coordenadas polares, o
mesmo lugar geométrico pode ser representado pela equacao
r=2.

Olhando o circulo como curva parametrizada, em coordena-
das cartesianas podemos representa-lo pela equacao X (t) =

(2cost; 2sent) parat 2 [0;2 ]. Em coordenadas polares teria-
MOSs 0 seqguinte:

r = IO4coszt+4sen2t:2
4sent
—arctg — =t
4 cost

Logo, a mesma equacdo, em coordenadas polares caria
X(t)=(2 ;t) COMt 2 [0;2 ].

Fig. 9.9: Espiral
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Exemplo 9.14. Observe a espiral que é o lugar geométrico dado
equacéo r =2 ( 0) em coordenadas polares. No mesmo
sistema de coordenadas poderiamos parametrizar tal curva
com X (t) = (2 t;t) para t 0. Em coordenadas cartesianas,
no entanto, teriamos:

X = rcos =2tcost
y = rsen =2tsent

Donde obteriamos X (t) = (2 t cost; 2t sent) parat O.

Observe, no entanto, que apesar de podermos representar
o lugar geométrico de tal curvapor r =2 ( 0), e dificil
representa-la no sistema cartesiano como uma equacao envol -
vendo X ey apenas.

Poderiamos pensar em escrever:

X2+ y2=2arctg y ;
X

mas como a curva tem pontos com Xx=0ea fun(;éo arctg tem

imagem em , tal equacao descreveria apenas o trecho

22
der =2 para 2 0;E
Melhor seria escrever;

!
pX2+ y2 X
X

t =
J 2

gue descreve toda espiral exceto os pontos onde X =0.Mesmo
assim, tal equacao é evidentemente mais complexa que r=2

Mais alguns exemplos de curvas classicamente representa-
das em coordenas polares estdo descritos abaixo. Tente veri -
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car e comparar nesses exemplos as equacdes nos sistemas
cartesiano e polar.

Fig. 9.10: Cardioide

Exemplo 9.15. O cardidide , descrito em coordenadas polares
pela equacédo r = a(l + cos t), onde a é um numero real po-
sitivo, tem em coordenadas cartesianas equacao (x? + y?
ax)? = a?(x?+ y?).

A sua representacao paramétrica que em coordenadas pola-
res assumiria a forma X (t) = ( a(l +cos t);t) parat 2 [0;2 ]
tem no sistema cartesiano a forma:
2a 1 v , 4a :

1+ t2)2° (1+ t?)2

X (1) =

2P

S~

Fig. 9.11: Elipse de eixos 10e 6

Exemplo 9.16. A elipse ao lado com eixo maior 10, eixo menor
6 e com um dos focos na origem pode ser representada em
coordenadas polares pela equacéao:

9

r = :
5 4cost
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Num sistema cartesiano tal curva seria descrita por:

2 2
(x 4) LY
25 9

=1:

3 Coordenadas Esféricas e Cilindricas

Fig. 9.12: Latitude e Logitude

Durante o seculo XV, quando a Europa vivenciava o periodo
das grandes navegacOes, 0os navegadores, que sabiam cami-
nhar sobre um globo aproximadamente esférico, comecaram a
usar um sistema de localizacao na Terra formado pela latitud e
e longitude de um ponto.

Nesse sistema a Terra ca dividida por paralelos, circulos
centrados no eixo de rotacao da Terra e localizados em planos
perpendiculares a este mesmo eixo, e meridianos, circulos ¢ om
centro localizado no centro do globo terrestre passando pel 0S
polos norte e sul (determinados pela interseccao do eixo de
rotacao do planeta com o globo).

Como podemos observar na Figura 9.12, podemos localizar
um ponto na Terra pela sua latitude, que mede o angulo (en-
tre  90° e 90°) com vértice no centro da Terra formado entre o
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ponto e a linha do Equador, e pela sua longitude, que mede o
angulo (entre  180° e 180°) entre o ponto e o meridiano de Gre-
enwich, tido desde 1884 como o meridiano de referéncia para
navegacao.

Fig. 9.13: Coordenadas Esféricas

O sistema de coordenadas esférico, de grande utilidade em
problemas com simetrias em relacéo a origem do espaco, € se-
melhante ao sistema de latitudes e longitudes usado em nave-
gacdo. A unica diferenca € que para localizar um ponto qual-
guer do espaco € necessaria, alem dos dois angulos, a distan-
cia do ponto a origem do espaco. Observe que para localizar
uma estrela qualquer no universo poderiamos dar a distancia
da mesma a Terra e a latitude e longitude do ponto onde aquela
estrela estara exatamente em cima de nos.

Para de nir um sistema de coordenadas esférico  precisa-
mos escolher um ponto de origem O e duas direcdes ortogo-
nais, conhecidas como zénite e referéncia do azimute

No caso do exemplo descrito acima o zénite € dado pela dire-
cao do eixo de rotacéo da Terra e a referéncia de azimute é dada
pela reta que liga o centro da Terra ao meridiano de Greenwich

As coordenadas esféricas (r;phi; ) de um ponto P sao en-
tdo dadas por:

» raio ou distancia radial r que é a distancia (Euclideana)
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entre O e P;

« angulo polar ou colatitude dado pelo angulo (entre 0 e
) entre 0 zénite e a dire¢cao do segmento  OP ;

e azimute ou longitude , angulo (entre O e 2 |)entre a refe-
réncia de azimute e a projecao ortogonalde  OP sobre um
plano ortogonal ao zénite ( plano de referéncia ).

Notamos que no exemplo dado pelos paralelos e meridianos
da Terra, o angulo de longitude € igual ao azimute , mas o
angulo dado pela latitude de um dado ponto € o angulo com-
plementar ao angulo polar

Note que no sistema de coordenadas esférico os pontos lo-
calizados sobre o0 zénite podem ser representados por mais de
uma tripla (r; ; ). De fato para tais pontos (com =0 ou

= )oangulo né&oimporta.

Observando a Figura 9.14 concluimos facilmente que as co-
ordenadas esféricas se relacionam com as coordenadas carte

sianas segundo as seguintes equacoes:

Fig. 9.14: Sphere Spirals de M.C. Escher

X = Trsen CoOSs
y = rsen sen
Z = I COS
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r = X2+ y2+ ZZ |
P :
X2+ y2
= arctg
Z
= arctg —

Tente veri car isso.

Exemplo 9.17. Curva Loxodrémica:

Problemas com simetria esférica em geral tem uma repre-
sentacdo mais simples em coordenadas esféricas. Observe a
curva desenhada por M.C. Escher em sua obra “Sphere Spi-
rals”. Tal curva € conhecida como  curva loxodromica e € a
curva gue cruza os meridianos sempre com o0 mesmo angulo.

Tal curva é representada por umalinharetana  projecdo de Mer-
cator (ver Wikipedia ), isto €, se m é ainclinacdodaretae tgéo
instante onde a curva cruza o Equador, na projecéo de Mercato r

teriamos:
x(t)=t

y(t)= m(t to)
Olhando para a curva numa esfera de raio 1 teriamos em
coordenadas esféricas:

r()=1
(t) =t
(t) = arcsin(tanh( m(t tg))) + >


http://en.wikipedia.org/wiki/Mercator_projection
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Em coordenadas cartesianas, no entanto, tal curva seria re-
presentada pelas equacoes:
cost

x() = (:os.h(m(tt to)
sen

y{t) = cosh(m(t to)
z(t)=tanh( m(t tg))

Observe que nos sistema cartesiano € dificil a primeira vist a ate
mesmo saber que a curva se encontra numa esfera, fato que no
sistema esfeérico € imediato.

Fig. 9.15: Coordenadas Cilindricas

O sistema de coordenadas cilindrico €, simpli cadamente,
0 sistema de coordenadas polar do plano euclideano comple-
mentado com uma terceira coordenada para descrever a altura
z do ponto em relacdo ao plano Oxy . Para de nir as coordena-
das cilindricas de um ponto é necesséaria a escolha de um ponto
de origem O, eixo Oz para marcar a altura e uma referéncia de
azimute no plano perpendiculara Oz pela origem (plano de re-
feréncia). As coordenadas (r; ;z ) do ponto P s&o de nidas
por:

» distancia radial dada pela distancia euclideana de P ao
eixo Oz;
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. azimuteI , angulo entre a referéncia de azimute e a proje-
cdo de OP sobre o plano de referéncia;

 altura z que € a distancia de P ao plano de referéncia.

As coordenadas cilindricas e cartesianas se relacionam de
forma muito parecida com a a relacao entre coordenadas pola-

res e cartesianas:
X =TI COS

y = r sen
z=7z

e, inversamente: D
y

=arctg =
X

Z =7

Exemplo 9.18. Heélice:

Voltemos ao Exemplo 9.6 que descrevia uma hélice que
em coordenadas cartesianas possuia equagao X(t) =
(cos t; sent;t= 10). Em coordenadas cilindricas as equacodes pa-
rametricas se simpli cariam a:

X(t)=(1 ;tt=10):

Estude isso.

Comprimento de uma Curva

Provavelmente em cursos de fisica vocé ja se deparou com a
formula:
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gue indica a distancia percorrida S por um corpo que se move
durante um periodo de tempo t com velocidade constante v
(onde v e igual ao comprimento do vetor velocidade  v).

Como poderiamos generalizar o calculo da distancia percor-
rida para um corpo que se move com velocidade nao constante

entre os instantes ty e t ao longo de uma curva parametrizada
X (1) =(x(t);y(1)?
Algo que talvez também ja seja familiar a vocé é que tal for-
mula se generaliza por:
yA t
S = v(t)dt;
to

onde v(t) = kv(t)k.

Inspirados por essas equacoes, de nimos 0 comprimento
de uma curva X = | | R3 parametrizada por X (t)
(x(t);y(t);z(t)) notempo t a partir do ponto tq por:

YA t
s(t)= kX Yt)kdt

to

ou de modo mais explicito:
Z
tp
s(t) = (xYt)) 2+ (yqA)) 2 + ((zY1)) *dt

L

Fig. 9.16: Comprimento de uma curva

Intuitivamente a formula acima admite a seguinte interpre-
tacdo. Dividamos o intervalo [to;t] em partes de modo que
to<ti1<t,< <tnh+ = t. O comprimento do segmento de
reta que liga X (t;) a X (tj+1), obtido pelo Teorema de Pitagoras,
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é dado por:

si= ' ( X)ZH( y)Pr( 22

onde xi = (x(ti+a) x(t)), yi = (y(tisa) y(ti)) e
zi = (z(ti+1) z(tj)). Assim o comprimento s da curva
parametrizada X (t) de tg at € dado aproximadamente por:
b
S Sj.
1=0
Ver Figura 9.16.
Mas, se t-(tj;1 t;) temos:
Y !
{J X; 2 7, 2 7 2
Si = - tr -  t — ( t)2=
t; t t
q
= (Vi)2+(Vv))2+ (V)2 ti;
« _ Xi y _ Yi , _ Zi
onde vi{ = —— ,v/ = —— evV{= — . Aumentando a

[ [ i
particao e diminuindo os intervalos [ti;ti+1 ] temos que no limite
a expressao

x q
s (V)2 + (V)2 + (V)2
i=0
torna-se
th
s(h= " A0)Z+ (yA0)Z + (2q0) 2ot

Exemplo 9.19. Qual o comprimento do circulo de raio 17
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Solucao: O circulo de raio 1 pode ser representado como uma
curva parametrizada por X (t) = (cos t; sent). Para obtermos
o comprimento do circulo integramos a norma do vetor veloci-

dade X {t) =( sent; cost):
Z 2 p Z 2
s(2 )= sen?t +cos?tdt = 1dt =2
0 0

Exemplo 9.20. Qual o comprimento da hélice dada por X (t) =
(cost; sent;t= 10) entre os instantes 0e4 ?

C
Solucdo: O vetor velocidade da curva é dado por X Yt) =
( sent; cost; 1=10). Logo:
z, > y AP g— P
4 1 2 4 101 4 = 101
s(4 )= sen?t +cos?t+ — dt = —dt = ———
0 10 0 100 10

Regides planas limitadas por curvas

Frequentemente em problemas de fisica e engenharia precisa -
mos encontrar areas de regides do plano limitadas por curvas
planas. Nao é raro, também, problemas que envolvem densida-
des (de massa, por exemplo) variaveis numa placa plana, so-
bre a qual estamos interessados em entidades como 0 peso ou
centro de massa. Para lidar com tais problemas utilizam-se f er-
ramentas desenvolvidas em calculo integral, um tema que vai
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muito além do escopo deste livro. No presente momento nao
Nnos € necessario entender quais sao e como podemos utilizar
tais ferramentas. No entanto a descricao de regides do plano
limitadas por curvas € um tema de grande interesse para a ge-
ometria analitica. Temas este que trataremos a sequir.

Um modo interessante de descrevermos regides limitas por
curvas € nos utilizarmos de coordenadas cartesianas e “esca -
nearmos” a regiao analisando a interseccao da regiao com re-
tas verticais, ou seja, retas do tipo x = k, onde k é uma cons-
tante real.

y -

B

O A

X'

Fig. 9.17: Regiao limitada por 3 retas

Exemplo 9.21. Imagine que queiramos descrever a regiao in-

terna ao triangulo representado na Figura  9.17, isto € a area
limitada pelos pontos O =(0;0),A =(2;0eB =(;2). Po-
demos descrevé-la analisando a interseccao das retas de equ a-

|
cdo x = k, para k 2 [0;2], com o triangulo. Como areta OB
1

tem equacéo y = EX’ veriamos que para um dado x xado os

_ 1
pontos do triangulo teriam a coordenada  y no intervalo [O; 5x].
Simbolicamente representariamos a area do triangulo por:

1

y= <X
2 dydx

x=0 y=0

Z, ., Z

A4 oaB
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- - = e o o= = o

Xy

Fig. 9.18: Regiao limitada por 3 retas

Exemplo 9.22. Considere agora o triangulo 4 OAB limitado pe-
los pontos O = (0;0),B =4;2) eC = (2;4) (Figura 9.18).
Nesse caso, x deve variar no intervalo [0; 4] para cobrir todo o
triangulo. No entanto, quando X perterlme ao Iintervalo [0;2] a
coordenada y ca limitada pelas retas OB e OA, e qualndo X
|es.tél no intervalo [2;4] a coordenada y ca limitada por OB e
‘AB . Assim sendo, para simpli car a descricdo da regido “es-
caneada” por retas verticais, descrevemos a area do triangu lo

4 OAB como a soma dos triangulos 4 OAE e 4 EAB .

Descrevendo o tridngulo 4 OAE temos entao que, pzilra X
entre 0 e 2, os pontos do triangulo cam entre as retas ‘OB e

!
'‘OA, de equacgdes y = EX ey = 2 X, respectivamente. Logo,

para x 2 [0; 2] devemos ter EX y 2X,o0useja, y 2 [EX; 2X].
Simbolicamente:

VA X=2 VA y=2 X

A4oaE = 1 dydx:
x=0 y= EX

Para o triangulo 4 EAB teriamos x variando entre 2 Ie 4,

Nesse caso, 0s pontos do triangulo cam entre as retas ‘OB
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! 1 _
e AB , de equacles y = SX ey = x + 6, respectivamente.

Logo, para x 2 [2;4] devemos ter EX y X + 6, ou seja,
1
y 2 [Ek; k + 6] . O que simbolicamente caria:

Z X =4 Z y= X+6
Aseas = 1 dydx:

X=2 y=—X

2
Finalmente, a area do triangulo 4 OAB seria representada
por:

Asoms = Aszoae + Aseps =
X=2 y=2X
= 1 dydx + 1 dydx:

x=0 y=—X X=2 y=—X

2

A o B X

Fig. 9.19: Setor circular

Exemplo 9.23. Considere agora a regiao do plano acima do eixo

Ox e limitada pelo circulo de equagdo x?+ y? =4 (Figura 9.19).
Podemos descrevé-la variando x no intervalo [ 2;2] e, para
cada x xado, fazer y percorrer o intervalode O (retay = 0)

atéy = P 4 X2 (parte da curva X2+ y? =4 sobre oeixo Ox).
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Desse modo, a area seria simbolicamente indicada por:
VA X=2 yA y= P 4 x2
Apog = dydx:

R,

C G o H AX

Fig. 9.20: Meio anel

Exemplo 9.24. Suponha agora que queiramos descrever a re-
gidao do planoacimadoeixo Ox e limitada pelos circulos centra-
dosem 0= (0 ;0) ederaios 1e 2 (Figura 9.20). Novamente, po-
demos descrevé-la variando x no intervalo [ 2;2]. Mas agora,
para x 2 [ 2; 1]ex 2 [1;2],y caentreareta y =0 ea

curvay = 4 x2e,parax 2 [ 1;1], y esta limitado pelas
curvas y = 1 x2ey = 4 xZ2 Desse modo, a area seria
simbolicamente indicada por:
Zx= 1Zy=p4 X 2 Zx=1Zy=p4 X2 ZX—ZZy=
AcgHa = dydx + p dydx +
x= 2 y=0 x= 1 y= 1 x?2 x=1  y=(

Alternativamente, poderiamos descrever a mesma area sub-
traindo a area entre o eixo OXx e o circulode raio 1 da area entre

Ox e o circulo de raio 2, ou seja:
P
YA x=1 VA 1

Z y= Zy= 4 x2 y= x2
AcgHa = dydx dydx:

x= 2 y=0 x= 1 y=0
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Quando as regioes a serem descritas tém certa simetria cir-
cular como nos Exemplos 9.23 e 9.24, um modo interessante
de descrever as areas € atraves do uso de coordenadas pola-
res. Podemos descrever uma dada regiao variando a coorde-
nada e olhando para a interseccao da regido com a semi-reta
de equacao = k (em coordenadas polares).

Assim a area do Exemplo 9.23 poderia ser representada va-
riando  no intervalo [0; ] e, fazendo, para cada xado, r
percorrer o intervalo [0; 2]. Simbolicamente representariamos

ISSO por: Ve ve
= r=2

Apog = rdrd :
=0 r=0

Observacao 9.25. Em coordenadas cartesianas usualmente es-
crevemos dydx na descricdo da area motivados pelo fato de
que a area de um retangulo de base X ealtura yeé y X.

Em coordenadas polares escrevemos rdrd ao invés de
apenas drd , pois a area de um setor circular de nido por um
dado e com raio variando entre r er + r é aproximada-
mente dada por r r se r € pequeno.

Mais detalhes podem ser encontrados em referéncias clas-
sicas de calculo.

A regiao do Exemplo 9.24, por sua vez, poderia ser repre-
sentada variando no intervalo [0; ] e, fazendo, para cada
xado, r percorrer o intervalo [1;2]. Simbolicamente represen-
tariamos isso por:

Apos = rdrd :
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Fig. 9.21: Cardioide

Exemplo 9.26. Imagine que queiramos usar coordenadas pola-
res para descrever a regiao do plano limitada pelo cardidide de
equacao r =1+cos . Paraisso,fazemos variar no intervalo
[0;2 ]e,paracada xado, fazemos r variarentre 0e 1+cos

Assim tal regido seria descrita por:

Z =2 Z r =1+cos

A = rdrd :
=0 r=0

Exercicios

Ex. 9.1 — Esboce as regides descritas abaixo:
RZ R3

I:él-l RZ
R R,

a)
b)
C)
d)

R
e) [ 9% dydx

, dydx
* dydx

f) 3 p9

9 .

hy °, o * dydx
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Ex. 9.2 — Descreva as regioes abaixo de dois modos diferen-
tes usando a notacao para coordenadas cartesianas descrita

acima;

a)

b)
C)
d)

e)

Regido limitada pelos eixos coordenados Ox e Oy e a
retay +2x =4

Regido limitada pelas pardbolas x = y2 lex =2y?+3.

Regido dentro da elipse X2 4 v2oq

9 4
Regido acima do eixo Ox a direita do eixo Oy e entre 0s
circulos x°+ y?=4 ex?+ y?=9,
Regido limitada da gura abaixo:

A

y A y=1+2a"
\/ =1

y=—1

Ex. 9.3 — Inverta a notacao de (??) para (??) ou (??) para (??)
nos itens do Exercicio 9.1.

Ex. 9.4 — Esboce as regides descritas abaixo usando coorde-
nadas polares:

a)

b)

RZ RZ
rdrd

R, R,
! rdrd
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Ex. 9.5 — Use coordenadas polares para descrever as regides
abaixo:

a) Anel centrado na origem de raio interno 2 e raio externo
4

b) Parte do anel centrado na origem de raio interno 1 e raio
externo 2, localizada no primeiro quadrante.

c) Parte do anel centrado na origem de raio interno 1 e raio
externo 2, localizada no primeiro quadrante, entre o eixo
Oy earetay = X.



10

Mudanca de Coordenadas Ortogonais no
Plano

Como sabemos, um sistema de coordenadas no plano é um
conjunto de dois vetores linearmente independentes f1;f- (ou
seja uma base E para V?) e um ponto O, chamado de origem

do sistema de coordenadas.

Sabemos de modo geral que um ponto xo P ao ser repre-
sentado em diferentes sistemas de coordenadas possuira coo r-
denadas distintas. Esse fato foi usado inUmeras vezes ao esc o-
Ihermos um sistema de coordenadas para representarmos um
problema: o mote era que através de uma escolha adequada
para o sistema de coordenadas podemos simpli car diversos
problemas de geometria analitica.

Neste capitulo iremos um pouco além e entenderemos a re-
lacao entre a representacao em diferentes sistemas de coord e-
nadas através das mudancas de coordenadas, isto é, de algu-
mas transformac0es que nos permitem identi car os objetos
geomeétricos nos diferentes sistemas. Mas antes de irmos ao
caso geral concentraremos nossos esforgos num tipo especia I
de mudancas de coordenadas, as transformacdes ortogonais e

em especial a translacdo e rotacéo .. Estas apresentam-se como
289
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transformacgdes de fundamental importancia para nés uma vez

gue levam sistemas de coordenadas cartesianos em sistemas
cartesianos.

Translacao

Uma translacao € uma mudanca de coordenadas entre dois sis-

temas =( O;B =(ege))e 9=(0%BO=(fq;f,)) naqual

as bases B e B %sdo iguais, isto é, apenas O e O%diferem.
Fixado um ponto P do espaco, qual a relacédo entre as coor-

denadas (x;y ) de P no sistema e as coordenadas (x%y9 de
P nosistema

yA

y X

v
v
4

Fig. 10.1: Translac&o

Sejam (h; k) as coordenadas dol ponto Oonolsistema . Te-
mos entdo que, na basel (el;(?z), OP| =(xy), OP = (x%y9
e 0O0°%=(h;k). Como OP = 00°%+ O%, temos que (x;y) =
(x%y9 + ( h;k). Dessa forma a mudanca de coordenadas de 0

para assume a seguinte forma:
| | |
X x 0 h
= +

y y© k

onde (h;k) as coordenadas do ponto OP°no sistema de co-
ordenadas sistema  1:
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Eliminacao dos termos lineares de uma

equacao quadratica

Vamos agora usar a translacdo para simplicar a equacéao
f(x;y)= Ax?+ By?+ Cxy + Dx + Ey + F =0, eliminando
seus os termos lineares.

As equacOes das translacdes séo

(

x = x%+ h
y = y°+ Kk

Substituindo na equacéo de segundo grau temos:
A (X%+ h)*+B (Y%+ K)°+ C (x°+ h)(y°+ k)+ D (x°+ h)+ E (y°+ K
expandindo temos:

Ah?+ Chk +2 Ahx °+ Chy °+ Dh + Bk?+ Ckx °+2Bky °+ Ek +
+A(x%%+ CxY%+ Dx %+ B(y%?+ Ey°+ F =0

Agrupando os termos

A(x9Y%+ B(y9)?+ CxY°+ (2 Ah + Ck + D)x°+(Ch +2Bk + E):
(10.1)
+Ah?+ Bk?+ Chk + Dh + EK + F =0

Queremos que os termos lineares se anulem, logo

2Ah + Ck + D =0
Ch+2Bk + E=0

Se o sistema tiver solucao, entdo teremos resolvido o pro-
blema. Isso ocorre por exemplo se

2A C
C 2B

=4AB C?60
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Caso o determinante se anule, podemos néo ter nenhuma

solucéo (sistema impossivel) ou um numero in nito de solu-
cOes (sistema indeterminado).

Notemos também que 0s coe cientes dos termos de grau
dois ndo se alteram e que o termo constante  F%vale f (h;k) =
Ah?+ Bk?+ Chk + Dh + EK + F =0

Exemplo 10.1. Achar uma translac&o que elimine os termos li-
neares da equacao:

X% 5xy 1ly? x+37y+52=0

Solucdo: Se substituirmos x = x°+ hey = y%+ k. Teremos

(x%+ h)? 5(x%+ h)(y%+ k) 11(y°+ k)® (x°+ h)+37( y°+ k)+5
(10.2)

Donde temos:

(x9% 5xY°% 11(y%%+@2h 5k 1Dx° (Bh+22k 37)y%
+(h? 5hk 11k® h+37k+52)=0

Como queremos que os termos em x%e em y°se anulem,
devemos ter para isso

2h 5k 1=0
Sh+22k 37=0

O sistema
linear acima possui uma unica solucdo [h =3 ;k =1] : E logo
a equacao 10.2 se simplica a

(x9% 5xY° 11(y%2+69=0
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Exemplo 10.2. Simplique a equacdo g(Xx;y) = 4 x? 4xy +
7y?+12x+6y 9=0:

C
Solucédo: Usemos agora o deduzido imediatamente antes do
Exemplo 10.1.
Sejam (
x = x%°+ h
y=y%+ k
Para termos os termos lineares nulos, devemos ter
8h 4k +12=0
4+14k+6=0
Resolvendo esse sistema linear chegamosa h = 2ek= 1
Temos, assim, que F° = g( 2; 1) = 4( 2)°
4( 2)( 1)+7( 1?+12( 2)+6( 1) 9= 24. Logo

a equacdo no sistema Y ca

4(x9%  axY°+7(y9? 24=0

Exercicios

Ex. 10.1 — Em cada um dos seguintes itens, transformar a
equacao dada por uma translacdo dos eixos coordenados para
a nova origem indicada.
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1X%+ y?+2x 6y+6=0( 1:;3)

2B3x2+2y?+12x 4y +8=0( 2;1)
3y® x?+3y? 4y+3y 3=0( 2; 1)
axy 3x+4y 13=0( 4;3)

Ex. 10.2 — Nos item abaixo, por uma translacao dos eixos co-
ordenados, transformar a equacao dada em outra desprovida
de termos do primeiro grau.

12x%2+ y?+16x 4y +32=0
2Bx? 2y? 42x 4y +133=0

3xy x+2y 10=0

Ex. 10.3 — Dada uma equacao quadratica em duas variaveis
Ax >+ Cxy + By >+ Dx + Ey+ F =0, provequese 4AB C?60
entao sera possivel eliminar os termos lineares atravées de u ma
translacao. Veri que que a reciproca nao é verdadeira, i.e. , €
possivel eliminar os termos lineares de uma equacao quadra-
tica em duas variaveis através de uma translagcao mesmo tendo
4AB C? = 0. Faca isso mostrando que, por exemplo, a
equacdo quadratica 4x2 + y?+4xy +2x + y = 0 satisfaz
4AB C? = 0 porém existem in nitas translacées que eli-
minam o termo misto.

Ex. 10.4 — Prove que na equacéo de segundo grau f (x;y) =
Ax °+ Bxy + Cy?+ Dx + Ey + F =0 ; quando a origem é transla-
dada para o ponto (h;k) o termo constante é transformado em
f(h;k):
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Rotacao

Considere no plano um sistema de coordenadas =
(O;e1;e5). A rotacao de por um angulo corresponde a
um sistema de coordenadas 0= (0;f1;f,) onde os vetores
f 1;f - s@o iguais aos vetores ei; e, giradosde  no sentido anti-
horario.

EyOAy

Fig. 10.2: Rotacao

Em coordenadas polares temos o seguinte. Considere um
ponto P de coordenadas (r; ): Substituindo por ro-
tacionamos o ponto P pelo angulo (Por qué?). Ou seja, de-
nindo um novo sistema de coordenadas polares por ro=r
e 0= ; obtemos um sistema de coordenadas polares
rotacionado de

A partir da identi cacao do sistema polar com o sistema car-
tesianas associado temos que as coordenadas  (x;y ) de P obe-
decem:

X = I COS
y = r sen

Por outro lado, denotando por (x%y9 as coordenadas de P no
sistema cartesiano rotacionado temos entao:

x%= r cos( )
y9= r sen( )
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e assim

x°= rcos cos + rsen sen
yO: I COS Sen I COS Ssen .

Como X = rcos ey = rsen segue que

x%= x cos + ysen
y’= xsen + ycos;

0 que relaciona as coordenadas (X;y) de P no sistema
com as coordenadas (x%yY de P no sistema cartesiano  °ro-
tacionado de um angulo

Em notacao matricial temos:
I | |

x 0 COoS sen X

y© sen  cos y

Calculando a transformacao inversa (matriz inversa) segue
entao que ! ! !

_ cos sen x O
y sen CoS y©
Donde:
x = xYcos y%sen

y = x%en + y°cos ;

Eliminemos agora o termo mistode  Ax °+ By 2+ Cxy + Dx +
Ey + F =0 através de rotacéo.

Queremos achar uma rotagcao por um angulo tal que a
equacao acima se reduza a

A%+ BY?+ D%+ EY + F°=0
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Substituindo x = x%cos y%sen ey = y%%os + x%sen

emAx %+ By?+ Cxy + Dx + Ey + F =0 teremos:

A (x°cos y%sen )°+ B (y%°os + x%en )*+
+ C (x°cos y%sen )(y°cos + x%sen )+ D (x°cos y%sen

+E (y°cos + x%en )+ F =0
Expandindo:

A (x%? cos? Ax Y%2sen cos + A(y9?sen?+
+B(y92cos®> + BxY%sen cos + B(x%H?sen®+
+ Cx Y %cos? + C(x9Y%sen cos C(yY?sen cos Cx Y%sen

+ Dx Ycos Dy %sen + Ey°cos + Ex%sen + F =0

Donde chegamos a:
A%%+ BY2+ c&Y°+ D&+ EY + F°=0;
onde:

A®= Acos®> + Bsen’ + Ccos sen

B%= B cos® + A sen’ C cos sen

C%= C cos? C sen? 2A cos sen +2B cos sen
D% D cos + E sen

E%= E cos D sen

FO= F

Para eliminar o termo misto devemos ter
C%= C cos? C sen? 2A cos sen +2B cos sen

Seja zero, ou seja queremos que

C%= Ccos2 (sen2 )(A B)=0
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E assim; 5

C
Um modo mais facil de lembrar dessas equacfes € notar que
A%+ BO%= A + B eque

cot(2 )=

A B%= Acos® + Bsen? + Ccos sen B cos® + A sen
= A cos® B cos’ Asen’ + Bsen” +2Ccos se
Usando as formulas de angulo duplo  cos? sen® =

cos(2 )e2sen cos =sen(2 ) temos

A% BY%= A%0s2 BY%o0s2 + CYsen?
=(A° B%cos2 + CYsen2:

Logo
0 0 A Bcos2
A B"= Csen?2 +1
C sen?
= Csen2 cot?(2 )+1
ASSIm

A° B%= Cecsc(2 ):

Desse modo, para acharmos A°e B?temos de resolver o

sistema
8
3 A+ B°=A+B <
A B ?2
2 A BP=Cecsc(2 )= C c +1

Exemplo 10.3. Simplique a equacdo g(Xx;y) = 4 x? 4xy +
7y?+12x+6y 9=0
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C
Solucao: Como vimos na (sec;éo anterior a translacao
x = x% 2
y=y% 1
elimina os termos lineares e transforma a equacao para
4(x9%  axY%+7(y9* 24=0
h= 2ek= 1
~ N A B 3 3 ..
Entdo uma rotacdo por cot(2 ) = = = —ira
C ?ff 4
eliminar o termo misto. Note que se cot(2 ) = 7 entao o
5
angulo esta no primeiro quadrante e c¢csc2 = Z: (SO para
sua curiosidade ' 26:565)
Logo

A00+ BOO: AO+ BO: 11
A B%= Cecsc(2 ) 5
Resolvendo o sistema linear temos que A%=3 eB®=8 e
logo a equacéo ca
3(x%)*+8(y% =24
(x9*, %9 _
8 3
(Como veremos depois, uma elipse horizontal)

1

Exercicios

Ex. 10.1 — Determinar as novas coordenadas dos pontos (1;0)
e (0; 1) quando os eixos coordenados sao girados de um an-
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gulo de 30°.

Ex. 10.2 — Para cada equacao abaixo transformar a equacao
dada por uma rotacao dos eixos coordenados do angulo indi-
cado:

12x +5y 3=0,arctg2;5

2 X% 2xy + y?> x =0,45°

3p§y2+3xy 1=0, 60°

Ex. 10.2 — Por uma rotacdo dos eixos coordenados, transfor-
mar a equacao dada em outra desprovida do termo Xy .

14x%+4xy + y2+ p§x:1

29x?2+3xy +9y?2=5

3 X2 2xy +y?2 4=0

416x%2+24xy +9y?+25x =0

Ex. 10.2 — Prove que os nimeros A + C eB? 4AC séo inva-
riantes por rotacoes.

Equacoes Geral do Segundo Grau no Plano

Através do uso de translactes e rotacOes do sistema de coorde -
nadas, podemos observar que as equacoes de elipses, parabo-

las, hipérboles e circunferéncias podem ser escritas na for ma
Ax?+ By?+ Cxy + Dx + Ey + F = 0. No entanto, nem
toda equacao nessa forma representa uma dessas conicas. Por
exemplo, a equacdo x? y? = 0, ou de modo mais conveni-
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ente (x + y)(x y) =0, representa duas retas concorrentes:

X+y=0ex y=0.

E um bom exercicio observar que podemos dividir equacoes
quadréticas do tipo Ax °+ By?+ Cxy + Dx + Ey + F =0, em
trés grupos de acordo com as curvas que elas representam;

« Equacdes do tipo eliptico , onde C? 4AB < 0: vazio,
ponto, circunferéncia ou elipse;

« Equacdes do tipo parabdlico ,onde C? 4AB = 0: vazio,
reta, unido de duas retas paralelas ou parabola;

« Equacdes do tipo hiperbdlico ,onde C2 4AB > 0: unido
de duas retas concorrentes ou hipérbole.

Exemplo 10.4. Exemplos de equacfes quadraticasem Xy :

1 | Equaces do tipo eliptico:

X%+ y?+1=0 : Vazio;

X2+ y?=0: Ponto;

X%+ y? 1 =0: Circunferéncia;

X?+2y? 1=0: Elipse.

2 | Equacoes do tipo parabdlico:

e (X + y)?= x?2+2xy + y?2=0:Umareta;

e (X+Yy)Xx+y+1)= x?+2xy + y?+ x+y =0:Unido
de duas retas paralelas;

e X y?=0:Parabola.

3 | Equac0es do tipo hiperbdlico:
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e (X + y)(x y)= x? y?=0: Unido de duas retas
concorrentes;

e (X+ y)Xx+y+1)= x? y? 1=0:Hipérbole.

Para uma identi cacao exata da curva representada pela
equacao devemos atraves de translacdes e rotacdes obter uma
equacao simpli cada, isto €, sem termos lineares e misto. Pa ra
ISSO, sugerimos o0 seguinte método:

1| Veri que se existe termo misto, isto €, se C60.SeC =0,

complete quadrado e faca uma translacao para nalizar a
simpli cacao da equacao.

2| Caso C 6 0, proceda como indicado no capitulo de Mu-
danca de Coordenadas, para eliminar os termos de pri-
meiro grau via translacgao.

Observacédo 10.5. Podemos, nesse ponto, chegar a um sis-
tema incompativel. Nesse caso, partimos para o proximo
passo sem nada fazer.

3| Como feito no capitulo de Mudanca de Coordenadas, eli-
minamos agora o termo misto via rotacgao.

Como vimos no exercicio ??, é possivel atraves de transla-
coes eliminar os termos linearesde  Ax 2+ Bxy + Cy?+ Dx +
Ey + F =0 (comcerteza)se 4AB C?60.
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Caso 4AB C260

Nesse caso a simpli cagao segue via translacao e rotacao.

Exemplo 10.6. Reduziraequagdo x? 5xy 1ly? x+37y+
52=0:

C

Solucdo: Fazemos a translagdo x = x°+ hey = y%+ ke
queremos que os coe cientes de  x%e y%se anulem. Para isso

teremos que (
2h 5k 1=0

5h+22k 37=0

Cujas solugbes sédo h =3 ek =1. Ou seja a nova origem &
o ponto (3;1) e nesse sistema a equacao ca

(x%%+5xY°+11(y9)°+69=0
Para eliminar o termo misto devemos rotar a equagao por
cot(2 )= 12=5
E a equacao apos a rotacdo ca sendo

A% + B (y99° =69

Onde A% B®= A0+ B0e A00 B O0= BOp cot(2 )+ 1 eassim

EeBOO: 3
2 2

A00:

e a equacdo se reduz a

00 00
AN A
6 46

1
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Caso 4AB C2=0

Neste caso nao tentaremos eliminar os termos lineares e pas-
saremos direto ao termo misto. Para eliminar o termo misto
faremos uma rotacéo pelo angulo dado por
A B
C
Exemplo 10.7. 16x? 24xy +9y?+15x +17y +15=0

cot(2 )=

C
Solucdo: Neste caso 4AB  C? = 0 . Eliminaremos o termo
misto rotacionando por um angulo de
A B 7
cot(2 )= = —
C 24
Neste caso temos um triangulo de lados 7,24 e 25: e desta

forma sen(2 )=24 =25 ecos(2 )= 7=25
Também sabemos que
sen(2 )
1+cos(2 )
elogo tg( ) =24 =18 =4=3elogo sen( ) =4 =5ecos( ) =
3=5 e as equacodes da rotacao cam

tg =

sen(2 )=2cos sen cos(2 )=cos? sen®

3 4

- 0 0
x = —x° —

5 5y

© 4 3

_ 0 0
= X"+ —

e a equacao reduzida pode ser calculada pelas equacoes

A%+ B°= A+ B =25
A° B°=Cecsc(2 )= 25
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elogo A°=0 eB%=25 e aequacio se reduz a

3 4 4 3
25 (y%2 38 gXO gyo 34 gXO+ gyo +71=0

25(y%* 50x°+10y°+ 71 =0

Completando os quadrados temos

1 2 7
y 5 5

Exercicios

Ex. 10.1 — Identi que e desenhe as curvas , mostrando os no-
VOS €eix0s apos a rotacao e translacéao:

12x2+4xy +5y? 8x 14y +5=0

2X? Bxy +13y2+7x 3ly 37=0

33x2+12xy +8y? 24x 40y +60=0

4a11x?+6xy +3y? 12x 12y 12=0

57x2 8xy + y>+14x 8y +16=0

6 BX%+12xy + y2 36x 6y =0

709x? 15xy + y?+63x =0

8 25X2+120xy +144y2+86x +233y +270=0

9 5x2+120 xy +144y? 312x +130y +156=0

10X? 4xy +4y?+3x 6y 28=0

114x2+12xy +9y? 2x 3y 2=0 (dois problemas)
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Um pouco de Algebra Linear

Dado uma matrizreal 2 2:
!

di; adi
A =

dp1 A2

ev = ( X;y ) um vetor no plano.

De nimos o produto da matriz A pelo vetor v como

Av = (‘apXx + apy; (azXx + azny)

O produto da matriz A pelo vetor v de nida acima é linear,
isto é, satisfaz:

A( u+ v)= A u+ A v

para todos os vetores u;Vv e paratodos escalares 1; ,. Ade-
monstracao desse fato sera deixada como exercicio.

De nicdo 10.8. Um numero real € dito autovalor para a ma-
triz A se existir um vetor v nao nulo tal que

Av = Vv

Dado um autovalor da matriz A, diremos que que um vetor
u é um autovetor de A associado ao autovalor se Au = U .

Em coordenadas temos as seguintes condicdes:

(11X + azy; (azx + axny)=( X,y )

Ou equivalentemente:
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ail )X + apy =0
a»Xx +( ax )y =0
O sistema acima tem solucao nao trivial somente se:
|

a a
det M =0

azl doo

Ou seja, € um autovalor da matriz A se e somente se for
raiz do polinbmio pa( ) = ( a1 )(az: ) + ajppars. O po-
linbmio pa( ) é dito polinbmio caracteristica da matriz  A.

Os argumentos anteriores provam o seguinte teorema:

Teorema 10.9. Os autovalores de uma matriz A sao as raizes
do polinbmio caracteristico da matriz  A.

Para uma matriz simétrica temos:

Teorema 10.10. Dado uma matriz A simétrica 2 2 entao:

1| A possui dois autovalores reais 1€ o.

2 | Existe um par de autovetores u e v relativos aos autova-

lores 1; , respectivamente. Esses autovetores sao or-
togonais.

Considere a matriz B cuja primeira coluna é formada pe-
las coordenadas de u e a segunda coluna é formada pela

coordenadas do vetor Vv entao: |

BAB = !
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Demonstracéao.
O discriminante da equacgéo quadratica pa( ) =0 é =
(A C)?+ B2 Como o discriminante é n&o negativo as
raizes séao reais .

2| Se > 0aequacdotem pa( ) =0 tem raizes reais dis-

tintas: 1, 2.
Sejam u ev taisque Au = UueAv = V.

Vamos provar que u eV Sao ortogonais

Au v =u Av

Logo
U v= -UV

(1 2)u v=0

elogou v=0

3 | Fazer.




Mudanca de Coordenadas no Espaco

Mudanca de Base

Dadas duas bases do espaco E = fe;;e,;esgeF = ff;f,; f30:
Os vetores e podem ser escritos como combinacéao linear de
fi .

e; = anfi + axfy+ asifs (11.1)
€ = ajgfi + axnfr+ asfs (11.2)
e3 = ajisfi + ajsfy + assfs (11.3)

Dado um vetor qualquer ele pode ser escrito como como
combinacéao linear de e e de f;

V= Xe+ Yye+ zej

v= ufy+ v, + wfy

Ou de modo equivalente as coordenadas de v na base E
sao (X;y;z ) e as coordenadas desse mesmo vetor na base F
sao (u;v;w ) : O problema que queremos resolver é o seguinte:
Imagine que sédo dadas as coordenadas do vetor v na base E.
Como fazemos para descobrir as coordenadas desse vetor na

base F ?
309
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Esse problema é facil de resolver para isso substituiremos
as expressoes de e;; ey;esznabase F dadasem 11.1,11.2e11.3
emv = Xe + ye,+ zes:

v = X (aiifi + anfr + aszifz) + y (aofi + axnfs + aszfs) + z (aisfy + ¢

V=(Xxa11+ yap+ zaz)fi+(Xaz + yagz + zaz)f,+( xasz + yas:
Em notacédo matricial temos:
0 1 0 10 1
di1 dj2 4dis X
%V § = %321 az2 323§ %Y§
W dz1 Azz Ass V4
A matriz 0 1

di1 di2 Ais
MEer = %321 aoo a23§

diz1 dsz2 das

u

é chamada matriz mudanca de base de E para F:
Exemplo 11.1. Seja a base F dada por

e, =2f1+3f , +4f 3
e;=f1+f+f3
e3:f2

Entdo a matriz mudanca de base vale
0 1

Essa expressao pode ser facilmente generalizada para um
espaco vetorial nito. Neste caso seja E = fegl, eF =
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ffigiL, : E seja a expansao de e nabase F

X
k= ai f; (11.4)
i=1
~ n P n ~
Entdo dado um vetor L= ke ykfk e v=" |, Xx€& entao
substituindo 1l.4emv= | _ Xy temos
XX
V= X ki fi
k=1 i=1
X XX
Yifk = Xk ik fi
k=1 i=1 k=1
X XX
Yifk = X axi f
k=1 k=1 i=1
e logo
X
Yk = Xiaki

i=1
ou em notacao matricial:

0 1 0 10 1
%)’1§ %311 i alnggxlg
Yk Ap1 ... Anpn Xk
C

E se zemos duas mudancas de base uma de E para F e
outra de F para G; qual sera a matriz mudanca de base de E
para G? Neste caso sejam Agr = ( @) a matriz mudanca de
base de E para F e Bgg = ( bj ) a matriz mudanga de base de
F para G: Queremos determinar Cg.c = ( ¢ ) a matriz mudanca
de base de E para G:
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P
Assim temos que fy,= [, ake egj = .., byfk, substi-

tuindo a primeira expressao na segunda temos:

X X
g = by ake
k=1 =1
XX
) g = byj aik €

i=1 k=1
Pn
Como qg; = ._. Cii €, temos que
J i=1 ~I

X
Cij = Ak by
k=1

Ouseja,amatriz Cegc = Aer Beg

Uma consequéncia da expressao acima € que se a mudanca
da base E para F € a matriz A; entdo a mudanca da base F
para a base E é amatriz A *:

Exemplo 11.2. Na exemplo anterior a base E era dada por

e, =2f1+3f, +4f 3
ep=f1+fo+f3

e3:f2

Entdo a matriz mudanca de baseoda base 1 E para a base F valia

Entdo a mudanca da base F para a base E vale

1
210 20 3
Mre =(Megg) ° %3]-1§ %)2(3 1§
410 21 2
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Mudanca de Coordenadas

Sejam dois sistemas de coordenadas 1=(0;e;;ee)e o=
(OO fy; £, f3):

Neste caso um ponto P no espaco pode ser escrito como
OP = X1€1+X 28,+X 383 OU COMO OOP = yifi+y Hfo+y Sfa:

Escrevendo os vetores e; na base f; teremos:

e; = airfy + anfy + asfs (11.5)
e, = aiofy + axnfr + as)fs (11.6)
e3 = aisfi + ajsfa + assfs (11.7)

Entdo de modo analdgo a secao anterlor teremos que o vetor
OP escreve-se na base F como OP = xf, + yfy, + zf3 sendo
X;y;z dados por

0O 1 0 10 1
X di1 A2 ais X1
%y § = %321 azz 323§ %X2§
yA dz1 azz aass X3
e como | |
00°%+ 0% =
Escrevendo 0S vetores acima no sistema de coordenadas 2,

supondo que OO?: (01;02;03) , teremos:

00 +o°P ,

0 1 0 1 0)
Y1 01 a1 a2 a1z

%}YZ§ + %02§ = %321 a2 323§%X2§
y3 O3

d3z1 dz2 Adss X3
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Se 00°Y: (s1:52;53) 1entélo teremos que
0

10 1
dil a2 ais S1

(01;02;03) , = %azl az? azs§ %32§
dz1 azz ass S3

e assim

0 1 0 10 1 0) 10 1
Y1 aj; ajzz ais X1 ail Adiz ais S1
YZ§ = %321 az? azsﬁ%ﬁ(zﬁ %}azl a2 323§%52§

0 Y3 1 0 dz1 az2 ass 10 X3 1 dz1 azz ass S3
Y1 ai; aAiz a1z X1 $S1
YZ§ = %321 a2 a23§%x2 Sz§
Y3 dz1 Az2 ass X3 S3

Exemplo 11.3. Qual é a mudanca de coordenadas do sistema
1 = (0;er;e,e;) paraosistema , = ( 0%fy;f,; f3) na qual
0°%:(1:2;1) efi=e;, fr=ezefs=e;+2e, es?

C
0 1
10 1
Solucao: Nestecaso M gg = %0 0O 2 §e|ogo
01 1
0 1 0 1 4,0 1
Y1 10 1 X1 1
nE-Boo o £ B0 Lf
01 1 X 1
0”71 o °
Y1 1 %0 X1 1
%y2§:% 1§%X2 2§

NI N
o
X
w
H
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Entdo o ponto de coordenada P =(2;1; 3)  teracoorde-
nadas no sistema

2
0 1 0 10 1
X 10 1 2 1
I L B
y4 01 1 3 1
0 1 0 1
X >
%y§=%%§
z 3
logo P : £;3; 2 )

Exemplo 11.4. Dado um retangulo ABCD conforme a gura
abaixo. E o sistema de coordenadas 1= (A e;e)e o=
B: es: %el . Calcule a mudanca de base do sistema 1 para .

Comecamos escrevendo as coordenadas da nova origem B;
no sistema ; Como AB

Exemplo 11.5. 1 1 para -

2| spara g4

3 2 para 1
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Exercicios

Ex. 11.1 — Dados dois sistemas de coordenadas 1 =
(O;enexes)e »=(0%f;f,f,):
Escreva a equacédo paramétricadareta r : X = (0;2;0) +

s(1;2;3) dada no sistema | nosistema ,sendo o:

1fi=eq; fy = e3+e1,f3:e2eO°:(1;2;3)1
2 f1 = e, fr = €3 el,f3:e2+e3eO°:(1;0;l)l
3fi=er fr= e3+e1,f3:e1eO°:(1;0;0)1

Ex.11.2 — Dadooplano (2x 4y + z =4)  :Escrevaaequa-

cado parametrica desse plano nos sistemas > do exercicio
acima.
Ex.11.3 — Dadoumplano :X:P o+vt+Xvs

X = %yoﬁ % §t+%

num sistema  ;; escolha um novo sistema de coordenadas de
modo que nesse sistema o(g)lan% tenh% equlag(”)es paramétricas

ok Bafs

Ex. 11.4 — S&o dados trés pontos A =(1;2;1) B =(3;4;0)
e C =(2;3;4): Ache uma mudanca de coordenadas de modo
gue esses trés pontos quem no plano z=0:
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Ex. 11.5 — Facaumatranslacdode modoqueoplano ax+ ay+
az + a? =0 passe pela origem.



A

Notacao de Somatorio

A notacédo de Somatorio € um modo sucinto de escrever somas
tais como:

Observe que na soma acima o termo tipico a ser somado é
da forma k? e estamos somando esses termos de 1 até n. Um
modo sucinto e muito Util de escrever essa soma € utilizando a
notacao de somatario:

k=1
A expressao anterior deve ser lida como “soma de k? com k
variando de 1 até n.

E de modo mais geral a soma dos numeros reais ai; an
pode ser escrita usando a notacao de somatorio como

hd
ag = az + T an
k=1

Claramente, ndo € necessario que a soma comece do 1. As-
sim por exemplo, podemos escrever:
X4

(2s+1)=1+3+5+7+9

s=0
318
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X
j=2
De modo analogo ao fatorial, podemos de nir o somatorio
recursivamente como

De nicdo A.1. Dado ax uma sequéncia de numeros reais. De-
nimos o somatorio de ayx de 1 até n como sendo a funcao

v, ak : N ! R que satisfaz as seguintes propriedades:
R
1 dx = adi
k=1
P P 1 :
2 ax = ap + ayx para todo n maior que 1.
k=1 k=1

Assim, por exemplo pelas de nigcdes acima temos que:

X2 xi
dx = ao + ax = a»>+ aj
k=1 k=1
x3 X2
ak = as+t ax = az+(ax+ aj)
k=1 k=1
x4 x3
ak = as + ak = az+(az+ ax+ a)
k=1 k=1

Exercicios

Ex. A.1 — Ache o valor das seguintes somas:

P
a) K
k=1
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Funcdes Trigonomeétricas

Comecaremos com uma de ni¢cao provisoria, porém muito util.
Para um angulo agudo as funcdes trigonométricas sao de ni-
das como:

hipoten cateto opo

cateto adjacente

cateto oposto

sen = _
hipotenusa
cateto adjacente
cos = _
hipotenusa
g = cateto oposto

cateto adjacente

hipotenusa
cossec =
cateto oposto
hipotenusa
sec = .
cateto adjacente
cateto adjacente
cotg =

hipotenusa

As de nicOes acima nao se aplicam para angulos obtusos
e negativos, porém podemos generalizar as funcdes trigono-
metricas para um angulo gualquer atraves do circulo trigono-
metrico. O circulo trigonométrico € um circulo de raio unita ro
centrado na origem de um sistema de coordenadas cartesia-

nas.

321
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Para cada angulo , existe um unico =
ponto P pertencente ao circulo, tal que o /
segmento OP faz um angulo  com o eixo &
X.

\J

O seno é de nido como a projecdo do
segmento OP sobre o eixo y. O cosseno é de nido como a
projecéo do segmento OP com o eixo Y. Isto é:

sen =y COS = X

As outras funcbes podem ser de nidas conforme as rela-
cOes a sequir:

sen 1

tg = sec =
CcoS CcOoS
1 CcoS

CSC = cot =
sen sen

ldentidades Trigonometricas

Lembrando que a equacéao da circunferéncia unitaria é X2+ y? =
1 e observando que para todo niumeroreal X o ponto de coorde-
nadas (cos x; senx) esta na circunferéncia unitaria, reobtemos

a relacaéo fundamental

senx +cos?x =1 (B.1)

Dividindo a equacdo B.1 por cos’x temos:

tg?x ++1 = sec 2x (B.2)
De modo analogo, dividindo a equacdo B.1 por sen’x temos:

1 + cotg 2x+ = cossec %X (B.3)
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Também temos as formulas para adic&o:
sen(x + y) =sen X COSYy +CO0S X +COS Yy (B.4)

CosS(X + y) =CcosS X cOSy senx seny (B.5)

Substituindo y por y nas equacOes anteriores

sen(x+y) =sen X COSYy COSX+COS Yy cos(X+Yy) =cCc0oS X cosy+sen X
(B.6)

Dividindo as expressdes para sen(x + y) pelas expressoes
para cos(x + y) temos:

tg X +tg y

tg( x + = B.7
90X+ V)= ey (B.7)
Colocando y = x nas equacOes B.4 e B.5 temos:
cos2x =2cos?x 1 (B.8)
cos2x =1  2sen®x (B.9)
Isolando cos? x e sen® x nas equacfes anteriores obtemos:

5 1+ cos?2x

COS“ X = 5 (B.10)
5 1 cos2x

sen“x = > (B.11)

Gra cos das Funcles Trigonomeétricas

Gra co das Funcdes Seno e Cosseno

Comecamos observando que ambas as funcdes seno e cos-
seno séo limitadas:

1 senx 1 1 «cosx 1 (B.12)
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E que que a funcdo seno € impar pois
sen( x) = sen(x); paratodo x 2 R;
enquanto que a funcdo cosseno € par pois
cos( x)=-cos( x); paratodo x 2 R
As funcdes seno e cosseno sao periodicas pois

sen(x +2k )=sen x; paratodo x 2 Reparatodok 2 Z
(B.13)

cos(x +2k )=sen x; paratodo x 2 Reparatodo k 2 Z
(B.14)

Das equagbes B.4 temos que:

cosx =sen( x + E)

senx = cos( x 5)

E consequentemente o gra co da func&o cosseno pode ser
obtido a partir do gra co da funcéo seno, através de uma trans -
lac&do horizontal para a esquerda (por uma distancia = 2).

Os gra cos das funcdes seno e cosseno sao apresentados
abaixo:

A

f (x)=sen x

3
: : 2
5 34 3 2 1.0 1 %2 34 5
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f (x) =cos x

2 7
T 1.2 3 45 s27 B

Gra co das funcdes tangente e secante

As funcdes tangente e secante estdao de nidas no dominio
Rnf s+ k jk 2 Zg. A funcao secante tem a mesma periodi-

cidade da funcéo cosseno, mas a tangente tem periodo , uma
vez que
sen(x + ) senx  senx
tg( X + ) = = = = tg X
cos(x + ) COS X COS X

A funcao secante, assim como a funcdo cosseno, é par. Ja a
funcao tangente, sendo quociente de uma funcéo impar e uma
par, € uma funcao impar. Os gra cos das funcdes tangente e
secante estao representados abaixo:

\ | [
5f (X) =tg X
Z I é
3{ ||
2{ ||
3 11 /0 3 5
-2 2 2 >
5432 1012/34854/678
. |
3
4 |
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+ ——
54327101
2

Gra co das fungbes funcdes cotangente e
cossecante

As funcdes cotangente e cossecante estdo de nidas no domi-
nio Rnfk jk 2 Zg. A funcdo cossecante tem a mesma perio-
dicidade da funcé&o seno, mas a cotangente tem periodo

A

f(x)= cc}tg X

PN W A

N O

'
L

R N W b

N O
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Funcdes trigonomeétricas inversas

As funcdes trigonométricas de nidas acima ndo sao bijetora S
em seus dominios. Entretanto, € possivel falar em suas inver -
sas, desde que tomemos dominios restritos. Apresentamos
abaixo, sem maiores detalhes, as funcdes trigonomeétricas r es-
tritas a dominios nos quais sao bijetoras e as respectivas fu n-
cOes inversas. Acompanham os respectivos gra cos.

Funcao arco seno

A funcéo sen: | I [ 1;1] tem por inversa a funcéo

5 5]

arcsen:[ 1;1]!' [

2 o

de nida como:

arcseny = X, Ssenx =y

t f(x) = arcser

Funcao arco cosseno
Afuncdo cos:[0; ]! [ 1;1]tem porinversa a funcao

arccos : [ 1;1]! [0; ]
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de nida como:

arccosy = X
\

Tt

T~ VR

COSX = Yy

f (x) = arccos

Funcéo arco tangente

A funcao tg : ( ) !

Y

R tem por inversa a funcéo

2'2
arctg: R! —; =
g (53
de nida como:
arctgy = x, tgx=1y
, |[f (x) =arctg X
1]
5 2 3 2 10 1 2 3 4 5
1 |
........................................ S
Funcao arco cotangente
A funcéo cotg: (0; )! R tem porinversaafuncao

arccotg : R!

de nida como:

arccotg y = X

0; )

cotg X = vy
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Funcédo arco secante

A fungao sec : [0;5) [ (5 1! (1 ; 1][ [1;1 ) tem por
inversa a funcao

arcsec: (1 ; 1][ [1:;1 ) [O;E)[(E;]

de nida como:

arcsecy = X, Secx =y

Funcéo arco cossecante

Afuncao cossec:[ 5;0)[ (O;5]! (1 ; 1][ [1;1 ) tem por
inversa a funcao

arccossec: (1 ; 1][ [1;1)! | 5;0)[ (O;E]

de nida como:

arccossecy = X, COSSecCx =Yy
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2 If (X) = arccossec x
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Matrizes e Sistemas Lineares.

Matrizes

Uma matriz real m n € um conjunto ordenado de numeros
reais dispostos em m linhas e n colunas. Os elementos de uma
matriz serdo indicados por dois indices dos quais 0 primeiro
indica a posicédo na linha e o segundo na coluna. Desta forma

o elemento a; refere-se ao elemento que esta na i-ésima linha
e na j -ésima coluna.

0 1
di; A A1n
A = dp1 A2 Adn
dm1 Am?2 Amn

Uma matriz € dita quadrada se o numero de entradas é igual
ao numero de colunas. Uma matriz 1 n é dito matriz linha e
uma matriz m 1 é dita matriz coluna. Amatriznula n m é
a matriz cujas todas as coordenadas sdo 0. A matriz identidade
n n €& a matriz cujos termos da diagonal, isto € os termos
aj com i = j,sdoiguaisa 1 e os termos fora da diagonal séo

Zeros.

331
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Operacoes com Matrizes

Podemos de nir a soma é a multiplicacdo de matrizes por es-
calares coordenada a coordenada.

De nicdo C.1. Dadas duas matrizes n mA = (a;)eB

N —

(bjj ) e c um escalar, de nimos as matrizes A + B e cA como:

A+B::(aij+bij) CAZ:(Caij)

Exemplo C.2. Se

12 4 402
A = e B =
35 1 4 2 3
entao:
! |
546 2 4
A+ B = 2A == 8
7 7 2 6 10 2

De nicdo C.3. Dado A umamatriz m peB umamatriz p
O produto de A por B denotado AB é de nido como a matriz
C =(cij ) cujaentrada ij € de nida como:
XP
Cij = Ak by
k=1

n.

E fundamental observar que o produto  AB S0 esta de nido
se 0 numero de colunas de A ‘igual ao nimero de linhasde B.
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Exemplo C.4. Se

0 1
! 2 3
210
= B = 1 4
32 1
15
entao
!
2 2+1 1+0 ( 1) 2 3+1 4+0 5
AB = _

3 2+2 1+( 1) ( 1)3 3+2 4+( 1) 5

Determinantes

Recordaremos, sem apresentar as demonstracées, algumas
propriedades dos determinantes.

Dada uma matriz A o0 menor dessa matriz com respeito do
elemento a; € a matriz que se obtem ao remover da matriz =~ A
a i-ésima linha e a j-ésima coluna. Denotaremos tal menor por

Aij.

Exemplo C.5. O menor de uma matriz 3 3 em relacéo ao ele-

mento a,j3 é:
0 1

dil adi a. a
11 412
A23 = % § =
diz1 Adsz2

dsz1 da2

O determinante de uma matriz quadrada € uma funcdo que
associa a cada matriz quadrada um numero real, determinado
pelo seguinte procedimento indutivo:
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1| O determinante de uma matriz 1 1 é igual ao valor da
entrada dessa matriz, i.e,

jaj = a

2 | O determinante de umamatriz n n pode ser calculado so-
mando ao longo de uma linha ou coluna o produto de um
elemento a; por ( 1)'*1 vezes o determinante do menor
em relagao ao elemento a; , i.e.,

Assim, escolhendo uma linha, ou seja xando um | temos:

. . X] + 1 . .
JA| = (D) aj jAj]
i=1
De modo analogo, escolhendo uma coluna, ou seja xando
um j temos:

. . X] + 1 . .
JA| = (1) aj jAj]
i=1
O determinante ndo depende da escolha da linha ou coluna
na expansao anterior.

Utilizando o procedimento anterior para uma matriz 2 2e
expandindo em relacéo a primeira linha temos:

Utilizando o procedimento anterior para uma matriz 3 3e
expandindo em relacéo a primeira linha temos:

aq b]_ C1

b2 Co dr> Co ar b2
a» b, cob = az by + C

bs C3 asz Cs az bs
az bz c3
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Osinal ( 1)'* dade ni¢éo anterior pode ser facilmente cal-
culado, notando que esse fator troca de sinal para cada termo
adjacente da matriz, conforme o padrao abaixo:

0 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1

Notacao: Dado uma matriz quadrada de ordem n e de entra-
das aj , A = ( a;, denotaremos suas colunas por Aq;:::; A .
Logo:

e assim podemos reescrever a matriz A como A

Usaremos também a seguinte notacao para representar o de-
terminante de uma matriz quadrada:

aq b1 C1
ja b ¢ :::j= ay by ¢
Assim por exemplo:
aq b1 C1
. . a; by . .
ja bj= ja b cj= as b, ¢
ar b2

az bs cs3

Teorema C.6. Se todos os elementos de uma coluna (ou linha)
forem multiplicados por , entdo o determinante ca multipli-
cado por

JA1 A Ai Anj= JA1 Az  Ai  Ayj
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Teorema C.7. O valor do determinante é inalterado se trans-
pormos a matriz.

a; by ¢4 di; Az Aas
Por exemplo: a, b, c, = by by bs
az bz cj C1 C2 C3

Teorema C.8. O valor do determinante troca de sinal se duas
colunas (ou linha) sao intercambiadas.

JA1 A Ay Ay Anj= ] A1 Ay A A Ay

Teorema C.9. Se duas linhas ou colunas de uma matriz sao
idénticas entdo o determinante dessa matriz € nulo.

Teorema C.10. O valor do determinante permanece inalterado
se adicionarmos um multiplo de uma coluna (linha) a outra co-
luna (linha).

JA1 A A Ay Agj=jA1 Ay A A+ A Ay

Matriz Inversa

Dada uma matriz A o cofator do elemento a; € ¢j =
( 1)) jAjj. A matriz formada pelos cofatores é denominada
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matriz dos cofatores de A, e denotada por cof A
cof (A)=(cj)=( 1"TjAy))

A transposta da matriz dos cofatores € denominada matriz
adjuntade A e é denotada por adj( A).

Uma matriz quadrada A é dita invertivel inversa de uma ma-
triz se existir uma matriz B tal que:

Teorema C.11. Dada uma matriz A, essa matriz € invertivel se
e somente se jAj & 0 e nesse caso ainversade A, denotada

A 1 é dada por: |
. _ adj(A)

A

Exemplo C.12. Dado

guog

Calcule a matriz inversa

Solucao: Vamos comecar calculando a matriz de cofatores:

O cofator em relacdo ao coe ciente  ai; €:
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O cofator em relacdo ao coe ciente  aio €é:

Calculando os cofatores como acima, temos que a matriz de
cofatores é dada por:

0 1

2 4 3
cof(A) = % 3 3 3 §

1 2 3

E a matriz adjunta é:

0 1

2 3 1
adj(A) = % 4 3 2 §

3 3 3

E assim como det A = 3, temos que a matriz inversa é:
0 1
. 2 1
SRLCIGIN- G
det A 3 3

1 1 1

Wk

Teorema de Cramer

Dado um sistema linear de n equacdes e n incoégnitas

8
% a11X1 + apXo + + ai;m = ki
ap1X1+ AxpXa+ + an = ks

an1X1t+ ap2Xo + + ann = Kp

N N
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podemos escrever esse sistemacomo AX = k onde
0 1 0 1 0 1

ail aix Aa1n X1 k4

dp1 A2 ay X2 Ko
A : %- " . " n E X : %- g k : %-

dnp1 dAp2 Ann Xn kn

A matriz A é denominada matriz de coe cientes e k a matriz
de constantes.

Teorema C.13. Dado um sistema linear de n equacdes e n in-

cognitas g
% a;Xx + by + c1z + = kg
asX + bpy + Coz + = k»
" apX + by + chz + = kp

com jAj & 0 . Entado as solucbes desse sistema sao:

_Jk Ay Az Ayj « _JA1 k Az Ayj
- _ , =

X1 . ; : :
JA1 A Ay JA1 A Ay

; 11l Xp =

Demonstracdo. Escrevendo o sistema linear como AX = Kk.
Como det A 6 0, amatriz A é invertivel, e assim multiplicando
ambos os lados do sistema por A ! temos:

X = A 'k

Usando a caracterizagcdo da matriz inversa como a transposta
da matriz de cofatores dividido pelo determinante, temos qu e



.l i WA | N - s fvisf vl § VWi inm Y b i % | EmiVif % il Ty i Y N

esse sistema pode ser escrito na forma matricial como:

0 1 0 10 1
X C C Kk
' det A & ' '
Xn Ci1n Cnn Kn
Dessa forma temos que
X1 = KiCyp + + KnCny
Se expandirmos o determinante  jk a, as anj em rela-
cao a primeira coluna temos:
ki ag Adin
= kiCy1 + + KnCn1
kn Aan2 Ann

e assim temos que:

jk Ay Az Ayj

X1 = :
JA1 Ay Apj

De modo analogo temos que:

:jAl A, k  Ayj
JA1 Az Ayj

X

Exemplo C.14. Resolva o sistema linear:
8
3 2x y+5z=1

X+2y 2z=2
xX+y Jz= 1

Pelo teorema de Cramer, como
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1 2 2 =260
3 1 7

temos que as solucdes sao

1 1 5
2 2
1 1 7 3
X = = = 4
2 2
2 1 5
1 2 2
3 1 7 2
= = —=1
Y 2 2
2 1 1
1 2 2
3 1 1 4
Z = = —_=2
2 2

Método de Eliminacao de Gauss

O método de eliminacdo de Gauss para sistemas lineares
baseia-se na aplicacao de trés operacdes basicas nas equa-

¢cOes de um sistema linear:

» Trocar duas equacoes;

» Multiplicar todos os termos de uma equacao por um esca-

lar ndo nulo;
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» Adicionar a uma equacao o multiplo da outra.

Ao aplicarmos as operacdes acima a um sistema linear obte-
MOS um novo sistema tendo as mesma solucdes que o anterior.
Dois sistemas que possuem as mesmas solucdes serao ditos
equivalentes. Ao utilizar as aplicacbes anteriores de modo Sis-
tematico podemos chegar a um sistema equivalente mais sim-
ples e cuja solucéo é evidente.

llustraremos a utilizacao dessa técnica em alguns exemplos

Exemplo C.15. Um sistema com solugcao unica. Considere o
sistema:

8
3 2x+8y+62z =30

2x y =3
4x + y+ z =12

Vamos determinar as solucOes desse sistema, se existirem.

Solucao:

Comecaremos representando esse sistema através de sua

matriz aumentada: 1
2 8 630

%2 103 §
4 1 1|12

Essa matriz € obtida adicionando a matriz de coe cientes
uma coluna com a matriz de constantes.

No método de Gauss, o0 primeiro objetivo € colocar um 1 na
entrada superior a esquerda da matriz. Para isso comecamos
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dividido a primeira linha por 2. Fazendo isso obtemos

1 4 3|15
%2103§
4 1 1]12

O proximo passo é fazer com que 0s outros coe cientes da pri-
meira coluna sejam 0. Para isso multiplicamos a primeira linha
por 2 e adicionamos a segunda, e multiplicamos a primeira
linha por 4 e adicionamos na terceira. Feito isso obtemos:

1 4 3 |15
%o 9 6| 27 §
0 15 48

11

Agora repetiremos 0 procedimento na segunda coluna, ig-
norando a primeira linha. Para isso multiplicaremos a segun da
linha por  1=9:

0 1
1 4 3 15
do 1 23§
O 15 11, 48

Multiplicando a segunda linha por 15 e adicionando a ter-
ceira, temos:

0 1
14 3|15
2
%015 3§
00 1| 3

E desta forma o sistema de equacdes correspondente é:
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3 x+4y+3z=15
S 22 =3
z= 3
E logo z = 3. Substituindo na segunda equacédo temos vy =

1 e substituindo esses valores na primeira equacao temos X +
4+9=15 eassim x =2.

Exemplo C.16. Um sistema com multiplas solu¢cbes Considere
0 sistema:

8
3 2Xx+6y+2z+4w =34

3X 2y = 2
2X +2y+ z+2w =15

Vamos determinar as solucOes desse sistema, se existirem.

Solucéo:

Neste caso a matriz aumentada e:

2 6 24|34
%3 200 2§
2 2 12|15

Dividindo a primeira linha por 2 temos:
1 3 1217

%3 200 2§
15

2 2 12
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Multiplicando a primeira linha por -3 e somando na segunda
e multiplicando a primeira linha por -2 e somando na terceira

temos:
2

1 3 1 17
%o 11 3 6| 53 §
0 4 1 19

2

Trocando a segunda linha com a terceira e dividindo poste-
riormente a segunda por 4 temos:

0 1
1 1 2|17
1 1 19
%0 i 2| % §
0 3 6| 53

Multiplicando a segunda linha por 11 e adicionando a ter-
ceira temos:

1
13 1 2 |17
1
2

1 19
%Olz ?§

3
Finalmente multiplicando a terceira linha por 4 temos:

0
13

25 )
0

1
4 2 4
A ultima linha nos permite expressar z emfuncdode w: z =
3 2w. Substituindo o valor de z na segunda linha temos que
y =4 e nalmente substituindo esses valores na primeira linha
temos que x =2

1
17
19

4
3

= e P
N NI N
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Exemplo C.17. Resolva o sistema linear por escalonamento:

8

3 Ix +4y =12
2x y =3
3x+y=10

Solucao:

Neste caso a matriz aumentada do sistema é:

1 4 0

12
%2 10 3§
10

3 10

gue pode ser reduzida a:

0 1
1 40|12

do10 1§

1
ocoo| i

Esse sistema néo possui solucdes, pois a ultima linha é im-
possivel de ser satisfeita 0 = %
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Exercicios

Ex. C.1 — Prove que o sistema

8

3 Xx+2y+3z 3t = a
2x 5y 3z+12t = Db
/X+y+8z+5t = C

admite solucéo se, e somente se, 37a +13b = 9c. Ache a
solucao geral do sistemaquando a=2 eb=4.

EX. C.% — Resolva 0s seguintes sistemas por escalonamento:
Xx+5y =13

a)
4k +3y =1

x+2y 3z=0
5x 3y +z= 10
2Xx y+z=1

b)

X+y+2z=06
2x y+z=3
x+3y z=3
X y+2z t=0
3X+y+3z+t=0
X 'y z 5ot=

d)

2X +5y 2z =
X+7y Tz =

0
X+y+z =4
3
5



3X+2y 4z =1
X y+z =3

f) x y 3z = 3
3

0
1
x 2y+3z =0
2Xx +5y+6z =0

Ex. C.3 — Determine m de modo que o sistema linear seja in-
determinado:

(
mx +3y =12

2x +1=2y =5

Ex. C.4 — Para o seguinte sistema linear:

(

m2x y =0
1x + ky =0
Determine o valor de m de modo que o sistema:
a) tenha solucao unica (trivial)

b) seja impossivel

Ex. C.5 — Determinar a e b para que o sistema seja possivel e

determinado 8
% 3x 7y = a

X+y=0D
E 5x+3y=5a+2b
Xx+2y=a+b 1
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Ex. C.6 — Determinar o valor de k para que o sistema

X+2y+ kz =1
2X + ky +8z =3
tenha:
a) solucéo unica
b) nenhuma solucéo

c) mais de uma solucéao

Ex. C.7 — Resolva o sistema

(

[
00]

+

TN
< |, <|W

]
=

EXx. C.%— Discuta os seguintes sistemas:
3X+2z=4
a) y+z=5
ax + z=4

X+z+w=0

X+ ky + k’w =1
x+(k+1l) z+w=1
X+ z+ kw =2

b)

"W AW 00 W

Ex. C.9 — Determine k para que o sistema admita solucao.

8

3 4x+3y =2
S5 4 =0

_3 y

2X Yy = k



Wolfram Alpha e Mathematica

Uma ferramenta interessante para o estudo matematica (geo-
metria, calculo, algebra linear, ...) disponivel gratuita  mente na
internet € o WolframAlpha ( http://www.wolframalpha.com/ ) que
aceita alguns dos comandos do software Wolfram Mathematica

Para mais exemplos do que é possivel fazer com o Wolfram
Alpha veja http://www.wolframalpha.com/examples/

Plotagem

Existem alguns comandos do Mathematica que permitem a plo-
tagem de gra cos e curvas no espaco e no plano, uteis, por
exemplo, no estudo do contetudo do Capitulo 9.

Descreverei aqui alguns comandos que podem ser util ao
estudante que quer ganhar uma intuicado com os diversos sis-
temas de coordenadas e com a parametrizacédo de curvas.

No Plano

Plot[f[x], {x, X min » X max }]

350


http://www.wolframalpha.com/
http://www.wolframalpha.com/examples/
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O comando acima plota o gra co da funcéo f (x) para x en-
tre Xm|n e Xmax

/.

el el .
1 2

2/1
Fig. D.1: Gracode x3® 2x?+3.

Exemplo D.1. Plotarogracode x® 2x?+3 entre 2eb.

C
Solucao:
Plot[x"3 -2x"2 + 3, {x, -2, 5}]
Exemplo D.2. Plotarogracode e*entre 3e?2.

C

Solucao:

Plot[Exp[x], {X, -3, 2}]

/
/
/

/

/
/

7k
oF
sf
af
; /
oF

I

—— /1/;

|

Fig. D.2: Gracode e*.
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Fig. D.4: Circulo de raio 2.

Exemplo D.3. Plotarogracode senx entre Oe4

Solucao:

Plot[Sin[x], {x, 0, 4Pi}]

PolarPlot[r[ ], { y min max }J

O comando PolarPlot plota o graco da funcédo r( ) para
entre min € max Usando coordenadas polares.

Exemplo D.4. Plotar o gra co da funcdo constante r() =2
para entre 0 e 2 em coordenadas polares.
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Fig. D.5: Espiral.

Solucao:

PolarPlot[2, {t, 0, 2 Pi}]

Exemplo D.5. Plotarogracode r(t) =2t paratentre Oe6
em coordenadas polares.

Solucao:

PolarPlot[2 t, {t, 0, 6 Pi}]

Exemplo D.6. Plotaro gracode sen(2t) paratentre 0e4 em
coordenadas polares.

Solucao:
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Fig. D.7: Lemniscata.

PolarPlot[Sin[2 t], {t, 0, 2 Pi}]

ParametricPlot[{f [t £ yIth{t t min » U max J]

ParametricPlot pode ser usado para plotar curvas parametri-
zadas no plano euclideano. No caso, o comando esta plotando
acurva X (t) = ( fx(t);fy(t)) parat variando entre tpyin € tmax -

Exemplo D.7. Plotaracurva X (t) =(cos t; sen(2t)) parat entre
Oe?2

Solucéo:

ParametricPlot[{Cos][t], Sin[2t]}, {t, 0, 2 Pi}]
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