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Simbolos e notacoes gerais

existe

qualquer que seja ou para todo(s)

implica

se, e somente se

portanto

definicdo (o termo a esquerda de := ¢ definido pelo termo
ou expressdo a direita)

id est (em portugués, isto é)

indica o final de uma demonstragdo

reta passando pelos pontos A e B

segmento de reta ligando os pontos A e B
segmento orientado de reta ligando os pontos A e B
vetor determinado pelos pontos A e B

vetor v

comprimento do segmento AB

comprimento do vetor v

comprimento do vetor AB

determinante da matriz A
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Estrutura Vetorial do Plano e do

Espaco

"Meca o que for mensuravel, e torne mensuravel o que nao o for"
Galileu Galilei

1.1 Definicoes Elementares

Como veremos ao longo desse texto, a utilizacdo da linguagem vetorial permite uma descricéo ele-
gante e unificada dos principais resultados da geometria Euclideana bem como possibilita uma tran-
sicdo natural da formulacdo axiomatica para a descri¢do analitica (em coordenadas) dessa mesma

geometria.

Nesse capitulo, daremos o primeiro passo nessa caminhada e apresentaremos o basico da lin-
guagem vetorial. Antes porém comecaremos entendendo um pouco do papel fundamental que os

vetores desempenham nas ciéncias naturais.

Para entendermos o papel que os vetores desempenham
nas ciéncias, comegamos observando que, por um lado, di-
versas grandezas fisicas ficam completamente determinadas
por um tunico valor (um numero real), num sistema de uni-

E dades. Assim por exemplo o volume de um corpo fica espe-

cificado quando dizemos quantos metros cubicos esse corpo
ocupa, bem como a massa, a temperatura, a carga elétrica,
Fig. 11: Todos os trés caminhos ligando a energia, etc. Grandezas que ficam determinadas por um

dois pontos correspondem ao mesmo  ypijco valor real sdo denominadas grandezas escalares.
deslocamento.



Noracio 1.1

DEFINICAO 1.2

CAPITULO 1. ESTRUTURA VETORIAL DO PLANO E DO ESPACO 4

Por outro lado, diversas grandezas fisicas exigem para
sua completa determinacio, além de uma valor numérico o
conhecimento de sua direcdo orientada. Tais grandezas sao denominadas grandezas vetoriais ou

simplesmente vetores.

O exemplo mais simples e ilustrativo é o deslocamento de um corpo. Se um corpo se move
do ponto A para o ponto B, dizemos que ela sofreu um deslocamento de A para B. Para saber-
mos precisamente o deslocamento de um corpo precisamos conhecer o quanto o ele se deslocou (a
intensidade do deslocamento) mas também em que dire¢do ele se deslocou. Pelas mesmas razdes
apresentadas serdo grandezas vetoriais: a velocidade, a aceleracdo, a quantidade de movimento, a

forca e o torque.

E importante que observemos que para as grandezas escalares uma parte significativa da utili-
dade de medi-las, i.e, associar um nimero provém da riqueza de estruturas dos niimeros: os niimeros

podem ser somados, subtraidos, comparados, etc.

Para que as grandezas descritas vetorialmente sejam uteis (tanto para a ciéncia como para a
propria geometria) temos que construir no conjunto dos vetores estruturas analogas. Assim, neste
e no proximo capitulo, descreveremos e construiremos diversas operagdes vetoriais e suas interpre-

tacoes.

Como boa parte da construcdo dos vetores e de suas operacdes que faremos neste texto sera
de natureza primordialmente geométrica, assumiremos que o leitor conhece os principais conceitos
e resultados da geometria Euclideana plana e espacial. Em particular suporemos conhecidos os

conceitos de angulos, retas, planos, comprimento de segmentos, distancia de dois pontos, etc.

De modo a fixar notaco, ao longo deste texto denotaremos por E? o espaco euclideano tridimen-
sional e por E20 plano euclideano, usaremos letras latinas maitsculas, A, B, etc. para representar
pontos, letras latinas minusculas 7, s, etc. para indicar retas, as letras gregas minudsculas 7, 6, etc.
para denotar planos. Eventualmente usaremos letras latinas ou gregas minuisculas também para
denotar denotar nimeros reais (escalares ou parametros de equagdes). Nesse caso, o contexto deve

deixar claro a que a letra se refere.

Para tornarmos clara a defini¢cao de vetor, comegaremos com um termo relacionado: os vetores

aplicados.

Um vetor aplicado ou segmento orientado ¢ um segmento de reta no qual se escolheu um dos
extremos A, como ponto inicial. Nesse caso o outro extremo B do segmento sera denominado
ponto final e o vetor aplicado com ponto inicial A e final B sera denotado por AB. Para nossas
consideragdes um ponto A é considerado um segmento que denominaremos segmento nulo. Esse

segmento sera denotado por AA ou por 0.
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O comprimento do um segmento A B sera denotado por |AB| e sera denominado

também tamanho, intensidade, magnitude ou norma do vetor.

Os vetores aplicados servem apenas parcialmente ao proposito de representar A
grandezas que possuem intensidade, direcdo e sentido, pois apesar de podemos re-
presentar grandezas com esses atributos como vetores aplicados, essa representacdo nao é Unica.
Ou seja, existem varios vetores aplicados com pontos iniciais e finais distintos, mas que possuem
intensidade, direcéo e sentido iguais. Para eliminarmos esse problema, identificaremos, i.e, diremos
que sdo iguais, todos esses vetores. Assim diremos que dois vetores aplicados sio equivalentes
(ou equipolentes) se e somente se, possuem o mesmo comprimento, a mesma direcdo e 0 mesmo

sentido ou ainda se ambos sio nulos.

u—=—V=Ww

Uma identificacdo analoga, ocorre com as fracdes: duas fragcdes podem ter numeradores e deno-
minadores diferentes e mesmo assim diremos que elas sao iguais (ou equivalentes) pois representam

a mesma grandeza.

Quando identificamos os vetores aplicados equivalentes obtemos vetores livres ou simples-

mente vetores.

DEFINICAO 1.3 O conjunto de todos os vetores aplicados que possuem o mesmo comprimento, a mesma direcao

e o mesmo sentido é dito vetor.

E fundamental observar que dado um vetor podemos escolher livremente “o ponto onde inicia
tal vetor”, ou seja, dado um vetor e um ponto podemos escolher um vetor aplicado que inicia nesse
ponto e que possui a mesma intensidade, direcdo e sentido do vetor. Cada vetor aplicado com a

mesma direcdo, sentido e comprimento do vetor, ¢ dita ser um representante do vetor.

E importante que fique clara a seguinte diferenca: se por um lado vetores aplicados ficam bem de-

finidos pela escolha de direcéo, sentido, comprimento e origem, por outro, vetores precisam apenas
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de direcéo, sentido e comprimento. Isso significa que consideramos equivalentes segmentos orienta-
dos que sao paralelos, apontam no mesmo sentido e tem o mesmo comprimento, mas consideramos

iguais vetores paralelos, de mesmo sentido e com mesmo comprimento.

O vetor cujos representantes sdo segmentos orientado nulos, ou seja com pontos iniciais e finais

coincidentes sera denominado vetor nulo. O vetor nulo sera denotado por AA ou por O.

Denotaremos os vetores utilizando fontes minusculas em negrito a, atra-

vés de uma flecha superior: "d ou ainda no caso em que tivermos dois pontos

B A e B, denotaremos por 1@ o vetor que tem como representante o vetor apli-
cado AB. Graficamente vetores sio representados como flechas, no qual a

ponta da flecha aponta no sentido do vetor.

B v o
Dado um vetor e um segmento que o representa, teremos que a direcao

do vetor ¢ a direcao desse segmento, o sentido vem de termos escolhido uma

orientacdo no segmento, ou seja de termos escolhido um ponto inicial e final e

o comprimento de um vetor é o comprimento do segmento que o representa.

Como consequéncia dos axiomas de congruéncia da geometria Euclideana,
temos que dado um segmento (ou um representante de um vetor) e um ponto
podemos construir um segmento paralelo e de mesmo comprimento iniciando em A. Se denotarmos

por B o ponto final desse segmento, entdo teremos provado o seguinte resultado.

Dados um vetor v e um ponto A, existe um unico ponto B tal que o vetor aplicado AB é represen-

tante de v, ou seja, tal que v = A

O comprimento de um vetor v = z@ sera também denominado norma do vetor e sera denotado
por ||v|| ou ainda por HA_B)H

O conjunto de todos os vetores de IE3 sera denotado por V3. De modo analogo, denotaremos por V2

o conjunto de vetores associados a [E?, i.e. classe de equivaléncia de segmentos de retas no plano.

De modo geral, conceitos envolvendo vetores sao definidos utilizando seus representantes.

Nesse espirito temos as seguintes definicoes:

Diremos que dois vetores sdo paralelos quando seus representantes tiverem a mesma direcio ou
quando um desses vetores for o vetor nulo 0. O termo vetores paralelos inclui o caso especial onde
os vetores estdo sobre a mesma reta ou mesmo o caso em que coincidem. Como consequéncia da
defini¢io anterior temos que o vetor nulo é paralelo a todo vetor e também que todo vetor é paralelo

a si mesmo.

Diremos que um conjunto de vetores sdo coplanares se esses vetores possuem representantes

contidos no mesmo plano.
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/

Fig. 12: Vetores paralelos.

Fig. 13: u, v e w sdo coplanares.

Definimos o angulo entre dois vetores u e v como o angulo  (com € satisfazendo 0 < 6 < 7)

entre representantes AB e AC de u e v, respectivamente, com mesma origem.

C

Fig. 14: Angulo entre vetores

Finalmente, dois vetores u e v sdo ditos ortogonais, se um dos vetores for o vetor nulo, ou se ao
escolhermos dois representantes para esses vetores que iniciam no mesmo ponto, AB e AC' esses
segmentos forem ortogonais, ou seja, se o angulo determinado por esses segmentos for um angulo

reto.

OBSERVACAO 1.6 Note que, segundo nossa definicio, o vetor nulo 0 é o unico vetor paralelo e ortogonal a qualquer

outro vetor, e coplanar a qualquer par de vetores.
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Fig. 15: Vetores ortogonais

Operacdes com Vetores

Por tradicdo, grandezas que possuem apenas magnitude, ou seja, grandezas que sdo representadas
por numeros reais sdo denominadas grandezas escalares. Seguindo essa tradicdo denominamos um

numero real \ de escalar .

Vamos definir duas operacdes envolvendo vetores: a soma de vetores e a multiplicagdo por

escalares.

Multiplicacio por Escalar

DEFINICAO 1.7 Multiplicacdo por Escalar: Dado um vetor v e um escalar A podemos realizar a multiplicacao de

A e v obtendo o vetor \v definido do seguinte modo:

« Se o vetor v é nulo ou o escalar \ é zero entido A\v = 0

« Se A > 0, o vetor A\v é o vetor com o mesmo sentido, mesma direcio e com comprimento

Aol

+ Se A < 0 entdo o vetor \v tem a mesma diregao e sentido oposto ao vetor v e comprimento

Al

Fig. 16: Multiplicacido de um vetor por um escalar.

1 v
OBSERVACAO 1.8 Dados um vetor v e um escalar A denotaremos usualmente o vetor <X> v por (X) A equacio

anterior pode ser vista como uma defini¢ao da divisdo de um vetor por um escalar.
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Um vetor de comprimento 1 é denominado vetor unitario. Dado um vetor v # 0, temos que o
vetor:
1 v
ol * ™ Tl
€ unitario e possui a mesma direcédo e sentido que v e é denominado versor associado a v. Para

maiores detalhes veja exercicio 1.11.

Um termo que usaremos ocasionalmente é o de vetor direcional ou vetor diretor. Muito fre-
quentemente estaremos interessados apenas na direcdo de um vetor e ndo no seu tamanho. Por
exemplo, como veremos posteriormente, uma reta é completamente determinada por um ponto P
e um vetor v. Nesse caso o tamanho de v ndo é importante e podemos multiplica-lo livremente por

um escalar.

Através da multiplicacdo de vetores por escalares podemos dar uma caracterizacio algébrica

para o paralelismo de vetores:

Se dois vetores u, v sdo paralelos e v # 0 entdo u = \v para algum A € R.

Demonstragao. Iremos considerar primeiramente o caso em que « e v tém mesmo sentido. Neste

caso, visto que ||v|| # 0, podemos escolher

_ i
[l

Com essa escolha, provaremos que u = A\v.

Como u e v sdo paralelos, u e Av possuem a mesma direcao. E como estamos assumindo que
u e v possuem o mesmo sentido e como \ é maior que zero entao pela definicdo de multiplicacdo

por escalares u e Av possuem o mesmo sentido. Finalmente

Ao = Aol = —=llv] = [lu]

O que prova que eles tem o mesmo comprimento. Logo, como os vetores u e Av possuem mesma
direcdo, sentido e comprimento eles sio iguais.

A demonstracgao do caso em que u e A\v possuem direcdo contraria é analoga, porém nesse caso
[l

o]l

Dois vetores u, v sdo paralelos se e somente se 4 = Av para algum A € R ou v = fu para algum

0 e R.

escolhendo \ =

Demonstragdo. Suponha que u, v sio paralelos.
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Caso v # 0, pelo teorema acima, temos que u = Av para algum A € R. Caso contrario, i.e., se

v = 0 entdo v = Hu para § = 0.

A implicacdo contraria segue da definicio de multiplicacdo de um vetor por um escalar. Se

u = Av ou v = fu entdo u e v tém mesma direcio, ou seja, sdo paralelos.

E como consequéncia do corolario anterior temos:

TEOREMA 1.11 Trés pontos A, B, C pertencem a mesma reta se e somente se 1@ = )\B? ou B? = 01@.

BCAC
B

B
A

Demonstragdo. Claramente se A, B, C pertencem a mesma reta entdo os vetores zﬁ e B(% sao

paralelos e consequentemente pelo corolario acima temos:

@:/\Bﬁ ou B?z@ﬁ

Se z@ = )\B? ou Rz' = 91@, entiio pelo corolario anterior os segmentos AB e BC sio
paralelos. Consequentemente sdo paralelas as retas 1@ e % Mas como o ponto B pertence a

ambas as retas, essas sdo coincidentes, i.e., os pontos A, B, C pertencem a mesma reta.

Soma de Vetores

DEFINICAO 1.12 Soma de vetores Dois ou mais vetores podem ser somados do seguinte modo: a soma, v + u,
de dois vetores v e u é determinada da seguinte forma: A partir de um segmento orientado AB,
representante arbitrario de v, tome um segmento orientado BC que representa u, i.e., tome um
representante de w com origem na extremidade final do representante de v, desta forma o vetor
v + u é definido como o vetor representado pelo segmento orientado AC, ou seja, pelo segmento

que vai da origem do representante de v até a extremidade final do representante de wu.

A soma de vetores também pode ser feita através da regra do paralelogramo. Para somar dois

vetores v e u através dessa regra tomamos representantes desses vetores que come¢am num ponto
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Fig. 17: Soma de Vetores

comum O, como na figura 1.8. Entdo, a partir do ponto final de cada vetor tracamos uma reta paralela
ao outro vetor. Essas retas se interceptam no ponto P. E logo um paralelogramo é formado. O vetor
diagonal ﬁé ¢ a soma dos vetores v e u. O vetor v + u obtido por esse método é o mesmo que o
obtido pelo método anterior, pois o segmento O P divide o paralelogramo em tridngulos congruentes

que representam a soma dos vetores v e u.

Fig. 18: Regra do paralelogramo.

Existe ainda um terceiro modo de se realizar a soma de dois vetores, a chamada soma em coor-

denadas, que ilustraremos no exemplo a seguir e que discutiremos em maior detalhes no Capitulo 3.

Suponha que sobre um corpo material agem duas forgas, u e v, de m6édulos 2N e 4N respectivamente,
nas direcdes indicadas na Figura 1.9. Qual o méculo da forca resultante, ou seja, qual o comprimento

de (u + v)?

Fig. 19: Exemplo 1.13
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Solucio:

Soma pela lei do paralelogramo:

Como acabamos de ver, uma forma de encontrar (u + v) é usar a regra do paralelogramo.
Considere entdo o paralelogramo ABC'D conforme a Figura 1.10. Como angulos opostos de
um paralelogramo sio congruentes e a soma dos angulos internos de um quadrilatero é 360°
obtemos que o angulo ZADC' é de 150°. Como u = @ = lﬁ, podemos aplicar a lei dos

cossenos no tridngulo ADC para obter o comprimento de AC, ou seja, o médulo de u + v:

|lu+v|? =]AC]? = |AD|?+ |DCJ? — 2|AD||DC| cos(150°)
=16+4—-2-4-2-(—/3/2) =20 — 8/3.

Logo ||u + v|| = /20 — 8v/3 = 2,48N.

Fig. 110: Exemplo 1.13: Paralelogramo

Soma em coordenadas cartesianas:

Uma segunda abordagem seria decompor as forcas em componentes horizontais e verticais e
fazer, entdo, a soma dessas componentes. A vantagem desse modo de resolucdo esta na nao
necessidade do estudo de angulos (como fizemos para encontrar o angulo ZADC naresolugio
anterior), e na troca da lei dos cossenos pelas definicdes de seno e cosseno de um angulo junto

com o teorema de Pitagoras.

Se u = uz+uy, onde u, € Uy sdo as componentes horizontal e vertical de u respectivamente,

e v = vz + vy (adotando a mesma notagdo) vemos que:

u+v = (Ug +Uy) + (V2 + vy) = (U + Vz) + (Uy + Vy).
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Dai, por Pitagoras:
lu+o* = ue +val + [luy + vy
(ver Figura 1.11).

Desse modo obtemos ||uz|| = 2 cos(30) = /3,
2 e ||vy|| = 4sen(60) = 2v/3. Dai:

Uy || = 2sen(30) = 1, ||vg|| = 4cos(60) =

lu+v]> =(3+2)2+(1+2V3)2=B+4V3+4)+ (1+4V3+12)
=20 + 8v/3.

u + v = /20 — 8/3 = 2,48N.

E, da mesma forma que na resolucéo anterior,

Vy

U Ve

Fig. 111: Exemplo 1.13: Coordenadas cartesianas

Essa tultima resolugéo, conforme veremos mais adiante, é essenciamente o calculo da soma de

dois vetores num sistema de coordenadas cartesiano.

Propriedades Vetoriais

Pela definicdo da soma de vetores, temos que em geral o comprimento de w = u + v é diferente da

soma dos comprimento dos vetores u v, i.e.,

[wll = llw+ ol # [ull + o]
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wW=u+vVv

Fig. 112: comprimento e dire¢do de w = u + v

Para determinarmos o comprimento de w = u + v podemos utilizar a lei dos cossenos para o

tridngulo da figura:

Considerando 7y o angulo indicado na Figura 1.12, pela Lei dos Cossenos temos:

lwll = v/llw]? + [lv]* = 2[lw][lv] cos ¥ (11)

Considerando, «, 3 e y os angulos indicados na Figura 1.12, pela Lei dos Senos segue:

jw| _ Ju[ v

(1.2)

seny sena  senf3

As equacgoes 1.1 e 1.2 sdo a formulacao vetorial das Leis dos Cossenos e dos Senos respectiva-

mente.

OBSERVACAO 1.14 Note que o angulo vy representado na Figura 1.12 é na verdade o suplementar do dngulo entre u e v.
Notamos que, como —1 < cos~y < 1, um resultado imediato de (1.1) é:

TEOREMA 1.15 DESIGUALDADE TRIANGULAR Dados dois vetores u e v temos que:
[ + vl < luf + ]| (13)

Além disso, vale a igualdade de (1.3) se e somente se os vetores u e v tiverem mesma direcéo e

sentido.

Observamos também que, a partir da defini¢do de soma vetorial, é facil ver que v+0 = 0+v =
v, ou seja, o vetor nulo é um elemento neutro para a adi¢ao. Mais, podemos definir o vetor oposto a
um vetor dado. Para isso consideremos a seguinte propriedade, cuja demonstracdo deixamos como

exercicio (1.7):

Para cada vetor u existe um tinico vetor —u tal que u + (—u) = 0.
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O vetor —u é denominado como o vetor oposto de u e é o vetor com 0 mesmo comprimento e

direcdo de u, mas com sentido oposto.

Fig. 113: Vetor oposto.

A partir do vetor oposto podemos definir subtraciao de vetores: , definimos a subtracdo v — u

como a soma do vetor v com o vetor —u.

Fig. 114: Subtracdo de Vetores

De modo equivalente podemos definir o vetor v — u como o o vetor que adicionado a w da o
vetor v. Consequentemente, se representarmos os vetores v e u come¢ando no mesmo ponto, o

vetor v — u sera o vetor que liga a extremidade final de u a extremidade final de v (vide figura 1.14).

Uma observacdo importante é que sempre que os vetores formam um poligono fechado, como
a figura abaixo, sua soma é nula: Como um caso especial dessa regra é a soma de um vetor com seu

oposto, i.e, v + (—v) = 0.

A%

Fig. 115: A soma de vetores que formam um poligono fechado é nula: v +u +r +s=0
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As seguintes propriedades da soma e multiplicacdo de vetores devem ser evidentes:

PROPOSICAO 1.16 Sejam u, v, w vetores e A\, A1, A2 escalares. As operacdes com vetores possuem as seguintes pro-
priedades:

Propriedades da soma:

Propriedade Comutativa: v +u = u + v
Propriedades associativa: (u +v) + w = u + (v + w)
Elemento Neutro: 0 +u = u

Elemento oposto: Para cada vetor u existe um unico vetor —u tal que u + (—u) = 0
—_—

-
-u

Propriedades da multiplicacdo de vetor por escalar:

Propriedade distributiva de escalares em relacdo aos vetores: A(u + v) = Au + \v
Multiplicacéo por zero Ou = 0

Associatividade da multiplicagdo por escalares (A1 A2)u = A1 (Aauw)

Distributiva dos vetores em relacdo aos escalares (A1 + A2)u = Aju + Aau
Elemento neutro multiplicativo lu = u

Demonstragdo. Esbocaremos a demonstragio de algumas dessas propriedades:

A propriedade comutativa segue da regra do paralelogramo para a adi¢ao dos vetores u e v, veja

a figura 1.16. A diagonal é simultaneamente os vetores u 4+ v e u 4 v.

\%

A%

Fig. 116: Propriedade Comutativa da Soma

A propriedade associativa segue de imediato do fato que quando trés vetores sio adicionados, o

mesmo vetor fecha o poligono, como na figura 1.17.
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u+v+w‘

Fig. 117: Propriedade Associativa da Soma

As propriedades S3 e 54 sdo deixadas como exercicio ao leitor.

A propriedade M1 segue de modo simples a partir da regra do paralelogramo. Deixamos os
detalhes a cargo do leitor. M2 e M5 sdo resultados imediatos da defini¢ao de multiplicagao de vetor

por escalar.

Para demonstrarmos a propriedade M3, i.e., a associatividade da multiplicagdo por escalares
(A1 A2)u = A1 (A2u) observamos inicialmente que os vetores (A1 A2)u e A1 (A2u) possuem a mesma
direcio e sentido independentemente do sinal de A; e A2 (terdo o mesmo sentido de u se A1 e A9

tiverem o mesmo sinal, e sentido oposto a u se A1 e g tiverem sinais contrarios).

Além disso, os comprimentos de (A;A2)u e Aj(A2u) sdo os mesmos pois:

A (o)l = M| - Aol = Al - (Ref [[ull) = Aade] - lull = [[(AA2)u].

A propriedade M4, i.e, a distributiva dos vetores em relagio aos escalares
(A1 + A2)u = \u + \au,

segue da observacio de que a direcdo e o sentido dos vetores (A} + A2)u e \ju + Aou é a mesma.
Esse fato é claro se A1 e A\ tiverem o mesmo sinal, ou se A1 + Ay = 0, no outros casos o sentido é

determinado pelo escalar de maior mddulo |A1] e |A2] .

Se o sinal de A\; e Ay forem o mesmo, teremos que

A1+ Ao)ull = [(Ar + Ao) | [[ull = (] + D) [ull = [[Arull + [[Agw].

Pela definicdo de adigéo de vetores é facil ver que a soma de dois vetores de mesmo sentido é um
vetor também de mesmo sentido e com o comprimento igual a soma do comprimento dos vetores
somados. Dai temos:

[Aru]| + [[Agul| = |Arw + Aoul.

Por outro lado, caso os sinais de A1 e A2 sejam contrarios, teremos:

1A+ A2)ull = [(A1 + M) [llull = [ Aa] = [X2] [lull = [[[Avu] = [A2ull].
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Novamente, pela definicdo de soma vetorial, segue que:

Al = [A2ull] = A + Aol

Todas as propriedades algébricas dos vetores podem ser deduzidas das 9 propriedades acima.
Essas propriedades sao analogas as propriedades dos nimeros reais e grande parte da algebra de-
senvolvida para nimeros reais se estende para as operagdes vetoriais. De modo mais geral podemos
definir um espago vetorial como um conjunto com uma operacdo + e uma operacio de multiplica-
¢o por escalares satisfazendo os nove axiomas acima. Os espacos vetoriais sdo uma das estruturas

matematicas de maior importancia.

Vejamos algumas propriedades algébricas dos vetores:

v+v=2v

<

Demonstragdo. Pela propriedade M5 temos que v + v = 1v + 1v e pela propriedade M4 temos
quelv + 1v = (1 + 1)v = 2v e logo v + v = 2w.

v + (—1v) = 0, ou seja o vetor oposto a v é —1v.

<

Demonstragao. Pela propriedade M5 temos que v + (—1v) = 1v + (—1v) e pela propriedade M4
temos que 1v + (—1v) = (1 — 1) v = Ov. Finalmente a propriedade M 2 nos diz que Ov = 0

Como o vetor oposto é tinico temos que o vetor oposto a v é —1wv.

u + v = w se, e somente se, u — w — V.

<
Demonstragao. Vamos provar a primeira implicagao. Se u + v = w entdo, u = w — v
Vamos comegar calculando (u + v) — v
(u4v)—v=u+ (v—wv) por S2 (1.4)
u+ (v —v) =upor Mde M5 (1.5)

por outro lado, como w = u + v:

(ut+v)—v=w—v=u (1.6)
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e consequentemente por 1.5 e 1.6 temos:
u=(ut+v)—v=w—w
A implicacdo contraria é semelhante. O leitor pode tentar, assim, completar os detalhes.

O seguinte exemplo ilustra como podemos atacar um problema geométrico utilizando a lingua-

gem vetorial.

Os segmentos que unem os pontos médios de dois lados de um tridngulo é paralelo ao terceiro lado.

<

C B

Solucio: Seja o triangulo AABC e seja M; o ponto médio do lado AB e Mj o ponto médio do lado
AC.

= >
Como M, é ponto médio do lado AB temos que vetor AM; é igual a metade do vetor jﬁ .
—
Analogamente, temos que AM; é metade do vetor B, ie.,

AM, — %A_é (1.7)

AMy = %ﬁ (1.8)
e consequentemente:

AB = 24M, (1.9)

CA =204 (1.10)

Entdo como:

CB=CA+AB

(1.11)
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substituindo 1.9 e 1.10 em 1.11 temos:

C@ = 2MsA + 2AM;

OB = 2(MyA + AM,) = 2My M,

e consequentemente:

Mo, = %c@

20

(1.12)
(1.13)

E assim o segmento My M, é paralelo ao segmento C'B e seu comprimento é metade do tltimo.

0

Dado um triangulo de vértices A, B, C. Dado P o p_Ol’)ltO de encontro da bissetriz do angulo C com

o lado AB Entio o vetor C' P é paralelo ao vetor ST}:H + Hg@‘
e
@:A CA n C@
eA] - ez

Solucio:

Note primeiramente que, para provarmos a equagdo

(1.14), basta mostrarmos que, se F' é tal que:

e W

+ )
e4] ez
entdo I esta sob a bissetriz do angulo C.

Faremos isso observando que a diagonal AC' de um lo-
sango ABC'D divide os angulos AeCem angulos iguais,
ou seja é bissetriz de AeC. Isso segue do caso LLL de

congruéncia de tridngulos (AABC = AADC).
ai o
oA] |3

Como os vetores u e v possuem o mesmo comprimento,

Considere agora os vetores u =

, Ou seja,

(1.14)
<
A

pois sdo unitarios, o paralelogramo determinado por estes vetores é um losango. Consequentemente,

como u e v sdo paralelos aos lados CA e CB do triangulo AABC, e a regra do paralelogramo

nos diz que a soma de dois vetores é a diagonal do paralelogramo por eles formado, temos que, se

CF = (u + v), entdo o segmento C'F divide o angulo C' em angulos iguais.
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A/\C
\/

B

Fig. 118: Se ABC'D é losango entdo AABC =2 AADC

Finalmente, se P é um ponto qualquer da bissetriz de C, o vetor C 1_3 é paralelo ao vetor ﬁ ,1e,

H
C‘}%:/\ CcA C@

[ e

1.2 Soma de Ponto com Vetor

A soma do ponto com o vetor v nos retorna a translacio do ponto P ao ser transportado pela diregéo,

sentido e comprimento de v.

DEFINICAO 1.22 Dado um ponto P e um vetor o podemos definir a soma de ponto com vetor do seguinte modo.

Seja um representante de o que comeca em P e seja () o ponto final desse representante.
Definimos entio:

P+v:=Q

Podemos reescrever a definicdo de soma de ponto com vetor de outra forma: diremos que P +

v = () se e somente se P(f,) = .
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Se escolhermos um ponto fixo no espaco O que chamaremos de origem, cada ponto P do espago

(ou plano) pode ser escrito como

P=0+0P

Nesse caso o vetor O—f’ é dito vetor posicio de P.

PROPOSICAO 1.23 A soma de ponto com vetor tem as seguintes propriedades:

(1] P+O=P

P +u = P + v se e somente se u = v
(P+u)+v=P+ (u+v)

(4] (P+u)~u=P

P+PQ=Q

Demonstracdo. Faremos a demonstracio dos trés primeiras propriedades e deixaremos as outras

como exercicio ao leitor.

E imediata pois ]Tf% =0

SeP—l—uzP—l—U,sejaQ:P—l—u,entéou:Pﬁ:veassimu:v. A reciproca é

imediata.

Seja@Q1 =P+ u,Q2=0Q1 +veQs =P+ (u+ v). Para demonstrar que (P + u) + v =

P + (u + v) basta mostrarmos que Q2 = Q3.

—
Por defini¢do ()1 = P + wu implica que © = P(Q;. De modo analogo, Q2 = @ + v, implica

que v = Q1Q2 e Q3 = P + (u + v) implica que (u + v) = P—623>

Logo
PQs = (u+v) = PQs + Q1@
- PQs = PO,
= Q3 = Q2

(1.15)
(1.16)
(1.17)

ExempLO 1.24 Dado AABC um tridngulo e P um ponto sobre BC. Se () = P + ﬁ + P? + P? demonstre que

ABQC é um paralelogramo e assim () nao depende da escolha de P.



CAPITULO 1. ESTRUTURA VETORIAL DO PLANO E DO ESPACO 23

Solucgdo: Como Q = P + ﬁ + ﬁ + P-(j’ entdo

PG = AP+ PB + PC

e logo

AG— AP = AP + AB — AP + AC — AP

e logo

AG = AB + AC

E assim C@ = m — jﬁ = E De modo analogo podemos provar que Bﬁ = 1@ e assim
ABQC' é um paralelogramo.

0

Exercicios

Ex. 1.1 — Sendo ABCDEFGH o paralelogramo abaixo, expresse os seguintes vetores em funcéo

deﬁ,ﬁeﬁ:

a) ﬁ
b) AC
) ﬁ
d BC
e) ﬁ
f) AB+ FC
g) zﬁ—i-ﬁg

h)y 24D — FC— BH + GH
a)AB + BF = AF = BF — AF — AD
b)AC = AC' + CC = AC + BE = AC + AF — AB
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c.)Comoﬁ—i—Eﬁzﬁeﬁ:E:ﬁ:ﬁ—ﬁ
d)BC = BE + FC
e.)Dica: @:z@—l—ﬁ

£)AC

g.)Dica: Zﬁ = B? e ﬁé — jﬁ

Ex. 1.2 — Sendo ABC'DEF um hexagono regular, como na figura abaixo. Expresse os seguintes

vetores em funcéo dos vetores D( % , D

2133323

f) EB
a)DE = DC + CO + OF = DC + 2DE ¢)DB = DC + CO + OB = DC + DE + DC

—2DC + DE

¢)EC = ED + DC = —DE + DC
£)2DC g)DC

@
S

Ex. 1.3 — Sendo ABC' DEF um hexagono regular, como no exercicio anterior. Expresse os seguin-

tes vetores em funcio dos vetores Oﬁ, 0]

a) OA+OB+0C + 0D + OF + OF
b) AB+ BC+CD + DEEF + FA
¢) AB+BC +CD +DE + EF

d) OA+OB+0D+OF

e) @—i—ﬁ—i—ﬁ

a.)0 b.)0
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c.)—F—)A = D?

d)-OF = DE

Ex. 1.4 — Se o vetor a tem tamanho 3 e o vetor b tem tamanho 2 qual é o maior e o menos valor

para o comprimento de a + b?

Ex. 1.5 — Dados os vetores fi,... f5 os vetores que ligam um vértice de um hexagono regular aos

outros vértices como mostra a figura abaixo. Determine a soma desses vetores em func¢ao dos vetores

fre fs.

3f3

Ex. 1.6 — Dado um triangulo AABC, sejam M, N, P os pontos médios dos segmentos AB, BC'e
N e O
C' A respectivamente. Exprima os vetores ﬁ), AN e CM em funcao dos vetores zﬁ e 144(}

AN = L+ Lpe
T T

W:—ﬁJr%ﬁ

Ex. 1.7 — Prove que para cada vetor u existe um unico vetor —u tal que u + (—u) = 0.

Ex. 1.8 — Dado um tridangulo AABC, seja M um ponto do segmento AB. Suponha que o vetor
— D ——
AM é igual a \ vezes o vetor M B. Exprima o vetor C'M em funcio dos vetores ﬁ e B?
— =
Note que AM = A A+ 11@ e como:

CM + MA+AC =0

temos que
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—— 1 A
CM:_(A+1B+A+1Q)

Ex. 1.9 — Dado um quadrilatero ABC D, tal que ﬁ = bu, Bg(} = 3u e tal que z@ = .
a) determine o lado @ e as diagonais ﬁ e C'A em fungdo de u e v

b) prove que ABC D é um trapézio.

a.)
@z?u—v

@:511—1;

b.)Os lados AD e BC séo paralelos.

Ex. 1.10 — Mostre que a soma de vetores cujos representantes formam um poligono fechado é nula.

v, s o
Ex. 1.11 — Dado v um vetor ndo nulo. Prove que W ¢ um vetor unitario com a mesma direcéo e
v

sentido que v.

Ex. 1.12 — Usando as propriedades da soma de vetores e da multiplicacdo por escalares resolva a

equacdo nas incognitas x e y, i.e., escreva os vetores x e y em funcido de u e v:

a)

T+3y=1u
3r—dy=u—+v
b)
r+2y=u
3x -2y =u+2v
du v u v U+ uU—v
A A L A A v St

Ex. 1.13 — Dados os vetores u, v, w e z tais que w = u + v e u é paralelo a z. Prove que w ¢

paralelo a z se, e somente se, v é paralelo a z.

Ex. 1.14 — Usando as propriedades da soma de vetores e da multiplicacao por escalares prove que:
a) (—a)v=—(av)

b) a(—v)=—(av)
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¢c) —a(—v)=oav
a.)Observe que (—a) v + (aw) = 0 (Porque?)

Conclua que (—a) v é o oposto de (av).

Ex. 1.15 — Prove que av = O entdoouax =0 ouv =0
Ex. 1.16 — Prove que se av = fv e v # 0 entdo a = (.

Ex. 1.17 — Dado um pentagono regular e O o seu centro. Mostre que a soma dos vetores ligando o

centro do pentagono a seus vértices é o vetor nulo.

Ex. 1.18 — Prove que dados dois vetores u e v ndo paralelos entao se
Au+ v =0

entio \1 = Ay =0

A
Dica: suponha A1 # 0 entdo u = —)\—212 e logo u e v sdo paralelos absurdo. Logo A\; =0
1

Ex. 1.19 — Se AEFG é um triangulo qualquer e P, () e R sdo os pontos médios dos lados EF' F'GG

e G'E respectivamente, demostrar que EPQ) R é um paralelogramo

G




Combinacoes Lineares

2.1 Dependéncia e Independéncia Linear de Vetores

Como vimos no capitulo anterior, a adicdo de vetores e a multiplicacdo de um vetor por um escalar
nos permitem obter novos e diferentes vetores a partir de alguns vetores dados. Os vetores assim

obtidos sdo ditos combinacéo linear dos vetores iniciais.

Fig. 21: O vetor w pode ser escrito como somas de multiplos dos vetores u e v.

DEFINICAO 2.1 Diremos que um vetor w é combinacdo linear dos vetores {v1,...v,} se existem escalares
{A1,... Ay} tal que

n
w = E )\wi.
i=1

Nesse caso diremos também que o vetor w é depen-

dente dos vetores v; com ¢ = 1,...,n, ou ainda, que o

28




CAPITULO 2. COMBINACOES LINEARES 29
vetor w pode ser representado em funcio dos vetores v;
comi=1,...,n

ExeEmPLO 2.2 O vetor w ilustrado na figura 2.2 é combinacio de u,v.
Pois
w = 2u + 3v.

<

ExempPLO 2.3 Na figura 2.3 temos que vetor f; é combinacéo linear de fo, f3, f1, f5.

Como os vetores f1, f2, f3, f1, f5 formam um poligono fechado sua soma é 0

fitfot+tfs+fat+tfs=0

e assim:

fi=—fo—fs—f1—fs5.

<
N
f5 f2
fi
Fig. 23: O vetor f; é combinacio linear dos vetores fs, f3, f1, fs5.
ExeEmMPLO 2.4 Escreva o vetor zﬁ como combinacéo linear de ﬁ e ﬁ .
<

Solucdo: Queremos encontrar A\; e Ay tais que:

xﬁ = )\11@ + )\21@ (2.1)
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Primeiramente vamos escolher convenientemente dois vetores %, 7 ortogonais e de norma 1 e
: N . . AB
vamos escrever todos os demais vetores em funcio desses (Figura 3.1). Escolheremos ¢ = ?— e
. o o 145]
J como a rotacdo de ¢ de um dngulo de 90 no sentido anti-horério.

Facilmente observamos que @ = 31.

30° K
A i )

Fig. 24: Vetores 2, j Fig. 25: Vetor AD Fig. 26: Vetor AC

—
Observando a Figura 2.5 concluimos que zﬁ = AK + ﬁ E por trigonometria do tridngulo
retangulo temos:

—
AK = 4(cos 30)i e KD = 4(sen 30).
Dessa forma temos que zﬁ = 2v/3i + 25.

De modo analogo, observando o triangulo da Figura 2.6 concluimos que B = ﬁ + P?
Mas, novamente por trigonometria, temos que AP = 2(cos45)t e PC = 2(sen45)j. Logo AC =
V2i + 25

Voltando a equacéo (2.1) obtemos entéo:

2V3i + 25 = M (34) + Ma(V28 + V25).

Isolando ¢ e J obtemos finalmente:

(2v3 =3\ — V2X\)i + (2 —V2X2)j =0

Como os vetores 2, j sdo linearmente independentes, segue que:
23 —3X —V2X =0
2—v2X =0

@e)\gzﬂ.

E assim podemos concluir que A; =

Finalmente:

ﬁ:@/ﬁ@x/ﬁﬁ.



DEFINICAO 2.5

CAPITULO 2. COMBINACOES LINEARES 31

« Um vetor v é dito linearmente dependente (LD) se v = 0.

« Os vetores vy,...,v, (n > 2) sdo ditos linearmente dependentes (LD) se existe um ¢ €
{1,2,...,n} tal que o vetor v; seja combinagéo linear dos demais vetores, ou seja:
v; = Z )\j’l)j,
J#i

onde A, Ag, ..., Ay € R

DEFINICAO 2.6 Dizemos que os vetores vy, ..., v, sdo linearmente independentes (LI) se eles nio sdo linear-

ProrosicAoO 2.7

ProrosICAO 2.8

mente dependentes.

Temos a seguinte caracterizacio simples para a dependéncia linear de dois vetores. Essa carac-

terizacdo sera generalizada para um nimero maior de vetores na secdo 2.1.

Quaisquer dois vetores ndo nulos e nio paralelos e; e e; sio linearmente independentes.

Demonstragao. Por reducao ao absurdo, suponha que os vetores e; e e sdo linearmente dependen-

tes.

Entéo pela definicio de dependéncia linear temos que e; = Aes ou e = fe;. Donde, pelo

Corolario 1.10, temos que e; e e; sdo paralelos, o que contradiz nossas hipdteses.

Logo e; e ey sdo linearmente independentes.

A partir da definicdo anterior podemos provar a seguinte caracterizacao:

Os vetores vy, . . . , v, sdo linearmente dependentes se e somente se existem A1, Ao, ..., A\, € Rnéo

todos nulos, tal que
n
Z /\1’01 =0.
i=1

Demonstracgao. Paran = 1 temos que se v é linearmente dependente entdo v = 0 dai para A = 1,
por exemplo temos Av = 0. Reciprocamente, se A\v = 0 para algum A\ # O pela definicdo de

multiplicagdo por escalar segue que v = 0, logo v é linearmente dependente.
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Para n > 2, suponha que os vetores vy, ..., v, sdo linearmente dependentes. Sem perda de

generalidade suponha que
n
v =) A,
1=2

para Ao, A3,..., A\, € R

Somando (—1)v; a ambos os lados da igualdade chegamos a:

(—1)’01 + Z v = 0.

i=2
Logo 2?21 Aiv; = 0 com Ag, Mg, ..., A, ndo todos nulos (pois A = —1).

Reciprocamente, considere que existem A1, Ag, ..., A, ndo todos nulos tal que

Zn: )\1’01 =0.
i=1

Suponha, sem perda de generalidade que A; # 0. Multiplicando ambos os lados da igualdade por

— e isolando v; chegamos a:

1
n

V1 = Z —%’l)i.

i— 1
Ou seja, o vetor v1 é combinacio linear dos demais.

A contrapositiva da proposicdo anterior nos leva ao seguinte teorema:

Os vetores v, . . ., U, sdo linearmente independentes se e somente se
n

Z)\Z”l)izo :>()\1 :"':)\HZO)
i=1

Ou seja, a unica relacéo linear entre os vetores € a trivial, ou ainda, o vetor 0 pode ser escrito

de modo tinico como combinacéo dos vetores v; com i € {1,2,...,n}.

Desse teorema é imediata a unicidade da representagido de um vetor como combinacio linear de

vetores linearmente independentes:

Seja u um vetor que possa ser escrito como combinagio linear do conjunto de vetores linearmente

independente {v;},_;
n
u = Z Aiv;
i=1

entdo essa representacéo é unica.
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Demonstracao. Dadas duas representacdes de wu, i.e, suporemos que u possa ser escrito como com-

binagéo linear de {v;},_; ,, de duas maneiras distintas:

u = Z )\i'vi (2'2)

i=1

¢ n
u = Z Nov; (2.3)

i=1

mostraremos que essas representagdes sdo iguais, isto é que \; = \..

Subtraindo a equacdo 2.3 da equacdo 2.3 obtemos:
n n
Z)\i'vi — Z/\;’UZ =0
1=1 i=1

e logo

/
i=1
Finalmente, como os vetores {v;},_; , sdo linearmente independentes, temos que para cada

i, (\i = A;) =0, e assim \; = A.. Dessa forma, temos que a representacao é unica.

A partir do Teorema 2.9 e da Proposicéo 2.8, estudar a dependéncia linear dos vetores vy, ..., v,

é uma tarefa simples. Basta estudar a equacio:

Zn: )\ivi = 07
i=1

com incognitas \; (1 € {1,2,...,n}). Se tal equacdo admitir apenas a solugdo \; = 0 para todo
i € {1,2,...,n}, entdo os vetores vy, ..., v, sdo linearmente independentes. Caso contrario, sio

linearmente dependentes.

Suponha que os vetores u, v, w sdo linearmente independentes. Mostre que os vetores u+v, u — v

e u + v + w também sdo linearmente independentes.
<

Solucio: Para demonstrar que os vetores u + v, 4 — v e u + v + w sdo linearmente independentes,

vamos estudar a equacéo:

cu+t+v+dbu—v+cut+v+w=0
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Expandindo e agrupando temos:
(a+b+cu+(a—b+c)v+cw=0

Como u, v, w sdo linearmente independentes temos que:

a+b+c=0
a—b+c=0
c=0

Resolvendo o sistema anterior temos que a = b = ¢ = 0. Consequentemente temos que
aut+v+bu—v+cutv+w=0=a=b=c=0

e logo os vetores u + v, u — v e 4 + v + w sdo linearmente independentes. O

Exercicios

— 1 )
Ex. 2.1 — Dados os vetoresa = OA, b = @, c= O? entao se ﬁ = ZC e ﬁ = Ea. Escreva
o vetor ﬁ em funcio de a, b, c.

Ex. 2.2 — Dados os vetores a, b e ¢ como na figura abaixo. Escreva o vetor ¢ como combinacéo de

aeb.

Ex. 2.3 — Dados os vetores a, b e ¢ como na figura abaixo. Escreva o vetor ¢ como combinacéo de

aeb.
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135°

1

— —
Ex. 2.4 — Em um tridngulo ABC' o ponto M é tal que 3BM = TMC. Escreva o vetor AM em

fungio de @ e B

Ex. 2.5 — Se zﬁ + B? = 0, prove que os vetores @i, O? e O? sdo linearmente dependentes
para qualquer ponto O.

Ex. 2.6 — Suponha que os vetores u, v, w sdo linearmente independentes. Mostre que os vetores

u—+v,—u— v+ weu+ v+ wtambém sio linearmente independentes.

Ex. 2.7 — Suponha que os vetores u, v, w sdo linearmente independentes e seja
t=au+bv + cw.

Mostre que os vetores u—+t, u—+v e w1t sio linearmente independentes se e somente se a+b+c #
—1.

Ex. 2.8 — Mostre que:

a) Se os vetores u, v sdo linearmente dependentes entéo os vetores u, v, w sdo linearmente
dependentes.
b) Se os vetores u, v, w sdo linearmente independentes entio os vetores u, v sdo linearmente

independentes.

"
Ex. 2.9 — Dados a, b vetores linearmente independentes, sejam OA = a + 2b, O? =3a+2be
O? = 5a + zb. Determine = de modo que os vetores 1@ e B? sejam linearmente dependentes.
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Ex. 2.10 — Dado o tetraedro OABC, se denotarmos a = @}L b= O? ec = O?, M o ponto
2
médio de AB, N o ponto médio de BC' e () o ponto médio de AC' e P o ponto tal que 04}% + gﬁc

Calcule em funcio de a, b, vetore:

a) OT%—FOW-FO@
b) PM + PN + PQ

Caracterizacio Geométrica de Dependéncia e Independéncia Linear

Nas secdes anteriores apresentamos uma série de caracterizacoes algébricas da dependéncia e inde-
pendéncia linear de vetores de V2 e V3, esses conceitos podem também ser caracterizados geome-

tricamente, como nos mostra o enunciado do teorema a seguir:

TEOREMA 2.12 (Caracterizacio Geométrica da Dependéncia e Independéncia Linear) Para vetores em V2 e V3

ExEmpPLO 2.13

temos:

Um vetor v é linearmente dependente se e somente se v = 0.
Dois vetores u, v sdo linearmente dependentes se e somente se u e v sdo paralelos.
Trés vetores u, v, w sdo linearmente dependentes se e somente se u, v e w sdo coplanares.

Quatro ou mais vetores sdo sempre linearmente dependentes.

A demonstragao dessa teorema sera feito na proxima secéo ap6s introduzirmos o conceito de
base. Antes disso, porém, ilustraremos como utilizar essa caracterizacio para resolver problemas

geométricos.

Mostre que as diagonais de um paralelogramo se intersectam nos seus pontos médios.

Solucio:
Considere um paralelogramo ABC'D de diagonais AC' e
BD. Seja M o ponto de interseccido de AC' e BD (ponto

que, a priori, ndo é necessariamente ponto médio das dia-

gonais).

Queremos mostrar que:

ngm ngﬁ A B
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Como A, M e C' sio colineares temos:
—
AM = AAC. (2.4)
Da mesma forma, como B, M e D sio colineares:

BM — 0BD. (2.5)

Como ABM é um tridngulo, temos:
AM = AB + BM.

Usando entéo as equagdes (2.4) e (2.5) na equagdo acima segue que:

MAC = AB + 0BD.
Escrevendo todos os vetores da equacdo acima em funcéo de zﬁ e ﬁ (dois vetores ndo para-

)\(ﬁ—i—ﬁ) :ﬁJre(—ﬁJmﬁ).

Ou, reescrevendo convenientemente:

AMB + MD = (1 — §)AB + 0AD.

lelos) obtemos:

Usando entdo que ﬁ e ﬁ sao linearmente independentes, segue da Proposicdo 2.10 que:

A=1-46
A=10

1
donde temos A\ = 0 = 5 como queriamos. 0

OBSERVACAO 2.14 Note que nas equacoes (2.4) e (2.5) usamos letras distintas para os escalares que multiplicam 1@ e
AC, pois, a principio, ndo sabiamos se a proporcao que AM guardava em relagio a AC' é a mesma

que BM guardava em relacdo a BD.

ExeEmMPLO 2.15 Sejam M;, My, M3 os pontos médios dos lados AB, BC' e C'A do triangulo AABC'. Seja G o ponto
de intersec¢do das medianas AM; e BMs. Mostre que G se divide AM; e BM» na razéo 2 para 1.

<
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C M B

Solucao: Para mostrar que as medianas AM; e BM> se intersectam num ponto G que divide AM;

e BMj; na razdo 2 para 1, devemos provar que:

AC = gA—M{ BC = gBMg.

De modo a tornar a notacgio da resolu¢do mais limpa, chamemos os vetores A§ e A(% deaeb,
respectivamente. Observe que, como os vetores a, b ndo sao paralelos pelo 2.12 eles sdo linearmente
independentes. E expressaremos todos os demais vetores da figura em funcao desses vetores. Fixada

a notacio, passemos a cada uma das etapas:

. - . RV
Para estudarmos a intersec¢do GG das medianas AM; e B Mo, expressaremos os vetores AM; e
—
BM> em fungéo de a, b.

Observamos inicialmente que pela definicdo de subtragédo que C@ =a — b. E assim:

Como os pontos A, G e M sdo colineares temos:
— A
AG = A\AM, = Slat).
Analogamente:

IR 1
B?:aBMgza<—a+§b>.

Observamos que, nesse estagio, ndo sabemos ainda que G divide os segmentos AM; e BM; na
mesma proporc¢do. Assim sendo, usamos letras diferentes (A e «) para os escalares das equacdes

acima.

E facil ver que uma equagio envolvendo os vetores 1@ eB (3 é:

BG = BA+ AG.
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Donde temos:

1 A
a(—a+§b> ——a+§(a—l—b).

Isolando os vetores a, b temos entéo:

A a A

Como a, b sdo linearmente independentes segue entio que:

—a+1-— % =0
o _A_,
2 2
Desse sistema obtemos entéo:
a=A= 2
3

Ou seja, G divide tanto o segmento AM; quanto o segmento BMs na razéo 2 para 1.

39

ExeEmMPLO 2.16 Usando a mesma nomenclatura do exemplo anterior, prove que as trés medianas do tridngulo

AABC tém um tnico ponto comum, (G, que divide as trés medianas AM;, BMjy e C'M3 na ra-

z30 2 para 1.

G é conhecido como baricentro do triangulo.

<

Solucao: Para mostrar a afirmacédo acima nos falta apenas provar que C, G e M3 sdo colineares e

que G divide C'M3 na razdo 2 para 1. Desse modo, nos basta provar a igualdade:

? 2

Mostremos entao que a equagdo
o
CC = BC M,

com incognita em 3 admite solucéo real.

Continuemos, como na resolucdo do exemplo anterior, denotando os vetores Ag e A(% porae

G0 o CIL.
b, respectivamente. Escrevamos C'G e C' M3 em funcéo de a, b:

TG P

3
CMgZAMg—ﬁ:%a—b.
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Temos assim a seguinte equacao:

Tal sistema admite uma solucéao:
2

f==.
Dessa forma temos que os pontos C, G' e M3 sdo colineares e que G divide C'M3 na razao 2 para
O

ExeEmMPLO 2.17 Dado um tridngulo AABC e O um ponto qualquer. Entdo o baricentro G do tridngulo AABC' é

dado por:
OA + OB +0C
G=0+ 3
<
B
C
(0]
Solucio:
Seja .
OA+O0B+0C
P=0+ 3 .

Como@:O_z>4+z@604(}'20_1>4+144(},temosque:

+(T>4+O—f4+ﬁ+0—f4+ﬁ
3

P=0
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que simplificando fica:

. AB+AC

P=0+0A+=——

E como A = O + OA, a expressao anterior é equivalente a:

AB + AC
L AB+AC

3

P=A

No exercicio 2.16 ja provamos que AG = — 5 oum forma de soma de ponto com vetor

AB + AC
3

que:
G=A+

E assim temos que G = P, ou seja, demonstramos que:

H
G:O+OA+O?+O?'

ExemPLO 2.18 Dado as retas r e s e um ponto O néo pertencente as retas. Dadas duas retas ¢ e 2, que interceptam
r e s nos pontos A, B, C, D conforme a figura abaixo. Mostre os segmentos AB e C'D séo paralelos

se e somente se

loAl _ l0B|
[ACl - [IBD]

t

Solucio:

- . 7 OF nio sa
Como os pontos O, A, B nio sao colineares, os vetores u = OA e v = OB nao sio paralelos e

assim sdo linearmente independentes. Como os segmentos AB, C'D sdo paralelos temos que

AB = \CD
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s
Como 04(} é paralelo a O A temos que
OC = zu

De modo analogo temos que

OD = yv

E assim

@ = @ - 04(} =yv — U
Consequentemente

@:v—u:)\(yv—:pu)
e logo

1-Xx)u+(My—1v=0

Como os vetores u, v sdo linearmente independentes, temos que

1-Xz=0
Ay—1=0
elogor =y = l
A
E finalmente temos que
joAl _ 0B
[AC] - I1BD|
Faremos agora a reciproca. Se
oAl _ loB]
lAcl|IBD
entdo
lAc| _ |BD]
IOA]l - [loBI
e assim
|OA[| + [[ACY _ [[OB] +||BD]|
|OA] OB
_0c_op
0OA OB
o [oC] _ loD]i
e assim igualando a &, temos que [0A] ~ 0B8] k

|
Como os segmentos OC' e OA sdo paralelos temos que O? = kOA. De modo similar temos

que 0D = kOB

E assim

AB=0A4-0B
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CB — 51— 3¢ = KT - OB

Consequentemente os vetores zﬁ e 013 sdo paralelos.

Exercicios

Ex. 2.11 — Sejam B um ponto no lado ON do paralelogramo AM NO e e C' um ponto na diagonal

OM tais que
1
Oﬁ = —Oj\_;
n
1 —
e O(% = i OM. Prove que os pontos A, B e C' estdo na mesma reta.
n

Ex. 2.12 — Dado um paralelogramo M N P(), seja A o ponto de interseccdo das diagonais e sejam
B e C os pontos médios dos lados opostos M N e P(Q). Prove que se os pontos A, B e C estdo sobre a

mesma reta entdo M N P(Q) é um trapézio (um trapézio é um quadrilatero com dois lados paralelos).

Ex. 2.13 — Os pontos P e () dividem os lados C A e CB de um tridngulo AABC nas razdes

x Y

1—2'1—y

respectivamente. Prove que se ]@ = )\z@ entior =y = .

Ex. 2.14 — As diagonais AC e BD de um quadrilatero ABCD se interceptam no ponto P, que
divide o segmento AC na razdo m : n e o segmento BD na razio m’ : n’. Dado @) o ponto de

interseccio das retas contendo os segmentos AC e BD. Encontre a razio AQ : DQ e BQ : CQ.
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1AQI _ (n+m)m'  [BQ| _ (W +m)m
1DQ ~ (' mhn ICQ ~ (n+ myn

Ex. 2.15 — Chama-se diagonal de um paralelepipedo a um segmento ligando dois vértices nédo per-
tencentes a uma mesma face. Demostre que as diagonais de um paralelepipedo dividem-se mutua-

mente ao meio.

Ex. 2.16 — Dado um triangulo AOAB, sejam C' e D pontos sobre o lado AB dividindo esse seg-
mento em trés partes congruentes. Por B tracamos a reta paralelaa O A, e sejam X e Y a interseccéo

dessa reta com as retas ligando OC e OD respectivamente.
— —
a) Expresse os vetores 072 e OY em funcio de OA e @
b) Determine as razdes nas quais X divide BY, C divide a OX e D divide a OY'.

Ex. 2.17 — Num quadrilatero ABCD, o ) o ponto de interseccdo das diagonais AC' e BD se in-
4

terceptam dividem as diagonais nas razdes — e — respectivamente. Em qual razdo divide o ponto P

determinado pelas interseccdo os lados AB e C'D a estes segmentos.

Ex. 2.18 — Dado o ponto médio da mediana AE do triangulo AABC se a reta BD corta o lado
AC no ponto F, determine a razio que F divide AC
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Sejab = ﬁ ec= @, entio temos:
B - AE qpp_ AB+AC
2 2
e logo:

-3 _ AB+4C
4

Também temos que:

7 _ AC

1+ A
Como F, D e B sio colineares entio:

ﬁ:aﬁ—k(l—a)ﬁ

e assim 5 )
AF = (1— Za@m ZafT(j’
E t te 1 3 0 L im A = 2
n — - = - = 1 = 4.
consequentemente 1 e 1 T e assim

Logo F divide o segmento AC narazdo 1 : 2.

Ex. 2.19 — Dado um paralelogramo ABC'D. Seja [ uma linha reta que intercepta AB, AC'e AD nos
pontos By, C e D respectivamente. Prove que se 1@1 = /\1@, ADy = Agﬁ e ACT = )\31@
entéo:

1 1 1

A3 A A2

l B C

C
Dq
A D

Assumaqueﬁ = a,ﬁ = be@ =a-+b. Entéoﬁl = /\1(1,@1 = Xobe ACy = \3(a+Db)

Como os trés pontos A1, B e (1 estdo na mesma reta entio:

B0y = kB, D; (2.6)
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Mas B0, = ACh — AB1 = (A3 — A1) a + Asb
e BlDl = ADl — ABl = —)\10, + )\Qb

Substituindo as expressdes acima em 2.6, obtemos:
()\3 — )\1) a+ )\31) = —k;)\la + k)\gb

Isolando a, b:
a(Xs— M +kA)+b(A3—kX) =0

Elogo A3 — A1+ kA1 =0e X3 — kX =0.

A
Da segunda equacio obtemos k = 23 Substituindo k na primeira equacéo e dividindo a mesma
2
por A1 \s3 segue
1 1 1

A3 A + Ao

Ex. 2.20 — Dado um tridngulo AABC' e I um ponto interior ao tridngulo. Passando por I, tracamos
os segmentos P—Q, m, TU paralelos respectivamente a AB,BCeCA respectivamente. (Com os
pontos P, S em AC, T,Q em BC e U, R em AB. Demonstre que

PRI IrS] ITU]

=2
[AB][— [[BC]  |CA]

Bases

Dizemos que um conjunto de vetores {v;},_, . gera o espaco (um dado plano) se qualquer vetor

w do espaco (do plano) puder ser escrito como combinacéo linear dos vetores {v;};,_;

n
w = E /\i'Ui
i=1

Dois vetores nio paralelos de V2 geram V2,

Ou seja,dados um vetor f € V2 e dois vetores nio nulos e nio paralelos e; e e3 de V2 temos
que existem m e n € R tais que:

f =meq1 + nes.
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O € nes

Fig. 27: Dois vetores ndo paralelos geram o plano

Demonstragao. Considere um ponto arbitrario O do espaco. Primeiramente observe que f é paralelo

ao plano determinado pelo ponto O e pelos vetores u, v.

Considere o representante de f que comeca no ponto O e termina em P, i.e., seja f = O‘}>7
Considere a reta paralela a u que passa pelo ponto P e a reta paralela a v que passa por O. Essas

retas se encontram num ponto K (Por qué?). E facil ver, entdo, que f = OK + K P.

Como K?j é paralelo a w, tal vetor é um escalar vezes u, ou seja, Kﬁ = A\ju. De maneira

s
analoga OK = Ayv. Desta forma temos:
f=\u+ \ov.

PROPOSICAO 2.20 Dados f, um vetor qualquer de V3, e e1, €3, e3 trés vetores nio nulos, nio paralelos entre si e nio

paralelos a0 mesmo plano, temos que existem [, m,n € R tais que:

f = l61 + mes + nes.

P
f nes
€ .
e lel
? e
Yk

Fig. 28: Trés vetores ndo coplanares geram espago

Demonstragdo. A demonstracéo é analoga a da Proposicéo 2.19.

Comecamos escolhendo representantes dos vetores f, u, v, w que come¢am no ponto O (veja a
figura 2.8). Seja entdo a reta paralela a w passando por P. Essa reta intercepta o plano determinado

por u, v no ponto K.



CAPITULO 2. COMBINACOES LINEARES 48

oy . L
O vetor OK estando no mesmo plano que u, v, pode ser escrito como combinacéo linear desses

vetores:
—
OK =lu+ mv

O vetor K P ¢ paralelo a w, i.e, K P = nw. Finalmente como ﬁ = OK + K P temos que:
f=lu+mv+nw.
PropPosICA0 2.21 Quaisquer trés vetores e, €2, e3 ndo coplanares sdo linearmente independentes.

Demonstragdo. Suponha que e, e, e3 sdo linearmente dependentes. Temos entdo que um dos ve-

tores é combinacéo linear dos demais.

Suponha, sem perda de generalidade, que e; = Aea + fes. Segue que o vetor e; é paralelo ao
plano determinado pelo ponto O e pelos vetores e e e3 (Por qué?). Donde temos que os vetores

ey, ez, e seriam coplanares.

DEFINICAO 2.22 Uma base para o espaco (um dado plano) é um conjunto ordenado de vetores {v;} linearmente

independentes e que geram o espaco (o plano).

TEOREMA 2.23 TEOREMA DA BASE PARA 0 PLaNO  Qualquer vetor f € V2 pode ser escrito de maneira tnica

como combinacéo linear de dois vetores nio nulos e nio paralelos e; e e5 de V2, isto é:
f =me1 +ney

com m e n € R Gnicos.

Ou seja, dois vetores nio nulos e nio paralelos de V2 formam uma base para V2.

Demonstragao. Consequéncia imediata das Proposicoes 2.19, 2.10 e 2.7.

CoROLARIO 2.24 Toda base para o plano tem exatamente dois vetores. Ou seja, o plano tem dimensao 2.

TEOREMA 2.25 TEOREMA DA BASE PARA 0 Espaco No espaco tridimensional, sejam trés vetores ndo nulos
e, es, €3, ndo paralelos entre si e ndo paralelos ao mesmo plano. Entdo qualquer vetor f no

espaco pode ser escrito como combinacio linear tinica de eq, eg, €3, isto é:
f=lei +mey + nes

coml,m,n € R.
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Ou seja, trés vetores ndo nulos, ndo paralelos entre si e ndo paralelos a0 mesmo plano formam

uma base para V3,

Demonstragdo. A demonstracdo do Teorema segue diretamente das Proposic¢des 2.20, 2.10 e 2.21.

Toda base para o espaco tem exatamente trés vetores. Ou seja, o espaco V3 tem dimensio 3.

Intimamente relacionado ao conceito de base esta o conceito de dimensao de um plano/espaco.
A dimensio é definida como o nimero de vetores numa base, ou seja, o nimero de vetores inde-
pendentes a partir do qual podemos obter todos os outros. Como provamos o plano tem dimensio

2 e 0 espaco tem dimenséo 3.

Agora demonstraremos o teorema de caracterizacdo geométrica da dependéncia e independéncia

linear, que enunciamos na se¢éo anterior:

TEOREMA 2.27 (Caracterizacio Geométrica da Dependéncia e Independéncia Linear) Para vetores em V2 e V3

temos:

Um vetor v é linearmente dependente se e somente se v = 0.
Dois vetores u, v sdo linearmente dependentes se e somente se u e v sdo paralelos.
Trés vetores u, v, w sdo linearmente dependentes se e somente se u, v e w sdo coplanares.

Quatro ou mais vetores sdo sempre linearmente dependentes.

Demonstragao. A demonstracido segue de imediato a partir Definicéo 2.5.

Se u é paralelo a v. Pelo Corolario 1.10, ou u = Av ou v = fu (A, 0 € R). Logo, como um
dos vetores é necessariamente combinacéo linear do outro, segue que u, v sio linearmente

dependentes.
A reciproca é a contrapositiva da Proposigéo 2.7.

Se trés vetores u, v, w sdo coplanares temos dois casos a considerar ou u, v sdo paralelos, ou
u, v nio sio paralelos.
Se u, v sdo paralelos, pela argumentacéo acima, um dos vetores é combinacéo linear do outro.
Suponha, sem perda de generalidade, que u = A\v. Temos entao que:

u = \v + Ow.

Logo u é combinacéo linear dos demais vetores e, portanto, u, v, w sdo linearmente depen-

dentes.
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Se u, v, w sdo coplanares e u, v nio sio paralelos, pelo Teorema ?? temos que
w = \u+ A\,

para A1, Ay € R. Assim, os vetores u, v, w sdo linearmente dependentes.
A reciproca segue da Proposicdo 2.21.

Considere n vetores vy, va, ..., U,, com n > 4. Duas coisas podem ocorrer: ou os v1, V2, U3
sdo coplanares ou nio o sio.

Se v1,v2, v3 sdo coplanares, um dos vetores é combinacgéo linear dos demais. Suponha v; =

Avg + Ovs. Segue que:

n
v1 = A\vg + Ovs + Z Ov;.
=4

Logo v1,v2, ..., v, sdo linearmente dependentes.

Caso v1, V2, v3 ndo sejam coplanares, pelo Teorema ??,
vy = A1v1 + Agv2 + A3vs,

para Aq, A2, A3 € R. Dai temos:

n
v4 = A\1v1 + Aav2 + A3vs + Z Ov;.
i—5

Logo, v, v, ..., v, sdo linearmente dependentes.
Exercicios

Ex. 2.1 — Prove que:
a) (P+u)—u=P
b) P+u=0Q + ventiou = PQ +v
c) P—I—Pﬁ:Q

Ex. 2.2 — Mostre que os vetores u, v, w sdo coplanares se, e somente se, um deles é combinacdo

linear dos outros dois.

Ex. 2.3 — Prove que se o conjunto de vetores {u, v} é uma base para o plano, entdo o conjunto

{u + v,u — v} também é uma base para o plano.
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Ex. 2.4 — Prove que se o conjunto de vetores {u, v, w} formam uma base para o espago, entdo o

conjunto {u + v,u — v, w — 2u} também formam uma base para o espaco.

Ex. 2.5 — Dado um tetraedro ABC'D explique por que os vetores @ ) B ) ﬁ formam uma base

para o espaco.
Ex. 2.6 — Descreva uma base para os planos zy, yz e xz.
Ex. 2.7 — Descreva uma base diferente da anterior para os planos zy, yz e zz.

Ex. 2.8 — Prove que as diagonais de um paralelogramo se dividem mutualmente ao meio.

Ex. 2.9 — Sendo A e B dois pontos, mostrar que AB + BA=0

Ex. 2.10 — Dados A, B dois pontos distintos e A um niimero real, Determine vetorialmente o ponto
M no segmento AB tal que || AM || = AM B.

A

Ex. 2.11 — Seja ABCD um quadrilatero. Se E é o ponto médio do lado AB e F' é o ponto médio
EP -+ (4D + BC
do lado oposto DC, prove que EF' = 3 (A +B >

Ex. 2.12 — Seja GG o baricentro (ou seja o ponto de encontro das medianas) do tridngulo ABC.

Proveque(ﬁ—l—@—i—@:ﬂ

Ex. 2.13 — Prove que o segmento que une os pontos médios dos lados néo paralelos de um trapézio

é paralelo as bases, e sua medida é a semi-soma das medidas das bases.

Ex. 2.14 — Prove que existe um nico ponto comum as bissetrizes internas de um tridngulo e que

esse ponto, conhecido como incentro do triangulo ¢ interior a ele.

Ex. 2.15 — Dado ABCD um tetraedro, seja M o ponto de encontro das medianas do tridngulo
ABC. Exprima o vetor DM em funcio dos vetores DA, DB e DC'.
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Ex. 2.16 — Prove que se os pontos A, B, C formam um triangulo equilatero entdo os pontos A +

v, B + v, C + v formam um triangulo equilatero para qualquer v.

Ex. 2.17 — Dado ABCD um quadrilatero, e O um ponto qualquer e seja P o ponto médio do seg-

mento que une os pontos médios das diagonais AC' e BD. Prove que

P:O+i(0_f4+0?+045+075)

Ex. 2.18 — Demostre que o baricentro de um tridngulo, é também o baricentro do tridngulo cujos

vértices sao pontos que dividem os lados do primeiro na mesma razao.

——

Ex. 2.19 — Mostre que dados os vetores mOA e RO?, sua soma é igual a (n + m)O—f’, sendo P o
i

ponto de intersec¢ao do segmento AB com areta OR, onde R = O + mOA + nO?

R

X

0 A

Ex. 2.20 — Dado O o circuncentro e H o ortocentro de um tridngulo AABC, mostre que:

a) OA+OB+0C =0H
b) HA+ HB + HC = 2HO

Exercicios Complementares

Exercicios

Ex. 2.1 — O objetivo desse exercicio é definir formalmente quando dois segmentos orientados pos-
suem o mesmo sentido. Dados dois segmentos orientados de reta e paralelos AB e C'D. Dizemos
que esses segmentos possuem o mesmo sentido se os segmentos AC' e BD nio se intersectam.

Segmentos que nao possuem o mesmo sentido sdo ditos de sentidos opostos

a) Mostre que se os segmentos AB e C'D possuem o mesmo sentido e C'D e EF possuem o

mesmo sentido entdo AB e F'F possuem o mesmo sentido.
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b) Mostre que se os segmentos AB e C'D possuem sentido opostos e C'D e E'F' possuem sen-

tidos opostos entdo AB e EF possuem o mesmo sentido.

— — —
Ex. 2.2 — Prove que se fﬁ = P'Q" entio PP’ = QQ'.

Ex. 2.3 — Dado um tridngulo ABC' e sejam D, E e F' os pontos médios dos lados BC,CAe AB

respectivamente. Mostre que
AD+DE+CF=0

= 1
Ex. 2.4 — Mostre que @ + C@ +2BAe §B sao colineares;

Dica: Observe que
z@-i-@-i-QB—zZl:zﬁ-i-B—zZl-i-@-i-B_ﬁ
—CA=—ac

Ex. 2.5 — Dado um paralelogramo ABCD e sejam K, L os pontos médios dos lados BC' e C'D.

Escreva o vetor BC' como combinaciode a = AKeb= A

C L D

4 2

Ex. 2.6 — Mostre que as alturas de um tridngulo AABC de angulos «, 3,7 se interceptam num

unico ponto, denominado ortocentro cujo vetor posigao é:

tg aa + tg Bb + tgyce
tga+tg B+ tgy

Ex. 2.7 — Mostre que a bissetriz de um tridngulo AABC se interceptam num unico ponto, deno-

minado circuncentro cujo vetor posicdo é:
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sen 2aa + sen 28b + sen 2ve

sen 2 + sen 23 + sen 2y

Ex. 2.8 — Num plano sio dados dois triangulos AABC' e ACDE. Sejam G, H, I os pontos médios
dos segmentos AC, BD e C'E respectivamente. Mostre que os baricentros dos triAngulos AABC
ADEF e AGH]I séo colineares.

Ex. 2.9 — Mostre que para vetores ndo colineares a e b a igualdade:

mia + Tllb = mya + ngb

equivale ao sistema de igualdades
mi1 = my ny =mn2

A igualdade equivale a

(’I’)’Ll — ’I’)’Lg)a + (n1 — ’I’Lg)b =0

Como os vetores sdo LI temos que (m; —mg) =0e (n; —ng) =0

Ex. 2.10 — Dado um paralelogramo ABCD e sejam E e F' pontos nos lados BC' e CD de modo
que
IBF|| _  |[DE| _
[Fe " B
sHendo| |,u, A nimeros reais positivos. Os segmentos F'D e AF se intersectam no ponto O. Determine
FO

|OD||
1+ A+u

A1+ p)

A



Vetores em Coordenadas

No primeiro capitulo estudamos vetores de um ponto de vista totalmente geométrico. Porém, o
ferramental geométrico se mostra ineficiente e qui¢a insuficiente quando nos deparamos com pro-
blemas de maior complexidade. Neste capitulo introduziremos a representacio algébrica dos vetores
e do espaco Euclidiano. E essa representaciio que nos permite converter problemas geométricos em

problemas algébricos e efetivamente realizar calculos com vetores.

Os primeiros passos no sentido de encontrar tais representacdes ja foram dados no capitulo
anterior, ao estudarmos o conceito de base. Neste capitulo daremos continuidade a estas ideias e
veremos como utilizar as propriedades geométricas estudadas até agora para encontrar represen-
tacoes algébricas nao apenas para vetores, mas também para os pontos do espaco Euclidiano. Tais

representacdes serdo chamadas de sistemas de coordenadas, e serdo o foco principal deste capitulo.

Mais precisamente, um sistema de coordenadas é uma identificacéo continua do plano (espaco)
euclideano com uma regiio de R? (R3) que nos permita localizar pontos através de pares (triplas)

de numeros reais.

Vejamos, por exemplo, como podemos relacionar vetores e pontos no espaco de modo a obter

um sistema de coordenadas.

Se considerarmos B = (e1, e2, e3) uma base de V3, pelo teo-

rema da base para o espaco, temos que qualquer vetor v pode ser P
representado como:
v )\363
v = \e] + lqeq + Azes, e \
el 1€y
onde os coeficientes A1, Ao, A3 sdo tnicos. ? """
€2 _‘? ' /\292
Tal igualdade nos permite construir a seguinte bijecdo entre o Y
K

V3 e R3:

55
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0V R3

UV (/\1, )\2, /\3)

Lembramos ao leitor que bijecdo é uma funcdo que identifica univocamente os elementos do
dominio com os do contra-dominio. Mais precisamente uma funcédo bijetora é uma aplicacdo si-
multaneamente injetora, isto é, que leva elementos distintos do dominio em elementos distintos
da imagem, e sobrejetora, ou seja, tal que todo elemento do contra dominio é imagem de algum

elemento do dominio.

Devido existéncia da bije¢do descrita acima, definimos a seguinte notagio:

v (/\1, /\2, )\3)13.

E denominamos a tripla (A1, A2, A3) de coordenadas do vetor v na base B.

Considere agora o espago Euclidiano (E?). O primeiro passo necessario para encontrarmos um
sistema de coordenadas é “localizar” os pontos no espaco. Observe que para isso nio basta uma base
de vetores, pois, como ja dissemos anteriormente, vetores nio sio localizados no espago. Assim
torna-se necessaria a escolha de um ponto qualquer para nos servir de referéncia. Fixemos entédo
um ponto O € E3 a que chamaremos de origem do sistema de coordenadas. A partir de tal ponto as

posicdes de todos os pontos de E? serdo determinadas.

Observe que, fixado O, um ponto P qualquer em E3 pode ser escrito como P = O + O? Tal

igualdade nos permite identificar univocamente pontos de E® com vetores de V?:

B — VP

Pn—>0—}>’

O vetor ﬁ ¢ denominado vetor posicido de P.

Tomando a fungdo composta ¢ := 17 o Ly obtemos uma bijecio entre os pontos de E3 e os

elementos de R3: a cada ponto P podemos associar a tripla (A1, A2, A3).

3.1 Sistemas de Coordenadas

Motivado pelo exposto acima, definimos
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DEFINICAO 3.1 Um sistema vetorial de coordenadas no espaco ¥ é o conjunto formado por uma base de vetores

OBSERVACAO 3.2

ExEmpPLO 3.3

B = (e, ez, e3) e um ponto O, chamado de origem do sistema de coordenadas. Denotaremos o
sistema de coordenadas por

2 =(0,B).

A bijecdo entre E3 e R? dada por ¢ devido a ¥ nos permite definir a seguinte notacéo:
P (A, A2, A3)y,

onde (A1, A2, \3) s@o as coordenadas do vetor posicdo O?’ na base B. Chamamos, nesse caso,

(A1, A2, A3) de coordenadas do ponto P no sistema de coordenadas ..

Fixado um sistema de coordenadas ¥, é usual representar as coordenadas de um vetor v na base B

associada a ¥ também por (A1, A2, A2)x.

Muitas vezes quando o sistema de coordenadas X e a base B estdo claros pelo contexto é co-
mum, também, denotar tanto o ponto P quanto seu vetor posicdo Oﬁ indistintamente por suas
coordenadas: (A1, A2, A3) (sem indicar os sub-indices 3 ou B). Nesse caso cabe ao leitor entender

pelo contexto a quem se referem as coordenadas descritas, a um ponto ou a um vetor.

Finalmente, observamos que podemos de forma totalmente analoga a descrita acima identificar
pontos do plano euclideano E? com vetores de V2 e com elementos de R?. Para isso tudo que
precisamos é de um sistema de coordenadas > = (O, B) onde B é uma base de V2, ou seja, um

conjunto formado por dois vetores linearmente independentes.

No que se segue apresentaremos os resultados apenas para V3, deixando implicita sua validade
em V2,

Se 7, 7 e k forem trés vetores ortonormais, ou seja, ortogonais dois a dois e de norma 1, entdo
o sistema de coordenadas ¥ = (O, B) onde B = (3, j, k) é chamado de sistema cartesiano de

coordenadas. Daqui em diante as letras %, j e k sempre denotarao vetores ortonormais.

Um sistema de coordenadas cujos vetores nio sdo ortogonais é dito sistema de coordenadas

obliquo.

Dado um retangulo ABC' D conforme a figura abaixo, vamos encontrar as coordenadas dos pontos
A, B,C, D e dos vetores Bl3 e @ nos seguintes sistemas de coordenadas:

21 = (A,Bl) onde Bl = (61,62).

1
22 = (B,'Bg) onde 32 = (63, 561).
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€3
O —>
€1
bN
Fig. 31: Sistema de Coorde- Fig. 32: Sistema de Coorde-
nadas Ortonormais nadas Obliquo

Solucio: (1) Vamos primeiro escrever as coordenadas de A, B, C, D no sistema ¥;. Para isso deve-
T, 15, 4C ¢ 27 nagiol e
mos escrever os vetores AA, AB, AC' e AD como combinacéo linear de e; e es. Por definigio

1@:61 CEZEQ.

Temos também que

fT(}:el—Feg

e que AZ, sendo o vetor nulo, é igual a 0e; + Oey. Assim as coordenadas sdo

A:(0,0)y, pois A4 = Oe; + Oes
B:(1,0)y, pois AB = leq + Oez
C:(1,1)g, pois A0 = le; + le
D :(0,1)y, pois AD = Oe; + les.

Para encontrar as coordenadas dos vetores B 13 e 144(,2' basta observar que
Bﬁ:—el—i—eg e ﬁ:el—keg,

e portanto temos

BD: (~1,1)y,
AC: (1, 1)y,

(2) Vamos agora escrever as coordenadas dos pontos A,B,C,D no sistema o =

(5.(cs o).

Para tanto devemos escrever os vetores BA, B? ,BC' e BD como combinacido de f; e fo sendo
1
fi=esefo=gen
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Observe que
1
B—z>4 = —e| = —2 <§el> = _2f27
Eg = 0f; + 0f> (vetor nulo),
37:62:—634'61 =—-1fi+2f
B?ze;;—2el :f1—4f2.

E assim as coordenadas dos pontos sdo

A (0,-2)y,
B :(0,0)y,

C:(-1,2)y,
D:(1,-4)x,

Calculando as coordenadas dos vetores ﬁ e A;(E' , usando que es = e3 — e obtemos que
Eﬁz—61+62263—261 =fi—4f

1@26321"17

e portanto vale

BD : (1, —4)s,
AC: (1,0)5,

Exercicios

Ex. 3.1 — Dado o hexagono regular ABC'DEF de centro O, conforme a figura abaixo:

E D

59
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Determine as coordenadas dos pontos O, A, B, C, D, E e F nos seguintes sistemas de coordenadas:

a) (0;0C,0D)
(0;0C, OF)
(B; BC, BO)
(B; BC, BE)

Ex. 3.2 — Encontre as coordenadas dos seguintes vetores nos sistemas de coordenadas do exercicio

anterior:

a)@
b) BD
C)z@
d) BE

Ex. 3.3 — Dado o paralelogramo retangulo ABCDEFGH abaixo. Sejam e; = 1@, ey = B,
€3 :AF,64:AE.

Determine as coordenadas dos pontos A, B,C, D, E, F, G e H nos seguintes sistemas de coorde-

nadas:
a) (A;er;eq;es)
b) (A;ez;er;es)
c) (A;eq;er;es)
d) (H;e;er;es)
e) (G;— 261;363)
f) (A§%el§%e2§%e3)

Ex. 3.4 — Determine as coordenadas dos vetores z@, 144(}, ﬁ, 1@, ﬁ, ﬁ, E? nos seguintes

sistemas de coordenadas:
a) (4;er1;es;es)
(4;e2;e1;e3)

c) (H;ei;ez;es

(

)
H;es eq;es)
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1
e) (G;—es; 561;363)

Operacdes Vetoriais em Coordenadas

Agora que sabemos como representar vetores e pontos em coordenadas precisamos saber como
operar com estas representagdes. A proposicdo abaixo nos diz como as opera¢des com pontos e
vetores vistas no capitulo anterior podem ser traduzidas para a representacao que acabamos de

apresentar.

Seu : (al,ag,ag)z, v (bl,bg,bg)z eP: (pl,pg,pg)z entdo:

u—+uv: (a1 + b1,a9 + by, as +b3)2
Au : (Aap, Aag, Aa3)y,
P+w: (a1 +p1,a2 + p2,a3 + p3)y,

Demonstragao.

Dado um sistema de coordenadas > = (B, O), onde B = (e, ez, e3), comou : (a1, az,as)s,
e v : (b1, b2, b3)y,, por definicao temos que:

u = aje; + azey + azes
v = bie; + boes + b3es
E logo
u+v = aje; + azes + aszes + bie; + boes + bzes

= = (al +b1)er + (CLQ + b2)es + (a3 + bs)es
E desta forma as coordenadas de u + v no sistema de coordenadas X sdo

u—l—v:(a1+b1,a2+b2,a3+b3)

Como u : (a1, az, as)sy,, por definicdo temos que:

U = aiej+ ases + azes

Desta forma temos que

Au = A (a161 + agzes + ageg) (3.1)
= MAaiej + dages + Aazes (3.2)
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E consequentemente:

A : (Aag, Aag, Aag)

Deixaremos como exercicio para o leitor.

Considere fixado um sistema de coordenadas ¥ = (B, O). Observadas as operagdes com pontos
e vetores em coordenadas, uma pergunta que resta ser respondida é: dados os pontos A : (a1, az, a3)

e B : (b1, b2, b3), como podemos encontrar as coordenadas do vetor zﬁ?

—
Observe que, pela definicdo de subtracdo de vetores, vale que ﬁ = @ — OA. Entao, como
—
OA = aje; + aseq + azes e O? = b1ey + boes + bzes, temos:

zﬁ =(by —a1)e; + (bg —ag)ey + (bg —az)es

1@ = (bl —a1,b2 —a2,b3 _a3)

Tal igualdade d4 origem a notacdo de Grassmann que diz:
AB=B- A

Observe que a igualdade acima é, no entanto, apenas uma notacao ja que em nenhum momento foi

definida soma ou subtracéo de pontos.
ExEmpLO 3.5 Dados os pontos A : (1,3,2), B: (1,1,1) e C : (1,1,0) determine as coordenadas
dos vetores zﬁ, B?
do vetor @ + %B?

do ponto C' + %@

Solucio:

AB:(1-1,1-3,1-2)=(0,-2,—1)
BC:(1-1,1-1,0-1)=(0,0,—1)

2 AB + L ﬁ —9,-1) (0,0,—1):(0,—2,—1—%):(0,—2,—%)

] O+ 1AL = (1,1,0) (0,—2,—1)=(1,0,—%)
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Determine o ponto médio M = (mj, mg, m3) de um segmento com ponto inicial A = (ay, az,as)

e B = (b1, b2, b3), num sistema de coordenadas ¥ = (B, 0), onde B = (e1, ez, e3).
<

Solucédo: Primeiro observamos que AB = 2AM pois os vetores possuem o mesmo sentido e o

AB AM

comprimento é duas vezes o comprimento

Assim
(bl — al)el + (bg — a2)32 + (bg — 63)63 = 2(m1 — a1)61 + 2(m2 — a2)62 + 2(7713 — ag)eg
o que implica em
bi —Qa; = 2(mZ — a,-),

para todo i € {1,2,3}. Logo
bi —a;
m; =
(2 2 Y

para todo ¢, e

) bi +ar ba+az bz+as
M.< tu it bta),

De posse da representacdo dos vetores em coordenadas podemos agora fornecer critérios para

a dependéncia e a independéncia linear de vetores:

TEorREMA 3.7 Os vetores u : (a1,as,as3), v : (by,ba,b3) e w : (c1,ca,c3) sdo linearmente independentes se e

somente se
ayp az as
by by b3 |#0
C1 C3 C3

Demonstragdo. Os vetores u, v, w sdo linearmente independentes se o sistema:
zu+yv+ 2w =0 (3.3)

possuir somente a solucdo trivialz =y = 2z = 0
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Em coordenadas podemos expressar a equacédo 3.4 como:

x(a17a27a3)+y(b17b27b3)+Z(617627C3) =0 (34)

E logo teremos o sistema:
a1z +biy+ciz=0
a2 + boy + coz =0
asx + b3y +c3z =0

Pela regra de Cramer (ver Apéndice C pag. C.3 ) o sistema anterior tem solu¢ao unica se e

somente se seu determinante for nao nulo:

ayp a2 as
bi by by |#0
i C (3

ExEmpPLO 3.8 Considere fixada uma base de vetores B = (ej, ez, e3). Sejam f1 = (1,1,1)5, f2 = (1,0,1)5 e
.f3 = (07 _17 1)3

Mostre que € = (fy, f2, f3) é uma base de V3.

Encontre as coordenadas do vetor u = (1,2, 3)¢ na base B.

Encontre as coordenadas do vetor v = (1,2, 3) na base C.

Solucio:

Pelo teorema da base, basta mostrarmos que f1, f2 e f3 sdo linearmente independentes.

Como:
1 1 1
1 0 1|=-1#0,
0 -1 1

pelo Teorema 3.7 temos que, de fato, f1, f2 e f3 sdo linearmente independentes.

u = (17273)6 = 1.f1+2f2+3f3 =
—1(1,1, 1) +2(1,0,1)5 + 3(0,—1, 1) = (3, —2,6)s.
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Antes de escrevermos v na base € precisamos obter as coordenadas dos vetores eq, es e eg

na base C:
fi =1le;s +1les + leg

f2 =1leys +0eq + leg
f3 = 0eq — leg + leg

f1 =1lei +1lex + les
f1— f2 =0e1 + lez + Oeg
fs+(fr— f2) =0e1 +0ez+ les

Ji—(fr—f2) = [fs + (f1 — f2)] =1le1 +Oez + Oes
f1—f2 =0e1+1les + Oeg
f3+ (f1— f2) =0ey +0ez + les
Donde temos:
er =1f1i+2f2—1f3=(1,2,—1)¢
e2 =1f1—1f2+0f3=(1,—-1,0)¢
e3s =1fi—1fa+1f3=(1,-1,1)¢

Finalmente:

v=(1,2,3)3 = lej + 2ez + ez =
= 1(1,2,~1)e +2(1,-1,0)¢ + 3(1, 1, 1)e = (6, —3,2)¢.

O
Mais detalhes sobre mudanga de base podem ser encontrados no Capitulo 11.
Determine m de modo que os vetores u, v e w sejam linearmente dependentes, onde:
v=(1m+1m+2) w=(1,0,m) k=(0,2,3)
<

Solucao: Para que os vetores sejam linearmente dependentes, pelo teorema 3.7 o seguinte determi-

nante deve se anular:

1 1+m 24+ m
1 0 m =0
0 2 3

Calculando o determinante temos que:
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1 1+m 2+m

1 0 m =1-3m
0 2 3
, . ) 1
E assim queremos determinar os valores de m para os quas 1 — 3m = 0 e assim m = 3 O

Exercicios

Ex. 3.5 — Os pontos médios dos lados de um tridngulo sdo (2,5),(4,2) e (1,1). Determine as

coordenadas dos trés vértices.

Ex. 3.6 — Dados dois pontos P : (x1,y1,21) € Q : (x2,y2, 22), encontre a coordenada do ponto R,
que se encontra sobre o segmento ligando os pontos P e () e tal d(R, Q) = Md(R, P).

Ex. 3.7 — Prove utilizando coordenada que o segmento de reta que une os pontos médios das laterais

de um trapézio é paralelo as bases e sua medida é a média aritmética das medidas das bases.

Ex. 3.8 — Prove que se u : (a1, az,a3)y, e P : (p1,p2,p3)y, entdo:

P+w: (a1 + pi,a2 +p2,a3 + p3)s

Ex. 3.9 — Determine quais dos conjuntos abaixo séo L.L

a) {(1,-1,2),(1,1,0),(1,-1,1)}
b) {(1,-1,1),(-1,2,1),(-1,2,2)}

¢ {(1,0,1),(0,0,1),(2,0,5)}

Ex. 3.10 — Exprima o vetor w : (1,1) como combinacio linearde v : (2,—1) ewv : (1,—1).

Ex. 3.11 — Sejam u = (2,1) e B = (1, 3). Mostre que todo vetor (c;, c2) pode ser expresso como

combinacéo linear de u, v

Ex.3.12 — Sejamu = (1,1,1), v = (0,1,1) e w = (1,1, 0) vetores no espaco.

a) encontre as componentes de um vetor z = (a, b, ¢) na base formada por u, v, w.
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b) Mostre que se z = 0 entdo as componentes de z na base formada por u, v, w sdo todas

iguais a zero.

¢) encontre as componentes de um vetor z = (1,2, 3) na base formada por u, v, e w.

Ex. 3.13 — Mostre que dois vetores ndo nulos u : (ai,as,a3) e v : (b1, by, b3) sdo linearmente

dependentes se e somente se existe \ tal que:
(a1,a2,a3) = (Ab1, Abz, Ab3)

Utilize esse critério para decidir se os vetores abaixo sido linearmente independentes ou linearmente

dependentes:
a) u=(1,2,3) v=(4,5,6)
b) u=(1,0,3) v =(—2,0,—-6)

15
= 1 2 = — 1 —
C) u ( ) 75) v <27 74>

Ex. 3.14 — Utilizando o exercicio anterior, mostre que dois vetores ndo nulos v : (ai,as,as3) e

v : (b1, ba, b3) sdo linearmente independentes se e somente se ao menos um dos determinantes

a; a2
by bo

as a3
by b3

a; asg
by b3

, ou

é nao nulo.

Ex. 3.15 — Determine m, n de modo que os vetores u, v sejam linearmente dependentes, onde:
a) v=(I,m,n+1)w=(m,n,2)

b) v=(1,m—1,m)w = (m,n,4)

Ex.3.16 — Sejam u : (m,—1,m?+1)ewv : (m?+1,m,0) e w : (m, 1,1). Mostre que os vetores

u, v e w formam uma base para o espaco independentemente do valor de m.

Ex. 3.17 — Dado (eq, e, e3) uma base. Determine condi¢des necessarias e suficientes sobre a, b de

modo que os vetores (u, v, w) sejam linearmente independentes, com u, v, w dados por:
a) u=e; —ey,v=e;+ey+e3,w=ae; +bey+ e3

b) u=e; —ex+e3,v=e;+er+3e3,w=ae +bey+ (b>+ 2a)e3
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Ex. 3.18 — Dado um tetraedro ABCD, Determine a coordenadas dos pontos médios dos la-
dos AB,CD,BD,BC no sistema de coordenadas determinado pelo ponto A e pela base
{1@, B, ﬁ} (compare com o exemplo 2.5

Bases Ortonormais e Coordenadas Cartesianas

Vamos agora explorar algumas das vantagens de se trabalhar com
as chamadas bases ortonormais ou, mais geralmente, com sistemas eixo y

de coordenadas cartesianas. ] P:(z,y)
. b

Lembrando, uma base é dita ortonormal se seus vetores sio
unitarios (possuem norma 1) e perpendiculares dois a dois. Um YJ

sistema de coordenadas formado por uma base ortonormal é cha-

mado de sistemas de coordenadas cartesianas. A partir deste —— Y ‘ xo

ponto vamos fixar notacéo e utilizar (¢, j) para denotar uma base

ortonormal para o plano, e (2, j, k) para o espaco.

Seja B = (4,5) uma base ortonormal para V2, O um ponto
no plano e 3 = (B, O) o sistema de coordenadas cartesianas determinado por eles. Dado agora um
ponto P no plano considere o vetor r = O? e sua representacdo no sistema % dada por r : (z,y),
ou seja:

r=xt+yj.
Como a base em consideragio é ortonormal, segue diretamente do Teorema de Pitagoras que

2 112 .12
Il 2 ]|” + [yl
2 [|3]* + o 3]

= 2’ +y°

2

Assim, se denotarmos por r o tamanho do vetor 7 temos que
r =2+ y3
A mesma ideia pode ser generalizada para o espaco, onde obtemos que se r = x% + yj + zk, entdo
r=|rll=va?+y*+ 2%

Voltemos por momento para o caso planar e denote por 6 o angulo entre o eixo OX e o vetor 7.

Neste caso, nao ¢ dificil ver que

x = rcos(f),

y = rsen(f).
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Utilizando o Teorema de Pitagoras, temos também que a dis- P

tancia entre os pontos P : (a1,a2) e @Q : (b1, by) é dada por:

d(P7 Q) = \/(bl — a1)2 —+ (b2 — CL2)2

Q : (w2,y2) Ar

(y2 —y1)i

P (;rl,yl) (.272 — l‘l)i

Fig. 33: Distancia entre dois pontos no plano.

E no caso tridimensional distancia entre os pontos P

(al,ag,ag) € Q : (bl, bg, bg) é dada por:

d(P,Q) = \/(bl — (11)2 + (by — a2)2 + (bg — a3)2

E importante observar que para realizarmos os calculos acima foi absolutamente necessario supor
que o sistema de coordenadas considerado fosse cartesiano. Podemos calcular as mesmas quantida-
des utilizando outros sistemas de coordenadas, mas nesse caso as expressoes obtidas serdo diferentes

e geralmente mais complicadas.

Suponha fixado um sistema de coordenadas cartesiano. Calcule a distancia dos pontos A : (1,0, 2)

eB:(3,2,1).

Solucio: Temos que d(A, B) = Hzﬁ” Como AB=B— A= (2,2,—1), segue que:

d(A,B) = /22 +22 4+ (—1)2 = 3.

Exercicios

Nos proximos exercicios, as coordenadas sdo expressas num sistema cartesiano.
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Ex. 3.1 — Dados os vetores a, b, c conforme a figura abaixo. Determine as componentes dos vetores
a,bcedea+b+c

120° 45°

Y

30°

\]

Vetores a, b, c respectivamente

Ex. 3.2 — Dados os vetores a, b, c conforme a figura abaixo. Determine as componentes dos vetores
a,b,cedea+b+c

135°

Ex. 3.3 — Dados A : (—3,2), B: (3,5) e C : (0,3) desenhe o triangulo ABC' e ache:
a) A distancia entre os pontos A e B;
b) A distancia entre os pontos B e C;
¢) O vetor B_1>4 e o vetor A;(E';
d) O vetor B—1>4 + z@
e) O ponto médio do segmento AC

f) O ponto na reta f@ que dista trés vezes mais de A do que de B. (Duas respostas)

Ex.3.4 — Dados A : (4,8,11), B: (—3,1,4) e C : (2,3, —3) desenhe o tridngulo ABC e ache:
a) O comprimento dos trés lados do tridngulo;

b) Os pontos médios dos trés lados do triangulo;
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¢) Os vetores z@, Bg(} e (7_121;

—
d) A soma z@ + Bg(} + C'A. Porque essa soma deve ser zero?;
e) Os angulos entre 1@ e B? Dica: use a lei dos cossenos;

f) A area do triangulo;

g) O ponto D tal que ABC'D é um paralelogramo (Trés respostas)
Ex. 3.5 — Qual o ponto do eixo z é equidistante dos pontos A = (1,—3) e B = (3; —1)?

Ex. 3.6 — O tridngulo ABC, com A = (—a;0) B = (a;0) C = (0;y) é equilatero. Quais sio os

possiveis valores de y?

Ex. 3.7 — Trés vértices de um retangulo sio (2, —1), (7, —1) e (7; 3) : Determinar o quarto vértice

e a area.

Produto Escalar: Angulo entre dois Vetores

E de fundamental importancia em toda geometria a determinacio de medidas angulares. Veremos
mais adiante que, além de diversas outras aplica¢des, Angulos entre vetores (ou entre vetores e retas)
podem ser usados na definicdo de uma nova forma de representar pontos do espaco Euclidiano
(coordenadas polares). Surge entdo a pergunta: como podemos utilizar os sistemas de coordenadas

para determinar o dngulo entre dois vetores u e v?

Conforme ja vimos no inicio do Capitulo 1, entendemos por angulo
entre dois vetores u e v o angulo 6, com 0 < § < 7, formado por

representantes de w e v com mesma origem.

Para determinarmos uma expressdo para angulo entre dois vetores

u e v o primeiro passo € escolher um sistema de coordenadas cartesiano

Y = (B,0) com B = (i, j, k) e escrever os vetores neste sistema:

Fig. 34: Angulo entre u e v

u = al’i+a2j +a3k

v =0b1i+ byj + bsk

Utilizando a lei dos cossenos temos que:

lo = ul® = [lw]® + [lv]]* = 2][ull]lv]| cos(6),
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e consequentemente
(a1 = b1)% + (ag — b2)* + (a3 — b3)* =
2 2 2 2 3 2
ai + ag + a3 + by + by + b3 — 2|Jul| ||v]| cos(6).
Assim

a1by + agbs + asbs
[l o]

cos(f) =

Ao termo a1b; 4 a2bs 4 azbs daremos o nome de produto escalar de u por v e denotaremos por

u-v.

Resumindo:

DEFINICA0 3.13 Se ¥ = (B,0) com B = (3,7, k) é um sistema de coordenadas cartesiano, u = (a1, ag,a3)s e

v = (b1, bg, b3)y, entdo definimos o produto escalar (ou produto interno) de u e v como:

u - v = a1b; + asby + asbs.

Além disso, os argumentos apresentados anteriormente provam que:

PrROPOSICAO 3.14 Dados dois vetores u e v temos que:
u-v = [[uf[[v] cos,

e assim o angulo 6 entre esses vetores satisfaz:

u-v
f = arccos <7> .
[l v

Como consequéncia imediata da definicdo de produto escalar temos:

PrROPOSICAO 3.15 Dois vetores u e v sao perpendiculares se e somente se v - v = 0.
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OBSERVACAO 3.16 Dado um vetor v = (z,y) num sistema cartesiano no plano, é interessante notar que o vetor n =
(—y,x) é ortogonal a v e tem mesma norma de v. Note:

vn =-—xsyt+azy=0
Va?+y? = vl

De fato, veremos no Capitulo 10, Se¢éo 10.3 que n; = (—y, =) é obtido rotacionado de 90° o vetor

[l

v no sentido anti-horario, e ny = (y, —x) é obtido rotacionado de 90° o vetor v no sentido horario.

ExXEMPLO 3.17 Determine o dnguloentreu =1+2j +kev =—t+ j + 2k.

<
Solucio:
[l ]l
_ 3 1
V6Ve 2
1 T
= 0= — | =-=060°
arccos <2> 3
O
ExeEmMPLO 3.18 Mostre que os vetores u = 32 + 45 + k e v = 2¢ — 35 + 6k sdo ortogonais.
<
Solucio:
u-v=(3,41)-(2,-3,6)=3-2+4-(-3)+1-6=6—-12+6=0.
Logo u e v sao ortogonais.
O

PrROPOSICAO 3.19 O produto escalar possui as seguintes propriedades:
u-v=v-u
u-(vt+w)=u-v+u-w
weu = [ul? >0
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u - u = 0 se e somente se u = 0
u- (\v) =Au-v
Demonstragao. Se u : (ay,az,a3) e v : (by,b2,b3) e w: (c1,c2,c3)
u-v = ai1b; + asby + agbs = biag + beas + bgaz =v-u
u-(v+w) = (a1,a2,a3) - (by + c1,be + c2,b3 + c3)
= ai(by +c1) + az(b2 + c2) + as(bs + ¢3)
= (a1by + agbs + azbs) + (aic1 + azca + ascs)
= u-v+u-w
w-u=al+ai+al=|ul?>0
Se u - u = 0 entdo ||u|| = 0 e consequentemente u = 0. Reciprocamente, se u = 0 temos

u = (0,0,0), eentdou - u = 0% + 0% + 02 = 0.

A demonstragio desse item é deixada como exercicio ao leitor.

ExEmMPLO 3.20 Num quadrado ABCD tem se A = (3,—4) e B = (5,6) . Quais sdo as coordenadas dos vetores C

e D?

Solucdo 1: Denotando as coordenadas de C' e D por C' =
(c1,c2) e D = (dy,d2), temos que AB = (2,10), BC =
3 H
(Cl — 5,62 — 6), CD = (dl — Cl,dg — Cg) e DA = (dl —
3,dy +4).
O vetor ]ﬁ ¢ perpendicular ao vetor ﬁ logo o pro-

duto escalar entre eles é nulo, ou seja,
BC - AB = 0.

Isto implica que 2(¢; — 5) + 10(c2 — 6) = 0, que simplifi-

cando resulta em

2c1 + 10cy = 70 (3.5)

Co

D>

Fig. 35: Quadrados de lado AB
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Temos ainda que Hzﬁ” = HB?H = /104, logo

(c1 —5)% 4 (e — 6)* = 104 (3.6)

Substituindo (3.5) em (3.6) teremos que (c — 6)? = 4 e logo co = 8oucy = 4

Quando ca = 8 por (3.5) ¢; = —5 e quando ¢ = 4 entdo ¢; = 15, ou seja, C = (—5,8) ou
C = (15,4).
O calculo de D é analogo. g

Solugao 2: Uma segunda solugao para o exemplo acima faz uso da Observacédo 3.16. Temos que

zﬁ 2,10) e dai, rotacionando zﬁ de 90° no sentido anti-horario, temos B? ﬁ —-10,2).
Logo.
—B1BC=(—
D =A+AD=(-17,-2).

Finalmente, se rotacionamos zﬁ de 90° no sentido horario, temos B? zﬁ (10, —2). Assim:

C =B+ BC=(15,4)
D = A+AD = (13,-6).
u
ExEmMPLO 3.21 Mostre que as trés alturas de um triangulo sdo concorrentes em tnico ponto.
<

Solucdo: Dado um tridngulo AABC, entéo as alturas BB’ e C'C’ se interceptam num ponto O.

Sejam entéo os vetores: @ = ﬁ, b= @ ec= 04(}

Como as retas OB e C'A sdo perpendiculares:

@'ﬁzoib-(a—c)zoib-a:b-c
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De modo analogo, como as retas OC' e AB sao perpendiculares:
O?'E:0:>c-(b—a):0:>c-b:c-a
Elogob-a = c- a, ou seja,
a-(c—b)=0=0A-BC=0

Desta forma a reta O A é perpendicular ao lado BC, sendo assim a altura relativa ao vértice A. Essa
reta intercepta as outras alturas no ponto O, e assim as trés retas se interceptam num tnico ponto,

que é denominado ortocentro do tridngulo AABC.

0

Projecao Ortogonal

Passemos agora a um novo problema. Dados dois vetores v e u, com u
nio nulo, queremos decompor o vetor v em dois vetores p, q tais que p
é paralelo a u e q é perpendicular a u, ou seja, queremos encontrar p, g

tais que

v=p+gq, p=Au paraalgum A € Re qg-u =0.

u
Reescrevendo as condicdes acima temos que ” >
p = Proj,, v
(v—p) u=0 Fig. 36: Projecéo de v sobre

e logo v

(v—Au)-u=0

vou—Mu/*=0

Desta forma

2
[

Uu-v
b= 7| U
[
Do mesmo modo podemos ver que o vetor p assim determinado é inico. Tal vetor é chamado

de projecéo ortogonal de v sobre u e é denotado por Proj,, v.

Demostramos assim o seguinte resultado.



PropPOSICAO 3.22

OBSERVACAO 3.23

ExEmPLO 3.24

CAPITULO 3. VETORES EM COORDENADAS 77

Dado u um vetor néo nulo, e v um vetor qualquer, entdo a projecéo ortogonal Proj,, v de v em u

Proj, v = <u : 'v> u (3.7)

2
[

existe e é Uinica:

Veja que um modo facil de lembrar da projecédo é observar a Figura 3.6 e ver que esta é um vetor p

tal que seu comprimento obedece:

Il = (o] cose) = (11E22) (2,

e tem mesma direcéo e sentido que u, donde temos:

oo = (o) (i) = () »

Note também que o vetor p = Proj,, v ndo depende do comprimento de u. Tal fato encontra-se

expresso no lado direito da Equacdo 3.7 se observamos que o vetor u aparece duas vezes no seu

numerador e “ao quadrado” no denominador.

Determine a area do tridngulo AABC' cujos vértices num sistema de coordenadas cartesiano sdo

A=(1,2),B=(3,1)eC = (2,5)
<

Solucio: Temos que AB = (2,-1)e AC = (1,3). Além disso, n = (1,2) é um vetor ortogonal a

AB.

A area do triangulo AABC' é dada por:

5 = S4B,

AC -
onde h = ||Proj,, AC I = ?THM’ é a altura do triangulo A ABC relativa ao lado AB.

1
, temos que S = 5[@ - n|. Logo:

1 7
O

Como |[n| = || AB
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Exercicios

Ex. 3.1 — Pela formula do cos ache os trés angulos do tridingulo cujos vértices sdo
a) (2,—1),(7,—1) e (7,3) (use uma calculadora)
b) (47 7711) 7(_37174) € (2737 _3)

Ex.3.2— Seu = (2,1,—1)ev = (1,—1,2), encontre um vetor ndo nulo w tal que u-w = v-w =
0.

Ex.33— Seu = (2,—1,2) e v = (1,2,—2), encontre escalares a, b tais que w = au + bw e

w-v=0.

Ex. 3.4 — Prove que os vetoresu = 7t — 35 + 6k, v = 31+ 375 — 2k e w = 6¢ — 165 — 15k sdo

dois a dois perpendiculares.

Ex. 3.5 — Determine os trés dngulos de um tridngulo cujos vértices séo (3,1) , (5, —2) e (6, 3). En-

contre também a area do tridngulo.

Ex. 3.6 — Dados vetores a,b e c taisque a+ b+ c = 0 com ||a|| = 3, ||b|| =5 e ||c|| = 7. Calcule
o angulo entre a e b. Dado que a + b+ ¢ = 0, calculando o produto de ambos os lados da equacéo

sucessivamente com a, b e ¢ temos:
a-a+a-b+a-c=0=a-b+a-c=-9

b-at+tb-b+b-c=0=b-a+b-c=-25
c-atc-b+c-e=0=c-at+c-b=-49

15 1 0
Resolvendo o sistema anterior temos a - b = 5 € assim cos f = 3¢ logo 6 = 3

(Ilo + wl =~ Jjo - w|*)

| =

Ex. 3.7 — Prove que v - w =

Ex. 3.8 — Mostre que se as diagonais de um paralelogramo sdo perpendiculares entdo ele é um

losango.
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Ex. 3.9 — Decomponha o vetor u = —% — 37 + 2k como a soma de dois vetores v; e v2, com v

paralelo ao vetor 7 + 3k e vy ortogonal a este ultimo.

Ex. 3.10 — Suponha que zﬁ seja o diametro de um circulo e seja C' outro ponto qualquer desse

—
circulo. Mostre que os vetores C'A e @ sdo ortogonais.
——
Denotando u = OA, —u = OB e u = OC temos lu|| = [|—ul| = ||v| =

E assim:

@-B?:('v—i—u)(v—u):v"v—u-u:O
C

Ex. 3.11 — Prove que:
a) Proj, Av = AProj, v
b) Proj, (v + w) = Proj,, v + Proj,, w
¢) Proj, (Proj, v) =Proj, v
d) v-Proj, w=Proj,v-w

Ex. 3.12 — Calcule o cosseno do dngulo formado por duas diagonais de um cubo.

Ex. 3.13 — Prove que |u-v| < ||ull|v|| e que |u-v| = ||ul| ||v] se e somente se um vetor é

multiplo do outro (Desigualdade de Schwarz).
Ex. 3.14 — Prove que ||u + v|| < |lu| + ||v]|| (Desigualdade Triangular).
Ex. 3.15 — Mostre que ||u + v|| = ||u — v|| se e somente se u - v = 0.

Ex. 3.16 — Prove que se u - v = ( para todo vetor v entdao u = 0.
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Ex. 3.17 — Num tridngulo retangulo, a altura relativa a hipotenusa é a média geométrica das pro-
jecoes ortogonais dos catetos sobre essa hipotenusa. Prove esse fato escolhendo um sistema de

coordenadas no qual a hipotenusa esta sobre o eixo OX e o vértice do angulo reto sobre o eixo OY'.

Ex. 3.18 — Mostre que o angulo entre as proje¢des Proj,, u e Proj,, v é igual ao angulo entre os

vetores u e v.

Produto Vetorial: Vetor Perpendicular a dois Vetores Dados

Voltemos nossa atencéo agora para um novo problema: dado dois vetores ndo paralelos u e v como
podemos encontrar um novo vetor w perpendicular aos dois vetores dados? Note que, ao contrario
do que ocorre com a projecéo, este problema ndo possui uma tnica solucéo. De fato, se encontrarmos

um vetor w satisfazendo as condi¢des acima, qualquer vetor Aw também satisfara.

Passemos a solu¢do. Como sempre, tomemos primeiro uma base ortonormal (2, j, k) e fagcamos
u = a1t + asj + ask e v = byi + boj + bzk. Vamos denotar por w = zi + yj + zk o vetor
que queremos determinar. Como queremos que o vetor w seja perpendicular aos vetores u e v,

precisamos entdoque w - u = 0eque w - v = 0.

Temos assim o seguinte sistema linear:

a1x + agy +azz =0
bix + boy + b3z =0

ou ainda
a1 + a2y = —asz
bix + boy = —bsz

Como u e v, pelo exercicio 3.14, podemos supor sem perda de generalidade que:

ap a2
70,
by by
e, usando a regra de Cramer, concluimos que
—azz a3 as ag a2 as
—ng bg bg bg bg bg
T = =—z =z

ar a2 ap a2 ap az
by by by by by by




CAPITULO 3. VETORES EM COORDENADAS 81

e
a; —asz a] as a3z ai
b1 —b3z b1 b3 bg b1

y = V= —Z =z
ap az ap az ap az
b1 by b1 by b by

Escolhendo

ayp az
z =
b1 bs
temos que
az as | . az ai | . ay az
w = 7+ + k
by b3 by b1 I b1 bo

Motivados pelos calculos acima, definimos:

DEFINICAO 3.25 O produto vetorial de u = (a1, as, ag) e v = (b1, b, b3) (num sistema de coordenadas cartesiano),

denotado por u X v, é o vetor obtido pelo seguinte determinante formal:

i j k
UuXv=|a a as
by by b3

Antes de continuar apresentaremos algumas propriedades do produto vetorial.

TEOREMA 3.26 Dados os vetores u = (a1, a2, as), v = (b1, ba,b3) e w = (c1, co, c3) o produto vetorial possui as

seguintes propriedades:

Anti-simetriau X w = —w X u

Distributiva: (u +v) X w =u X w+ v X w

ay az ag
Produto mistow - (v X w) = (u X v) -w=| by by b3
cl1 C2 C3

2 2 2 2
lu X o|" = [Ju|*[lv]* = |u- vl

lu X v|| = ||u|| |v] sen (#) , onde 6 é o dngulo entre os vetores u e v.
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Demonstragdo. A demonstracio dos trés primeiros itens é direta e sera deixada como exercicios:
Para demonstrarmos a quarta propriedade basta observar que
lul® [[o]f* = Ju - vf* =
= (a + a3 +a3) (b7 + b3 + b3) — (arby + asbs + asbs)?
= (a3b] + afb3 + aib3 + a3bi + a3b3 + a3bj + a3bi + a3b3 + a3b3)
—a%b% — 2a1a2b1by — 2a1a3b1b3 — a%b% — 2aga3bobg — agbg
= a2b3 + atb? — 2a1a2b1by — 2a1a3b1bs + a3b? + a3b3 — 2anazbobs + aibi+
agbg (agbs — a3b2)2 + (a1bg — a3b1)2 4+ a1ba — ash;

— Ju x o2

A quinta propriedade decorre facilmente da anterior, bastando para isso lembrar que

[ ol = [full* ]| - cos® (9)
e portanto
2 2 2 2
[ > v|" = [lul]*[lo]" = u - vl
2 2 2 2
= [l [lo[* = [f* [l - cos* (6)

Vamos agora explorar algumas consequéncias geométricas do produto vetorial.

Area de um Paralelogramo e de um Triangulo

Primeiro considere o paralelogramo determinado por dois vetores ndo paralelos u e v, como na

figura abaixo

||| sen @

A altura do paralelogramo é dada por ||v|| sen(é) e portanto, da propriedade 5 do produto ve-
torial, concluimos facilmente que sua area é dada por ||u| ||v]/sen(f) = ||u X v||. Em resumo,
mostramos que a area do paralelogramo de lados u e v é igual ao comprimento do produto vetorial
destes vetores.

A= [lux ol
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A partir da expressdo anterior podemos encontrar uma expressio
para a area de um tridngulo AABC. Para isso considere o paralelo-

gramo determinado pelos vetores AB e BC, como na figura abaixo.

A diagonal BC' desse paralelogramo divide este em dois tridngulos de

areas iguais. Logo a area do triangulo sera metade da area do paralelo-

A= 3 )

gramo:

Volume de um Paralelepipedo

A seguir vamos calcular o volume de um paralelepipedo, em funcéo dos vetores u = @ ,V = ﬁ

ew = AE.

Sabemos que o volume do paralelepipedo é dado pelo produto V' = A,h da area A; da base pela
altura h. Como ja vimos a area da base pode ser calculada por A, = ||u X v||. Ja a altura é dada

pela norma da projecéo do vetor w sobre o vetor u X v. Como

(u xv) w

Proj w = u X v
A TR
segue que
. [(u X v) - w|
Pro w||=——"F1|uXwv
[Profuce wl = X2 o
B [(u X v) - w|
Ju X v

Segue portanto que

(u X v) - w|

V = Aph = ||lu x v T x o]

=|(u X v) - wl|.

Sejam A = (ay1,a2), B = (b1,b2),C = (c1,c2) pontos no plano. Entéo a area do AABC é dada

por

a; ag 1
1
Spapc = 3 det | by by 1
C1 C9 1
<
Demonstragao. Considere os vetores a, b e ¢ de coordenadas a = (ay,a92,1), b = (b1,b2,1) e

C = (61,62, 1)
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E facil ver que eles sio arestas de um tetraedro de altura 1 que tem como base um triangulo
congruente ao tridngulo AABC. Se Saapc € a area do triangulo AABC, o volume V7 desse

tetraedro é: )
Vr = gSAABC- (3-8)

Por outro lado, temos que, se Vp é o volume do paralelepipedo de arestas a, b e ¢, também vale:
1
Vr = EVP. (3.9)

Igualando as equacgdes (3.8) e (3.9) segue:

1 1 1 ap a 1
SAABC:§VP:§’aXbc’:§ det bl b2 1
Ccl1 C2 1

O resultado anterior nos da um critério simples para que trés pontos no plano sejam colineares.

Sejam A = (a1, a2), B = (by,bs),C = (c1, c2) pontos no plano. Entao eles sdo colineares se a area

do triangulo formado por eles for zero, ou seja se:

al a 1
by by 1|=0
Cc1 C 1

Exercicios

Ex. 3.1 — Calcule o produto vetorial entre
a) 7t —3j+6kebdt— 155 — 13k
b) 6t — 165 — 15k e 3¢+ 35 — 2k
c) 3t+37edbt+4y

Ex. 3.2 — Seu = (3,41), v = (2,3,2) e w = (4,2, 3) encontre
a) 2u+3v —Tw
b) uw-w
c) v-w,
d u-wv,
e) uXwv,

f) vXu
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g w-(vXu)

Ex. 3.3 — Dados os vetores u = (1,2,—1) e v = (2,1,0). Expresse o vetor @ = (2,2,3) como

combinagio de u, v, u X v;

Ex. 3.4 — Dado b = 1,2, 1, determine a tal que a é ortogonal ao eixo z e
axb=(1,-1,1)

a=(1,1,0)

Ex. 3.5 — Determine v = (x,y, z) tal que
(z,y,2) x (1,2,—-1) = (1,1,3)

(.Z',y,Z)'(371,1):3
5 1 1
v = RSN
<4 2 4>

Ex. 3.6 — Sejam os pontos P = (1,1,2), Q = (1,2,0) e R = (3,1, 2) pontos médios dos lados de
um tridngulo AABC. Calcule a area do tridngulo AABC.

Ex.3.7— Provequeu X v = —v X u

Ex. 3.8 — Provequeu-v=v-u

Ex.3.9— Provequeu - (v+w)=u-v4+u-w

Ex.3.10 — Provequeu X (v+w) =u X v+ u X w

Ex. 3.11 — Prove que u X v pode ser escrito como o determinante formal
i J k

uXv=|a ay ag
by by b3
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Ex. 3.12 — Prove que u-(u X v) = v-(u x v) = 0de dois modos: primeiro calculando diretamente

e segundo utilizando as propriedades de u X v.

Ex. 3.13 — Mostre que dois vetores u e v sdo paralelos se, e somente se, u X v = 0

Ex. 3.14 — Prove que em geral u- (v X w) pode ser escrito como o determinante da matriz que tem

como componentes

ay az as
bi by b3
c1 C2 C3

[Dica: Escreva o determinante em termos dos menores da primeira linha e compare com u - (v X w).

Isto também prova que u - (v X w) = v + (w X u). Porque? ]

Ex. 3.15 — Dado um tridngulo AABC' como na figura a seguir.Usando o produto vetorial demons-

tre a lei dos senos:

A area do tridngulo é dada por:

A=l sl =5 llu x w] = 2 o x w]
e assim temos que
lu X v = flu X w|| = [[v X w]|
Mas [u x vf| = [ull|lv] sen e, [Ju X w]| = [[uf||w][sen 5 e [[v X w|| = [Jv]|||w]] sen~

E logo:
o B gl

lwll ol [lull
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Ex. 3.16 — Dado um tridngulo AABC' e O um ponto qualquer, mostre que a area A do tridngulo
AABC é: .
A= §||a><b+b><c—|—c><a||

sendoa:O—}l,b:O?ec:O?

Escolha do Sistema de Coordenadas

Um sistema de coordenadas cartesianas do plano pode ser escolhido tomando qualquer ponto O
como origem e qualquer duas retas perpendiculares como os eixos. Em geral resultados geométri-
cos ndo dependem de como escolhemos nosso sistema de coordenadas, mas ao fazermos a escolha
correta podemos simplificar significativamente o resolugéo de um problema. E possivel, por exem-
plo, fazer com que as coordenadas dos vértices de certas figuras geométricas fiquem mais simples,

aumentando a quantidade zeros em suas coordenadas, simplificando assim a manipulagio algébrica.

Considere, por exemplo, um tridngulo AABC'. Vamos descrever esse tridngulo através de coor-

denadas A : (z1,y1), B : (x2,y2) e C : (x3,y3) em um sistema de coordenadas X.

Consideraremos o seguinte sistema de coordenadas: escolha como eixo = a reta AB, e como
eixo y a reta perpendicular a AB passando por C. Determine o sistema de coordenadas colocando
a origem no ponto O dado pela interseccdo dos dois eixos, e escolhendo uma base ortonormal (3, )
formada por vetores unitarios paralelos a estes eixos. Neste sistema o vértice A tem entdo coorde-
nadas do tipo (a,0) e o ponto B coordenadas do tipo (b, 0), ja que ambos estdo sobre o eixo z. Ja o

ponto C, que esta posicionado sobre o eixo y, tem coordenadas do tipo (0, ¢).

Veja que com a escolha adequada do sistema de coordenadas conseguimos reduzir o nimero de

variaveis de 6 para apenas 3.

A seguir apresentamos exemplos onde a escolha de um sistema de coordenadas adequado facilita
ademonstragio de propriedades geométricas. Vocé consegue demonstrar estas propriedades usando

um sistema de coordenadas arbitrario?

Se um triangulo ¢ isosceles, as medianas dos dois lados de mesmo comprimento possuem o mesmo

tamanho.
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Soluc¢io: Consideremos o mesmo sistema de coordenadas descrito acima. Neste sistema temos A :

(a,0), B:(b,0)eC :(0,c).
Supondo que segmentos C'A e C'B possuem o mesmo comprimento, concluimos que

Va2 ¥ & = [CA| = [CB| = Vi* + &

e logo a® = b%. Segue que a = b ou a = —b. Se a = b nao temos um triangulo ja que dois vértices
coincidem, de onde segue que a = —b.

a c\

73)

Seja M7 o ponto médio de AC. Pelo exemplo 3.6 temos que as coordenadas de M; = (

—b —
<7, g) . Analogamente, o ponto médio My de BC' tem coordenadas <§, g) .

Como a mediana de C'A é dada pelo segmento BM; e a de C'B ¢ dada pelo segmento AMo,

segue que
S b c c
BMi|=||(—%z,z) = 0,0 =\ — + —
e
—_— b c 9?2 2
AMs| = l|(5,35) — (= =\t
0] = (. 5) - (00| =% + 5
e as medianas relativas aos vértices A e B possuem o mesmo tamanho. g
ExemPLO 3.30 Num triangulo retangulo o ponto médio da hipotenusa é equidistante dos trés vértices.
<

Solucdo: Para um triangulo retangulo AABC com hipotenusa AB um sistema de coordenadas
adequado é o que toma como origem o vértice C' = O e como eixos as retas que ligam C'a Ae C a

B.
Neste Sistema de coordenadas temos que A : (a,0),

B :(0,b) e C':(0,0).0O comprimento da hipotenusa é

|AB| =V a? + b2

Ja o ponto médio M da hipotenusa tem coordenadas M : <§, 5

mediana é
a> 1 1
|CM| = —4+—4=§\/a2+b2=§\ABl

Logo temos que a distancia do vértice C' a M é metade da distancia entre os vértices A e B, e
O

b> .
e logo o comprimento da

logo M esta equidistante dos trés vértices.
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Exercicios

Ex. 3.1 — Mostrar que (—5,0) , (0,2) e (0, —2) sdo os vértices de um tridngulo isésceles e achar sua

4rea.

Ex. 3.2 — Sejam A = (a,0) e B = (0, a), com a # 0. Determine = de modo que o ponto C' = (z, x)

seja o terceiro vértice do tridngulo equilatero ABC.

Ex. 3.3 — Dado um paralelogramo ABC D, escolha um sistema de coordenadas adequado e mostre
que AB’ +BC' +CD +DA° = AC° + BD" (ou seja, a soma dos quadrados dos lados de um

paralelogramo ¢ igual a soma dos quadrados das suas diagonais).

Ex. 3.4 — Num tridngulo retidngulo, a altura relativa a hipotenusa é a média geométrica das pro-
jecdes ortogonais dos catetos sobre essa hipotenusa. Prove esse fato escolhendo um sistema de

coordenadas no qual a hipotenusa esta sobre o eixo OX e o vértice do angulo reto sobre o eixo OY'.

Ex. 3.5 — Se no tridngulo ABC' as medianas que partem dos vértices A e B sdo iguais, prove que

os lados AC' e BC' sdo iguais, logo o tridngulo é isosceles.
Ex. 3.6 — Enunciar e demonstrar a reciproca do teorema de Pitagoras.
Ex. 3.7 — Se as diagonais de um paralelogramo s#o iguais entéo ele é um retangulo.

Ex. 3.8 — Determine a soma dos quadrados (dos comprimentos) das medianas do tridngulo AABC,

sabendo que os lados do 0 ABC medem a, b e c.

O Problema do Lugar Geométrico

Até este ponto estudamos como representar algebricamente o espaco euclidiano, e como podemos
usar tais representacdes na resolugio de alguns problemas geométricos. Nesta secdo vamos dar
uma passo além, e iniciar os estudos sobre um dos problemas fundamentais da geometria analitica:

o problema do lugar geométrico. Em poucas palavras, dada uma figura ou condi¢do geométrica
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queremos determinar uma equacéo ou condi¢des algébrica que a represente. Ou ainda, de modo

contrario, dada uma equacéo ou condicdo algébrica determinar sua representacdo geométrica.

O lugar geométrico de uma equacio

Dada uma equagéo (por simplicidade, em duas x, y ou trés variaveis z, y, 2)

f(z,y)=0 ou g(x,y,2z) =0 (3.10)

cada par ou tripla de nimeros reais que satisfizer a equacdo acima ¢ dito solucdo da equacdo e
o conjunto de pontos cujas coordenadas satisfazem a equacdo (3.10) acima é chamado de lugar

geométrico da equacio.

E importante ressaltar que o lugar geométrico, como definido acima, depende do sistema de
coordenados escolhidos. Em outras palavras, uma certa figura ou condi¢do geométrica pode ser
descrita algebricamente de varias formas distintas, dependendo, dentre outros fatores, do sistema
de coordenadas escolhido. Por esta razdo, buscaremos dentre as possiveis representacdes aquela que

proporcione a maior simplicidade algébrica.

Durante esse processo (e em varios outros) podemos substituir uma certa equagéo por outra
que possua as mesmas solugdes, ou seja, que defina o mesmo lugar geométrico. Neste sentido, duas

equacdes algébricas sao ditas equivalentes se definem o mesmo lugar geométrico.

Analisemos a equacido
(x —2)2 + (y — 3)? = 25.

Observe que tomando C' = (2, 3) a distancia r de um ponto qualquer (z, y) no plano euclidiano até
C' é dada por

r=v(r—-22+(y-3)?
ou de modo equivalente
= (z—2)%+ (y - 3)2.
Deste modo vemos que um ponto (x,y) no plano satisfaz a equacio acima se, e somente se, sua

distancia para o ponto C : (2, 3) for igual a 5.

Em outras palavras, escolhido o sistema de coordenadas descrito acima, o lugar geométrico da
equacao
(x—a)’+(y—0b)* =17

é um circulo de raio r e centro no ponto de coordenadas (a, b).
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Generalizando o exemplo anterior, um circulo de centro C' e raio r é definido como o conjunto dos
pontos cuja distancia ao centro é igual a r. Esta é a condicdo geométrica que descreve o circulo. Bus-
quemos agora uma representacio algébrica. Se escolhermos um sistema de coordenadas cartesiano

no qual C': (a,b), entdo todo ponto P : (z,y) no circulo deve satisfazer
|CP|=r,

ou seja,

V@—a?+ - =r,

ou ainda a equagao algébrica equivalente
(z —a)® + (y — b)* = 2.
<

E importante observar que um ponto pertence ao circulo (ou seja esse ponto dista r do centro)

se e somente se satisfizer a equagdo (x — a)2 +(y— b)2 = r2,

Em geral, sempre que tivermos este tipo de relacio entre uma curva e uma equacéo diremos que

esta é a equacdo da curva.

DEFINICAO 3.33 Diremos que uma equacdo f (x,y) = 0 é a equacdo de um dado lugar geométrico se todo ponto

ExEmPLO 3.34

ExeEmpLO 3.35

ExEmPLO 3.36

que satisfaz a equacéo pertence ao lugar geométrico e todo ponto que pertence ao lugar geométrico

satisfaz a equacéo.

Dado um sistema de coordenadas cartesiano, lugar geométrico conhecido descrito pelo eixo x é
formado por todos os pontos cuja segunda coordenada (y) é zero, ou seja, a equagio do eixo x é

y=0.

Como vimos (2 — a)? + (y — b)? = 2 é a equacio do circulo de raio r e centro em P : (a, b).

<

Determinar a equacéo do lugar geométrico formado por todos os pontos cuja a distdncia a um ponto

fixoF' é igual a distdncia a uma reta fixa d.
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Solucio: Dados uma reta fixa d, chamada diretriz, e um ponto

fixo F' chamado foco, a parabola é o conjunto dos pontos P equidistantes do foco e da diretriz, ou

7o)< |77

onde D ¢é o ponto de d mais proximo de P.

seja, o ponto P tal que

)

A reta passando por F' perpendicular a d é chamada eixo da parabola. O ponto de interseccdo
entre o eixo da parabola e a parabola é chamado vértice da parabola. Observe que o vértice esta

localizado na metade da distancia do foco a diretriz.

Escolheremos como sistema de coordenadas os eixos formados pelo eixo da parabola
e a reta passando pelo vértice da parabola, perpendicular

ao eixo. Essa ultima reta é paralela a diretriz da parabola.

Seja 2m a distincia entre o foco e a diretriz d. No sistema de coordenadas que adotamos F' tem

coordenadas (m, 0) e a equagdo da diretriz é z = —m. Como P satisfaz ﬁ ‘ = ‘ ﬁ temos que
(x—m)* +y2 =z +m.
Elevando ao quadrado ambos os lados da igualdade concluimos que
(z —m)* +y* = (x +m)’
m? —2m3:+:n2—|—y2 = (m2—|—2m:ﬂ+:ﬂ2)
y? = dma
¢ a equacao satisfeita pelos pontos da parabola neste sistema de coordenadas. g
Interseccdo Dadas duas equacoes
f(z,y) =0
g(z,y) =0,

os pontos que pertencem ao lugar geométrico de ambas as equagdes é chamados de pontos de in-

terseccdo. Analiticamente as coordenadas de tal ponto satisfazem ambas as equagdes.

A intersecgao de duas equacgoes pode ser vazia, neste caso diremos que os seus lugares geomé-

trico ndo se interceptam.

Determinar analitica e graficamente os pontos de intersecgao de

r—12=0
y2—3x:0
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<

Solucdo: Primeiro observemos que x — 12 = 0 é a equacdo de uma reta paralela ao eixo y, enquanto
y? — 3z = 0 é a equaciio de uma parabola com vértice na origem e diretriz paralela ao eixo y. Assim
o conjunto dos pontos de interseccdo dos dois lugares geométricos é formado de no maximo dois

pontos.

Analiticamente, concluimos da primeira equagio que todo ponto de interseccéo (z,y) deve ter

x = 12. Substituindo na equacédo da parabola encontramos que

y* =36,
e portanto

y = *£6.
De modo que os pontos de interseccdo sio (12,6) e (12, —6). O
Exercicios

Ex. 3.1 — Escrever a equacio do lugar geométrico dos pontos no plano que satisfazem a condicéo:
a) O conjunto dos pontos P tal que P esta sempre duas unidades a esquerda do eixo Y
b) O conjunto dos pontos P tal que P dista sempre duas unidades do eixo X
c) O conjunto dos pontos P tal que a abscissa de P ¢é igual ao inverso da sua ordenada

d) O conjunto dos pontos P tal que P esta a distancia igual do eixo = e do eixo y.

Ex. 3.2 — Determine a equacédo do lugar geométrico de um ponto que se move de modo de modo

que a soma das distancias a dois pontos F' : (¢,0) e F':(—c, O) é constante igual a 2a.

Ex. 3.3 — Determinar a equacéo do lugar geométrico de um ponto no espaco que se move de modo

que a soma das distancias a dois pontos F : (¢,0,0) e F':(—c¢,0,0) é constante igual a 2a.

Ex. 3.4 — Dados dois pontos dois pontos F : (¢, 0,0) e F':(—c,0,0) , determinar a equacio do lugar

geométrico de um ponto P que se move no espaco de modo que

[|PF| - ||PF'||| = 2a
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Ex. 3.5 — Determinar a equagio do lugar geométrico de um ponto que se move de modo que a

distancia ao ponto (1,0, 0) é sempre igual a distancia ao plano Y Z.

Coordenadas Polares

Nesta sec¢éo estudaremos uma nova forma de descrever a localizacdo de pontos no plano euclideano
[E2: as coordenadas polares. A principal motivacio para a utilizacio desse sistema de coordenadas
€ que, neste sistema, curvas com algum tipo de simetria em relagio a origem O do plano, como
por exemplo o circulo e a elipse, podem ser descritas de maneira mais simples que nos sistemas de

coordenadas vetoriais.

Num sistema de coordenadas polares um ponto P é localizado no plano em rela¢do a uma semi-
reta OA. A origem O dessa semi reta é denominada origem do sistema de coordenadas polares ou

—
polo e a semi-reta O A é dito eixo polar.

9] A

As coordenadas de um ponto P num sistema de coordenadas polares é um par (r, ), onde r é
a distancia do ponto ao polo, isto é, r = d(O, P) e 0 é o angulo orientado que a semi-reta O? faz
com a semi-reta OA. Claramente a posi¢ao do ponto fica bem determinada se conhecemos e 6. O

par (r,0) é denominado coordenadas polares do ponto P, e neste caso escreveremos simplesmente

P:(r0)

Fig. 37: Coordenadas polares

Como 6 é o angulo orientado entre o eixo O A e a reta O P seus valores podem ser positivo ou

negativo conforme a orientagao no sentido anti-horario ou horario do angulo.

Por outro lado, o raio r, sendo a distancia de P a origem, é naturalmente um nimero real po-
sitivo, porém podemos estender seu significado de modo a termos raios negativos. Para isso con-
vencionamos que o ponto (—7,6) com 7 > 0 deve ser construido do seguinte modo: construimos
uma semi-reta faz uma angulo € com o eixo polar e estendemos essa semi-reta. marcarmos o ponto

(—r,0) como sendo o ponto sobre a extensio da semi reta que dista r do polo O.

Uma diferenca fundamental entre os sistemas de coordenadas cartesianas e o sistema de coor-

denadas polares é que em coordenadas polares um ponto P pode ser descrito por uma infinidade
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P:(r0

P (-r0)

de coordenadas. Por exemplo, a origem O é descrita por todas as coordenadas da forma (0, 0) .,
enquanto que um ponto P : (7, ) distinto da origem é descrito por todas as coordenadas da forma
(r,0+2mn)e (—r,0 +7(2n +1)).

Todo ponto distinto da origem possui pelo menos uma coordenada na qual o raio é positivo
e o angulo 0 esteja entre 0 < 6 < 27. Denominamos esse par como o conjunto principal de

coordenadas polares do ponto em questao.

Relacao entre Coordenadas Cartesianas e Polares

A cada sistema de coordenadas polares podemos associar um sistema cartesiano escolhendo como a
origem o polo, 0 eixo x como o eixo polar e o eixo y como a reta perpendicular ao eixo polar passando
pela origem. Esse sistema de coordenadas é chamado sistema cartesiano associado . Quando, ao
tratarmos de coordenadas polares, nos referirmos as coordenadas z, y, eixos x ou y, etc. de um

sistema cartesiano este sempre sera o sistema cartesiano associado.

Observe a Figura 3.8:

y
Yop---=-=---------o » P
T |
0 [k
O To X

Fig. 38: Coordenadas polares

E facil ver que:
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xo = rcos(f)

yo = rsen(f)
r= :I:\/az% —I—yg
tgf = Ll
o

Assim temos que as coordenadas polares e as coordenadas cartesianas do sistemas associado se

relacionam segundo a seguinte tabela:

‘ Coordenadas Cartesianas ‘ Coordenadas Polares ‘
(rcosf,rsenf) (r,0)

(z.9) (V2 + 2, arctg(2))

ExXEmMPLO 3.38 Determinar as coordenadas retangulares do ponto P cujas coordenadas polares sdo (3, 120°)

<
Solucao: Neste caso r = 3 e § = 120° logo as coordenadas sao:
1 3
— N=3.-=)=-=Z2 3.11
x =rcos(0) < 2> 5 (3.11)
3 3V3
yzrsen(@):?)-i.:i (3.12)
2 2
3 3V3
Ou seja, P : ——,i U
27 2
ExEmMPLO 3.39 Determinar as coordenadas polares do ponto cujas coordenadas retangulares sdo (1, —1).
<

Solugdo: Temos que r = £+/1 + 1 = +v/2 e que § = arctg (—1) .Para 0 < # < 27. temos que § =
7
—T.

4

Logo o conjunto principal de coordenadas do ponto é (1, Zﬂ') .

7 7
Outras coordenadas possiveis para o ponto sao (1, 177 + 27m> e <—1, Zﬂ' + 7 (2mn + 1)> .
g
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ExeEMPLO 3.40 Determinar a equacio retangular do lugar geométrico cuja equagio polar é

2

"= 1—cosf

Solucao: A equacdo dada é equivalente a 7 — 7 cos 6 = 2. Substituindo r e r cos 6 temos:

+va?+y?—x =2
Transpondo z e elevando ao quadrado temos
2?4+ % = (2+4x)?°

que simplifica para y? = 4(z + 1) (uma paréabola).

ExEMPLO 3.41 Mostre que a distancia d entre os pontos (r1,01) e (2, 62) em coordenadas polares é

d= \/r% + 73 — 2ryre cos(fy — 62)

0y
01

Solucio: Usando a lei dos cossenos temos:

IOPI* +0Q|* = 2| OP|*|OQ]| cos (6 — 61)

= r% + r% — 2rqro cos(fs — 61)

1PQI”

E consequentemente a distdncia do ponto P ao ponto () é:

1PQI = \/7”% + 73 — 2ryrg cos(fy — 61)

97

(3.13)
(3.14)



4.1

Retas e Planos

Dando continuidade ao nosso estudo sobre lugares geométricos e suas equagoes, vamos nos con-
centrar agora no estudo de dois elementos geométricos fundamentais da geometria as retas e os

planos.

Ressaltamos, que em todo este capitulo utilizaremos um sistema de coordenadas cartesiano

(¢,5,k,0).

Equacdes da Reta

Um dos postulados da geometria Euclidiana nos
diz que, dados dois pontos no espaco existe uma
Unica reta contendo estes pontos. Isso nos leva ao seguinte problema dados dois pontos A e B,

determinar a equacio da reta r que passa por estes dois pontos.

Para isto, observe que dado um ponto X em r, o vetor AX ¢ paralelo ao vetor @ , € portanto
existe um escalar ¢t € R tal que AX = tﬁ. Assim, temos que

X — A+ AX — A+{AB,

e considerando A : (a,b,c) e v = AB — v1% + v2j + vsk, vemos que um ponto X : (x,y, 2)

pertence a reta r se e somente se AX = vt, ou ainda

r: X =A+wvt (4.1)
Expandindo obtemos
x a U1
=1 b |+ va |8 (4.2)
z c U3
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ou de forma mais simplificada:
a+ vt
r:{dy = b+t (4.3)
= c+ust

A equacdo 4.1 é conhecida como equacgio vetorial da reta r, e nestas condi¢des o ponto A
é chamado ponto inicial e o vetor v é dito vetor diretor da reta reta r. As equacdes em 4.3 sdo

chamadas as equacOes paramétricas da reta 7.

Heuristicamente, pensando no parametro ¢t como tempo, podemos entender esta equacdo como
a trajetoria de um ponto que se move no espago tendo o ponto A como o ponto inicial e o vetor v

como a velocidade, e assim para cada valor de ¢t obtemos um ponto no espago.

Outra forma de representar a reta r pode ser obtida ao isolarmos o parametro ¢ nas equagdes
paramétricas. Assim, se em 4.3 tivermos v; # 0,vy # 0 e v3 # 0, podemos eliminar o parametro ¢

e obter

U1 V2 V3

chamadas de equacdes da reta r na forma simétrica.

E importante observar que a equagdo de uma reta, em qualquer uma de suas formas, nio é tnica.
De fato, as equagdes dependem fundamentalmente da escolha do ponto inicial e do vetor diretor,
gerando assim uma infinidade de equagdes para representar um mesma reta. Para entender esta
afirmativa, consideremos uma reta r : X = A + vt. Escolhendo um ponto B em 7, podemos trocar
o ponto inicial por B e assim representar r por r : X = B + vt. Do mesmo modo, trocando o vetor
diretor v por outro vetor v/ paralelo, obtemos que X = A + v/t é também uma equacéio vetorial

para r (veja exercicio ??).

Encontre as equacdes da reta que passa pelos pontos A : (0,1,1) e B : (1,3,0).
<

Solucio: Escolhendo v = ﬁ : (1,2,—1) como vetor diretor e A como ponto inicial obtemos a

equacio vetorial

r: X =A+uvt
T 0 1

=1 1|+ 2 t
z 1 —1

As equagdes paramétricas ficamentdox =t,y =1+ 2t,z =1 —¢.

As equagdes simétricas para essa reta sdo obtidas isolando o parametro ¢ nas equagdes anteriores,

ou seja,
y—1 2z-1
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ExEMPLO 4.2 Dada a reta r de equacio paramétricas 7 : X = (1,3,2) + (1, 1,2)t.

Encontre trés pontos pertencentes a essa reta.
Encontre um conjunto de equacdes vetoriais para essa reta na qual o ponto inicial seja distinto.

Encontre um conjunto de equacdes vetoriais para essa reta na qual o vetor diretor seja distinto
<

Solucio:

Claramente o ponto (1, 3,2) pertence a essa reta. Para obter outros pontos desta reta bastam
que escolhamos valores distintos para o pardmetro ¢. Assim, se ¢ = 1 temos que (1,3,2) +
(1,1,2) = (2,4,4) pertence a reta. Tomando ¢ = —2 temos que (1,3,2) — 2(1,1,2) =
(—1,1,—2) pertence a reta.

Substituindo o ponto inicial por outro ponto pertencente a reta obtemos equagdes com as
propriedades exigidas. Escolhendo, por exemplo, o ponto (—1,1, —2) obtemos a equacio

vetorial

riX =(=1,1,-2) + (1,1,2)t.

Substituindo o vetor diretor por um de seus multiplos ndo nulos obtemos equagoes com as

1
propriedades exigidas. Se, por exemplo, multiplicarmos o vetor diretor por 3 encontramos a
equagdo vetorial

11
X =(-1,1,-2 -, —, 1)t
r ( ) )+(2727)

ExEmPLO 4.3 Verifique se os pontos A : (4,1,5) e B : (0,0,0) pertencemaretar : (1,1,2) + (1,0, 1)¢.

Solucdo: Para que o ponto A pertenca a reta r é necessario que exista ¢ € R tal que:

(4,1,5) = (1,1,2) + (1,0, 1)¢
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Ou seja, deve existir ¢ tal que o sistema de equagdes

4=1+1
1=1+0¢
D=2+t

tenha solucio.
O sistema acima possui solucéo, t = 3, e logo o ponto A pertence a reta r.

De modo analogo, para que o ponto B pertenca a reta r é necessario que exista ¢ € R tal que
(0,0,0) = (1,1,2) + (1,0, 1)t,

ou seja, deve existir ¢ tal que o sistema de equagoes

0=1+¢
0=1+0t
0=2+41

tenha solucéo.

Como sistema acima néo possui soluc¢do, o ponto B néo pertence a reta 7.

Identifique o lugar geométrico dado pelas equacdes

2—3x 2y—2 5z-—1
T3 2

<

Solucao: Dividindo os numeradores e os denominadores de cada fracdo pelo coeficiente das varia-

veis, obtemos

2 1
T3 _y-1_""5
o3 2
3 2 )
Esta sdo as equacgdes na forma simétrica de uma reta. E portanto o lugar geométrico é uma reta
3 2
passando pelo ponto (g, 1, 3) com vetor diretor (g, 3 g) O

Verifique se asretas r : X = (1,1,1) + (1,0,1)t e s : X = (0,4,3) + (—1,1,0)t se interceptam.
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Solucio: Para que um ponto P pertenca simultaneamente as retas r e s, devem existir niumeros reais

t1 e to tais que
P=(1,1,1)+(1,0,1)ty e P=(0,4,3)+(—1,1,0)ts.
De onde encontramos que
(1,1,1) + (1,0,1)t; = (0,4,3) + (—1,1,0)to

Resolvendo o sistema acima encontramos t; = 2,Z3 = —3. Como o sistema possui solucéo, con-

cluimos que as retas r e s se interceptam.

Para determinar o ponto de intersec¢do substituimos ¢ — t; na equagdo P = (1,1,1) +
(1,0,1)t; e obtemos
P:((3,1,3)).

E importante observar que para determinarmos se as retas interceptam, usamos parametros dis-
tintos para cada reta. Isso é fundamental, pois o ponto P apesar de pertencer a ambas as retas, é

descrito em cada conjunto de equagdes por um valor distinto de ¢. g

Equacoes da reta no plano

No caso bidimensional, as equacdes que descrevem as linhas retas po-

0 B dem ser descritas de modo mais simplificado. Comecamos observando
v que, de modo analogo ao caso tridimensional, escolhidos um ponto ini-
cial A e um vetor diretor v, esta reta pode ser descrita vetorialmente

como:

e

\J

riX = A+ vt (4.4)

Nesse caso a expressdo em coordenadas fica:

)0 ()

Se v1,v2 # 0 podemos escrever a forma simétrica das equacdes da reta no plano

r—a y-—>b

v vy

ou ainda,

, V2, . . . . ~
O ntimero real m = — é denominado coeficiente angular da reta r, e admite uma interpretacio
U1
geométrica muito simples: o coeficiente angular é a tangente do dngulo angulo entre a reta e o eixo



CAPITULO 4. RETAS E PLANOS 103

x. Com essa definicéo é facil ver que, para as retas ndo paralelas ao eixo y, podemos escolher o vetor

diretor como ¢ + mj, e assim obter equacédo afim ou reduzida da reta bidimensional
Yy =mx+n,

onde n = b — ma.

v2J

A

As retas paralelas aos eixos coordenados (v; = 0 ou vy = 0) sdo especiais. Para as retas paralelas
ao eixo y, ou seja, retas com vetor diretor j, o coeficiente angular ndo esta definido ja que m =
%. Para obter uma equacéo para este tipo de reta, basta observar que todos os pontos possuem a
prlimeira coordenada (coordenada z) iguais. Ou seja, se a reta passa pelo ponto A : (a, b) entdo todo

ponto (z,y) em r é do tipo (a, y), e portanto sua equacio sera dada por z = a.

Do mesmo modo, se a reta é paralela ao eixo x e passa por um ponto A : (a,b), entdo sua
equacdo é dada por y = b.
A

A

14 y=constante
x=constante

b
>

Fig. 41: Retas paralelas aos eixos coordenados

OBSERVACAO0 4.6 E facil ver que a equaciio de toda reta no plano pode ser escrita na forma:
ar +by+c=0,

com a, b, c constantes reais. Tal forma é conhecida como forma candnica ou equacio cartesiana da

reta no plano.

A equacdo na forma canodnica é Gnica a menos de uma constante multiplicativa, isto é ax + by +
c = 0ealr+ by + ¢/ = 0 representam uma mesma reta se e somente se existe A € R tal que

a = Aal, b= Abl/ e c = A\c/ (Por qué?).

ExEmMPLO 4.7 Encontre a equagéo da reta que passa pelo ponto (1,1) e que faz angulo de 60 com o eixo .
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<

Seja r a reta que passa pelos pontos (21,y1) e (x2,y2). Mostre que o coeficiente angular da reta r é:

\ = Y2—UN
T2 — X1
<
Solucio: O vetor diretor dessa reta é:
(w2 —21)i+ (Y2 — ¥1)3
E consequentemente m = 2270 n

Ty — Ty

Mostre que a equacéo da reta passando pelos pontos A = (z1,y1), B = (z2,y2), pode ser escrita

como:

1 Y1 1 =0

T2 Y2 1

<

Solucio: Seja P : (z,y) um ponto qualquer. O ponto P pertence a reta determinada pelos pontos
Ae B se e somente se A, B, P forem colineares, e o resultado segue do critério da proposicdo 3.28.

0

Exercicios

Ex. 4.1 — Desenhe a reta que passa por (—1,3) e (3,0). Determine sua equacio e onde ela inter-

cepta os eixos.

r:3x + 4y — 9 = 0. Intersecgdes: 0, Z e (3,0).

Ex. 4.2 — Determine as equagdes paramétricas e na forma canoénica das retas que passam pelos
pontos A e B.
a) A=(3,5)eB=(-2,3)
b) A=(0,1)e B=(1,0)
T =3+5t

a.)Equacoes paramétricas:
JEquag P y=>5+2t
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Equacdes na forma canénica: 2z — 5y + 19 =0
r=t
y=1—1
Equacgdes na forma canénica: x +y — 1 =0

b.)Equagdes paramétricas:

Ex. 4.3 — Determine as equacdes paramétricas e na forma simétrica (se existirem) das retas que

passam pelos pontos A e B.

a) A=(3,5,1)eB=(-2,3,2)
b) A= (OIO)eB:(l, )
c) A=(0,1,1)e B=(0,0,0)
d) A=(3,2,1)eB=(614)

Ex. 4.4 — Escreva as equacdes do movimento do ponto P : (z,y, 2) que comega em (3, —1,—5) e

que se move retilineamente e uniformemente na direcéo do vetor (—2, 6, 3) com velocidade v = 14.

Ex. 4.5 — Escreva as equacdes do movimento do ponto P : (z,y, z) que se move retilineamente e
uniformemente e percorreu a distncia distancia entre os pontos (—7,12,5 e (9, —4, —3) no inter-

valo de tempo t; = 1 ety = 4.

Ex. 4.6 — Duas particulas P} e P se movem retilineamente e uniformemente. A primeira particula
inicia seu movimento em A : (—5,4, —5) e se move com velocidade v = 14 na dire¢io do vetor
(3,—6,3), a segunda particula comega no ponto B : (—5, 16, —6) e se move com velocidade v = 13
na direcdo oposta ao vetor (—4,12, —3).

a) Escreva as equacdes de movimento para cada particula.

b) Mostre que suas trajetorias se interceptam e ache o ponto P de interseccéo.

c) Determine o tempo que a primeira particula gasta para ir de A até P.

d) Determine o tempo que a segunda particula gasta para ir de B até P.

Ex. 4.7 — Dados A = (1,2,3) e B = (4,5,6) determine a equagéo paramétrica da reta que passa
por A e B. Determine também os pontos onde essa reta corta os planos coordenados XY, X7 e

YZ.

Ex. 4.8 — Os lados de um tridngulo estdo sobre asretasy = 2z + 1,y = 3z —2ey = 1 — x.

Determine os vértices desse tridngulo.
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Ex. 4.9 — Dado A : (1,2). Determine o ponto B tal que o tridngulo O AB seja equilatero.

Ex. 410 — Determine a equacdo das trés medianas de um tridngulo com vértices

(a,0),(b,0),(0,c).

Ex. 4.11 — Os pontos A = (2,5) e B = (14, 1) sdo simétricos em relagdo a uma reta. Determine a

equacdo padrao e paramétrica dessa reta.

Ex. 4.12 — Chama -se baricentro de um tridngulo o ponto de encontro das trés medianas. Determine
as coordenadas do baricentro do triangulo ABC nos seguintes casos.

a) A=(1,5),B=(3,2)C = (2,4)

b) A= (z1,51),B = (22,92) e C = (23, ¥3)

Ex. 4.13 — Determine as coordenadas do ponto de trisseccdo de uma mediana (o ponto que esta
a % do caminho do vértice ao ponto médio do lado oposto) e prove que ndo somente ele satisfaz
a equacao das outras duas medianas, mas que também ele é o ponto de trisseccdo das outras duas
medianas. Conclua que as trés medianas sdo concorrentes, i.e, elas passam pelo mesmo ponto.

[Dica: Para triangulo genérico as coordenadas podem ser escolhidas de modo que os vértices sejam

(0,0),(0,a) e(b,c)]

Ex. 4.14 — O ponto em que duas retas ndo paralelas se encontram deve satisfazer ambas equacdes.

Determine o ponto de interseccdo de 3x — 4y = 1 e 4o + 6y = 14.

Ex. 4.15 — Determine a inclinacéo, o ponto de intersec¢io com o eixo y e desenhe. Quando a incli-

nacdo ou o ponto de intersec¢ao ndo existir, diga.

a) 3r—4y==6
b) 2243y =6
c) Ty+9=
d) =45 =
e) y=mr+b
f) bx+ay=0
g) 4z2=9

h) zy(2x —3y+4)=0

i) xcos(a) + ysen(a) = h (indique h e o em sua figura).
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D) z=3+2y=—1-3t

Nos proximos exercicios ache a equagao da reta e desenhe uma figura de cada.

Ex. 4.16 — A linha que passa por (—5, 7) perpendicular a 42 — 5y = 10.

Ex. 4.17 — Duas retas por (—2, 3), uma paralela e outra perpendicular a 3z + 2y +5 =0

x
Ex. 4.18 — A reta que passa por (a,0) perpendicular a — + % =1
a
Ex. 4.19 — No triangulos de vértice (a,0), (b,0), (0, ¢):
a) ache as equacgdes das trés alturas;
b) ache as equacdes das trés medianas;
c) prove que as trés alturas se encontram num ponto H chamado ortocentro do triangulo.

d) prove que as trés medianas se encontram num ponto O’, chamado circuncentro do tridngulo.

Ex. 4.20 — Encontre duas linhas retas de inclinagao 3 que fazem com os eixos coordenados um

4
tridngulo de area 3

Ex. 4.21 — Mostre que para quaisquer valores de s e ¢ as retas (2s + 3t) z + (3s — 2t) y = 5s + 4t
passam pelo mesmo ponto. Determine esse ponto e mostre também que toda reta que passa por esse

ponto é representada por uma equacdo da forma acima para uma escolha conveniente de s e ¢.

Ex. 4.22 — Determine a e b de modo que as equacoes x = at + 1 e y = bt + 5 sejam uma represen-

tagcdo paramétrica da reta y = 2z + 3.

Ex. 4.23 — Identifique a linha cujas equagdes sao 2z — 1 = 4y + 8 = 3z — 5. Determine o vetor

diretor e trés pontos que pertencam a essa reta.
Ex. 4.24 — Faca o mesmo para a reta 2z = 3 e 4y = 5.

Ex. 4.25 — Determine a equacédo padrdo da reta 3x — 2y + 52z = 6, 2x + y — 32 = 0. Escreva a

equacdo da reta na forma paramétrica.
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Ex. 4.26 — Encontre a equagdo da reta perpendicular ao plano que passa pelos pontos (3,4,2),

(—1,5,3),(2,1,4) e que passe pela origem.

Ex. 4.27 — Sejam P = (1,0,1) e @ = (0,1,1). Em cada um dos casos a seguir ache um ponto C'
da reta P() tal que a area do triangulo ABC seja %
a) A= (1 2,1),B = (1,2,3).
b) A=(1,3,2),B=(222)
Q) A= (3 0, 2) = (2,1,2).
d A=(3,-2,1),B=(0,0,1).

Ex. 4.28 — A reta que intercepta o eixo x no ponto (a,0) e o eixo y no ponto (0, b) sendo ambos os

pontos distintos da origem. Mostre que a equacao dessa reta pode ser escrita como:

r Yy
471
a+b

Ex. 4.29 — a) Considere uma reta r contida no plano de equagio ax + by + ¢ = 0. Mostre que

o vetor n = (a,b) é normal a todo vetor diretor de 7.

b) Mostre que toda reta  contida no plano normal ao vetor n = (a,b) tem uma equagéo na

forma ax + by 4+ ¢ = 0 para algum c € R.

Ex. 4.30 — Determine a equagao da reta que passa a uma distancia i da origem e cujo segmento

<

\J

de tamanho h forma um angulo « como o eixo z (veja ??)
[Dica: Determine os pontos onde a reta intercepta o eixo x e o eixoy em termos de h, v e use o resultado

do item a. |
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Equacdes do Plano

Equacoes Paramétricas e Vetoriais do Plano

Passemos agora a um novo problema: determinar uma

equacdo (ou conjunto de equagdes) que representem um
P dado plano no espaco euclidiano. Primeiro, lembremos que

dados trés pontos Py, P, e P, nio colineares existe um

P, ..
P > ? unico plano 7 passando por esses pontos.
0

Seguindo entdo as mesmas ideias utilizadas no caso da
reta, para determinar as equacOes de 7 utilizaremos um
ponto inicial (por exemplo Fy) em conjunto com vetores u = FyP;, determinados pelos pontos
escolhidos. Tome agora um ponto P qualquer deste plano, e observe que o vetor ]ﬁ) é paralelo
ao plano 7, e portanto coplanar aos vetores u e v. Como os pontos Py, P; e 5 sdo néo colineares,
concluimos que os vetores u e v sao linearmente independentes, e assim, pelo Teorema da Base,
podemos escrever o vetor fﬁ como combinagio linear de u e v, isto é, existem escalares s,t € R
tais que

]ﬁ’:us—k'vt,

e portanto
P = Py + us + vt. (4.6)

Assim como no caso das retas, a equacio (4.6) é chamada de equacéo vetorial do plano.

Escrevendo P : (z,y, 2), Py : (20, Y0, 20), w : (u1,u2,u3) e v : (v1,v2,v3) obtemos

T =x9+urs+ vit
y:y0+UQS+’U2t

z = zg + u3s + vst,

encontrando assim equacoes paramétricas do plano. Vale comentar que, assim como no caso
das retas, as equacdes apresentadas acima nao sdo Unicas pois dependem do ponto e dos vetores

considerados.

Encontre as equacdes vetorial e paramétricas do plano 7 determinado pelos pontos Fy : (1,0, 1),

P :(—1,2,3)e P, : (3,1,0).

— —
Solucédo: Definindou = PyP; : (—2,2,2) eu = PyP, : (2,1, —1), a equacéo vetorial de 7 fica

TP =(1,0,1)+ (=2,2,2)s + (2,1, - 1)t.
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A forma paramétrica é encontrada ao olharmos coordenada por coordenada, ou seja,

r=1—-2s+2t
y=2s+1t
z=1+42s —1t.

Equacio Geral de um Plano

Na secdo anterior vimos como encontrar a equagdo de um

plano a partir das coordenadas de trés pontos nio coli- A

neares neste plano. Mas a geometria Euclidiana nos da
uma outra forma de encontrarmos a equacao de um plano.
Para isso vamos primeiro lembrar que, dada uma reta e um P
ponto P; podemos encontrar um tinico plano 7 que conte-

nha o ponto P; e que seja ortogonal a reta dada. Observe
que, neste resultado, a reta serve apenas para determinar
uma direcdo. Isso nos permite portanto substituir esta reta por um vetor paralelo a ela. Neste sen-
tido, dado um plano 7, dizemos que um vetor n néo nulo é normal a 7 se n é ortogonal a todos os
vetores paralelos a 7. E fundamental notar que todo plano possui uma infinidade de vetores normais

(veja o exercicio ??).

Sejam dois pontos P, = (z1,y1,21) e P = (z,y, 2) no plano w. Como o vetor P; ?7

prime e perpendicular a n : (a, b, ¢), calculando o produto interno, obtemos que
a(@—x1) +b(y —y) +clz—2) =0

e assim

ax +by +cz = ax1 + by + ez

e assim, definindo d = ax; + by; + cz1, encontramos que ax + by + cz = d para qualquer ponto
P : (x,y,z) pertencente ao plano. Em resumo, determinamos que se um ponto P = (z,v, 2)

pertence ao plano 7, entdo suas coordenadas satisfazem ax + by + cz = d.

Reciprocamente, se as coordenadas do ponto P = (z, y, z) satisfazem a rela¢do ax +by+cz = d
tomando P, = (z1,y1,21) teremos, pela definicdo de d, que d = ax; + by; + cz; e subtraindo
obtemos que

a(x —x1) +b(y —y1) +c(z —2) =0.
Ou seja o vetor P; ?’

prime e ortogonal ao vetor n e consequentemente paralelo a 7.
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Observe que, para que o plano fique bem determinado, o vetor n : (a, b, ¢) deve ser ndo nulo,

ou seja, é necessario que a’ + b% + ¢ # 0.

A equagdo ax + by + cz = d é chamada de equacéo geral do plano, e dada esta equagéo é facil

recuperarmos um vetor normal ao plano. Mais precisamente teremos n : (a, b, c).



5.1

Posicoes Relativas

Nosso objetivo nesta secdo é entender a posicao relativa entre duas retas, dois planos e ou uma reta

e um plano, isto é, se estes se interseccionam, se Sao paralelos, etc.

Posicdo Relativas entre Retas

Posicao Relativas entre Retas no Plano

Comegaremos com o estudo da posicio relativa de duas retas no plano. Lembremos primeiro que

duas retas em um mesmo plano podem ser:

. coincidentes, i.e., sio a mesma reta;
« paralelas;

« concorrentes, ou seja, se interceptam em um dnico ponto.

Tomemos entdo duas retas dadas em forma vetorial comor : A +vte s : B + ut.

Como a diregdo de uma reta é dada pelo seu vetor direcional, temos que as retas r e s sdo

paralelas se seus vetores diretores v e u sdo paralelos, ou seja, se um é multiplo do outro.

Duas retas coincidentes r e s sdo coincidentes se possuem o mesmo lugar geométrico, isto é, o
mesmos pontos. Assim, um primeiro requisito para coincidéncia é, claramente, paralelismo. Uma
vez estabelecido o paralelismo basta agora que localizemos um ponto comum as duas retas. Pode-
mos, por exemplo, verificar se o ponto inicial de 7 (ponto A) pertence a reta s. Caso as retas ndo

possuam pontos em comum, entdo elas serdo paralelas nio coincidentes.

112
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Como as retas estdo em um mesmo plano, uma vez que nio sejam paralelas e ou coincidentes

elas claramente s6 podem possuir um ponto em comum.

Resumindo,

PROPOSICAO0 5.1 Duas retas em um mesmo plano sdo:

« Paralelas se e somente se seus vetores diretores sio multiplos um do outro.

Neste caso elas podem ser:

- Coincidentes: se o lugar geométrico de r e de s sdo o mesmo. Neste casos as retas
sao paralelas e passam pelo mesmo ponto. Para verificar se suas retas paralelas sao
coincidentes é suficiente verificar se elas possuem um ponto em comum. Por exemplo

se o ponto B pertence a reta r.

— Paralelas nédo coincidentes, se ndo possuem pontos em comum.

« Concorrentes, ou seja, se interceptam em um tnico ponto. Neste caso os vetores diretores nao

sao paralelos.

ExeEmPLO 5.2 Determine a posicao relativa entre as retas:

ri(1,2) + (3 —1)tes: (4,1)+ (g,—%)t

P (1,2) 4 (3 —Dtes: (2,2)+ (1,—%)t

r:(1,2)+(3,—-1)tes:(2,2)+(0,1)¢

Solucio:

Coincidentes. Os vetores diretores sdo paralelos, i.e., multiplos um do outro e o ponto (4, 1)

pertence ar.
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Paralelas ndo coincidentes. Os vetores diretores sdo paralelos, i.e., multiplos um do outro e o

ponto (2, 2) pertence ar.

Concorrente, pois os vetores diretores ndo sdo paralelos.

As condicdes acima valem apenas para equagdes vetoriais, e consequentemente para equagdes
paramétricas. Mas no caso bidimensional as equacdes ficam mais simples e podemos representar
uma reta através de uma tinica equacéo linear. Seria interessante entdo que tivéssemos uma maneira

de comparar equacdes nesta forma.

Tome entdo duas retas 7 : ax + by +¢c = 0e s : a'x + b'y + ¢ = 0. Vamos supor por um
instante que b # 0 e b’ # 0 (r e s ndo sdo paralelas ao eixo y). Nao é dificil se convencer que r e
s sdo paralelas se, e s se, seus coeficientes angulares forem os mesmos. Ou seja, precisamos que

/
a

7= %. Mas isto é equivalente a dizer que @’ = A\a e i’ = \b para algum \ € R. Observe que se

ambas forem paralelas ao eixo y, entdo b = b’ = 0 e a mesma condi¢io vale.

Se r e s forem coincidentes entdo, pela condi¢do dada acima, temos que
O=dz+by+c =XNax+by)+ =XNax+by+c)— e+ =—-Ie+,

e portanto ¢ = Ac.

Resumindo, obtemos o seguinte resultado.

TeoREMA 5.3 Dadas duas retas no plano descritas pelas equagdes r : ax + by +c=0es:dx +by+ =0,

entio:

Se o vetor (a,b, ¢) é multiplo de (a/,b’, ') as retas sdo coincidentes.

Se o vetor (a,b) é multiplo de (a/,1’), ou equivalentemente os coeficientes angulares sio

iguais entdo as retas sdo paralelas.

Se o vetor (a,b) ndo é multiplo de (a’,’), ou equivalentemente os coeficientes angulares

sao distintos entdo as retas sdo paralelas.

Posicao Relativas entre Retas no Espaco

Passemos agora para a analise do caso espacial. Quando consideramos duas retas no espaco elas

podem estar ou ndo num mesmo plano. Caso elas estejam num um mesmo plano serdo ditas retas
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Fig. 51: Retas Reversas

coplanares, e podemos para essas retas aplicar a analise de posicdo relativa que fizemos na secéo
anterior. Ressaltamos que se duas retas sdo paralelas elas sdo necessariamente coplanares. Por outro
lado, retas nido coplanares recebem o nome de reversas. Em resumo, duas retas no espaco podem

ser

+ Reversas, se as duas retas ndo estiverem contidas num mesmo plano.

« Coplanares, se as duas retas estiverem contidas num mesmo plano. Neste caso, valem as
classificacdes vistas até agora, e as retas podem ser:
— Coincidentes;
— Paralelas;

— Concorrentes.

Precisamos entdo encontrar um critério para determinar se duas retas sdo ou néo coplanares.
Para tanto, considere duas retas r : A+ vte s : B+ us, com A # B. Se r e s forem coplanares,
entao necessariamente o vetor 1@ deve ser coplanar aos vetores u e v, ou seja, os vetores @ ,ue
v sdo linearmente dependentes. Do mesmo modo, se z@ ,u e v forem coplanares entdo a reta s esta

contida no mesmo plano determinado pela reta r e pelo ponto B. Isso nos da o seguinte resultado.

TEOREMA 5.4 Duasretasr : A+ vt e s : B + us sio coplanares se e somente se os vetores Ag, u, v forem

linearmente dependentes, ou seja se:

‘(uxv)u@‘zo.

ExeEmPLO 5.5 Determine a posi¢ao relativa entre as seguintes retas:
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a) r:(1,2,0) +(2,2,2) es:(1,3,3) +t(2,2,3)
b) r:(1,0,0) +t(2,2,2) es:(2,3,0) +t(1,—-1,2)
¢) r:(1,0,0)+¢(1,1,1)es:(2,3,0) +¢(1,1,1)
d) r:(1,0,0) +¢(1,1,1)es:(2,1,1) +¢(1,1,1)
<
Solucio:
a) Para determinar se r e s sdo coplanares precisamos estudar a dependéncia linear dos veto-

d)

res (2,2,2), (2,2,3) e (0,1,3) = (1,3,3) — (1,2,0). Como o determinante formado pelas
(77 )= ) ) )= p

coordenadas destes vetores vale
2 2 2
2 2 3|=-2#0,
01 3
concluimos que as retas ndo sdo coplanares, sendo portanto reversas.

Como o determinante formado pelas coordenadas dos vetores (2,2,2), (1,—1,2) e (1,3,0)

2 2
-1 2|=0
1 3

as retas sdo coplanares. Como os vetores diretores ndo sdo multiplos, as retas sdo concorren-

tes.

As retas acima possuem o mesmo vetor diretor, de onde concluimos que sdo coplanares e

paralelas. Como o ponto (1,0, 0) ndo pertence a s, as retas sdo paralelas e nio coincidentes.

Assim como no item anterior, as retas sdo coplanares e paralelas. Como o ponto (1,0, 0) per-

tence a reta s (basta fazer t = —1 na equagéo de s) obtemos que r e s sdo de fato coincidentes.

0
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Exercicios

Ex. 5.1 — Sejam r a reta representada parametricamente por z = at +bey = ct + d e s areta cuja
equacdo é ax + By = c.
a) Quando r intercepta s?

b) Se r interceptar s determine o ponto P de interseccdo entre as duas retas:

Ex. 5.2 — Verifique se as retas 7 e s sdo concorrentes e, se forem, obtenha o ponto de interseccao.

a) r:X =(1,1,0)+A(1,2,3);s: X = (2,3,3) + u(3,2,1).

=142\ z=—1+4+4\
b) r:q¢ y=2A ,8:14 y=—142X
z=14+3A z=—24+6A
T =2—4)\ )
. _ N
c) r: y—4—|—5/\,8.2 = z.
z=11
d)r'aj—2_y—|—2_zs.3:_y_z—3
3 4 T4 22

Ex. 5.3 — A altura e a mediana relativas ao vértice B do triangulo ABC estdo contidas, respectiva-
mente,em 7 : X = (—6,0,3) + A(3,2,0) e s : X = (0,0,3) + u(3,—2,0). Sendo C = (4,—1, 3),

determine A e B.

Ex. 5.4 — Mostre que duas retas

r:{ r=mz+ay=nz==

s:{ r=m'z+dy=n'z=10

se interceptam se e somente se (a — a’)(n —n') = (b —')(m —m/)

Ex. 5.5 — Estude a posicdo relativa das retas 7 e s.
a) r:(1,4,4)+(1,2,3)tes: (2,5,1) 4+ (2,4,6)t

b) r:(1,4,4)+ (1,2,3)tes: (2,5,1) + (1,4,1)t
1 1

x; :%:Z; es: X =(0,0,0) + A(L,2,0).

d) r: X=(819) +A2,-1,3)es: X =(3,—4,4) + \(1,-2,2);

c) r:
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) r—1 y—5 z+2 z—1
e) 7: = = es:r=—y=
3 3 5 ¢ T YT Y
42—
f) rio+3= y4 :ZB es: X =(0,2,2) + \(1,1, 1)

Ex.5.6 — Sejamr : X = (1,0,2) +A(2,1,3) es: X = (0,1,—1) + A(1,m, 2m). Estude, segundo

os valores de m, a posicéo relativa de r e s.

Ex. 5.7 — Dadasasretasr : X = (0,1,0)+A(1,0,0) e s : X = (—1,2,—7)+ (2,1, —3), obtenha

uma equagdo vetorial da reta ¢, concorrente com 7 e s e paralelaa @ = (1, —5, —1).

Ex. 5.8 — Determine o ponto de interseccio entre a reta que passa pelos pontos (1,2,3) e (3,2, 1)

e a reta que passa pelos pontos (2,1,1) e (1,2,1).

Ex. 5.9 — Determine a, b de modo que as retas sejam paralelas:

. ar+3y—72—1=0
| B +6y—bz=0

. ar +by=>5
] 22—-3y=8

Posicdo relativas entre retas e planos

Passemos agora para o estudo da posicdo de uma reta e um plano. Dado um plano 7 e uma reta r

temos trés possibilidades:

« ainterseccdo de r e 7 é vazia. Nesse caso a reta r é dita paralela a 7.
+ ainterseccdo de 7 e r é um tnico ponto. Nesse caso dizemos que a reta r é transversal a .

+ ainterseccdo de 7 e 7 tem pelo menos dois pontos. Nesse caso temos que todos os pontos da

reta r pertencem ao plano 7 e dizemos que a reta r esta contida em .

Nao é dificil ver que uma reta r é transversal ao plano 7 se, e somente se, o vetor diretor dessa
reta néo é paralelo ao plano 7. Ou, equivalentemente, se o vetor diretor dessa reta nao é ortogonal

ao vetor normal ao plano.
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Colocando em coordenadas, obtemos que o plano 7 de equagio geral ax + by + cz = d e a reta

r de equacio paramétrica
(z,y,2) = (w0,y0 + 20) + (v1,v2,v3)t
sdo transversais se, e somente se,
(a,b,c) - (v1,v2,v3 # 0),
ou seja, num sistema de coordenadas ortogonais:
avy + bvg + cug # 0.

Reescrevendo esta condicéo utilizando o vetor normal ao plano n = (a, b, ¢) e o vetor diretor v =

(v1,v2,v3) obtemos o seguinte critério.

PrROPOSICA0 5.6 Aretar: X = P + vt é transversal ao plano 7 de vetor normal n se, e somente se,
v-n#0.
Caso a reta r ndo seja transversal ao plano 7, nos restam duas opg¢des: ou r é paralela disjuntas
ou esta contida em 7. Para decidirmos qual é o caso basta tomarmos um ponto qualquer da reta e

verificarmos se este pertence ao plano. Se isso ocorrer a reta esti contida no plano, caso contrario a

reta é paralela.
ExeEmPLO 5.7 Determine a posi¢ao relativa entre o plano
m: X =(1,2,1) 4+ (1,—-1,1)t; + (0,1, 2)ts

e areta

rX = (1,3,4) + (1,1,1)s.

Solucio: O vetor normal ao plano é dado por:

(1,-1,1) x (0,1,2) = (—3,-2,1)

E como (—3,—-2,1) - (1,1,1) = —4 # 0, a reta é transversal ao plano.
O ponto de intersec¢ido ocorre quando:

(17 27 1) + (17 _17 1)t1 + (07 17 2)t2 = (17374) + (17 17 1)8

-

cuja solucéo é s =

1 5 13 17
Substituindo s = e equagdo da reta obtemos o ponto (Z, R — ), que é portanto o ponto de

4

intersec¢do de r com 7. O
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Exercicios

Ex. 5.1 — Mostre que a reta
r=3—-2,y=—-4t+1,z=4t—-5

é paralelo ao plano 4z — 3y — 6z — 5 =0

Ex. 5.2 — Determine a equacio do plano contendo a reta

2r+3y—2=25
20 -5y +22=6

e paralela a reta x = —% =

i
7

Ex. 5.3 — Mostre que a reta

Sa-T) =y +3) =24

intersecciona os planos m; : 6z + 4y — 5z =4 e My : * — by + 22 = 12 no mesmo ponto. Conclua

que essa reta é coplanar com a reta determinada pela intersec¢éo desses planos.

Ex. 5.4 — Encontre o ponto de intersec¢io da reta dada com o plano dado:
r—1 y+1 =z

=z 2 1=
a) T = 5 T+ 3y + 2 0
z+3 y—2 z+1
b = = -2 —-15=0
) 3 ) e T—2y+z
z+2 y—1 2z-3
) — 3 5 r+2y+2246=0

Ex. 5.5 — Escreva as equagdes do plano que passa por (1,2, —3) e é paralelo as retas:
x—1 y+1 =2-7 r+5 y—2 z+3
2 =3 3 3 -2 -1

Ex. 5.6 — Mostre que as equagdes do plano que passa pelo ponto (zg, Yo, 20) € é paralelo as retas:

x—alzy—blzz—cl x—agzy—b2:z—02

Iy la ls ' my ma ms

pode ser escrita como:
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Ex. 5.7 — Mostre que a equacéo do plano que passa pelos pontos (x¢, yo, 20) € (z1,Y1,21) € é pa-

ralelo a reta:
r—a Yy—-b z—0c

L la I3

pode ser escrita como:
r—To Y—Yo 2%
r1—x0 Yy1—Yo 21— 2 |=0.
Iy l2 I3

Ex. 5.8 — Prove que as retas:
x—1 y+2 2z-5
2 -3 4

sdo coplanares e determine a equagio desse plano.

e (z,y,2) = (3t —7,2t+2, -2t + 1)

Posicao relativas entre planos

Queremos agora estudar a posicdo de dois planos no espaco. Para comecar analisemos quais as
possiveis posicdes relativas, para depois determinar condicdes algébricas que as determinem. Dados

entdo dois planos 7 e T temos trés possibilidades:

+ ainterseccdo de 7 e my é vazia. Nesse caso, os planos sao ditos paralelos distintos.
« ainterseccdo de m; e mo é ndo vazia, e dois sub-casos sdo possiveis:
- ainterseccdo de 7 e T é uma reta, e os planos sdo ditos transversais.

— 71 e o sdo coincidentes.

Assim como no caso retax plano, para estudar a posicédo relativa entre dois planos utilizaremos
intensamente os vetores normais a estes planos. Para dois planos serem paralelos, por exemplo,

precisamos que seus vetores normais sejam paralelos entre si.

A seguinte proposicao caracteriza a posi¢ao relativa de dois planos. Sua demonstracéo é simples

e fica como exercicio para o leitor.
Sejam 7; e o dois planos de equacgdes a1 x + b1y +c1 = dj e asx +bay 4 coz = dg respectivamente.
entdo:
« Os planos 7 e 7y sdo paralelos se os seus vetores normais forem paralelos, isto é, se
(a1,b1,¢1) = Ma, b1, c1).

Nesse caso se:
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- (a1,b1,c1,dy) for proporcional a (ag, ba, ¢, d2), entdo os planos sdo coincidentes
- (a1,b1,c1,dy) nao for proporcional a (asg, be, ¢, d2), entdo os planos sdo paralelos dis-

tintos.

« Os planos 71 e my sdo transversais se os seus vetores normais nio forem paralelos, isto é, se

(a1,b1,c1) e (aq, b1, 1) ndo sdo proporcionais.

E interessante observar que se 71 e 7o forem transversais, entio a reta r determinada pela in-
tersecdo dos dois planos deve ser perpendicular aos vetores normais n; = (a1,b1,c¢1) e ny =
(a2, by, c2), e podemos tomar o vetor 11 X 15 como vetor diretor de 7. Assim, escolhendo um ponto

P qualquer na intersecéo de m; e 7, obtemos

r: X =P+ (n; xny)t.

Exemplos 5.9

o Osplanos 7y : 2o + 3y +4x = b e m : 62 + 2y + 2o = 3 sdo transversais. E assim a sua

interseccao, ou seja, o sistema
20+ 3y+4x =5
6x +2y+2x=3

determina uma reta.

+ Osplanos 1 : 2 + 3y + 42 = 5 e mp : 4= + 6y + 8x = 2 sdo paralelos e nao coincidentes. E

assim a sua intersec¢do é o conjunto vazio.Ou seja, o sistema

20 +3y+4x =5
6xr +2y+2x=3

nao possui solucdes.

» Osplanos my : 2z + 3y + 4o = 5 e my : 4o + 6y + 8x = 10 sdo coincidentes. E assim a sua

intersec¢éo é o plano m; = mg. Ou seja, o sistema

20+ 3y +4x =5
4z + 6y 4+ 8z = 10

tem como solugido um plano.

ExEMPLO 5.10 A reta r é dada como interseccio de dois planos

(5.1)

z+y+2z=0
r—z=1

Escreva as equacdes paramétricas para essa reta.
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<

Solucio: Um modo de obter as equacdes paramétricas da reta é escolher uma das variaveis é faze-la
igual ao pardmetro ¢t. Assim por exemplo, fazendo z = {. A equacdoxr—z = 1,nosdizquex = 1+-¢.
Substituindo esse valores na equagdo x + y + 2z = 0, temos y = —1 — ¢. E assim obtemos que as
equacgdes paramétricas da reta sdo:
r=1+1¢
y=—1-3t

z=1t

Outro modo de obter a equacao vetorial é encontrando dois pontos que satisfazem a equacéo.

Assim por exemplo tomando z = 0, o sistema de equagdes 5.1 fica

Cuja solugéo é o ponto (1, —1,0), que pertence a reta determinada pela intersec¢do dos dois planos.

Similarmente tomando z = —1, temos que o ponto (0,2, —1) pertence a reta.
De posse dos pontos podemos escrever a equagao vetorial dos planos:
r=1+1¢
y=—-1-3t

z=1t

Exercicios

Ex. 5.1 — Mostre que os planos bx —ay = n, cy — bz = 1 e az — cx = m se interceptam numa reta

se e somente se al +bm + cn = 0.

Ex. 5.2 — Mostre que a reta:
or —3y+22—-5=0
2 —y—2—-1=0

esta contida no plano 4x + 3y + 7z — 7.

Ex. 5.3 — Determine os valores de a e b de modo que os planos x +2y +z =be3x —5y+3z2 =1
e 2x + Ty + az = 8 se interceptem:
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a) um ponto
b) uma reta

c) trés retas distintas e paralelas



6.1

Angulos e Distancia

Angulos

No capitulo anterior nos concentramos no estudo da posicéo relativa entre dois objetos no espaco.
Tal estudo nos permitiu determinar se dois objetos sdo ou nio paralelos, e neste capitulo vamos
aprofundar um pouco mais o estudo de posigdo relativa, definindo e estudando uma “medida de
posicdo relativa” entre estes, o que denominaremos por medida angular ou angulo entre dois objetos

no espaco.

Angulo entre duas Retas

O angulo entre duas retas é definido como o angulo entre seus vetores diretores.

Fig. 61: Angulo entre as retas 7 e s.

Assimser : A+ vtes: B+ ut entdo o angulo 0 entre 7 e s sera dado por

cosf) = ﬁ, (6.1)
[l v

u-v
f = arccos <7>
[l vl

125

e consequentemente
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Lembramos que a fungdo arccos(x), retorna um angulo z tal que 0 < 2 < 7. Como cos(z) =
cos(—x), o angulo que obtemos acima é ndo orientado, ou seja obtemos apenas o valor absoluto
do angulo. Em outras palavras, nesta defini¢ao, o angulo entre a reta r e a reta s ¢ o mesmo que o

angulo entre a reta s e a reta .

Observamos também que entre duas retas nio paralelas sempre existem dois 4ngulos possiveis,
e o angulo que encontramos nao é necessariamente o menor deles, ou seja, o angulo agudo. Em

algumas situacdes é desejavel conhecermos o dngulo agudo entre as retas r e a reta s. Para isto,

u-v
observe que se u - v > 0 entdo ———— > 0. Portanto
[[wll [lv]
u-v T
arccos —— < —
[[ull lo]| = 27

e o objetivo foi alcancgado.

Caso contrario, se u - v < 0, temos que

T wev o
— < arccos ————r < T
2 [l ol

e estamos interessados portanto no angulo suplementar m — 6.

Mas note que cos(m — ) = — cos(6), e portanto, substituindo em (6.1) obtemos que se u-v < 0,
entdo | |
u-v u-v
cos(m—0) = — = (6.2)
[l floll [l ]l

Desta forma se, denotarmos por o o dngulo agudo entre as retas r e s temos que

[u - v
cosqy = ——— com0<a<m.

([l [lv]l
x—2 y+3 =247
1/3 o 1/3 o 1/va’

ExEMPLO 6.1 Encontre o angulo entre asretar : X = (1,2,1) + (1,1,0)t e s :
<

Solucio: A reta r tem vetor diretor (1,1,0) e a reta s tem vetor direto (1/2,1/2,1/1/2). E assim

(1,1,0)(1/2,1/2,1/v3) 1 V2

cosf = = — = —

1L, LO) /2, Y2, Y/ v2)l - V2 o 2

T
logo 6 = —. 0
e logo 1

E importante observar que para medir o dngulo entre duas retas nio é necessario que estas se

interceptem, ja que a nossa defini¢do de 4ngulos entre retas é, na verdade, o dngulo entre os vetores
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diretores das retas. Observamos também que o adngulo entre duas retas paralelas (coincidentes ou

nao) é sempre 0.

Também neste sentido, duas retas sdo ditas ortogonais se seus vetores diretores sdo perpendi-

culares. E duas retas sdo ditas perpendiculares se elas se interceptam e sdo ortogonais.

Fig. 62: As retas AB e F'G sdo ortogonais mas nio perpendiculares.

Verifique se as retas 7 : (1,2,1) + (1,1,0)t e s : (1,3,4) + (1, —1,3)t sdo ortogonais e/ou se sdo

perpendiculares.

Solugdo: Como (1,1,0) - (1, —1,3) = 0 elas sdo ortogonais.
Para verificar se elas se interceptam, basta resolvemos o sistema linear:
(17 27 1) + (17 17 O)tl = (17 37 4) + (17 _17 3)t2
Como o sistema acima, ndo possui solugdes, as retas ndo se interceptam e assim elas néo sao per-

pendiculares.

O

No caso bidimensional, lancando m#o da representacdo por equacdes lineares, podemos redefinir

as formulas para o 4ngulo entre duas retas, e colocéa-las em funcéo da inclinagéo das retas estudadas.

Tome entdo duas retas 7 : y = mix + d e s : y = maox + d e lembre-se que podemos expressar

seus vetores diretores respectivamente por v = % + m;j e w = ¢ + moj. Assim obtemos que

u-v 14+ mime
Talloll ~ T mis/1 + 2

cosf =

A expressdo acima, assim como no caso tridimensional, nos permite calcular o dngulo 6 néo ori-
entado entre as retas. Esse angulo esta entre 0 e 7/2 se 1 + mimy € positivo, e entre 7/2 e pi se

1+ mymg é negativo. Se 1 +m1ms = 0 o dngulo é igual a 7/2 e assim as retas sdo perpendiculares.

De modo analogo, podemos encontrar

[mg — my|
senf = 5 5
\/1 +mi \/1 +m3
ou equivalentemente
mg —m
0 = arcsen [m3 !

VI+m3/1+md
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Ima — my|

Neste caso, como 0 <

<1, temos que 0 < § < 7/a.
V1+mi/1+m2
Outro modo de determinar o angulo entre duas retas no plano é lembrando que o coeficiente

angular é a tangente do angulo orientado (no sentido anti-horario) entre a reta é a parte positiva do
eixo x. Assim dadas duas retas de coeficiente angulares m; = tg ¢ e mo = tg ¢o. Pela figura 6.3

temos que 0 = o — ¢ e logo:

tg 2 — tg d1 mg — my
& g(¢2 ¢1) 14+ tg ¢1 tg ¢2 1+ mimse

Fig. 63
Uma vantagem da expressao
mg — My
f = arctg ————
1+ mimeso

é que o angulo determinado por esta é o Angulo orientado entre as retas 1 e 7.

Dadas duas retas de coeficientes angulares m, ma, entdo o dngulo entre elas é dado por:
0 1+ mimse
cost) =
V1+mi/1+m3
senf = ma — iy
V1+mi/14+m3
tgf = mg — my
14+ mime

ExEMPLO 6.3 Ache o 4ngulo entre asretas 2z —y =3 e x + 3y = 4.

Solucio: Neste caso temos que:
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E assim 6 = arctg(—7) ~ —81.8699°.

A
\
1

EXEMPLO 6.4 Ache duas retas que passe pelo ponto (2, 2) e que faca um angulo de 45°com a reta 2z — 3y = 4
<

Solucio: Inicialmente vamos encontrar o coeficiente angular dessas retas. Para isso, observamos

que:
2
- —m
tgdh® =1= 3 5
14 2
+ 3m
2 1 , N ,
E dessa forma 1 + gm =3~ m e logo gm =3¢ assim m = 5 Logo a equagdo da reta é
1
—2=——(x—2
y (=2
No caso
2
m P —
tgdh® =1= 5
14 2
+ 3m
E dessa forma m = 5. Logo a equacdo dareta é y — 2 = 5(z — 2) O
Exercicios

Ex. 6.1 — Ache o 4ngulo agudo entre asretas 3z —4y +2=0e 22+ 3y =7

Ex. 6.2 — Qual o 4ngulo entre o eixo z e 5x + 12 = 37
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Ex. 6.3 — Ache duas retas passando por (1, —1) que faz um angulo de 45° com 3x — 4y = 7.

Ex. 6.4 — Ache os trés angulos de um tridngulo cujos vértices sdo (2,1),(—1,2), (3, —2). Veja se

eles somam 180°

Ex. 6.5 — Seja o um dos angulos formados pelas retas ax + by = c e y = px + ¢. Dé uma expresséo

para |cos o .

x
Ex. 6.6 — Escreva a equacdo da reta que passa pela origem e faz um angulo de 45 com a reta 5 +

yV3 _
2

1.

Ex. 6.7 — Mostrar que os quatro pontos (2, 2), (5,6), (9,9) e (6,5) sdo os vértices de um losango e

que suas diagonais se cortam mutuamente ao meio e uma é perpendicular a outra.

Ex. 6.8 — O segmento retilineo que une os pontos médios de dois lados opostos de qualquer qua-
drilatero e o segmento retilineo que une os pontos médios das diagonais do quadrilatero cortam se

mutualmente ao meio.

Ex. 6.9 — Determine as equag¢des paramétricas da reta que passa pelo ponto (1, —2, 1) e é perpen-
dicular as retas r : (1,—3,0) + (1,2, 1)t es: (—2,1,0) + (1,—1,1)¢.

Ex. 6.10 — Determine as equagdes paramétricas da reta perpendicular as retas:
r=3t—-7, y=-2t+4, z=3t+4

r=1t+1, y=2t-9, z=—-t-12

Angulo entre uma Reta e um Plano

O angulo 0 entre uma reta r e um plano 7 é definido como o 4ngulo complementar ao 4ngulo agudo

entre o vetor diretor a essa reta e o vetor normal ao plano (ver figura 6.4).

Se v é um vetor diretor da reta r e 2 é um vetor normal ao plano 7 entédo

sen(f) = sen (g - oz) = cos(a)
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e logo

v -nl
)= 12"
sen®) = o Tl

Fig. 64: Angulo 0 entre uma reta e um plano.

Dizemos que um plano 7 com vetor normal n e uma reta r com vetor diretor v, sdo ortogonais

A , T . ~
se o angulo entre eles é 50U equivalentemente se os vetores v e n sdo paralelos.

Determine o angulo entre a reta X = (6,7,0) + (1,1,0)¢ e o plano de equacdo vetorial X =
(8, —4,2) + (=1,0,2)t + (1, —2,0)s.

<
Solucio: Vamos encontrar inicialmente um vetor normal a esse plano:
n=(-1,0,2) x (1,-2,0) = (4,2,2)
Logo o angulo entre a reta é o plano é dado por:
sen(f) = (1’1’3)5;/(%2’2) = 73
e assim 0 = % O

Determine a equacio geral do plano que passa pelo ponto (1,2,1) e que é perpendicular a reta
X =(1,0,0) + (1,3,-1)t

<

Solucio: O vetor normal ao plano pode ser escolhido como (1,3, —1 e assim a equacéo geral desse
plano é: 2 4+ 3y — z = d. Como o ponto (1,2, 1) pertence ao plano, ele satisfaz a equacio do plano,

ie,14+3-2—1=d. Logod = 6 e aequagao geral do plano é z + 3y — z = 6. g
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Angulo entre dois Planos

O angulo entre dois planos 7 e 7y é definido como o 4ngulo agudo entre os vetores normais 11 e

n2

N1 - na

[na ] [|mz]]

cos(f) =

Fig. 65

Dois planos 71 e w2 com vetores normais 1] e 1o respectivamente, sdo ditos ortogonais se o

A 7 7T . . . ~ . .
angulo entre eles é 50 que implica que seus vetores diretores sdo perpendiculares, i.e,
ny-ng = 0

Determine a equagéo do plano que contém o ponto (1,0, 1) e que é perpendicular aos planos 2z +

y+z=2e—ax+2=".

Solucio: O vetor n normal ao plano, sera ortogonal aos vetores (2,1,1) e (—1,0,1). E assim
n=(2,1,1) x (-1,0,1) = (1,-3,1)
Logo a equagéo geral do plano é da forma x — 3y + 2z = d. Como o ponto (1,0, 1) pertence ao plano:
d=1+3-0+1=2

E aequacdogeralé x — 3y + z = 2. g
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Exercicios

Ex. 6.11 — Ache os angulos entre os planos:
a) 3xr—y+z=2ex—y==6
b) x+2y—32=8e2x+4y—62+31=0
c) r=0ey=0
d) z=lex+y=1

Ex. 6.12 — Escreva a equacéo vetorial do plano que passa pelo ponto P e é perpendicular as planos:
rny +D1=0 rn, + D1 =0.
Escreva também a equacéo geral desse plano dado que:

P : (zo,y0,20) m1 = (a1,b1,c1) m1 = (az, b2, c2)

Ex. 6.13 — Ache a equagéo do plano perpendicular ao plano xz, que contem o ponto (1,2, 3) e que

™
faz um angulo de 4 com 3r+2y+z2z=1

Distancias
Passemos agora a um novo problema: definir e determinar a distancia entre dois objetos (ponto, reta
ou plano) no espago.

Sabemos facilmente como determinar a distancia entre dois pontos no espaco. Bastando para
isso medir o tamanho do vetor determinado por estes pontos. Mas como medir a distincia entres

outros dois objetos? Este sera nosso objetivo nesta secio.

Distiancia de um ponto a uma reta

A distancia entre um ponto P e uma reta r é definida como a distancia entre P e ponto A € r mais
proximo de P. Para determinar a distancia de P a r, sejam A e B dois pontos de r e considere o
triangulo ABP.

A area do triangulo ABP pode ser calculada usando o produto vetorial e assim temos:

A= AP x B
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Por outro lado usando que a area do tridingulo é metade da base vezes a altura temos:

4Bl
2
e assim ||ﬁ X @H = ||ﬁ\|helogo
b= d(P.s) = |AP x 4B)|

|AB]|

ExEmMPLO 6.8 Calcule a distancia do ponto P = (1,0,2) aretar : (1,0,1) + (2,0, 1)t.

<
Solucio: Escolhemos A = (1,0,1) e B = (3,0, 2). E assim ﬁ =(0,0,1) e zﬁ =(2,0,1)
1(0,0,1) x (2,0, )| _ 2
d(P,r) = = —
(2,0, 1) V5
]

Distancia de um ponto a uma reta no plano: o caso bidimensional

Assim como nas sec¢Oes anteriores, o caso bidimensional pode ser estudado separadamente. Que-
remos entdo utilizar as expressdes determinadas anteriormente para encontrar uma maneira de

expressar a distdncia do ponto P = (p,q) areta Az + By + C = 0.

Comecaremos tratando o caso onde a reta é paralela ao eixo x (A = 0). Neste caso, a reta tera

C
equagdoy = — T distancia sera dada pela diferenca entre a coordenada y do ponto e da reta, ou

. C
seja, d(P.7) = I+ 7.

Se a reta r ndo é paralela ao eixo y, entdo ela intercepta o eixo = no ponto (_Z’ 0) e seu vetor

diretor pode ser escolhido como v = Bt — Aj (por qué?).
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Desta forma, a equacio vetorial da reta é r : (—%, 0) + (B, —A)t. Escolhendo A = (%, 0) e

C
B = A + v, temos que AP = (p+ Z,q), e temos

d(P,r) =

onde o vetor ﬁ x v pode ser calculado através do seguinte determinante formal

i j k
B -A 0|,
C

p+zq0

e assim AP x v = (Bg+ Ar+ C) k.
Segue entdo que Hﬁ X v|| = |Ar + Bs + C| e assim

_ |Ap+ Bq+C|

(P,
0= e

Observe que fazendo A = 0 na expressdo acima, recuperamos a expressao encontrada para retas

paralelas ao eixo x, e portanto esta formula pode ser usada em qualquer caso.

Calcule a distancia do ponto (1,3) areta 4oz — 2y — 3 = 0.

Solucio:

C41-2.3-3 5

d
V16 + 14 V20

Existem duas pontos cuja coordenadas z sdo iguais a —3 e que distam 6 daretar : 5z —12y—3 = 0.

Ache as coordenadas y desse ponto.

Solucdo: Ambos os pontos podem ser representados como (3, s). Para esses pontos temos que:

5(—3) — 125 — 3| _

d= 13

6

e logo |18 + 12s| = 78 e logo s = 5 ou s = —8. E os pontos sdo (—3,5) e (—3, —8)
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Exercicios

Ex. 6.1 — Ache as distincias entre os pontos e as retas dadas:
a) (—3,4)abxr —2y=23.
b) (—2,5)aT7z+3=0.
c) (—3,4)ady+5=0.
d) Origema3x —2y+6=0.

Ex. 6.2 — Determine a distancia J entre o ponto A = (3,1) e a reta x + 2y = 3.Pelo seguinte
método: primeiro ache o ponto B sobre essa reta tal que d (A, B) = J. Escreva a equacio da reta

de forma paramétrica r = ry + vt e calcule o produto interno dos vetores z@ e v. Conclua.
Ex. 6.3 — Ache o comprimento das alturas de um triangulo com vértices (a,0) , (b,0), (0, ¢).

Ex. 6.4 — Ache a distancia entre as duas retas paralelas: 3z + 2y = 6 e 6z + 4y = 9. (Porque essas

retas sdo paralelas?)

Ex. 6.5 — Prove que a distincia entre duas retas paralelas cujas equacdes sio Ar + By + C =0e

Ax +By+C' =0¢é:
|C -]

VA% + B?
Ex. 6.6 — Ache os pontos da reta y = 2x + 1que estdo situados a distancia 2 da origem.

Ex. 6.7 — Quais sdo as retas paralelas a reta 3z — 4y = 1 que estdo a distancia 5 desta?

Distancia de um ponto a um plano

A distancia entre um ponto e um plano é definida de maneira analoga ao caso ponto-reta. Considere
entdo um plano 7 com vetor normal n, e P um ponto qualquer. Para calcularmos a distincia de P
a 7, tome A um ponto qualquer de 7 e considere o vetor A?’. A distancia de P a 7 sera dada entéo

pela norma da projecéao de zﬁ sobre n, ou seja,

AP -n
d(P,) = |[Proj,, AP|| = %
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Se na expresséo anterior tomarmos P : (zg, Yo, 20), 4 : (a1, az2,as3) e supormos que o plano 7
tem equagéo geral ax + by + cz = d, teremos que o vetor normal a este plano é n = (a,b,c), e

portanto

d(P, 7'(') _ |(l(3§‘0 - ‘,L'l) + b(l/o - yl) + C(Z/O - y1)| (63)

Va2 +b%+c?

_ lazg + byo + cyo — (ax1 + by1 + cy1)| (6.4)

Va2 + b2 +c2

Como o ponto A pertence ao plano, temos que azg + byy + cyo = d e assim

_ lazo + byo + cyo — d|
Wbm) = e e (65)

Observe que, como seria de se esperar, a distdncia ndo depende do ponto A escolhido.

Exercicios

Ex. 6.8 — Determine a distancia entre os planos dados e a origem:
a) =25
b) x+y=1
c) 2x4+y—2=0
d 2z +y+2=2

Ex. 6.9 — Se a distancia da origem a um plano € d, e esse plano intercepta os eixos em (a, 0,0),

(0,b,0) e (0,0, c) prove que:
1 1 1 1
E-e2teta
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Distancia entre Duas Retas

Seguindo as ideias utilizadas nos casos anteriores, a distdncia entre duas retas r e s sera definida

como a menor distdncia entre um ponto r e um ponto de s.
Sejam entdo 7, s duas retas no espaco taisque r : A +utes: B + vt.

Se as retas forem coincidentes ou concorrentes, claramente a distancia entre elas é nula. Se as
retas forem paralelas e ndo coincidentes a distancia entre elas é igual a distancia de um ponto P
qualquer de r a s, e assim essa distancia pode ser calculada usando os conhecimentos obtidos na

secao anterior.

Se as retas r e s forem reversas comecamos escolhendo um ponto P sobre r e um ponto () sobre
s. Projetamos entdo o vetor P(i? sobre o vetor n = u X v que é ortogonal as retas r e s. A norma

dessa projecdo é a distincia entre as retas.

m\
o

- u

Fig. 66: Distancia entre retas reversas.

Como

Proj,, 1@ = %n

e assim:
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d(T, S) = W (66)
70|
d(r,s) = W (6.7)

Exercicios

Ex. 6.10 — Determinar as equagdo da reta que passa pelo ponto (3,1) e tal que a distancia desta

reta ao ponto (—1,1) é igual a 2v/2. (Duas solucées)

Ex. 6.11 — Determinar a equacéo do lugar geométrico de um ponto que se move de maneira que

sua distancia a reta 4z — 3y + 12 = 0 é sempre igual a duas vezes a distancia ao eixo x.

Ex. 6.12 — O angulo de inclinacdo de cada uma de duas retas paralelas é . Se uma reta passa pelo

ponto (a, b) e a outra pelo ponto (c, d), mostrar que a distancia entre elas é

|(c —a)sena — (d —b) cos af

Ex. 6.13 — Ache as equacoes dos planos paralelos ao plano 3z — 2y 4+ 6z + 8 = 0 e que distam 2

desse plano.

Ex. 6.14 — Ache a distancia entre os planos paralelos
a) dr+8y+z2=9ed4x—8y+2+18=0
b) 3z —2y+62+8=0ebx —4y+122+12=0

Ex. 6.15 — Ache a equacio da reta que passa pelo ponto (2, 1,5) e que intercepta a reta

x—1 y+2 2z-3
3 4 2

perpendicularmente.

(—2,1) é sempre igual a trés vezes a distAncia a reta y + 4 = 0.

Ex. 6.16 — Determinar a distancia do ponto a reta:

a) ponto (7,7,4) aretabr +2y+z2z—4=0ebxr—y—22—10=0
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-7 3
b) ponto (—1,2,3) areta L = y+o_

Ex. 6.17 — Ache os pontos sobre o eixo y que distam 4 do plano x 4+ 2y — 2z =0

Ex. 6.18 — Determinar a distancia d do plano 3z — 12y + 4z — 3 = 0 ao ponto A = (3, —1, 2) pelo
seguinte processo: Encontrar o ponto B, pé da perpendicular desde A até o plano. Entio determinar

d como o comprimento do segmento AB.

Ex. 6.19 — Determine a distincia do ponto (2,2, 2) a reta

r=2t+1
y=3t+2
z=5t+1

Ex. 6.20 — Determine a distincia entre as retas r que tem equacdo paramétricas:

r=2t+1

y=3t+2

z=25t+1
e areta s que tem equacdo paramétrica:

¥ =4s+1

y =2s5+2

7 =1s+5

Retas em Coordenadas Polares

Se sobrepormos um sistemas de coordenadas polares a um sis-
tema de coordenadas cartesianas de modo que o polo e a origem jeixoy
coincida e a direcdo principal O A, sobreponha-se a parte posi- ~ a---oooooooe

tiva do eixo z (veja figura 6.7), podemos ver que a relacdo entre

as coordenadas para o mesmo ponto ¢ dada por: Y
: K
x =T COos :
(6.8) < 0 : >
y = rsenf €T eixo x

Fig. 67
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sendo

r=+22+y? 6= arctg Y _ arcsen % = arccos ——
T ety

Substituindo as relacdes dada por 6.8, na equacio geral de uma reta s : Az + By = C, temos

que esta pode ser expressa em coordenadas polares como:

r(Acosf + Bsenf) =C (6.9)
ou equivalentemente:
c_ (Acosf + Bsenb) (6.10)
r

EXEMPLO 6.11 A equacdo da reta 3= + 2y = 7 em coordenadas polares é:

r(3cosf + 2senf) =7
<

Sem perda de generalidade, podemos assumir que C é posi-

tivo (Mudando os sinais de ambos os lados se necessario).

Se construirmos, no quadrante apropriado, um triangulo

retingulo de lados A e B, a hipotenusa desse tridngulo sera
VA2 + B2 logo:
B A

=sene, —F——— = COS™

VAL B VA B?

b
>

Se dividirmos ambos os lados da equagéo 6.9 por v/ A% + B? ficamos com:

A B C
<ﬁ9+m9> =5

e consequentemente

r(cosacosf +senacosf) = h

sendo

C
VA B

e desse modo a equagdo da reta em coordenadas polares

pode ser escrita como:

rcos(0 —a)=nh

A equacdo anterior é conhecida como equacao padrao da reta em coordenadas polares.
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O significado geométrico de h é a distancia da reta a origem enquanto « é o angulo entre o eixo
polar e a reta passando pela origem e pelo ponto que realiza a distancia minima entre a origem e a
reta s. Podemos ver esse fato revertendo o problema, isto ¢, seja s uma reta tal que a distancia dessa
reta a origem O é h. Se tomarmos um ponto de coordenadas (7, §) sobre essa reta de vetor posicdo
r. Entéo o tridngulo delimitado por h, r e a reta s forma um triangulo retangulo com hipotenusa 7.

Em relacdo ao angulo  — « o lado adjacente é h e assim

h
0 _ = —
cos(f — a) .
e logo
rcos(0 —a)=h

EXEMPLO 6.12 Ache o tamanho e a direcdo do segmento que liga a perpendicularmente origem a reta abaixo.

% = 8cos bl + 6sen b

<
Solucdo: Comecaremos colocando a equagio
1
— =8cosf + 6send
,
na forma padrao:
rcos(f —a)=h
que expandindo fica:
L_1 0+ ! 0
— = — COS (x COS — sen o sen
r h h
Igualando os temos temos:
1
- =38 6.11
. CoS & (6.11)
! 6 (6.12)
—sena = :
h
Elevando as equagdes 6.11 e 6.12 ao quadrado e somando temos:
1

e consequentemente h = 10"
Dividindo a equagio 6.12 pela equacéo 6.11 temos:
3

¢ 6
o=—= —
8Y= 87}

1
Consequentemente, temos que a distancia é To€® inclinagdo da reta é arctg (Z)
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Exercicios

Ex. 6.1 — Ache a distancia da reta
6
~ =cosf+ V3send
,

a origem.

Ex. 6.2 — Ache o tamanho e a direcdo do segmento que liga a perpendicularmente origem a reta
abaixo. 5

— =4cosf + 3senf

,

Ex. 6.3 — Identifique e desenhe as seguintes retas, colocando as na forma padrdo. Confira suas
respostas usando coordenadas cartesianas

a) rcosf =3

b) rsenf =3

¢) r(5cosf+send) = 3v/2

d) 5(5cosf —12senf) = 39

Ex. 6.4 — Mostre que se uma reta é paralela ao eixo x e dista h da origem, entdo sua equacéo é dada

porrsenf = h

Ex. 6.5 — Mostre que se uma reta é paralela ao eixo y e dista / da origem, entao sua equacéo é dada
por r cos @ = h ou por rcos = —h , dependendo se a reta se encontra a esquerda ou a direita do

eixo y.

Ex. 6.6 — Mostre que a equagéo da reta ligando os pontos de coordenadas polares (r,61) (r2,62)

¢ dada por:
sen(fy —61)  sen(f — 01) n sen(fy — 0
r N T2 1

Ex. 6.7 — Dada a equacéo ¢ = f(#) com
r
f(0) = acos(0 + ) + beos( + f)

a) Mostre que esta equagao representa uma linha reta.
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C
b) Conclua que =2 = f(0 + 7/2) também representa uma linha reta. E que essa reta é perpen-
T
dicular a reta de equacdo — = f(6).
r

¢) Mostre finalmente que todas as retas perpendiculares a — = f(f#) sdo da forma 2 =
r r

f(0 + 7/2) para algum Co



Circulos e Esferas

7.1 Equacdes Canonicas de Circulos e Esferas
Um circulo é o conjunto de pontos no plano que estdo a uma certa
distancia r de um ponto dado (a, b).

Desta forma temos que um ponto (z,y) pertence ao circulo de

centro (a, b) e raio r se e somente se satisfaz a equagéo:

\/(ac—a)2+(y—b)2:r

. ) Fig. 71: Circulo de centro A e
ou equivalentemente:

raio 7.

(z —a)* + (y — b)* = r?
De modo analogo, a equacéo reduzida de uma esfera de centro (a, b, ) e raio r é

(z—a)’+y—b)>+ (-0’ =1

Fig. 72: Esfera de Centro C e raio 7.

ExEmMPLO 7.1 Determine a equacio do circulo de centro (—3, 1) que é tangente areta 3z — 4y —2 =0

145
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Solucio: Ja conhecemos o centro e precisamos determinar o raio. Nesse caso o raio é a distincia
entre a reta e o ponto, ja que a tangente a um circulo é perpendicular ao raio que liga o centro ao

ponto de tangéncia. Logo:

B3 —4-1-9
VIt &2

r =
e assim a equacéo do circulo é:

(432 +y—-1)2=90uz?+ 1> +6x—2y+1=0

Determine a equacéo da esfera cujo didmetro é o segmento que liga (3, —1,2) a (5, 3,4) .
<

Solucdo: Nesse caso aparentemente nido conhecemos nem o centro nem o raio. Mas temos que o

centro é o ponto médio do segmento e que o raio é metade do didmetro. Logo:

rz%\/(5—3)2+(3+1)2+(4—2)2:\/6

O ponto médio é (4, 1,3) e logo a equacéo da esfera é:

(=4 +@y—172+(z2—3)*=6

Identifique a curva cuja equacéo é:

2 +y? -6 —4y—12=0
<

Solucio: Identificaremos a curva completando quadrados. O termo 22 — 6x pode ser convertido
num quadrado, se somarmos 9 e y? — 4y pode ser convertido num quadrado somando 4. Desta

forma, somaremos 4 + 9 em cada lado da equacdo x2 4 y? — 6 — 4y — 12 = 0. Logo temos:

24+ y?—6r—4dy—12=0 (7.1)

= (22 —624+9)+ (12 —4dy+4)=12+4+9 (7.2)

= (r—3)* 4 (y — 2)* =52 (7.3)

Logo a curva é um circulo de raio 5 e centro (3, 2). O

Podemos generalizar o exemplo anterior:
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Identifique a curva cuja equagéo é:
22+’ + Az +By+C =0
<

Solucao: Como no exemplo anterior, identificaremos a curva completando quadrados. O termo
2

A
22 4 Az pode ser convertido num quadrado, se somarmos 7 y? + By pode ser convertido num

2 A2 2
quadrado somando o Desta forma, somaremos T + - m cada lado da equacio:
2+ + Az + By+C =0 (7.4)
A2 B? A% B2
2 2
= Az + — By+ —|=—+—-C 7.5
<x+w+4>+<y+y+4> T T (7.5)
= +A2+ +32 2B (7.6)
T+ — - ==+ —- .
2 Yo TR
A? B2
Observamos que para a equacio anterior ser a equacdo de um circulo, % = va + v C, e assim
2 2
t ter — + — —C > 0.
emos que ter 1 + 1
A? B2
No caso em que e + Y C < 0, o lugar geométrico descrito pela equacdo 7.6 é vazio, pois
a equacdo nao pode ser satisfeita pois a soma de quadrados é necessariamente negativa.
A?  B?
No caso em que R + T C = 0, o lugar geométrico descrito pela equacdo 7.6 é o ponto
A B
<—5, —§>, pois se a soma de quadrados perfeitos é 0 cada termo da soma é zero. g
De modo analogo, podemos demonstrar que a equagao
24+ + 22+ Az +By+Cz+D=0
A2 B2 02 A2 B2 02
descreve uma esfera se T + T + VE D > 0, um ponto se e + e + VE D = 0 e o conjunto
A B? (7
i —+—+—-D<0.
vazlo se 1 + 1 + 1 <

A superficie cuja equagao é:
12—2z+ 22 +4y+ > +82+22=0

é uma esfera. Encontre seu centro e raio.
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Solucio: Completando os quadrados temos
(2 =20 4+1)+ (P +4y+4)+ (22 +82+16) —1 —4— 16 + 12 = 0.

Dai segue que:
(=1 +(y+2*+(z+4)° =9

E logo o centro dessa esfera é (1, —2, —4) e o raio é 3. O

Circulo por trés pontos

E conhecido que trés pontos nio colineares determinam um tnico circulo. Assim sendo, fixados
P1, P, e P53 ndo colineares podemos facilmente encontrar a equagio do circulo que passa por tais

pontos. Tal equacdo pode ser encontrada observando que a equacéo geral de um circulo é da forma
2’4+’ + Az +By+C =0

e que um ponto pertence ao circulo se e somente se suas coordenadas satisfazem tal equacdo. A
substitui¢do de cada ponto resulta assim numa equacio linear nas variaveis A, B, C' e assim o fato
dos trés pontos pertencerem ao circulo nos fornecem um sistema linear em trés equacoes e trés

variaveis A, B, C. Resolvendo tal sistema encontramos, entdo, a equacéo do circulo.

Determine a equagéo do circulo que passa pelos pontos (—1,2), (0,1) e (—3,2).

Solucao: Substituindo os pontos na equagao

temos o sistema:

5—A+2B+C=0
1+B+C=0
13-34A+2B+C

cujas solucdo é A =4, B = 0,C = —1. E logo a equagao é
4yt +4r—1=0.
Completando quadrado obtemos, entéo:
(> +4x4+4)+y*—4-1=0.

Donde segue:
(z+2)%+¢% =5.
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Desse modo vemos que o circulo que passa por tais pontos tem centro (—2,0) e raio V5. O

E possivel encontrar a equacgio de um circulo por trés pontos nio colineares de uma outra ma-
neira. Para esse fim consideramos o triangulo determinado pelos pontos Py, P, Ps e esse circuns-
crito na circunferéncia. Assim o seu centro é o circuncentro desse tridngulo, isto é, o encontro das

mediatrizes.

P ’4
N

Determine a equagéo do circulo que passa pelos pontos (—1,2), (0,1) e (—3,2).

<
Solucio: A equacdo da reta passando pelos pontos (—1,2), (0,1) éy — 1 = —z, e como o ponto
1
médio desses pontos é: (—5, 5) temos que a mediatriz relativa a esse lado é: y — 3 =17 + 3

(lembrando que como a mediatriz é perpendicular ao lado seu coeficiente angular é igual a menos

o inverso do coeficiente da reta).

De modo analogo a equagéo da reta passando pelos pontos (0,1) e (—3,2) éy = —% +1lea

equacdo da mediatriz é: 3z = -6 +y

temos o sistema:

3r=—-6+y
3 . 1
— — =2 —
Y73 2
cujas solugdo é z = —2,y = 0, ou seja o centro da circunferéncia é (—2,0). O raio pode ser

calculado observando que este sera a distancia do centro (—2,0) a um dos vértices do tridngulo, por

exemplo (0,1). Assim r? = 5, e logo a equacio é:

(z+2)%+¢% =5.

ExEmPLO 7.8 Obtenha a equagéo da esfera que passa pelos pontos (0,0, 1),(2,0,0),(1,1,1),(0,1,0)
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<
Solucao: Impondo que os pontos pertencam a esfera temos o seguinte sistema linear:
1+C+D=0
442A4+D =0
3+A+B+C+D=0
1+B+D=0
, L, 5 1 1 2 i . )
cuja solucio é A = —g,B = —g,C = —g,D =3 e assim a equacao da esfera é:
I SIS B
3 3 3 3
Completando quadrado obtemos:
50 (5\° y  [1)?
2 _ 9T 2 2_ Y 2
<x 3+<6>>+<y 3+<6>>+
+2z+12 5\ (LY (LY 21
© 737 \6 6 6 6) 36
Donde segue:
5\ 1\* 1\* 51
2_ 2 2 _ 1 2_ 2| 22
(*=6) +(#-5) < (*-5) =3
O

Exercicios

Ex. 7.1 — Determine a equacdo dos seguintes circulos:
a) Centro (—2,5) eraior = 3.
b) Centro (1,3) e raio r = 2
c) Centro a origem e raior = a
d) Centro (5,2) e passando pelo ponto (2, 3)
e) Tangente ao eixo y na origem e raio a
f) Diametro (5,2) a (—2,10)
g) Centro (3, —2) tangente a 2z —y = 0
h) Tangente a 2z — 5y + 1 = 0 no ponto (2, 1) e raio 3 (duas respostas)
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Ex. 7.2 — Identifique, dando o centro e o raio.
a) 22 +1y? —4x+6y=12
b) 2?24+ y? -2z —4y+5
¢) x?+y? =2ax
d) 42? — 4o = by — 4y?
e) 22+ y?+ 22 =2az

Ex. 7.3 — Encontre a equacio do circulo que passa pelos pontos (4,0) , (0,3) e a origem.

Ex. 7.4 — Encontre a equagao dos seguintes circulos
a) Tangente aos eixos coordenados coordenados no segundo quadrante e com raio r = 4.

b) Tangente ao eixo z, ao eixo y e a linha que intercepta o eixo x e o0 eixo y em 3 e 2 respecti-

vamente.

Ex. 7.5 — Verifique que as equacgdes abaixo descrevem esferas, em caso afirmativo identifique o

centro e o raio:
a) 2?2+ 1y?+22—-20—4y+10=0
b) x? — 6x 4+ y? — 4y + 2% + 14z + 58
¢) 22 +y? —6y+22+42+16
d) z2+2z+y>+4y — 22+ 62 —29

Ex. 7.6 — Dados P, = (71,y1,21) € P» = (x2,y2,22) entdo a equacio da esfera que tem P; P

como didmetro é

(r—z1)(—22) +(W—v1) (y—y2) +(z—21) (2 —22) =0

Retas Tangentes e Planos Tangentes

Uma reta é dita tangente a um circulo se a intersec¢ao entre essa reta e o circulo for somente um
ponto. Para uma reta tangente o seu vetor diretor é perpendicular ao vetor ligando o raio ao ponto

de interseccdo. Além disso a distancia do centro do circulo a reta tangente é igual ao raio do circulo.

De modo analogo, dizemos que um plano é tangente a uma esfera se esse plano interceptar a

esfera num dnico ponto. Nesse caso o vetor normal ao plano é paralelo ao vetor radial ligando o
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Fig. 73: Reta tangente a um circulo

centro da esfera ao ponto onde o plano intercepta a esfera. E a distancia do plano tangente ao centro

da esfera é igual ao raio da mesma.

Fig. 74: Plano tangente a uma esfera

ExeMPLO 7.9 Encontre a reta tangente ao circulo de equagio 22 + y? — 2y — 42 = 0 no ponto (3, 3)

<

Solucio: Completando quadrados podemos colocar a equacio z2 + 32 — 2y — 4x = 0 na forma

reduzida:
(x =2+ (y—1*>=0

Logo o centro do circulo tem coordenadas (2, 1). Logo, o vetor ligando o centro do circulo ao ponto

(3,3) é ¢ + 2k e assim o coeficiente angular da reta passando por estes pontos é igual a 2. Logo,

1
o coeficiente da reta tangente é —3 (Por qué? Tente escrever a equagao da reta tangente na forma
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padrio obtendo antes equagdes paramétricas para a mesma.). E assim a equagio da reta tangente é:

y—3=—-5(@-3)
ou
z+2y=9.
g
(3,3)

Podemos generalizar o exemplo anterior. Dado um circulo de equacéo
(x—a)® + (y—b)? =12

Vamos calcular a equacdo da reta tangente no ponto (z1,y1).

Para tanto, consideraremos o vetor ligando o centro do circulo ao ponto de tangencia: (z; —

a)i + (y1 — b)j. Consequentemente a inclinacdo da reta passando por esses pontos é: J1

L
o —a 0go

. , 21— a . ~ .
o coeficiente angular da reta tangente é — . E assim a equacéo da reta tangente é da forma

y1 —b

r1 —a
y1—b

(y—wm)=— (z +71)

e logo
(v —y)(y1 =) = —(21 —a)(z — 1)
e assim expandindo:
(z1 —a)r+ (yr —bly =k

para alguma constante k. Somando (1 — a)(—a) + (y1 — b)(—b) em ambos os lados da equagdo

obtemos:

(z1 —a)(z —a) + (y1 = b)(y —b) = ko

para alguma constante ko, que determinaremos agora. Se substituirmos x = x; e y = y; teremos
que
ke = (21— a)* + (y1 — 0)* =17
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e assim a equagdo da reta tangente no ponto (x1,y1) é
(21— a)(@ —a) + (y1 = b)(y —b) ="

Obtenha as equacdes dos planos tangentes a esfera —3 — 2z + 22 + 4y + y? + 22 + 22 = 0 que sio
paralelos ao plano = — 2y + 2z = 3.

Solucio: Completando quadrados temos que a equacio da esfera pode ser escrita como:
(z—12+Yy+2)>+(2+1)*=09

Logo o centro dessa esfera é (1, —2, —1) e o raio é 3.
A equacdo geral de um plano paralelo a x — 2y + 2z = 3 tem equacéo da forma: x — 2y +2z = d

Como esse plano é tangente a esfera a distancia do centro dessas esferas ao plano é igual ao raio
dessa esfera. E assim: 129 4+ 2(-1)—d
IERMLELC ST

elogod = —6 oud = 12 e assim as equacdes dos planos sdo x — 2y +2z = —6ex — 2y + 2z = 12.
O

Exercicios

Ex. 7.1 — Encontre a equacao a reta tangente no ponto indicado:
a) z2+y? =25 (-3,4)
b) 22 + 1% = 2z — 4y, origem.
c) Encontre as retas tangentes ao circulo x? + y2 = 4z que passam pelo ponto (3, 2).

d) Uma corda da circunferéncia 22 + y? = 25 se encontra sobre a reta cuja equacio é x — 7y +

25 = 0. Qual o comprimento dessa corda?

Ex. 7.2 — Para um tridngulo qualquer encontrar:
a) aequacdo da circunferéncia circunscrita ao tridngulo
b) a equagio da circunferéncia inscrita ao tridngulo

c) aequagdo da circunferéncia que passa pelos pontos médios dos lados do tridngulo.
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Ex. 7.3 — As equacg0es dos lados de um tridngulo sdo 9z 4+ 2y + 13 = 0,3z + 8y — 47 = 0 e

x —y — 1 = 0. Encontrar a equagéao da circunferéncia circunscrita.

Ex. 7.4 — Mostrar que as tangentes de inclinacio m a circunferéncia x2 + 3 = r?

rv 1+ m?2.

sdioy = mx *+

Ex. 7.5 — Qual a equacdo da circiinferencia que passa pelos pontos (1,2), (3,4) e que tem centro

sobre o eixo y?

Ex. 7.6 — Fixado a, quais devem ser os dois valores de b para que a reta y = ax + b seja tangente

ao circulo de centro na origem e raio r?

Ex. 7.7 — Uma circunferéncia de raio 5 é tangente areta 3t —4y—1 = O no ponto (3, 2). Determinar

sua equacao (duas solugdes).

Ex. 7.8 — Mostrar analiticamente que qualquer reta que passa pelo ponto (—1,5) nido pode ser

tangente a circunferéncia 2 + y? + 4x — 6y + 6 = 0. Interprete o resultado geometricamente.

Ex. 7.9 — Encontre a equacio dos circulos que passam pelos seguintes conjuntos de pontos. Diga

qual o centro, o raio e desenhe.
a) (3,4),(-1,2),(—2,4)
b) (4,2),(-2,3),(—1,6)
¢) (a,0),(b,0),(0,c)

Ex. 7.10 — Mostrar que o plano tangente a esfera x2 4 y2 +22=7r%no ponto (a, b, ¢) tem equacio

ax + by + cz = r?

Ex. 7.11 — Encontre a equagdo da esfera que passa pelos pontos (0,0,1),(1,0,0),(0,1,0) e cujo

centro estano planox +y — 2 =10

Ex. 7.12 — Encontre a esfera que tem centro na reta

r=2z—3
T
y=z—1

e passa pelos pontos (6, —1,3) e (0,7,5)
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Ex. 7.13 — Calcule a distancia do ponto (2,3,4) a esfera 2% + 42 + y?> — 2y + 22 + 4.

Ex. 7.14 — Determine a equagéo da esfera cujo centro é (3,2, —2) é que é tangente ao plano

T 1 -3

Ex. 7.15 — Determine a equacao da esfera cujo centro se encontra sobre o eixo X e que passa pelos
pontos (3,—4,2) e (6,2, —1).

Ex. 7.16 — A equacio de uma esfera é 2 + y% + 22 + 6y — 42 + 9 = 0. Determinar a equacio da

esfera concéntrica que é tangente ao plano:

_ =N =

I\
|
—_

Ex. 7.17 — Encontre os planos tangentes a esfera x> + y% + (2 — 1)2 = 1 que sdo paralelos ao

plano 4x —y + 32 =2

Ex. 7.18 — Encontre a equagao dos planos que contem a reta 7 e sdo tangentes a esfera S:

z+6
2

T =y+3=2+1

eS:x?+ P+ 22 —dr+2y—42+4=0.

Circunferéncia em coordenadas polares

Centrada na Origem O caso mais simples ocorre quando a circunferéncia esta centrada na origem
nesse caso a circunferéncia é o conjunto de pontos que distam uma constante a da origem ou seja a
equacdo em coordenadas polares é

r =a.

E facil de ver que essa equacdo coincide com a em equagéo em coordenadas cartesianas. Observe

que, em coordenadas cartesianas, P = (x,y) pertence a tal circulo se e somente se: © = acosf e
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y = asen 6. Dai segue que:

22 + 9% = a*(cos® 0 + sen’ §) = a®.

Passando pela Origem Dadauma circunferéncia de raio a e passando pela origem. As coordenadas

polares do centro dessa circunferéncia sio (a, o).

Considere o triangulo AOK P. Como O K ¢é diametro da circunferéncia circunscrita ao tridngulo

vemos que AOK P é retangulo em P. Da definicio de cosseno segue entio:

r=2acos(f — ).

Forma Geral Dado uma circunferéncia de centro (¢, @) e raio a, usando a lei dos cossenos temos

que:

a’? =12+ % —2rccos (0 — a)

que é a equacao da circunferéncia na forma geral.

Exercicios

Ex. 7.1 — Mostre que o centro do circulo de equacgio r = Acosf + Bsenf é

<\/A2 + B2 B)
— arctg 1

Ex. 7.2 — Mostre que a reta r sen § = 4 é tangente ao circulo r = 8 cos ¢

Ex. 7.3 — Mostre que a equacdo da tangente ao circulo
r = 2acosf

no ponto (r1,6;) é:
rcos(h — 20;) = 2acos? 6,
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Ex. 7.4 — Mostre que para todos os valores de a a reta
rcos(l —a) =a-+ricosa

é tangente ao circulo

72— 2rrycos@ + 17 —a® =0



Conicas

8.1 Introducio
As curvas cOnicas ou se¢des cOnicas sdo as curvas obtidas pela intersec¢do de um cone com planos
que nio contenham o vértice desse cone.

Existem essencialmente trés tipos de conicas que podem ser obtidas a partir de um cone cuja

reta geratriz faz dngulo o com o eixo desse cone:
« parabola: obtida pela interseccdo do cone com um plano que forma angulo a com o eixo do
cone;

« elipse: obtida pela interseccdo do cone com um plano que forma um angulo # > « com o eixo

do cone;

« hipérbole: obtida pela intersec¢io do cone com um plano que forma um angulo § < a com o

eixo do cone.

Pode-se mostrar que o lugar geométrico de tais curvas num plano pode ser caracterizado por
relacdes envolvendo a distancia de seus pontos a seus focos e retas diretrizes como descrito a seguir

(ver Sec¢do 8.6). Assim sendo, definimos:

DEFINICAO 8.1 Uma elipse € de focos F} e F, de eixo maior medindo 2a > || Fy Fb || é o lugar geométrico formado

pelos pontos do plano cuja soma das distancias a dois pontos fixos F} e Fhé igual a 2a. Ou seja,

159
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dados F e Fy, com ||F1 F5| = 2¢, e um niimero a > ¢, dizemos que P é um ponto da elipse & se

|IFLP|| + | F2P|| = 2a. (8.1)

somente se:

DEFINICAO 8.2 Uma hipérbole H de focos F} e F; de eixo transverso medindo 2a < ||F} F5|| é o lugar geométrico
formado pelos pontos do plano cujo médulo da diferenca das distancias a dois pontos fixos F} e
F, é igual a 2a. Ou seja, dados Fy e F, com || Fy EQ” = 2¢, e um nimero a < ¢, dizemos que P é

um ponto da hipérbole H{ se somente se:

IF2) - IRP)| = 2a. (52)



DEFINICAO 8.3

8.2

CAPITULO 8. CONICAS 161

Uma parabola P de foco F' e reta diretriz d é o lugar geométrico formado pelos pontos do plano
cujas distancias ao ponto F' e a reta d sdo iguais. Ou seja, dados F' e d, dizemos que P é um ponto

da parébola P se somente se:

IFB| = d(P,d). (8.3)

Elipse

Conforme descrito na Defini¢ao 8.1, uma elipse € é o
lugar geométrico formado por pontos cuja soma das

N . , B
distancias a dois pontos fixos, F] e F3, é constante. e

Nesta secido estudaremos a equagdo chamada

forma canodnica da elipse, que representa uma elipse
alinhada com plano cartesiano e centrada em sua

origem. Antes, porém, fixemos a terminologia ba-
Ba

sica envolvida no estudo de elipses.

Fig. 81: Elipse
Terminologia
« Os pontos F} e F; descritos na Definicdo 8.1
sao denominados focos da elipse. O segmento

F} F5 de comprimento 2¢ é o segmento focal da elipse e 2c¢ é a distincia focal da elipse.

o Aretar contendo I} e Fy é denominada reta

focal da elipse.

+ Ainterseccdo de € com r consiste de dois pon-
tos A; e Az que sdo os vértices da elipse so-
bre a reta focal. O segmento A Ay de com-
primento 2a é o chamado eixo focal da elipse

(ou eixo maior da elipse).

+ O ponto médio O € r do segmento F1F5 é o

centro da elipse;

+ A reta s perpendicular a 7 por O é a reta nao

focal da elipse.

+ Ainterseccdo de € com s consiste de dois pon-

tos B; e By que sdo os vértices da elipse sobre
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a reta nio focal. O segmento BB é o cha-
mado eixo nao focal da elipse (ou eixo menor

da elipse).

+ Qualquer segmento cujos extremos estio so-

bre € é denominado corda da elipse;

« Chamamos de amplitude focal o compri-
mento de uma corda que contenha um dos fo-
cos da elipse e que seja perpendicular ao eixo
focal desta. Notamos que existem duas dessas
cordas, usualmente denominadas individual-

mente por lactus rectum.

+ A menor regido retangular que contém a
elipse é chamada retangulo fundamental da

elipse.
« A menor coroa circular que contém a elipse é
denominada coroa fundamental da elipse.
Equacio da Elipse
Comecemos nosso estudo da equacio da elipse observando os dois exemplos abaixo descritos.

Usando a mesma notacdo descrita na Subsecdo 8.2, consideremos num sistema de coordenadas car-

tesiano uma elipse de focos F; = (0,0) e F» = (2,1) e eixo focal medindo 2a = 4.

Tomando P = (x,y) a equacdo (8.1) fica:

Vet +2+/(z—22 + (y—1)2 = 4.

Vamos entdo manipular tal equacdo de modo a eliminar suas raizes quadradas.

Isolando o termo \/(z — 2)2 + (y — 1) e elevemos a igualdade resultante ao quadrado de modo

a obter:

(22 —dz+4) + (y* — 22+ 1) =16 — 8y/22 + 32 + (27 +¢?) .
Simplificando e isolando SW :
Az + 2y + 11 = 8y/22 + 2.
Finalmente, elevando ao quadrado e simplificando a expressao obtida, chegamos a:

4822 + 60y? + 162y + 88z + 44y + 121 = 0. (8.4)
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Essa equacdo quadratica é, entdo, a representagio cartesiana procurada da elipse €.

Fig. 82: Exemplo 8.4

ExEmPLO 8.5 Considere agora, num sistema de coordenadas cartesiano, F; = (—4,0) e F» = (4,0) de modo que
o eixo focal r fica alinhado com o eixo Ox e o centro O da elipse fica sobre a origem do sistema
de coordenadas. Estudemos uma elipse de eixo focal medindo 2a = 10. Seja P = (z,y) um ponto

qualquer da elipse €.

Em coordenadas cartesianas, a equagdo (8.1) fica:

\/(x+4)2+y2+\/(:c—4)2+y2:10.

Tentaremos no que se segue simplificar tal equacdo eliminando as raizes quadradas

manipulando-a algebricamente.

Inicialmente, isolemos a raiz / (z + 4)2 + y2 e elevemos a igualdade obtida ao quadrado:
(2 +4) + 2 =100+ [(2 = 4 + 2] — 20/ (2 = 27 + 2.
Simplificando tal equagio chegamos e manipulando-a de modo a isolar o termo 204/ (z — 4)2 +y?

ficamos com:
100 — 162 = 204/ (z — 4)* + 2,

4
5o =y/(w— 47 +92

Elevando esta igualdade ao quadrado chegamos a:

ou ainda:

1
25+2—§w2—8w:x2+16—8x+y2.
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Donde temos:

Finalmente, dividindo-a por 9, segue:
=1, (8.5)

que ¢ a forma candnica da elipse €.

Esses exemplos e os céalculos neles envolvidos
sugerem que toda elipse pode ser representada no
plano cartesiano por um equacdo quadratica da

forma:

Az® + Bxy+ Cy? + Dz + Ey + F =0,

onde A, B,C, D, E e F sido constantes (que depen-

dem da elipse a ser representada). Tal suposicio

prova-se de fato verdadeira (deixamos ao leitor in-

teressado sua demonstracio).

., - . Fig. 83: Exemplo 8.5
No entanto, é visivel que a Equacdo (8.5) obtida

no segundo exemplo é muito mais simples que a Equagéo (8.4) obtida no primeiro. Isso ocorre devido

a uma melhor escolha, no Exemplo 8.5, do sistema de coordenadas usado.
Encontremos, entdo, a equacio da elipse € num sistema de coordenadas adequado a €.

Assuma que os focos F e F» possuem coordenadas (—c,0) e (c, 0) respectivamente. Tomando

P = (z,y). Da Equagéo (8.1) obtemos:

V=0 +2+ /(e + 9P +42 =2

elogo /(z +¢)> + 42 = 2a — 1/ (z — ¢)> + y2. Elevando ao quadrado ambos os lados dessa ex-

pressao obtemos:

A4 2ca+ 22 +y? =4d® — 2cx — da/ 2 — 2ca + 22 + 2 + A + 22+

Simplificando temos que

a2 —2cx+ a2 +y2 =a® —cx

\}
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Elevando novamente ao quadrando ambos os lados da equacgéo obtemos
a® (¢ — 2cx + 2% + ¢?) = (a® - cw)2
a® (¢® — 2cx + 2% + ) = o’ — 2a’cx + *2?
a’ (62 — 2cx + 2% + y2) — (a4 —2d%cx + 623:2) =0
—a* +a?? + a%a? + a2y2 — P’ =0
a2 (az _02) _ (az B 02) 2% + a2y’
Substituindo b% = (a2 — 02) temos
a?b? = b*2? + oy’
Dividindo ambos os lados por a?b? chegamos finalmente a equacio
2 2
S
a? b2
Chegamos assim a seguinte proposicao:
Uma elipse € de focos F; = (¢,0) e Fy = (—c¢,0) e eixo maior medindo 2a tem equacio
2 2
x y:
2 + 2o 1, (8.6)

onde b é tal que a® = b? + 2.

Tal equagao é usualmente conhecida como a forma candnica da elipse (ou equacao reduzida

da elipse).
Os nimeros a, b e ¢ sdo conhecidos como parametros geométricos da elipse.
Se na deducéo da equacéo da elipse tivéssemos adotado o sistema de coordenadas com os focos sobre

0 eixo y e a origem entre os focos, isto é o sistema com o eixo maior A; Ay de comprimento 2a sobre

0 eixo y e o eixo menor By By de comprimento 2b sobre o eixo x, teriamos, no final, a equagio:

A
b2 oa?
Para uma elipse de equacéo:
2 2
? v
az b2

com a > b, é facil ver que:

« O retangulo fundamental da elipse é a regido retangular R = {(x,y) € E%;z € [—a,a],y €

[—b,0]} .

« A coroa fundamental da elipse ¢ a regido C' = {(z,y) € E?;b? < 22 + 32 < a?}.
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Esboco da Elipse

Considere uma elipse € de equacio:

coma,b > 0.

Observe inicialmente que, se um ponto P = (z,y) est na elipse &, também a ela pertencem os
pontos P’ = (—z,y), P' = (x,—y) e P' = (—x, —y). Desse modo, basta para esbogarmos € basta
estudarmos a elipse no primeiro quadrante do sistema de coordenadas e refletirmos tal esbogo ao

longo dos eixos Oz e Oy (que sao eixos de simetria da elipse).

Além disso, isolando-se o pardmetro y da equacédo de € obtemos:
b
y=+—vVa%— 22,
a
donde observamos que para esbocarmos £ no primeiro quadrante basta estudarmos o grafico da
funcio:
f:0,a] — R
b
r— —va? — 22
a

Note que para z > a, temos (a2 - x2) < 0 e, portanto, f nio fica bem definida.

Como f(0) = be f(a) = 0 temos que dois dos vértices da elipse tém coordenadas (0, b) e (a, 0).
Além disso, temos que f é decrescente, ja que, para xg, z1 € [0, a], temos:

Ty < 1 = 15 < 2] = a® —a} > a® -2}

= 2\/a2 —a%> 2\/a2 — 22 <= f(x0) > f(x1).

O uso de calculo diferencial nos permite concluir que o grafico de f é concavo, isto é fixos dois

pontos Py e P quaisquer sobre o grafico de f, temos que o grafico de f fica acima do segmento

Pyp;.

A concavidade do grafico de f decorre do fato de que a segunda derivada de f é dada por:
Mgy
f (.’L’) — (CL2 _ .’1:2)3/27

que é negativa para todo x € (0, a).
Uma elipse pode ser facilmente desenhada com o auxilio de um barbante de comprimento 2a. Basta

paraisso fixarmos as extremidades do barbante nos focos e tracarmos uma curva com o lapis apoiado

(porém nao preso) no barbante de modo a manter este sempre esticado.
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As F>

Bo
Fig. 84: Esboco da Elipse
Exemplos
Determine a equacio da elipse de focos (3,0) e (—3,0) e vértices (0,4) e (0, —4).
<

Soluciao: Primeiramente notamos que temos uma elipse de focos no eixo Ox (pois a segunda coor-
denada dos focos é 0). Entdo, usando a mesma notagido da Proposicio 8.6, temosc = 3 e b = 4, e,

como a? = b% + 2, segue que a = 5. Desse modo a equagio procurada é:

2 2
Y
I A |
) + 16 ’
que é uma elipse com vértices A; = (5,0), A2 = (—5,0), By = (0,4), By = (0,—4) e focos
F1 = (3,0) e F, = (—3,0). O

Determine a equacio da elipse de focos (0,4) e (0, —4) e eixo maior medindo 12.
<

Solucio: Nesse exemplo temos uma elipse de focos no eixo Oy (pois a primeira coordenada dos focos
é 0). Assim, usando a notacéio da Observacio 8.15, temos ¢ = 4 e 2a = 12 e, como a® = b* + ¢2,

segue que b = 2+/5. Desse modo a equagdo procurada é:
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que é uma elipse com vértices A; = (0,6), Ay = (0, —6), By = (2v/5,0), By = (—2v/5,0) e focos
F1 = (0,4) € F2 = (0, —4) O

Seja € uma elipse de centro na origem e tal que um de seus vértices sobre a reta focal é (0, 5).

Sabendo que € passa pelo ponto <¥, \/3) , determine a equacéao da elipse.

<

Soluciao: Nesse exemplo temos novamente uma elipse de focos no eixo Oy (nesse caso porque nos é
informado que o centro da elipse est4 na origem e o ponto (0, 5) sobre a reta focal). Assim, usando

a notacdo da Observacéo 8.15, temos a = 5. Desse modo a equacéo procurada é do tipo:

@ v
b2 25 ’

com0 < b< 5.

Usando agora que o ponto ( 3

6v'5
i, \/5) pertence a € temos que:

2 2
655" ()
b2 25
Resolvento tal equacéo (de incoégnita b) obtemos b = 3. Logo a equagéo da elipse é:
2 2
LR B
9 25

Hipérbole

De acordo com a Defini¢éo 8.2, uma hipérbole 3 é
o lugar geométrico formado pelos pontos do plano
cujo médulo da diferenca das distancias a F} e Fb é
igual a 2a (onde 2a < ||1TF2>||)

Desenvolveremos nesta secdo a equacdo tida

como a forma candnica da hipérbole, que descreve

0% a H41 r
uma hipérbole cujos focos estdo em um dos eixos
coordenados simetricamente dispostos em retagio a

. . . B
origem. Assim como fizemos para a elipse, fixemos

primeiramente a terminologia basica envolvida no

estudo de hipérboles.
Fig. 85: Hipérbole
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Terminologia

Os pontos Fj e F; descritos na Definicdo 8.2

169

sdo denominados focos da hipérbole. O segmento I F5 de comprimento 2c¢ é o segmento

focal da hipérbole e 2c é a distancia focal da hipérbole.

A reta r contendo F} e Fy é denominada reta

focal da hipérbole.

A interseccdo de H com r consiste de dois
pontos Aj e Ay que sdo os vértices da hipér-
bole sobre a reta focal. O segmento A Ay de
comprimento 2a é o chamado eixo transverso

da hipérbole.

O ponto médio O € r do segmento F} F é o

centro da hipérbole;

O segmento B; By de comprimento 2b (onde
A = a? + b)), cujos extremos B; e By es-
tao simetricamente localizados em relacdo ao
centro O da hipérbole sobre a reta s perpendi-
cular a r por O, é denominado eixo conjugado

da hipérbole;

Os numeros a, b e ¢ sdo conhecidos como pa-

rametros geométricos da hipérbole.

As retas r_ e 4 pelo centro O de inclinacio
—b/a e b/a respectivamente sdo as assintotas

da hipérbole (ver Subsecdo 8.3);

Qualquer segmento cujos extremos estdo so-

bre H{ é denominado corda da hipérbole;

Chamamos de amplitude focal da hipérbole o
comprimento de uma corda que contenha um
dos focos da hipérbole e que seja perpendicu-

lar a reta focal desta.

O retangulo fundamental da hipérbole ¢é a
regido retangular R = {(z,y) € E%z €
[—CL, CL], Y€ [_ba b]}
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« Uma hipérbole é dita equilatera quando os pa-
rametros geométricos a e b dessa hipérbole

sdo iguais.

Equacio da Hipérbole

Escrevendo a equacdo (8.2), apresentada na Definicéo 8.2, e manipulando-a algébricamente de modo

analogo ao que fizemos para a elipse chegamos ao seguinte resultado:

Uma hipérbole H de focos F} = (¢,0) e Fy = (—c¢,0) e eixo transverso medindo 2a tem equagio

=, (8.7)

onde b é tal que c? = a® + b2,

Tal equacéo é usualmente conhecida como a forma candnica da hipérbole (ou equacio reduzida

da hipérbole).

Se na deducéo da equacéo da hipérbole tivéssemos partido de focos localizados sobre o eixo Oy (ou
seja F1 = (0,¢) e F» = (0, —c)), teriamos chegado 4 equacio:
y2 ZL'2

_a2+b_2:1'

Assintotas

Uma reta r de equagdo y = max+n é dita ser uma assintota de uma dada funcio f : (a, +00) = R
em 400 (a € R) se a distancia entre o grafico de f a reta r tende a zero quando z vai para infinito,
isto é se:

lim d(P,r) =0, (8.8)

T—+00

onde P = (z, f(z)). Analogamente podemos definir assintota de f em —ooc.

A proposicio abaixo mostra que hipérboles admitem duas assintotas.

As retas vy e 7_ de equagdes

b b
r+:yzax e r_1Yy=——2

sao assintotas da hipérbole J{ de equacao
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Demonstragao. De fato, para uma tal hipérbole 3, temos que P = (z,y) € H se e somente se

b22? — a’y? = a?b°. Entdo temos:

bz — ax|

d(Pvr-i-) - \/m

bz — ay| bz + ayl
Vb2 + a2 |bx + ay|

- |b2:E2 _ a2y2| 1
Vb2 +a?  |bx + ayl
a’b? 1

~ VP + a2 [bx + ay

Assim sendo, temos que
I d(P,ry) = 0.
(2.9)— (00, 400) Brre)

Analogamente, temos também que

lim d(P,r_)=0.
(z,y)—(£00,F00)

OBSERVACAO 8.18 Rigorosamente, 74 e r_ sdo assintotas, no sentido da Definicéo 8.16, da func¢io

2
x
x)=b/——1
f +( ) a2
em +00 e —00, respectivamente; e da funcdo
2
x
(z)=0\/ = —1
Jo@) = b5
em —00 e 400, respectivamente. Fungdes essas obtidas da equacdo de H isolando-se o parametro
Y.
Esboco da Hipérbole
Seja uma Hipérbole 3 de equacio:
A
a2 b2

coma,b > 0.
Como na elipse observamos que, se um ponto P = (z,y) esta na hipérbole JH, também a ela
pertencem os pontos P’ = (—z,y), P’ = (z,—y) e P’ = (—x, —y). Assim sendo, a hipérbole H é

simétrica em relagéo aos eixos Ox e Oy.



OBSERVACAO 8.19

ExEmPLO 8.20

CAPITULO 8. CONICAS 172

Além disso, isolando-se o pardmetro y da equacdo de J{ obtemos:

b
y=+x—vVr2—a?
a

Estudemos entéo o grafico da funcéo:

f:la,+00) — R
b
x— E\/w2—a2.

Observe que, no caso a hipérbole, para = € [0, a), temos (ac2 — a2) < 0 e, portanto, f nédo fica bem

definida.

Note agora que f(a) = 0 nos da o vértice A; = (a,0) da hipérbole. Além disso, temos que f é

crescente, ja que, para xg, z1 € [a, +00), temos:

1o < 11 = 15 < 2] = 2§ —a® < 2} — a®

= 2\/3:(2) —a? < 2\/x% —a? <= f(zo) < f(z1).

Calculo diferencial nos permite concluir que o grafico de f também é concavo no caso da hipér-

bole.

A concavidade do grafico de f decorre do fato de que a segunda derivada de f é dada por:

ab
(22 — a2)3/2’

f(@) = -
que é negativa para todo z € [a, +00).
. , , b
Finalmente, sabemos que f(x) tem a reta r; : y = —x como assintota e é tal que f(z) < —x
a a

para todo = € [a,+00). Desse modo sabemos que f(x) se aproxima assintoticamente de r, por

baixo dessa reta, quando x tende a 4-oc.

Exemplos

Uma hipérbole HH{ tem vértices nos pontos (0,4) e (0, —4), e um foco no ponto (—5, 0). Obtenha a

equacdo da hipérbole e de suas assintotas.
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Solucio: E facil perceber que H é uma hipérbole com centro na origem e focos no eixo Oy. Assim

sua equagao é do tipo:
com 2 = a2 + b2 e 2¢ a distancia focal.

Como H tem vértices (0,4) e (0, —4) segue que a = 4. Como um dos focos de H é (—5,0)
segue que ¢ = 5. Logo, a partir da igualdade c? = a? + b?, obtemos b = 3. Assim a equagio de H é:

N

1’2

9

<

=1.
1

[«

As assintotas de H sdory : x = (b/a)yer— : . = —(b/a)y, ou seja:

=@y (e

ExeEmpPLO 8.21 Uma hipérbole H tem os focos num dos eixos coordenados e centro na origem. Sabendo que uma
das assintotas de H é areta 3z — 2y = 0 e que P = (4v/2,6) € 3, determine a equagio de I.

<
Solucio:
+ Focos no eixo Ox:
2 2
Seja — — Z—2 = 1 a equacdo da hipérbole procurada. Como a reta 3z — 2y = 0, que é a
a

também a reta de equacdo y = 5% é uma das assintotas obtemos:

)

3
2

a
ousejab= —a.
54 2

Usando que P € J{ obtemos:
(4v/2)? 62
a0 L

3
Usando que b = g0 simplificando algebricamente a igualdade chegamos entéo a:

16

— =1
a2
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3
Donde a? = 16, ou seja a = 4. Usando novamente que b = 2@ obtemos entao b = 6. Logo

chegamos a equacio:

2 2
R
16 36
« Focos no eixo Oy:
2 2
Seja agora =5 — z—2 = 1 a equacdo da hipérbole procurada. Como a reta 3z — 2y = 0, que é
a

. < 2 )
a também a reta de equacio x = gy, é uma das assintotas obtemos:

jab= -a.
ou seja 3&

Usando que P € J{ obtemos:
62 (4\/5)2

27w T

3
Usando que b = Jae simplificando a equacdo chegamos a:

Como a? > 0 observamos que nio existe a tal que a igualdade acima seja satisfeita, ou seja,

néo existe hipérbole com focos no eixo Oy contendo P e com assintota 3z — 2y = 0.

Concluséo: A tnica hipérbole cuja equacéo resolve o problema é:

2 2
Yy
H:—==-==1
16 36
O
ExempLo 8.22 Encontre o centro, os focos e vértices da hipérbole de equacéo:
922 — 4y?> — 18z — 8y — 31 = 0.
<

Solucio: Tentaremos aqui manipular a equacdo dada de forma a obter uma equacio da forma:

(z — 20)? - Y0)° —1,

a? b2
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que representa uma hipérbole de centro C' = (z9, yo), focos Fy = (z¢ + ¢, y0) € Fo = (xo — ¢, yo),

onde ¢? = a? + b?, e vértices Vi = (x¢ + a, o) e Vi = (20 — a, yo).

Comecemos completando quadrados escrevendo:

(922 — 182 +9) — (4> + 8y +4) —9+4—31=0.

Donde temos:

9z —1)% —4(y + 1)* = 36.

E, finalmente:

(z-1)? (y+1)* _

=1.

4

Tal equacdo representa uma hipérbole de centro C' = (1, —1) de parametrosa = 2, b = 4 e

¢ = 2v/5. Logo temos focos I} = (1 +2v/5,—1) e Fy = (1 — 2v/5, —1) e vértices Vi = (3,—1) e

Vi =(—1,-1).

Parabola

Conforme descrito na Definicdo 8.3, uma parabola
P de foco F e reta diretriz d é o lugar geométrico
formado pelos pontos do plano cujas distancias a F'

e d sdo iguais.

Nesta se¢do estudaremos fungdes quadraticas
de uma variavel, cujos graficos representam para-
bolas com retas diretrizes paralelas aos eixos coor-
denados. Em particular veremos a chamada forma
candnica da parabola que é a equacdo que repre-
senta uma parabola com vértice na origem, foco so-
bre um dos eixos coordenados e reta diretriz paralela

ao outro eixo coordenado.

Terminologia

O

Fig. 86: Parabola

+ O ponto F' descrito na Defini¢ao 8.3 é denominado foco da parabola.

+ Areta d, também descrita na Definicdo 8.3 é denominada diretriz da parabola.

+ A distancia 2p entre o foco F' e areta diretriz d da parabola é chamada parametro da parabola.

+ O ponto V de intersec¢io da perpendicular a d por F' com a parabola é o vértice da parabola;
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+ A reta perpendicular a d por F' é o eixo de simetria da parabola.
+ Qualquer segmento cujos extremos estao sobre P é denominado corda da parabola;
« Tomando A e B os extremos da corda que contém F' e é paralela a diretriz d, obtemos o
triangulo AV AB denominado triangulo fundamental da parabola.
Equacdo da Parabola

Para uma parabola com diretriz paralela ao eixo Oz e vértice na origem do sistema de coordenadas

vale o seguinte resultado:

Uma parabola P de foco F' = (0, p) e reta diretrizd : y = —p (p # 0) tem equagdo

(L) 2
Yy = <4p> x“. (8.9)

Tal equagao é usualmente conhecida como a forma canoénica da parabola (ou equacao reduzida

da parabola).

Demonstragao. Seja P = (x,y) um ponto da parabola. A partir da equagio HF_f)H = d(P, d) obte-
mos:
22+ (y—p?=y+p

Elevando ambos os lados ao quadrado obtemos:

z® +y? = 2py +p* = y* + 2py + p°.

Simplificando e isolando y chegamos ento a:

1 2
-(3)e

Para uma parabola de foco F' = (p, 0) e reta diretriz vertical d : © = —p uma demonstracio analoga

(LY o
x—<4p> , (8.10)

a qual também é conhecida como forma candnica da parabola.

nos levaria a equacéo:

No caso particular da parabola, porém, é importante destacar sua descricdo como grafico de

fun¢des quadraticas de uma variavel real.
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DEFINICAO 8.25 Uma fungdo f : R — R é dita quadratica quando existem a, b, ¢ reais com a # 0, tais que

f(x) = ax?® + bz + c para todo z € R.

Sobre funcoes quadraticas vale o seguinte resultado:

PROPOSICAO 8.26 O grafico da fungdo quadratica f(x) = ax? + bz + ¢ é uma parabola com:

« foco: ) A1
F= __7_—_ )
( 2a 4a >
« diretriz:
d: v — A+1
‘Y= 1a
« vértice:

b A
v=(-2&)

onde A = b? — 4ac.
OBSERVACAO 8.27 O grafico de uma fungdo f : R — R é o lugar geométrico dado pela equagéo y = f(x). Logo, pela
Proposicio 8.26, y = ax? + bz + ¢ é a equagio de uma parabola com diretriz paralela ao eixo Oz.

E aniloga a demonstracdo da proposicio acima o fato de que z = ay? + by + ¢ é equacio de

uma parabola com:

« foco: A1 b
F=(-—2 2
< 4a ’ 2(1) ’
« diretriz:
PR A+1
T T T
« vértice:

A b
V= (%)

onde A = b — 4ac.

OBSERVACAO 8.28 E importante notar que as fungdes f(x) = ax? + bx + ce g(x) = a’z? + V'x + ¢, com (a,b,c) =
A, V', ) para algum A # 0, tém mesmas raizes, ou seja f(z) = 0 se e somente se g(x) = 0, no

entanto seus graficos sdo distintos e, portanto, representam parabolas diferentes.
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A Proposicéo 8.26 segue imediatamente dos Lemas 8.29 e 8.30, abaixo demonstrados.

LEmaA 8.29 O gréifico de uma funcio quadratica f(z) = a(x — m)? + k é uma parabola com:

« foco: )
F= k+ —
(m, ¥ 4a),
« diretriz:
L
‘Y= 1a’

. vértice V = (m, k).
Demonstragdo. Seja P = (x,y) um ponto qualquer do grafico de f (de modo que y = a(z—m)?+k).
1 1
Tome F = <m, k+ 4—> ed:y=Fk— 1 Mostremos que HﬁH = d(P, d) (ver Defini¢do 8.3).
a a
Por um lado temos:

Fﬁz<x—mﬂ@—mﬁ—£).

4a

Donde segue:

2
”ﬁHZ\/(w—m)2+a2(x—m)4—2a(x_m)21 +<1>

da " \4a

:¢ﬂm—m¥+%@—mﬁﬁ+<iﬁz

:W(m_mm%f

a(m—m)2+5‘.

Por outro lado:

d(P,d) = +—.

a(x —m) o

a(w—m)2+k—<k_%>‘: 2 1'
Logo, vale \|F_}>’|| =d(P,d).

Como o vértice da parabola é o ponto médio do menor segmento que liga F' a d é facil ver que

V = (m,k).
LEMA 8.30 Vale a igualdade:

9 b2 b? — dac
ar*+br+c=alx+—| — | ——— .
2a 4a

Essa forma de escrever a funcdo quadratica é conhecida como forma candénica do trindmio de

segundo grau.
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Demonstracdo. De fato:

b
ax2+bx+c:a<w2+—x+g>
a a
b 2
Completando quadrado de modo a obter <:L' + 2—> temos:
a
a w2+9x+g =a w2+2ix+b—2—b—2£
a a) 2a°  4a®> 4a?a
L+ b\? b —dac
T o 4a?
N b\? b? — dac
=alz+—) — | ——— |-
2a 4a

OBSERVACAO 8.31 Vale a reciproca da Proposi¢io 8.26, ou seja, fixos m,n,p € R (n # p) tais que F' = (m,n) e

=a

d : y = p sdo respectivamente foco e diretriz de uma parabola entdo existem a, b, ¢ € R tais que a

paréabola é grafico da funcio f(z) = ax? + bx + c.

Deixamos ao leitor interessado verificar que vale tal afirmacéo para:

! b = + :
6= —o = — c=n+p— ———
2(n —p) n—p 2(n —p).
Esboco da Parabola
Y I
P I
I
I
I
I
(c,0) | .
x [ & > \ ! b /A
k 2a Q I k 2a 7O)
i =Y
| 4a 2a
d:$:_A+1 !
40. |
I

Fig. 87: Parabola
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O esboco da parabola de equacio y = az? + bz + ¢ (ou grafico de f(x) = ax? + bx + ¢) pode

ser facilmente estudado a partir da forma canoénica do trinémio (Lema 8.30):

b\? b? — dac
— g2 — Y
f(x) =ax +bm+c-a<m+2a> ( 10 >

Fixemos, para estudo, @ > 0. Facilmente observamos que f tem seu minimo no ponto onde

+ b 0 j d b
z+ — | =0, ousejaquando x = ——.
2a jaq 2a

b
Além disso, para o < z1 < 9 temos que:
a

b2 b2
(ot <(t)

b
donde segue que f(x1) < f(x2), ou seja f é crescente em [—2—, —l—oo). Analogamente vemos que
a

b
f é decrescente em <—oo, ——]
2a

Um pouco de calculo diferencial nos permite concluir que, para a > 0, o grafico de f é convexo,
isto é fixos dois pontos I e P; quaisquer sobre o grafico de f, temos que o grafico de f fica abaixo

do segmento Py P;.

A convexidade do grafico de f decorre do fato de que a segunda derivada de f é dada por:

f"(z) =a>0.

Finalmente, se A = b% — 4ac > 0, podemos obter as raizes de f facilmente igualando a forma

canodnica do trindmio e isolando o parametro x, obtendo assim a Formula de Bhaskara:

. —b+ Vb2 — 4ac

2a
Sea < 0, f(x) = az? + bz + c tem seu méximo em x = o’ ¢ decrescente em [—2—, —|—oo> e
a a
b . ) : .
crescente em | —0o, —— |, tem grafico concavo e tem suas raizes dada pela (mesma) Formula de

2a
Bhaskara (quando A > 0).

Exemplos

Determine a equacio da parabola de foco F' = (1, 2) e reta diretriz r : y = 4.
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<

Solucio: Seja P = (z,y) um ponto da parabola. A equacio HﬁH = d(p,r) em coordenadas fica:

Ve =12+ (y -2 =y —4l.
Elevando essa igualdade ao quadrado obtemos:
(2% =224+ 1)+ (y* —4y +4) = y* — 8y + 16.

Isolando entdo o pardmetro y chegamos a:

()70 ()

ExempPLO 8.34 Consider uma parabola P com vértice na origem e com o eixo Ox como reta focal. Suponha que o

ponto (3, —6) pertenca a P. Determine a equacéo de P, seu foco F e reta diretriz d.

Solucido: Sabemos que P é uma parabola de pardmetro 2p com equagio da forma:
1 2
T==x(— .
(@)y
Como a primeira coordenada do ponto (3, —6) é positiva temos:

1 2

Substituindo as coordenadas do ponto (3, —6) na equacio acima chegamos a p = 3. Logo temos:

(L),
‘P.w—<12>y.

Tal parabola tem, assim, foco F' = (3,0) e reta diretrizd : © = —3. O

ExeMPLO 8.35 Considere a funcio quadratica f(z) = x? — 6x + 8. Escreva f na forma quadratica candnica e a
partir de tal determine suas raizes. Determine as coordenadas do vértice, foco e a equacéo da reta

diretriz da parabola que é grafico de f.
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Solucio: Completando quadrado obtemos f(z) = (2% — 6x +9) — 1 = (x — 3)? — 1 que é a forma

candnica de f.

Igualando a forma candnica a zero chegamos a:

(x—3)%=1.

Donde temos x — 3 = +1 ouaindax = 3 + 1. Logo z = 2 e z = 4 sdo as raizes de f.

O vértice da parabola que é grafico de f, ocorre no ponto onde f é minimo, ou seja em z = 3.

Logo as coordenadas do vértice sdo (3, —1).

Claramente o eixo de simetria da parabola em questéo é paralelo ao eixo Oy. Suponhamos entao
que o foco da parabola tenha coordenadas ' = (3, —1+c¢) e a diretriz tenha equagdod : y = —1—¢

(Note que o vértice da parabola dista o mesmo do foco e da diretriz da parabola).

Considere um ponto P qualquer da parabola diferente do vértice. Tome por exemplo P = (0, 8).

Devemos ter HﬁH =d(P,d).
Por um lado, temos entdo FP = (=3,9—c)e:

IFP| = 9+ (9.

Por outro lado:

d(P,d) =8 —(~1—¢c) =9 +c.

Deve valer entio:
9+ (9—c)?=(9+c)%

Donde temos ¢ = (1/4).
Logo F'= (3,—-3/4)ed:y = —5/4. O

8.5 x Excentricidade

PROPOSICAO 8.36 Sejam7 > 0,1 # 1 e F' = (c,0). Tome 7 a reta de equacio = = ¢/n? (logo paralela ao eixo Oy).

Entéo, se P = (z,y) satisfaz a igualdade

FP = nd(P,r), (8.11)

temos que:
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« se 0 < n < 1, entdo P pertence a elipse de equacédo

2 2

ey
a? b2

onde a = c¢/n e b tal que a® = b* + 2.
« sen > 1, entdo P pertence a hipérbole de equacao

2 2

s
a? b

onde a = ¢/n e b tal que ¢ = a? + b
Demonstragdo. Escrevendo a equacéo (8.11) em coordenadas cartesianas temos:
2,2 ¢
V= +y?2=n ?—w .

Elevando essa equacio ao quadrado e manipulando algebricamente o resultado facilmente chegamos

na igualdade:

:E2(1—772)—|—y2202 (%—1).

1
Dividindo tal equacio por c? (—2 — 1) obtemos:
n

$2 y2

+ =

2 /02 1

c/n 02<_2_1>
n

1
Entdo, para 0 < 1 < 1, observamos que c? (—2 — 1) > 0. Tomando entio a®> = c?/n? e
n

b2 = c? (% — 1) (de modo que a? = b% + ¢?) temos:
n

1 1
Caso n > 1 temos que c? <—2 — 1> < 0. Tomando a? = ¢*/n? e b?> = —c? (—2 — 1) (de
n n

modo que ¢? = a? + b?) segue: , ,
ProOPOsICAO 8.37 Sejamn = 1 e F = (c¢,0). Tome r a reta de equacdo x = —c.
Entdo, se P = (x,y) satisfaz a igualdade
FP = nd(P,r), (8.12)

temos que:

y? = dea.
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Demonstragdo. Escrevendo a equagéo (8.12) em coordenadas cartesianas temos:
(x—c)+y*=(cta).

Elevando essa equacio ao quadrado e manipulando algebricamente o resultado facilmente obtemos:

y? = 4dex.

A reta r e o ponto F' desctritos nas proposi¢des 8.36 e 8.37 sdo denominados respectivamente reta

diretriz e foco da conica em questao.

O parametro 7, que aparece em ambas as proposicdes, ¢ denominado excentricidade da conica.

E facil mostrar que as reciprocas das proposicdes acima sio validas, ou seja:

« Se P = (z,y) é um ponto da elipse de equagio:
22 g2

2tp=t

entdo, tomando ¢ > 0 tal que a®> = b2 + %, = c/a(note 0 < n < 1), F' = (c,0) e

r: x = c¢/n? temos que P satisfaz a equacio (8.11).

« Se P = (z,y) é um ponto da hipérbole de equacio:

2 2
-
a b2

entdo, tomando ¢ > 0 tal que ¢2 = a? + b2, = c/a (note > 1), F = (c,0) er : & = ¢/n?
temos que P satisfaz a equacéo (8.11).
« Se P = (z,y) é um ponto da parabola de equagéo:

y? = 4dex,
entdo, tomandon = 1, F' = (¢,0) e r : © = —c temos que P satisfaz a equacdo (8.12) (que é

a mesma que a equacio (8.11)).

Excentricidade e a forma de uma conica

A excentricidade 77 de uma conica é usualmente usada para estudar o formato das conicas.

No caso da elipse, quanto mais 7 for proximo a ) maior a “semelhanga” da elipse com um circulo.
De fato, dividindo a? = b? + ¢2 por a?, teriamos que (b/a)? = 1 — 2. Logo para n pequeno (b/a)
estaria proximo de 1. Assim sendo, a e b seriam aproximadamente iguais. Tomando b = a teriamos

entdo a equacdo do circulo: 2+ y2 = a2
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Para 7 < 1 proximo de 1 teriamos por outro lado que (b/a) seria proximo de 0, ou seja, b seria

muito menor que a, o que nos levaria a uma elipse bem alongada ao longo do eixo Ox.

Na hipérbole, por sua vez, se 7 > 0 estiver perto de 1 teremos (b/a) proximo de 0, pois divi-
dindo ¢ = a? + b? por a? obtemos > = 1 + (b/a)?. Isso implica que as assintotas da hipérbole
tem inclinagao proxima a 0, ou seja, a medida que 7 fica mais perto de 1 as hipérboles ficam mais

proximas do eixo Oz.

Por outro lado, a medida que 7 tende & +o0 temos que (b/a) também tende a +o00, ou seja, a

inclinacao das assintotas da hipérbole crescem de modo que as hipérboles se aproximam do eixo

Oy.

Em geometria, dizemos que duas figuras sdo semelhantes se pode-se obter uma a partir da outra
pela composicéo de isometrias (translagio, rotagio, reflexdo) e homotetias (fixos centro O e razao

—
k, uma homotetia leva P em P’ pela relagio OP' = k:O?)

Sobre a semelhanca das conicas valem o seguinte resultado:

Se duas conicas tém mesma excentricidade entéo elas sdo semelhantes, em particular todas as para-

bolas sdao semelhantes entre si.

Demonstragao. Consideraremos apenas as conicas cujas equacdes estdo na sua forma candnica (pois,
como veremos no capitulo ??, todas as conicas podem ser transformadas na forma canénica por

rotacOes e translacdes).

Considere duas elipses € e &’ de equagdes:

2 2
LY
&= 1,
2 2
Y Yy
& 7 + y2 1
Se ambas tém mesma excentricidade temos que (b/a) = (b'/a’), donde segue que (a/a’) =

(b/t') = k. Tome entdo a homotetia h com centro na origem e razdo k, ou seja tal que h(z,y) =

(kx, ky). Entdo, afirmamos que se P = (z,y) estd em &, h(P) esta em &’. De fato, se P satisfaz:

2 2
< Y
ate=h
temos que
(k;x)2 (k‘y)2 B a2z b2y B 2 2 _,
a’? b2 aa?2 | 202 T g2 + 2

A semelhanca de hipérboles de mesma excentricidade segue de modo analogo.

No caso de duas parébolas P : y = ax? e P’ : y = a'z?, tome k = (a/a’). Daise P = (z,9)

esta em P temos que vale y = ax?. Por outro lado tomando a homotetia h(z,y) = (kx, ky) temos:

d (kx)? =d (g)sz = (%) az® = ky.

a/
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8.6 x Construcoes de Dandelin

Elipse

Fig. 88: Elipse

186

Dado um cone com angulo de abertura 2o e um
plano 7 que intersepta o cone e faz um angulo su-
perior a & com o eixo do cone temos na intersec¢ido
uma elipse. E possivel encontrar duas esferas S; e
S5 que tangenciam o plano 7 e o cone internamente
(ver Figura 8.8). Tais esferas sdo conhecidas como

esferas de Dandelin da elipse.

Mostremos usando as esferas de Dandelin que a
soma das distincias de um ponto X da elipse aos

focos F e Fy é constante, isto é:
|FL X+ | X = &,

onde k é um namero real fixado (obviamente maior

que a distancia focal da elipse).

Suponha que S e S, tangenciam o cone nos cir-
culos C e Cy respectivamente. Seja X um ponto
qualque da elipse. A reta W que passa por X e pelo
vértice O do cone intersepta C; e Cy em pontos H;

e Hj respectivamente.

Observe que a soma || XH;|| + || X Hzl| inde-

pende do ponto X da elipse, medindo sempre ||H; Ho||.

Parabola

Mostraremos no que se segue que a curva (parabola) for-

mada pela intersec¢io de um cone de angulo de abertura

20 e vértice O com plano 7 que faz um angulo o com o

eixo do cone, obedece de fato a equacéo:

|IFX]| = nd(X,r),

com 7 = 1, onde F' é o foco da parébola, r a sua diretriz e

X um ponto qualquer da cdnica.

Considere a esfera simultaneamente tangente interna

ao cone e tangente ao plano 7. Seja 7y o plano que contém
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os pontos de tangéncia da esfera com o cone. Afirmamos
que o ponto de tangéncia da esfera com o plano 7 é o foco
da parabola e que a reta 7 obtida pela interseccdo de 7 e 7y

é a reta diretriz da parabola.

Seja X um ponto qualquer da parabola. Seja C' a in-
tersec¢do da reta W (uma geratriz no cone) com . Con-
sidere B a projecéo ortogonal de X em v e D o ponto na
diretriz r = 7 N~y tal que o tridngulo AX BD se encontre num plano ortogonal a 7. Afirmamos

que qualquer que seja X, ponto da parabola, os triangulos AX BC' e AX BD sao congruentes.

Cuidado néo confundir sua intuicdo com a Figura 8.9 que é apenas uma projecido no plano de uma
figura tridimensional. O tridngulo AX BC' esta nédo é coplanar ao plano da figura no papel (ele

“entra no papel”).

A congruéncia dos tridngulos segue do fato de que os dngulos «, 3, 6 e ¢ sdo todos congruentes
(por qué?), XBC = XBD = 5 € X B é um lado comum a ambos os tridangulos (Congruéncia
“ALA”).

Observe assim que HﬁH = HﬁH Mas Hﬁ” =d(X,r)e HﬁH = Hﬁ

da parébola (pois XC e X F sio tangentes a esfera em C' e F)). Logo:

,onde I' é o foco

|FX| = nd(X,r),

comn = 1.
Exercicios

Ex. 8.1 — Provemos que a curva (elipse) formada pela interseccdo de um cone de dngulo de abertura

2c com plano 7 que faz um angulo 6 > « com o eixo do cone, obedece a equagao:
|FX] = nd(X,r),

comn < 1, onde F' é o foco da elipse e r a sua diretriz.
Considere, como fizemos para a parabola, a esfera simultaneamente tangente interna ao cone e
tangente ao plano 7 (esfera de Dandelin).

a) Encontre o foco F' e a diretriz r da elipse do mesmo modo que fizemos para a parabola;

b) Considere X e X’ dois pontos da elipse. Encontre os pontos B, C' e D da mesma forma que

fizemos para a parabola. Encontre B’, C' e D' a partir de X’ de forma semelhante.
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¢) Mostre que os seguintes tridngulos sido semelhantes:

AXBD ~ AX'B'D’
AXBC ~ AX'B'C’

d) Mostre que:

—_—
IXC| _ X' _
IXDI XD
onde 7) é uma constante real;
e) Conclua que vale:

|FX| = nd(X,r),

comn < 1.

Ex. 8.2 — Mostre que a curva (hipérbole) formada pela intersec¢ido de um cone de dngulo de aber-

tura 2o com plano 7 que faz um angulo € < a com o eixo do cone, obedece a equacéo:
|FX] = nd(X.1).

comn > 1, onde F' é o foco da hipérbole e r a sua diretriz.

Ex. 8.3 — Mostre usando as esferas de Dandelin que os pontos X da hipérbole satisfazem a equacio:
IFX) — 1BX| = &,

onde F; e F5 sdo os focos da hipérbole e k£ uma constante real.

8.7 x Conicas em Coordenadas Polares

Considere a conica de equacio HF*AXkH = nd(X,1),. Consi-
v A deremos agora coordenadas polares com a origem O loca-
lizada em F' e com o eixo polar perpendicular a diretriz [

da conica.

B F Suponha que a distancia entre a diretriz [ e o foco F' é
uma dada constante p e que a cdnica esta localizada, em
relacdo a [, no mesmo lado de F', como na Figura 8.10.

E facil ver que no sistema de coordenadas acima descrito

|
|
|
|
|
|
ol A D |FX| =red(X,1) = (p—rcosf), donde temos:

r=mn(p—rcosb).

Fig. 810: Conica: coordenadas polares
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Isolando 7 segue que:

_ np
r= —
1+ ncosd

Suponha agora que que a conica esta localizada, em re-
lagdo a [, no lado oposto a F', como na Figura 8.11. A equa- A

¢do |]F4XzH = nd(X,1), torna-se entio:
r =mn(rcosf — p).
Donde segue: 9

_ p 4
re=———.
ncosf — 1

Yy

Observe no entanto que, como 7 é positivo, para que a

equacdo acima represente um lugar geométrico nio vazio

. a ., Fig. 811: Conica: denad 1
devemos ter n > 1, ou seja, a cdnica deve ser uma hipérbole. ' onica: coordenacdas potares

Temos entio:

TeEOREMA 8.42 Considere uma conica com excentricidade 7, foco F' na origem e com uma diretriz [ distando p

8.8

de F e perpendicular ao eixo polar Oz. Se 0 < 1 < 1, a conica é uma elipse (7 € (0, 1)) ou uma
parabola (n = 1), e todo ponto da curva esta localizado no mesmo semi-plano em relagio a [ que

F'. Nesse caso a conica tem equacao:

np

= = 8.13
" ncosf + 1 (8:13)

Se n > 1, a curva é uma hipérbole com ramos em ambos os lados de [. O ramo a esquerda de [

satisfaz a Equagdo 8.13 e o ramo a direita de [ satisfaz:

np

== 8.14
" ncosf — 1 (8.14)

* Conicas e a Trajetoria dos Planetas

Nesta secdo mostraremos, a partir das leis de Newton, que a trajetoria de planetas sujeitos apenas
a forca gravitacional exercida por um sol é uma conica. Tal trajetoria sera uma elipse, parabola ou
hipérbole dependendo da velocidade inicial do planeta. A prova que fazemos aqui foi fortemente
inspirada na demonstracdo das leis de Kepler apresentada no livro Calculus - Volume I de Tom
Apostol ([1]).

Assim sendo, suponha um sol e um planeta de massas M e m, respectivamente.
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A segunda lei de Newton afirma que a aceleracio a é proporcional a forca F' por:

F=ma. (8.15)

Denotando por 7 o vetor que liga o sol ao planeta, por u,. o versor de r e por  anorma de r, a

lei universal da gravitacdo afirma que a forca exercida pelo sol no planeta obedece:

GMm
F=——-—u,;, (8.16)
r
onde G é a constante gravitacional.
A partir das equacgdes (8.15) e (8.16) temos:
GM

Mostremos inicialmente que a trajetoria do planeta esta contida no plano perpendicular aos

vetores posicdo r e velocidade v. Observe, para isso, que o vetor r X v é constante:

—(rxv)—d—rxv+rxd—v—'vx'v+'r><a—r><a—0
dt S odt dt B e

Denotemos r X v por c.

Comor-c =r-r xv = 0segue que o vetor posicdo é sempre perpendicular a c, logo a
trajetoria é de fato plana. Observe que se ¢ = 0 temos que 7 e v sdo paralelos e a trajetoria sera

uma reta (conica degenerada). Suponhamos no que se segue que ¢ # 0.
Mostremos agora que a trajetoria é de fato uma conica.

Fixe um eixo polar passando peso sol e seja 6 o0 4ngulo entre r e tal eixo. Seja ug o vetor unitario

U
perpendicular a r dado por d—Gr Usando coordenadas polares temos que © = ru,.. Disso segue:

d_r—@—ﬁu +r&—ﬁu _|_rdu’rd_9—ﬁu _‘_T@u
dt  dt dt " dt dt " dedt at " dat "
Donde obtemos:
c=7rxv=(rup X ﬁu +rﬁu —rzd—eu X u
B —u a " dat )T et

Dessa expressdo segue:

aXxc= ——— Uy X T —u,«XUQ ==
7"2 dt
d9

do
= —GMEuT X (Up X ug) = GMaug. (8.18)
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Observe agora que:

i('uxc)—d—vxc—i—vx@—axc (8.19)
dt S dt dt ' '
Por outro lado:
d B du, du, do de
%(GMU,«) =GM o =GM 0 —GMdtu@. (8.20)

Das equagdes (8.18), (8.19) e (8.20) segue entdo que:

d d
a(v X c) = a(GMur).

Donde, por integracdo obtemos:
vXc=GMu,+ b,

onde b é um vetor constante.

Tomando e tal que GMe = b segue que:

vxc=GM(u, +e).

Multiplicando escalarmente ambos os lados da equacédo acima por r temos:
r-vxe=GM(r+r-e)=GMr(l+mncosd),

onde 7 = ||e]|| e ¢ é 0 angulo entre r e e. Como ¢ = 7 - v temos por outro lado que:

’I""UXC:’T‘X’U'C:C'C:C2,

onde ¢ = |[¢]|.

Assim temos, finalmente:
GMr(1 +ncos¢) = 2.
2

GMn

Fazendo p = e isolando 7 segue a equacio:

L
ncos¢+1’

que ¢ a equagao de uma conica com foco no sol e excentricidade 77, como queriamos demonstrar.
OBSERVACAO 8.43 Observe que como e é uma constante de integracdo e 7 = ||e|| temos que a excentricidade depende

fundamentalmente das condicdes iniciais do movimento, isto é, da posicdo e velocidade iniciais do

planeta (Verifique!).



Curvas

9.1 Parametrizacio de Curvas

No Capitulo 4 estudamos as equacdes de uma reta no espaco e vimos que tal entidade geométrica

pode ser representada pelas equacdes paramétricas:

= a4 vt
b+ vot 9.1)
= c+uwgt

g
I

onde Sy = (a,b, c) é um ponto dareta r e v = (v1,v2,v3) é um vetor paralelo a r.

Az

X(8) = (x(t).y(t).z(t))

Fig. 91: Curva Parametrizada

Nesse ponto, observamos que a reta representada pelas equacdes 9.1 pode ser interpretada como

a trajetéria no espaco [E3 descrita por um corpo em movimento retilineo uniforme com posigéo

192
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inicial Sy e velocidade v. Assim, as equagdes 9.1 sio meramente a representacdo em coordenadas

da classica equacao da fisica:

S(t) =5y + vt
na qual S(t) = (x(t),y(t), 2(t)) descreve a posi¢do do corpo em questdo no instante de tempo .

Um dos objetivos desse capitulo sera o de representar outras curvas no espaco de modo seme-
lhante, isto é, imaginando um corpo que se move livremente pelo espaco e descrevendo a posicao
X(t) = (x(t),y(t), 2(t)) desse corpo no instante ¢, onde agora x, y e z sdo func¢des (nio necessari-

amente lineares) de R em R (ver Figura 9.1).

Nesse intuito, podemos entdo definir:

DEFINICA0 9.1 Uma curva parametrizada no espago com parametro ¢ é fungéo continua, no qual I = (a,b) é um

intervalo da reta real.

De modo analogo podemos definir uma curva no plano como uma funcio continua X : I — R2.

Usualmente pedimos uma certa regularidade para as funcées z(t), y(t) e z(t), pedimos tenham
derivadas de toda ordem (para que seja possivel definir um vetor velocidade, um vetor aceleracéo,

etc...).

Observamos que no caso de uma curva qualquer o vetor velocidade que era constante nas equa-

coes da reta agora é um vetor tangente a curva que varia com o parametro t.

DEFINICA0 9.2 Dadoumacurva X : I — R3, X (¢) = (z(t),y(t), 2(t)) com z(t), y(t) e z(t) diferenciaveis, entao

o vetor tangente é dado pela derivada
X'(t) = (a'(1), 4/ (8), 2 (¥))

da funcdo X em relacdo a .

O processo de descrever uma curva geométrica como uma funcio X : I — R3 é conhecido

como parametrizagao.

EXEMPLO 9.3 A equacio mais simples para uma parabola
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pode ser (trivialmente) transformada em uma parametrizacio utilizando um parametro livre ¢, e
estabelecendo

x:t,y:t2 para — oo <t < 00

EXEMPLO 9.4 Parametrize o circulo de raio 2 em R? e descreva seu vetor tangente.

Yy

2sent

Solucio: Para parametrizar o circulo utilizaremos como parametro o angulo . Com essa escolha
temos as coordenadas de um ponto P : (z,y) pode ser descritas utilizando que z = 2cost e que

y = 2sent. Para descrevermos todos os pontos o dngulo ¢ deve variar em [0, 27].

Assim, a curva plana X : [0,27] — R? dada por X (t) = (2cost,2sent) descreve um circulo

de raio 2 em R2.

Finalmente, o vetor tangente de X no instante ¢ pode ser calculado derivando a parametrizacio
X(t) = (2cost,2sent) e é dado por X'(t) = (—2sent,2cost).

0

OBSERVACA0 9.5 Uma curva X : [a, b] — R2, como por exemplo a curva descrita no Exemplo 9.4, para a qual o ponto

inicial é igual ao ponto final X (a) = X (b) é denominada curva fechada.

EXEMPLO 9.6 Descreva a curva espacial cuja parametrizacdo é X (t) = (cost,sent,t/10).
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Fig. 92: Hélice

Solucio: Para descrevermos a curva comecamos observando que a projecéo da curva X (¢) no plano
x,y é dada por X'(t) = (cost,sent) e consequentemente é um ponto do circulo de raio unitario.

Logo a curva esta contida no cilindro 2 + y? = 1.

Na diregdo z a curva se move com velocidade constante.
(cost,sent,t/10) descreve uma hélice contida no cilindro
O

Assim, a curva espacial X (t) =
™
2?2 +y? = 1. Tal curva caminha — na diregéo de z para completar uma volta em torno do cilindro.

Observe a figura ao lado.
EXEMPLO 9.7 GRAFICO DE FuNcAo O grafico de uma fungdo f : R O D — R diferenciavel é uma curva em R?,

Tal curva pode ser representada pelas equacdes paramétricas X (¢) = (¢, f(t)). Observe que o vetor

velocidade de tal curva é dado por X'(t) = (1, f/(t)).
Na figura 9.3 apresentamos a curva (t, sen t) dada pelo grafico da fungéo sen  em R?, cujo vetor

velocidade no tempo ¢ é (1, cost).

Fig. 93: Grafico de senx
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Fig. 94: Curva ndo injetora
A curva X(t) = (t3 — 4t,#> — 4) é uma curva parametrizada nio injetora (ver Figura 9.4), pois

X(2) = X(—2) = (0,0). Esse exemplo mostra que que nem toda curva do plano pode ser descrita

como grafico de uma funcio.

Uma curva parametrizada injetora (sem auto-intersecgdes) é dita ser uma curva simples

v
10

Fig. 95: Curva diferenciavel com “bico”

Observamos, por fim, um fato que pode parecer a principio contradizer nossa intuicio de diferenci-
abilidade propiciada pelo estudo de funcoes reais e seus graficos em cursos de calculo diferenciavel.
Uma curva parametrizada pode ser diferenciavel e ter “bicos” ou “arestas” desde que o vetor velo-
cidade se anule nesses pontos. Observe a curva X (t) = (¢3,t2) cujo vetor velocidade existe para
todo ¢ e é dado por X'(t) = (3t2,2t).

<

Uma curva parametrizada diferenciavel X (¢) tal que X'(t) # 0 para todo ¢ é dita ser uma curva

regular.

Pode-se mostrar que curvas regulares nao admitem “bicos”.

A cicloide, uma curva classica estudada por Galileu (entre outros), consiste na curva tracada por um

ponto fixado numa circunferéncia que rola ao longo de uma reta (ver Figura ??).

A ciclbide esta ligada, por exemplo, ao problema da braquistocrona, que descreve uma curva
ligando dois pontos A e B, com B localizado a uma altura menor que A, e que tem a propriedade
de ser a trajetoria (“rampa”) capaz de minimizar o tempo para um corpo ir de A & B quando este

esta submetido apenas a gravidade.
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Fig. 96: Cicloide
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Fig. 97: Cicloide parametrizada

Além disso, a cicldide (invertida) também é solu¢do do problema da tautécrona que trata de uma
curva onde ndo importa onde uma particula seja colocada, ela leva o mesmo tempo para deslizar até

o fundo.

Obtenha as equacdes paramétricas da cicloide passando pela origem O do sistema de coordena-

das e obtida a partir de um circulo de raio  “rolando” sobre o eixo x.
<

Solucao: Seja t o parametro que representa o angulo de rotacao do circulo. Quando o circulo girar
de um angulo ¢ teremos que a distincia percorrida ao longo do eixo serd o comprimento do setor
circular entre A e B (ver Figura 9.7), ou seja rt. Dessa forma é facil concluir que as coordenadas de

A sao:

r =rt—rsent
Yy =1 —rcost

Logo a equacdo que representa tal curva é dada por X (t) = (r(t — sent), (1 — cost)).
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Curvas em Coordenadas Polares

Coordenadas polares sdo muito dteis quando trabalhamos com curvas com algum tipo de simetria

em relacdo a origem do sistema de coordenadas. Observe isso nos préoximos exemplos.

Fig. 98: Circulo de raio 2

Um circulo de raio 2 como na figura ao lado, como sabemos, pode ser representado num sistema
cartesiano pela equacio 22 + 32 = 4. Note que, em coordenadas polares, o mesmo lugar geométrico

pode ser representado pela equacdo r = 2.

Olhando o circulo como curva parametrizada, em coordenadas cartesianas podemos representa-
lo pela equagdo X (t) = (2cost,2sent) parat € [0,27]. Em coordenadas polares teriamos o

seguinte:

r=+4cos2t+ 4sen?t =2

4sent
0 = arctg Tcost =t

Logo, a mesma equacdo, em coordenadas polares ficaria X (t) = (2,t) COM t € [0, 27].

<

Observe a espiral que é o lugar geométrico dado equacdo r = 260 (¢ > 0) em coordenadas polares.
No mesmo sistema de coordenadas poderiamos parametrizar tal curva com X (t) = (2t,t) para

t > 0. Em coordenadas cartesianas, no entanto, teriamos:

z =rcosf = 2tcost

y=rsenf = 2tsent

Donde obteriamos X (t) = (2t cost, 2t sent) parat > 0.



ExeEmpPLO 9.15

CAPITULO 9. CURVAS 199
O I
/ L N
/ // 10 \ ! \
/ ’ / \ \‘
[ o ) J
\ 30 72{) 10 K 1(3/' 20 /’/ 20
\ \ N /
O\ i
\ S~ //
\
\\ —3of e -

Fig. 99: Espiral

Observe, no entanto, que apesar de podermos representar o lugar geométrico de tal curva por
r = 260 (6 > 0), é dificil representa-la no sistema cartesiano como uma equacdo envolvendo x e y

apenas.

Poderiamos pensar em escrever:

Va2 4 y? = 2arctg (y) ,

T
~ . T .
mas como a curva tem pontos com x = 0 e a funcdo arctg tem imagem em (—5, 5) tal equacdo
T
descreveria apenas o trecho de » = 26 para § € [0, 5)
Melhor seria escrever:

o [V _y

2 x’
que descreve toda espiral exceto os pontos onde x = 0. Mesmo assim, tal equagao é evidentemente
mais complexa que r = 26.

<

Mais alguns exemplos de curvas classicamente representadas em coordenas polares estdo des-
critos abaixo. Tente verificar e comparar nesses exemplos as equagdes nos sistemas cartesiano e

polar.

O cardidide, descrito em coordenadas polares pela equacio r = a(1 + cost), onde a é um numero

real positivo, tem em coordenadas cartesianas equacio (22 + y? — ax)? = a?(2? + y?).

A sua representacio paramétrica que em coordenadas polares assumiria a forma X () = (a(1+

)

cost),t) parat € [0, 27| tem no sistema cartesiano a forma:

1—t2 A t
A+ 22 1+

X(t) = <2a
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Fig. 911: Elipse de eixos 10 e 6
<

EXEMPLO 9.16 A elipse ao lado com eixo maior 10, eixo menor 6 e com um dos focos na origem pode ser represen-

tada em coordenadas polares pela equacio:

9

T:5—4wﬂ'

Num sistema cartesiano tal curva seria descrita por:

Y 2
@=47 v
25 9

9.3 Coordenadas Esféricas e Cilindricas

Durante o século XV, quando a Europa vivenciava o periodo das grandes navegacdes, os navegado-

res, que sabiam caminhar sobre um globo aproximadamente esférico, comecaram a usar um sistema

de localizacdo na Terra formado pela latitude e longitude de um ponto.

Nesse sistema a Terra fica dividida por paralelos, circulos centrados no eixo de rotagido da Terra

e localizados em planos perpendiculares a este mesmo eixo, e meridianos, circulos com centro loca-

lizado no centro do globo terrestre passando pelos pélos norte e sul (determinados pela intersecgao
do eixo de rotacdo do planeta com o globo).
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Fig. 912: Latitude e Logitude

Como podemos observar na Figura 9.12, podemos localizar um ponto na Terra pela sua latitude,
que mede o angulo (entre —90° e 90°) com vértice no centro da Terra formado entre o ponto e a
linha do Equador, e pela sua longitude, que mede o dngulo (entre —180° e 180°) entre o ponto e o

meridiano de Greenwich, tido desde 1884 como o meridiano de referéncia para navegacao.

&~

Fig. 913: Coordenadas Esféricas

O sistema de coordenadas esférico, de grande utilidade em problemas com simetrias em relagio
a origem do espaco, é semelhante ao sistema de latitudes e longitudes usado em navegacéo. A unica
diferenca é que para localizar um ponto qualquer do espaco é necessaria, além dos dois angulos, a
distancia do ponto a origem do espaco. Observe que para localizar uma estrela qualquer no universo
poderiamos dar a distdncia da mesma a Terra e a latitude e longitude do ponto onde aquela estrela

estara exatamente em cima de nos.

Para definir um sistema de coordenadas esférico precisamos escolher um ponto de origem O e

duas direcdes ortogonais, conhecidas como zénite e referéncia do azimute.

No caso do exemplo descrito acima o zénite é dado pela direcéo do eixo de rotacdo da Terra e a

referéncia de azimute é dada pela reta que liga o centro da Terra ao meridiano de Greenwich.
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As coordenadas esféricas (r, phi, #) de um ponto P sdo entdo dadas por:

« raio ou distdncia radial r que é a distancia (Euclideana) entre O e P;

« angulo polar ou colatitude ¢ dado pelo angulo (entre 0 e 7) entre o zénite e a dire¢do do
segmento OP;

« azimute ou longitude 0, angulo (entre 0 e 27) entre a referéncia de azimute e a projecdo orto-
gonal de O? sobre um plano ortogonal ao zénite (plano de referéncia).

Notamos que no exemplo dado pelos paralelos e meridianos da Terra, o 4ngulo de longitude é

igual ao azimute 0, mas o dngulo dado pela latitude de um dado ponto é o dngulo complementar ao
angulo polar ¢.

Note que no sistema de coordenadas esférico os pontos localizados sobre o zénite podem ser

representados por mais de uma tripla (7, ¢, ). De fato para tais pontos (com ¢ = 0 ou ¢ = 7) o
angulo 6 ndo importa.

Observando a Figura 9.14 concluimos facilmente que as coordenadas esféricas se relacionam

com as coordenadas cartesianas segundo as seguintes equacdes:

Fig. 914: Sphere Spirals de M.C. Escher

T = rsen ¢ cosf
y = rsen ¢sen

Z=1rcoso

r=a?4+y?+ 22
Va?+y?

z

¢ = arctg | ———
Y
x

0 = arctg (

Tente verificar isso.
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Curva Loxodrémica:
<

Problemas com simetria esférica em geral tem uma representacéo mais simples em coordenadas
esféricas. Observe a curva desenhada por M.C. Escher em sua obra “Sphere Spirals”. Tal curva
é conhecida como curva loxodromica e é a curva que cruza os meridianos sempre com o mesmo
angulo. Tal curva é representada por uma linha reta na projecdo de Mercator (ver Wikipedia), isto é,
se m é a inclinagdo da reta e ¢y é o instante onde a curva cruza o Equador, na projecio de Mercator

teriamos:
x(t) =t

y(t) = m(t —to)

Olhando para a curva numa esfera de raio 1 teriamos em coordenadas esféricas:

r(t)=1
0(t) =t
¢(t) = arcsin(tanh(m(t — tg))) + g

Em coordenadas cartesianas, no entanto, tal curva seria representada pelas equacoes:

cost
cosh(ggrgtt— to)
cosh(m(t — tg)
z(t) = tanh(m(t — to))

x(t) =

y(t) =

Observe que nos sistema cartesiano é dificil a primeira vista até mesmo saber que a curva se encontra

numa esfera, fato que no sistema esférico é imediato.

O sistema de coordenadas cilindrico é, simplificadamente, o sistema de coordenadas polar do
plano euclideano complementado com uma terceira coordenada para descrever a altura z do ponto
em relacdo ao plano Oxy. Para definir as coordenadas cilindricas de um ponto é necessaria a escolha
de um ponto de origem O, eixo Oz para marcar a altura e uma referéncia de azimute no plano
perpendicular a Oz pela origem (plano de referéncia). As coordenadas (r, 6, z) do ponto P sio

definidas por:

« distancia radial dada pela distancia euclideana de P ao eixo Oz;
« azimute §, angulo entre a referéncia de azimute e a projecdo de O ?7 sobre o plano de referéncia;

« altura z que é a distancia de P ao plano de referéncia.


http://en.wikipedia.org/wiki/Mercator_projection
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Fig. 915: Coordenadas Cilindricas

As coordenadas cilindricas e cartesianas se relacionam de forma muito parecida com a a relacio

entre coordenadas polares e cartesianas:

T =17cosb
y = rsenf
2=z

e, inversamente:

r= VT

0 = arctg (%)

zZ=Zz

Hélice:
<

Voltemos ao Exemplo 9.6 que descrevia uma hélice que em coordenadas cartesianas possuia
equacgdo X (t) = (cost,sent,t/10). Em coordenadas cilindricas as equag¢des paramétricas se sim-
plificariam a:

X(t) = (1,t,/10).

Estude isso.

Comprimento de uma Curva

Provavelmente em cursos de fisica vocé ja se deparou com a formula:

As = vAt
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que indica a distancia percorrida As por um corpo que se move durante um periodo de tempo At

com velocidade constante v (onde v é igual ao comprimento do vetor velocidade v).

Como poderiamos generalizar o calculo da distincia percorrida para um corpo que se move com

velocidade ndo constante entre os instantes tg e t ao longo de uma curva parametrizada X (t) =
(=(t), y(1))?
Algo que talvez também ja seja familiar a vocé é que tal formula se generaliza por:
t
As = / v(t)dt,
to
onde v(t) = |lv(t)].
Inspirados por essas equacdes, definimos o comprimento de uma curva X : I — R? parametri-

zada por X (t) = (z(t), y(t), 2(t)) no tempo t a partir do ponto ¢y por:

s(t) = [ [ X'()]|dt

to

ou de modo mais explicito:

Fig. 916: Comprimento de uma curva

Intuitivamente a férmula acima admite a seguinte interpretagdo. Dividamos o intervalo [¢g, t]
em partes de modo que tg < t; < t3 < -+ < ty41 = t. O comprimento do segmento de reta que

liga X (¢;) & X (t;+1), obtido pelo Teorema de Pitagoras, é dado por:

As; =/ (Azi)? + (Ayi)? + (Az)?,

onde Az; = (z(tit1) — z(t)), Ay = (Y(tit1) — y(ti)) e Az = (2(tiy1) — 2(t;)). Assim o
comprimento As da curva parametrizada X (t) de t( a t é dado aproximadamente por:

As =~ En: As;.
=0

Ver Figura 9.16.
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Mas, se At_(t;+1 — t;) temos:

Az;\? Az 2 Az 2
_ 7 ) 7 N2
As; <<Ati) +<At,-> +<Ati> )(Am

= (Vore s o+ w2 s

Az Aus Az
onde vi = ( Af;)’ v = ( A?:) e vy = < Aj:) Aumentando a parti¢do e diminuindo os

intervalos [t;, t;11] temos que no limite a expressdo

ao= Y (i ol () At

=0

torna-se

)= V(@ ()2 + (v ()% + ((1))2dt

ExEMPLO 9.19 Qual o comprimento do circulo de raio 1?

Solucido: O circulo de raio 1 pode ser representado como uma curva parametrizada por X (t) =
(cost,sent). Para obtermos o comprimento do circulo integramos a norma do vetor velocidade
X'(t) = (—sent,cost):

2m 2m
s(2m) = Vsen?t + cos? tdt = / 1dt = 2.
0

0
EXEMPLO 9.20 Qual o comprimento da hélice dada por X (t) = (cost,sent,t/10) entre os instantes 0 e 47?

Solucdo: O vetor velocidade da curva é dado por X'(t) = (—sent,cost, 1/10). Logo:

4 2 s
1 101 4m+/101
47) = 2t +cos?t+ | — | dt = —dt=-——
s(4m) /0 \/Sen cos (10) /0 \/ 100 0
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Regides planas limitadas por curvas

Frequentemente em problemas de fisica e engenharia precisamos encontrar areas de regides do
plano limitadas por curvas planas. Nao é raro, também, problemas que envolvem densidades (de
massa, por exemplo) variaveis numa placa plana, sobre a qual estamos interessados em entidades
como o peso ou centro de massa. Para lidar com tais problemas utilizam-se ferramentas desenvolvi-
das em calculo integral, um tema que vai muito além do escopo deste livro. No presente momento
nao nos é necessario entender quais sdo e como podemos utilizar tais ferramentas. No entanto a
descrigéo de regides do plano limitadas por curvas é um tema de grande interesse para a geometria

analitica. Temas este que trataremos a seguir.

Um modo interessante de descrevermos regides limitas por curvas é nos utilizarmos de coorde-
nadas cartesianas e “escanearmos” a regido analisando a interseccdo da regido com retas verticais,

ou seja, retas do tipo « = k, onde k é uma constante real.

y -

\i

Fig. 917: Regido limitada por 3 retas

Imagine que queiramos descrever a regido interna ao triangulo representado na Figura 9.17, isto é
a area limitada pelos pontos O = (0,0), A = (2,0) e B = (1,2). Podemos descrevé-la analisando

a interseccdo das retas de equacio = = k, para k € [0, 2], com o tridngulo. Como a reta @ tem

equacdo y = 5% veriamos que para um dado z fixado os pontos do tridngulo teriam a coordenada

1
y no intervalo [0, ix] Simbolicamente representariamos a area do tridangulo por:

1

r=2 y:ix
ApoaB = / / dydz
=0 Jy=0

Considere agora o tridangulo AOAB limitado pelos pontos O = (0,0), B = (4,2) e C = (2,4)

(Figura 9.18). Nesse caso, = deve variar no intervalo [0, 4] para cobrir todo o tridngulo. No entanto,
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"y

Fig. 918: Regido limitada por 3 retas

S
quando x pertence ao intervalo [0, 2] a coordenada y fica limitada pelas retas b@ e OA, e quando x
esta no intervalo [2, 4] a coordenada y fica limitada por b@ e 1@ . Assim sendo, para simplificar a
descricdo da regido “escaneada” por retas verticais, descrevemos a area do triangulo AOAB como

a soma dos tridngulos AOAE e AEAB.

Descrevendo o triangulo AOAE temos entao que, para = entre 0 e 2, os pontos do tridngulo

<s—
ficam entre as retas b@ e OA, de equacdesy = 536 e y = 2x, respectivamente. Logo, para x € [0, 2]

1 ) 1 . .
devemos ter 53: <y <2z, o0useja,y € [53:, 2x]. Simbolicamente:

=2 py=2
ApoAE = / / 1 dydz.
=0 Jy=—x

2

Para o tridngulo AFE AB teriamos x variando entre 2 e 4. Nesse caso, os pontos do triAngulo

ﬁ 1

ficam entre as retas @ e AB, de equagdes y = 51‘ ey = —x + 6, respectivamente. Logo, para
1 1

x € [2,4] devemos ter % <y < —x+6,0useja,y € [§k’ —k + 6]. O que simbolicamente ficaria:

r=4 y=—x+6
ApEAB = / / 1 dydx.
=2 Y

=—x

2

Finalmente, a area do tridngulo AOAB seria representada por:
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AproaB = ApoAE + ArEAB =

=2 ry=2x =4 pry=—x+6
= / / 1 dydzx + / / 1 dydzx.
z=0 y:ix r=2 y:§:c

\ 4

Fig. 919: Setor circular

ExEMPLO 9.23 Considere agora a regido do plano acima do eixo Ox e limitada pelo circulo de equacio x2 + y? = 4
(Figura 9.19). Podemos descrevé-la variando x no intervalo [—2,2] e, para cada x fixado, fazer y
percorrer o intervalo de 0 (reta y = 0) até y = /4 — 22 (parte da curva 22 + y?> = 4 sobre o eixo

Ox). Desse modo, a area seria simbolicamente indicada por:

=2 py=+v4—x2
AjoB :/ / dydzx.
=—2Jy=0

A
Yy
l l
1 1
1 1
1 1
c e o) H A X

Fig. 920: Meio anel
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Suponha agora que queiramos descrever a regiao do plano acima do eixo Ox e limitada pelos circulos
centrados em 0 = (0,0) e de raios 1 e 2 (Figura 9.20). Novamente, podemos descrevé-la variando x

no intervalo [—2, 2]. Mas agora, parax € [—2,—1] e x € [1,2], y ficaentre aretay = 0 e a curva
y = V4 — x? e parax € [—1,1], y estd limitado pelas curvas y = 1 — 22 e y = v/4 — 2. Desse

modo, a area seria simbolicamente indicada por:
z=—1 py=V4—22 z=1 py=v4—zx2 =2 py=V4i—x2
Accga = / / dydx + / / dydx + / / dydzx.
=—2 Jy=0 z=—1Jy=v1-22 z=1 Jy=0

Alternativamente, poderiamos descrever a mesma area subtraindo a area entre o eixo Ox e o circulo

de raio 1 da area entre Oz e o circulo de raio 2, ou seja:
=2 py=V4i—z2 z=1 py=v1-22
AccrA = / / dydz — / / dydz.

<

Quando as regides a serem descritas tém certa simetria circular como nos Exemplos 9.23 e 9.24,
um modo interessante de descrever as areas é através do uso de coordenadas polares. Podemos
descrever uma dada regiao variando a coordenada 6 e olhando para a interseccdo da regido com a

semi-reta de equacéo f = k (em coordenadas polares).

Assim a area do Exemplo 9.23 poderia ser representada variando 6 no intervalo [0, 7] e, fazendo,

para cada 6 fixado, r percorrer o intervalo [0, 2]. Simbolicamente representariamos isso por:

O=n pr=2
AjoB = / / rdrdf.
60=0 r=0

Em coordenadas cartesianas usualmente escrevemos dydx na descri¢do da area motivados pelo fato

de que a area de um retangulo de base Ax e altura Ay é AyAx.

Em coordenadas polares escrevemos rdrdf ao invés de apenas drdf, pois a area de um setor
circular definido por um dado A#f e com raio variando entre r e r + Ar é aproximadamente dada

por rArAf se Ar é pequeno.

Mais detalhes podem ser encontrados em referéncias classicas de calculo.

A regido do Exemplo 9.24, por sua vez, poderia ser representada variando 6 no intervalo [0, 7]

e, fazendo, para cada 6 fixado, r percorrer o intervalo [1, 2]. Simbolicamente representariamos isso

O=m r=2
AproB = / / rdrdf.
6=0 r=1

por:
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Fig. 921: Cardioide

ExXEMPLO 9.26 Imagine que queiramos usar coordenadas polares para descrever a regido do plano limitada pelo

cardioide de equacdo r = 1 + cos 6. Para isso, fazemos 6 variar no intervalo [0, 27| e, para cada 6

fixado, fazemos r variar entre 0 e 1 4 cos . Assim tal regido seria descrita por:

Exercicios

=27 r=1+cos 6
A= / / rdrdf.
6=0 r=0

Ex. 9.1 — Esboce as regides descritas abaixo:

a) J{J° dydx
by [y [2F dydx
c) fol f22:c dydzx
) J5 [1, dedy
) [7 [ dyd

N
f) ffg f_jm dydzx

VI—z2
g) f03 o ’ dydzx

2
h) f_22 o Y dydx

Ex. 9.2 — Descreva as regides abaixo de dois modos diferentes usando a notacdo para coordenadas

cartesianas descrita acima:

a) Regido limitada pelos eixos coordenados Oz e Oy e areta y + 2x = 4

b) Regido limitada pelas parabolas z = 32 — 1 e = 2y + 3.
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5 ; Ly
c¢) Regido dentro da elipse %5 + % = 1.
d) Regido acima do eixo Oz a direita do eixo Oy e entre os circulos 2 +y? = 4e 2% + 9% = 9.

e) Regido limitada da figura abaixo:

=Y

Ex. 9.3 — Inverta a notacdo de (??) para (??) ou (??) para (??) nos itens do Exercicio 9.1.

Ex. 9.4 — Esboce as regides descritas abaixo usando coordenadas polares:
a) [T [2rdrd.
by [27 ] rdrdd.
o [ [Zrdrdo.

Ex. 9.5 — Use coordenadas polares para descrever as regides abaixo:
a) Anel centrado na origem de raio interno 2 e raio externo 4
b) Parte do anel centrado na origem de raio interno 1 e raio externo 2, localizada no primeiro
quadrante.
c) Parte do anel centrado na origem de raio interno 1 e raio externo 2, localizada no primeiro

quadrante, entre o eixo Oy e aretay = x.



10.1

Mudanca de Coordenadas Ortogonais

no Plano

Como sabemos, um sistema de coordenadas 3 no plano é um conjunto de dois vetores linearmente
independentes f;, f2 (ou seja uma base E para V2) e um ponto O, chamado de origem do sistema

de coordenadas.

Sabemos de modo geral que um ponto fixo P ao ser representado em diferentes sistemas de
coordenadas possuira coordenadas distintas. Esse fato foi usado intimeras vezes ao escolhermos um
sistema de coordenadas para representarmos um problema: o mote era que através de uma esco-
lha adequada para o sistema de coordenadas podemos simplificar diversos problemas de geometria

analitica.

Neste capitulo iremos um pouco além e entenderemos a relagao entre a representacdo em dife-
rentes sistemas de coordenadas através das mudancas de coordenadas, isto é, de algumas transfor-
macdes que nos permitem identificar os objetos geométricos nos diferentes sistemas. Mas antes de
irmos ao caso geral concentraremos nossos esfor¢os num tipo especial de mudancas de coordena-
das, as transformacdes ortogonais e em especial a translagdo e rotagdo.. Estas apresentam-se como
transformacdes de fundamental importancia para nds uma vez que levam sistemas de coordenadas

cartesianos em sistemas cartesianos.

Translacao

Uma translagdo é uma mudanca de coordenadas entre dois sistemas ¥ = (O, B = (e1,e2)) e

¥ = (0, B' = (f1, f2)) na qual as bases B e B’ sdo iguais, isto ¢, apenas O e O’ diferem.

213
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Fixado um ponto P do espaco, qual a relacio entre as coordenadas (x,y) de P no sistema X e

as coordenadas (', y’) de P no sistema >'?

Y
Y
VH

Fig. 101: Translacdo

Sejam (h, k) as coordenadas do ponto O’ no sistema . Temos entdo que, na base (e1, ez2),
oP = (x,y), O'P = (2/,y/) e OO" = (h,k). Como oP = 00 + O'P, temos que (z,y) =

(@',y') + (h, k). Dessa forma a mudanca de coordenadas de ¥’ para ¥ assume a seguinte forma:

x @ h
= )+
y y k
onde (h, k) as coordenadas do ponto O’ no sistema de coordenadas sistema ¥;.

10.2 Eliminacdo dos termos lineares de uma equacao quadratica

Vamos agora usar a translacio para simplificar a equagdo f(z,y) = Ax? + By? + Cxy + Dz +

FEy+ F = 0, eliminando seus os termos lineares.

x=12"+h
y=y +k

Substituindo na equagao de segundo grau temos:

As equacdes das translagdes sdo

A +0)°+ By +k)>+C (@ +h) (y +k)+D (@ +h) +E(y +k) + F =0
expandindo temos:

Ah? 4 Chk + 2Aha’ + Chy' + Dh + Bk* 4 Cka' + 2Bky' + Fk+
+A(2)? + C2'y + D2’ + Bly')* + Ey + F =0
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Agrupando os termos

A(@)? + B(Y)* + Ca'y + (2Ah + Ck + D) 2’ + (Ch + 2Bk + E) y/'+ (10.1)
+Ah?> + Bk*> + Chk + Dh+ Ek+ F =0

Queremos que os termos lineares se anulem, logo

2Ah+Ck+D =0
Ch+2Bk+E =0

Se o sistema tiver solugao, entdo teremos resolvido o problema. Isso ocorre por exemplo se

24 C

=4AB—-C?#0
C 2B

Caso o determinante se anule, podemos nio ter nenhuma solucéo (sistema impossivel) ou um

numero infinito de solucdes (sistema indeterminado).

Notemos também que os coeficientes dos termos de grau dois ndo se alteram e que o termo

constante F' vale f(h,k) = Ah* + Bk? + Chk + Dh+ Ek+F =0
ExeEMPLO 10.1 Achar uma translacdo que elimine os termos lineares da equagio:

2?2 —5zy — 11y — 2+ 37Ty + 52 =0

Solucio: Se substituirmos x = 2’ + h e y = y + k. Teremos
(' + 1) =5 +h) (Y +k) 11 (y + k)= (&' +h) +37 () + k) +52=0  (10.2)
Donde temos:

(2")? — 52"y — 11(3/)? + (2h — 5k — 1)z’ — (5h + 22k — 37)y'+
+ (h* — 5hk — 11k* — h + 37k + 52) = 0

Como queremos que os termos em x’ e em 3’ se anulem, devemos ter para isso
2h—5k—-1=0
Sh+22k - 37=0

O sistema linear acima possui uma unica solucio [h = 3,k = 1] . E logo a equacéo 10.2 se simplifica
a
(") =52’y —11(3/)> +69 =0
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Simplifique a equacio g (x,y) = 42? — 4oy + Ty? + 122 + 6y — 9 = 0.

Solucao: Usemos agora o deduzido imediatamente antes do Exemplo 10.1.

x=12"+h
y=y +k

Para termos os termos lineares nulos, devemos ter

Sejam

8h—4k+12=0
—44+14k+6=0

Resolvendo esse sistema linear chegamosah = —2e k = —1

Temos, assim, que F = g(—2, —1) = 4(=2)2—4(=2) (=1)+7(=1)?+12(=2)+6 (—1)—9 =

—24. Logo a equagio no sistema Y’ fica

4(a) —day +7(y)° —24=0

Exercicios

Ex. 10.1 — Em cada um dos seguintes itens, transformar a equa¢ao dada por uma translacdo dos

eixos coordenados para a nova origem indicada.
[1]z2+y? + 22— 6y+6=0(—1,3)
(2322 + 2y + 122 — 4y + 8 =0 (-2,1)
[8Jy® —2? +3y* — 4y +3y —3=0(-2,-1)
[alry — 3z +4y — 13 =0(—4,3)

Ex. 10.2 — Nos item abaixo, por uma translacdo dos eixos coordenados, transformar a equacdo dada

em outra desprovida de termos do primeiro grau.

[1]22? + y? + 162 — 4y + 32 =0
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[2]32% — 2y? — 422 — 4y + 133 =0
ey —x+2y—10=0

Ex. 10.3 — Dada uma equacio quadratica em duas variaveis Az? 4+ Cxy + By? 4+ Dz + Ey+ F =
0, prove que se 4AB — C? # ( entio sera possivel eliminar os termos lineares através de uma
translacao. Verifique que a reciproca néo é verdadeira, i.e., € possivel eliminar os termos lineares de
uma equacio quadréatica em duas variaveis através de uma translagio mesmo tendo 4AB — C? = 0.
Faca isso mostrando que, por exemplo, a equacio quadratica 4x2 4 y2 + 4xy + 22 + y = 0 satisfaz

4AB — C? = 0 porém existem infinitas translacdes que eliminam o termo misto.

Ex. 10.4 — Prove que na equacéo de segundo grau f(z,y) = Az’ +Bxy+Cy?>+Dx+Ey+F = 0,

quando a origem é transladada para o ponto (h, k) o termo constante é transformado em f(h, k).

Rotacao

Considere no plano um sistema de coordenadas ¥ = (O, e1, e2). A rotagdo de 3 por um angulo «
corresponde a um sistema de coordenadas ¥’ = (O, f1, f2) onde os vetores f1, f2 sdo iguais aos

vetores ej, ez girados de o no sentido anti-horério.

e

Fig. 102: Rotacéo

Em coordenadas polares temos o seguinte. Considere um ponto P de coordenadas (, 6) . Subs-
tituindo 6 por 6 — o rotacionamos o ponto P pelo angulo a (Por qué?). Ou seja, definindo um novo
sistema de coordenadas polares por 7’ = r e § = 6 —«, obtemos um sistema de coordenadas polares

rotacionado de .

A partir da identificacdo do sistema polar com o sistema cartesianas associado temos que as
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coordenadas (x,y) de P obedecem:

xr =rcosf

y =rsenf

Por outro lado, denotando por (', 3/’) as coordenadas de P no sistema cartesiano rotacionado temos

entio:

e assim

/

x' = rcosfcosa+ rsenfsen o
/

Yy = rcosasend — rcosfsena.

Como x = rcosf e y = rsenf segue que

/
T = X CosC + ysen«

/
Y = —xrsena —+ Yy cosq,

o que relaciona as coordenadas (z,y) de P no sistema ¥ com as coordenadas (z’,y’) de P no

sistema cartesiano Y’ rotacionado de um angulo a.

Em nota¢do matricial temos:
x cosa  sena x
Y —sena  Cos Y
Calculando a transformacéo inversa (matriz inversa) segue entdo que
x| [ cosa —sena x
Yy sena oS Y

Donde:

/ /
=T COsStx — Y Sen «

yzx’sena—ky’cosa,

Eliminemos agora o termo misto de Az? + By? + Czy + Dx + Ey+ F = 0 através de rotacio.
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Queremos achar uma rotacdo por um angulo « tal que a equacéo acima se reduza a
A+ By +De+FEy+F =0
Substituindo z = 2/ cosa — i’ sena e y = ' cos a + 2’ sen a em Az + By? + Cxy + Dz +
FEy + F = 0 teremos:

A (m'cosa — y'sena)2 +B (y'cosa +a:'sena)2+
+C (x/ cosa — 7 sen a) (y/ cos o + o’ sen a) +D (a:’ cos a — 4 sen a) +

+FE (y/cosoz—l—x/senoz) +F=0

Expandindo:

A(x')? cos? a — Ax'y/2sen acosa + A(y')? sen® +
+B(y')? cos> a + Bz'y'2sen avcos o + B(z')? sen? +
+Cz'y cos? a+ C(z')?senacosa — C(y')? sena cos a — Cz'y sen? a+

+D2x’ cosa — Dy sena + Ey cosa + Ex'sena+ F =0
Donde chegamos a:
A2+ By +C'2'y + D'z +Ey+F =0,
onde:

A" = Acos® a + Bsen? a + C cos asen a

B' = Bceos? a + Asen? a — C cos avsen a

C' = Ccos®a— Csen?a — 24 cos asen o + 2B cos avsen a
D' = Dcosa+ Esena

E' = FEcosa— Dsena

F'=F

Para eliminar o termo misto devemos ter
!
C' = Ccos®>a— Csen®a — 2A cos asen o + 2B cos o sen «
seja zero, ou seja queremos que

C' = Ccos2a — (sen2a) (A— B) =0

E assim:
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Um modo mais facil de lembrar dessas equagdes é notar que A’ + B’ = A + B e que

A" — B'= Acos®> a + Bsen® a + C cos asen o — (B(3052 a+ Asen®a — Ccosasena)
= Acos’>a — Beos® a — Asen? o + Bsen? a + 2C cos asen a.
Usando as formulas de angulo duplo cos? § —sen? § = cos (26) e 2sen 6 cos § = sen (26) temos

A" — B = A’ cos 2a — B’ cos 2a + C' sen 2a
= (A' — B/) cos 2a + C’ sen 2a.

Logo
A—-B 2
A’ — B’ = C'sen 2« A7 Drossa 1
C  sen2«
= C'sen2a (cot? (2a) + 1) .
Assim

A" — B' = Ccsc(2a).
Desse modo, para acharmos A’ e B’ temos de resolver o sistema

A+B =A+8B

2
A — B :C’csc(2a):C\/<A_7B> +1

C

ExeEmPLO 10.3 Simplifique a equacio g (v, y) = 42 — 4oy + Ty? + 122 + 6y — 9 =0

Solucio: Como vimos na secdo anterior a translacdo

r=x —2
y=y -1

elimina os termos lineares e transforma a equacéo para
4 (3:')2 — 42’y + 7 (y')2 —24=0

h=-2ek=-1
~ ~ A-B -3 3., . . .
Entdo uma rotacdo por cot (2a) = 0 = 1 = 1 ira eliminar o termo misto. Note que se
3 5
cot (2a)) = —, entdo o angulo « estd no primeiro quadrante e csc 2a = 7 (S6 para sua curiosidade

o ~ 26.565)
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Logo

A"+ B"= A+ B' =11
A" — B" =Ccsc(2a) — 5

Resolvendo o sistema linear temos que A” = 3 e B” = 8 e logo a equagio fica

(Como veremos depois, uma elipse horizontal) g

Exercicios

Ex. 10.1 — Determinar as novas coordenadas dos pontos (1,0) e (0, 1) quando os eixos coordenados

sao girados de um angulo de 30°.

Ex. 10.2 — Para cada equacao abaixo transformar a equacdo dada por uma rotacéo dos eixos coor-

denados do angulo indicado:
2:1: + 5y —3 =0, arctg 2,5
[2]a? — 22y + y? — 2z =0, 45°
[3v/3y? + 32y — 1 =10, 60°

Ex. 10.2 — Por uma rotac¢ao dos eixos coordenados, transformar a equacdo dada em outra despro-

vida do termo xy.
4:E2—|—4:Ey—|—y2—|—\/5$ =1
[2]922 + 3zy + 9y* =5
[3]x? =22y +y? —4 =0
[4]1622 + 24ay + 9y* + 252 = 0

Ex. 10.2 — Prove que os nimeros A + C e B? — 4AC sio invariantes por rotacdes.

10.4 Equacdes Geral do Segundo Grau no Plano

Através do uso de translacdes e rotacdes do sistema de coordenadas, podemos observar que as

equacdes de elipses, parabolas, hipérboles e circunferéncias podem ser escritas na forma Ax? +
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By?+Cxy+ Dx+ Ey+ F = 0. No entanto, nem toda equagao nessa forma representa uma dessas

2

conicas. Por exemplo, a equacio 22 — y? = 0, ou de modo mais conveniente (x + y)(x — y) = 0,

representa duas retas concorrentes: z +y =0ex —y = 0.

E um bom exercicio observar que podemos dividir equagdes quadraticas do tipo Az? 4+ By? +

Cxy + Dz + Ey + F = 0, em trés grupos de acordo com as curvas que elas representam:

- Equacbes do tipo eliptico, onde C? — 4AB < 0: vazio, ponto, circunferéncia ou elipse;

- Equacbes do tipo parabolico, onde C? — 4AB = 0: vazio, reta, uniio de duas retas paralelas

ou parabola;

- Equagdes do tipo hiperbélico, onde C* — 4AB > 0: unido de duas retas concorrentes ou

hipérbole.

ExempLO 10.4 Exemplos de equacdes quadraticas em x, y:

Equagdes do tipo eliptico:
. 224 y2 + 1 = 0: Vazio;
. 2% + y% = 0: Ponto;
o 22+ y2 — 1 = 0: Circunferéncia;
« 22 +2y? — 1 = 0: Elipse.
Equacdes do tipo parabdlico:
e (z+y)? = 2%+ 2zy + y? = 0: Uma reta;
c (x+y)(x+y+1) =22+ 22y +y? + 2 +y = 0: Unido de duas retas paralelas;
« x — y? = 0: Parabola.
Equacdes do tipo hiperbdlico:

2

« (x+19y)(z —y) = 22 — y? = 0: Unido de duas retas concorrentes;

« (r+y)(@+y+1) =22y~ 1=0: Hipérbole.
<
Para uma identificacdo exata da curva representada pela equacdo devemos através de translacdes

e rotagdes obter uma equacao simplificada, isto é, sem termos lineares e misto. Para isso, sugerimos

o seguinte método:
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Verifique se existe termo misto, isto é, se C' # 0. Se C' = 0, complete quadrado e faca uma
translacdo para finalizar a simplificacdo da equagao.

Caso C' # 0, proceda como indicado no capitulo de Mudanca de Coordenadas, para eliminar

os termos de primeiro grau via translacéo.

OBSERVACAO 10.5 Podemos, nesse ponto, chegar a um sistema incompativel. Nesse caso, partimos para o pro-

ximo passo sem nada fazer.

Como feito no capitulo de Mudanca de Coordenadas, eliminamos agora o termo misto via

rotacao.

Como vimos no exercicio ??, é possivel através de translacdes eliminar os termos lineares de
Ax? + Bxy + Cy? + Dz + Ey + F = 0 (com certeza) se 4AB — C? # 0.

Caso 4AB — C?* #0
Nesse caso a simplificacdo segue via translagio e rotacio.

EXEMPLO 10.6 Reduzir a equacio 22 — 5zy — 11y% — 2 + 37y + 52 = 0.
<

Solucio: Fazemos a translagio z = 2’ + h e y = ' + k e queremos que os coeficientes de 2’ e ' se

anulem. Para isso teremos que

2h -5k —-1=0
bh+22k —37=0

Cujas solucdes sio h = 3 e k = 1. Ou seja a nova origem é o ponto (3,1) e nesse sistema a
equacdo fica
(@) + 52"y + 11 (/) + 69 = 0

Para eliminar o termo misto devemos rotar a equagio por
cot (260) = —12/5
E a equacdo apds a rotacdo fica sendo
A" (z")? + B (y")* = 69
Onde A" + B" = A"+ B'e A” — B" = B'\/cot (26) + 1 e assim
23 3

A//:__CB//:_
2 2
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e a equacdo se reduz a
IL'//
6

Caso 4AB — C? =0
Neste caso ndo tentaremos eliminar os termos lineares e passaremos direto ao termo misto. Para
eliminar o termo misto faremos uma rotag¢io pelo 4ngulo dado por

A—-B

cot (2a) = 8

1622 — 24wy + 9y? + 152 + 17y + 15 =0
<

Solucio: Neste caso 4AB — C? = (. Eliminaremos o termo misto rotacionando por um angulo de

A-B 7T

cot (260) = BT

Neste caso temos um tridngulo de lados —7, 24 e 25. e desta forma sen (20) = 24/25 e
cos (20) = —7/25

Também sabemos que
tah = sen (20)
1 + cos (26)

e logo tg () =24/18 = 4/3 e logo sen () = 4/5 e cos (#) = 3/5 e as equagdes da rotacio ficam
sen (26) = 2cos fsen 6 cos (20) = cos? § — sen?

3 4

__/__/

TEEY T RY
(S

4,3

y=ca'+ 2y

e a equacdo reduzida pode ser calculada pelas equacdes

A+B =A+B=25
A'— B'=Ccsc(2a) = —25

elogo A’ = 0e B’ = 25 e a equacdo se reduz a

3 4 4 3
%(yf—38<3ﬂ—gy>—34<3ﬂ+3y>+71:0
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25 (/) — 502" + 10y + 71 =0

Completando os quadrados temos

(1) 2(+3)

Exercicios

Ex. 10.1 — Identifique e desenhe as curvas, mostrando os novos eixos apds a rotacdo e translacéo:
[1]22? + 4wy + 5y* — 8z — 14y +5=10
[2]a? — 5oy + 13y* + Tz — 31y — 37 =0
[3[32% + 122y + 8y — 24z — 40y + 60 = 0
[4]112? + 62y + 3y* — 122 — 12y — 12 =0
[5]72? —8zy + y*> + 140 — 8y + 16 = 0
@6:132 + 122y 4+ y?> — 362 — 6y =0
[7]92% — 152y 4+ y* + 63z = 0
[8]2522% + 120zy + 144y? + 86z + 233y + 270 = 0
[9]pa? 4 120zy + 144y* — 312z + 130y + 156 = 0
3:2—4:Ey+4y2—|—3:1:—6y—28:0

4:E2 + 122y + 9y? — 22 — 3y &+ 2 = 0 (dois problemas)

10.5 Um pouco de Algebra Linear

Dado uma matriz real 2 x 2:

e v = (z,y) um vetor no plano.

Definimos o produto da matriz A pelo vetor v como

Av = (a1 + a12y, (a1 + azy)
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O produto da matriz A pelo vetor v definida acima é linear, isto é, satisfaz:
A()\lu + )\Q'U) = AMu + AXv
para todos os vetores u, v e para todos escalares Aj, A2. A demonstragio desse fato serd deixada
como exercicio.

DEFINICAO 10.8 Um ndimero real A é dito autovalor para a matriz A se existir um vetor v néo nulo tal que

Av = \v

Dado A um autovalor da matriz A, diremos que que um vetor « é um autovetor de A associado

ao autovalor A se Au = \u.

Em coordenadas temos as seguintes condigdes:

(a1 + a1y, (a212 + azy) = (Az, \y)

Ou equivalentemente:

a1 — ANz +apy =0
a1z + (az2 — Ny =0

O sistema acima tem solucdo nio trivial somente se:

a1 —A a
det 11 12 —0
a21 agy — A
Ou seja, A é um autovalor da matriz A se e somente se for raiz do polinémio ps(\) = (a1 —

A)(a22 — A) + aj2az1. O polindmio p4(A) é dito polinémio caracteristica da matriz A.

Os argumentos anteriores provam o seguinte teorema:

TEOREMA 10.9 Os autovalores de uma matriz A sdo as raizes do polindmio caracteristico da matriz A.

Para uma matriz simétrica temos:
TEOREMA 10.10 Dado uma matriz A simétrica 2 x 2 entio:

A possui dois autovalores reais A1 e Ao.
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Existe um par de autovetores u e v relativos aos autovalores A, A» respectivamente. Esses

autovetores sdo ortogonais.

Considere a matriz B cuja primeira coluna é formada pelas coordenadas de u e a segunda

coluna é formada pela coordenadas do vetor v entdo:
pap= (M ¢
0 A

Demonstracdao.

O discriminante da equacio quadratica p4(\) = 0é A = (4 — C)? + B2 Como o discrimi-

nante é ndo negativo as raizes sdo reais .

[2] Se A > 0 aequagdo tem p4(A) = 0 tem raizes reais distintas: A1, Ao.
Sejam u e v tais que Au = Mju e Av = \v.

Vamos provar que u e v sdo ortogonais

Au-v=u-Av

Logo

AU -V = AU v

(/\1—/\2)U'U:0

elogou-v =0

Fazer.



Mudanca de Coordenadas no Espaco

11.1 Mudanca de Base

Dadas duas bases do espaco E = {e;, ey, e3} e F = {f}, {5, f5}. Os vetores e; podem ser escritos

como combinagio linear de f; :

e; = aq1f] + ao1fy + asifs (11.1)
ey = aqof] + agefy + assfs (11.2)
e3 = a3y + agsfy + assfs (11.3)

Dado um vetor qualquer ele pode ser escrito como como combinacéo linear de e; e de f;

vV = ze; + yes + zes

v = uf] + vfy + wfs

Ou de modo equivalente as coordenadas de v na base E sdo (z,y, z) e as coordenadas desse
mesmo vetor na base F' sdo (u,v,w) . O problema que queremos resolver é o seguinte: Imagine que
sdo dadas as coordenadas do vetor v na base E. Como fazemos para descobrir as coordenadas desse

vetor na base F'?

Esse problema é facil de resolver para isso substituiremos as expressdes de e, e, €3 na base I

dadasem 11.1,11.2 e 11.3 em v = xe; + yes + zes.

v=2x (allfl + ag1fy + a31f3) +vy (a12f1 + agofy + a32f3) +z (a13f1 + ag3fy + a33f3)
v = (xall + yaio + Zalg) fi1 + (acagl + yage + Zagg) fy + (xagl + yaszz + ZCL33) f3

228
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Em notag¢éo matricial temos:

u ailp a2z ai3 T
v = | @21 a2 a23
w azy az2 asg z

A matriz
ail aiz ai3
Mpr=| axn a2 a3
az; asz ass

é chamada matriz mudanga de base de F para F.

ExeEmMPLO 11.1 Seja a base F' dada por

e = 2f] + 3fy + 4f;
ea="HfH+1fH+1;

e3 = f2
Entéo a matriz mudanca de base vale
2 10
Mgr=13 11
4 10

Essa expressdo pode ser facilmente generalizada para um espaco vetorial finito. Neste caso seja

E ={e;}]~, e F = {f;}",. E seja a expanséo de e; na base F’
n
er=> _ aufi (11.4)
1=1

Entdo dado um vetor v=> . ,yfy e v=>]_,zre, entdo substituindo 11.4 em

vV =) _, xLe temos

n n
v=D_ D e

k=1 i=1
n n n
S oufe =D  wrank
k=1 i=1 k=1
n n n
S uef =)0 wiagify
k=1 k=1 i—1

e logo

n
Yk = § TiQk;
i=1
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ou em nota¢do matricial:

U1 ailr ... Qin 1

Yk apl ... Qnp Tl

<

E se fizemos duas mudancas de base uma de E para F' e outra de F' para G, qual sera a matriz
mudanca de base de E para G? Neste caso sejam Ap p = (a;;) a matriz mudanca de base de £/

para F' e Bp g = (b;;) a matriz mudanca de base de F' para G. Queremos determinar Cg ¢ = (c;5)
a matriz mudanca de base de F para G.

Assim temos que fk:z?zl a;e; e g = ZZ:1 by;jfi, substituindo a primeira expressdo na
segunda temos:

n n
g = b > aire;
k=1  i=1
n n
=g = Z Z brjaike;

1=1 k=1

Como gj = Y1 | ¢i;j€;, temos que
n
Cij = Z ik bk;
k=1

Ou seja, amatriz Cg ¢ = Ag,r - Brc

Uma consequéncia da expressio acima é que se a mudanca da base F para F' é a matriz A, entdo

a mudanca da base F para a base F é a matriz A~!.

ExeEmPLO 11.2 Na exemplo anterior a base F era dada por

e = 2f; + 3fy + 4f;
ey =1f) +for+1f3

63:f2

Entéo a matriz mudanca de base da base F para a base F' valia

Mg r =

SN V)
— = =
o = O
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Entdo a mudanga da base F' para a base E vale

2 10 -5 0 3
Mpp=Mgp) =311 =| 2 0o -1
410 -1 1 -3

11.2 Mudanca de Coordenadas

Sejam dois sistemas de coordenadas X1 = (O, e1,eq,€3) e X9 = (O, f1, {5, f3).

Neste caso um ponto P no espaco pode ser escrito como O? = r1€e1+Xges+X3e3 ou como
O'P = yifi+y,fotysfs.

Escrevendo os vetores e; na base f; teremos:

e1 = ay1fy + agife + asifs (11.5)
€9 = aqof] + agefs + asofs (11.6)
e3 = aq3f] + aosfy + assfs (11.7)

Entao de modo anal6go a secdo anterior teremos que o vetor O?’ escreve-se na base F' como
O?j = zf) 4+ yfy + 2f3 sendo z, y, z dados por

ailr a1z a13 I
= az1 G22 (23 T2
z aszyr a32 a33 3

€ COmo
00 +0'P = 0P
s

Escrevendo os vetores acima no sistema de coordenadas Y5, supondo que OO’ : (01,09,03)5,

teremos:

s s
00's, + O'Py,, = OPs,

Y1 01 a1l a2 ai3 x1
Yo |+ | o2 | = | ao1 a2 a3 T3

Y3 03 a3 asz ass 3
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—
Se OO0 : (s1, $2, 33)Elentéo teremos que
ail a2 ais S1
(01,02,03)5,, = | @21 az a3 59
azr asz ass 53
e assim
Y1 a1 a12 13 T1 a1 a2 a13 51
Y2 = a1 a2 a23 x2 - a1 a2 a23 52
Y3 a31 asz2 as3 T3 a31 asz ass3 S3
Y1 ailp aiz as T — 81
Y2 = a1 Qg2 ag3 T2 — 82
Y3 azy az2 ass T3 — 83
Qual é a mudanca de coordenadas do sistema ¥; = (O,e;, ey, €e3) para o sistema Xy =
(O/,fl,f2,f3) na qual o (1, 2, 1)21 efi =e,fy —=ezefy =e; + 2ey —e3?
<
10
Solucdo: Neste caso Mpp=| 0 0 2 e logo
01 -1
-1
U1 1 0 1 Tr1 — 1
Y2 = 0 0 2 To — 2
Y3 01 —1 Tr3 — 1
Y1 1 -1 0 xy — 1
Y3 0 5 0 x3—1
Entéo o ponto de coordenada P = (2,1, —3)y;, tera coordenadas no sistema 3
x 1 0 1 2—-1
=10 0 2 1-2
01 -1 3—-1
3
x 2
= 5
2
1
2
3 5 1
logo P (3,3, —3)y, -
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ExEmPLO 11.4 Dado um retdngulo ABC'D conforme a figura abaixo. E o sistema de coordenadas ¥; = (4, e, e,)

ey = (B, es, %el) . Calcule a mudanca de base do sistema X1 para Y.

Comecamos escrevendo as coordenadas da nova origem B, no sistema 1 Como AB

<
ExeEmPLO 11.5 Y1 para Yo
33 para 2y
Yo para Xq

<

Exercicios

Ex. 11.1 — Dados dois sistemas de coordenadas 31 = (O, e1,e2,e3) e ¥ = (O, f1,f,,f3) .
Escreva a equacio paramétrica daretar : X = (0,2,0) + s (1, 2, 3) dada no sistema ¥; no sistema
Yo sendo Xg:

f1 =e|,fo=—e3t+e;,f35=ee O = (1,2,3)21
f1 =—e,fy=—e3—e;,f35=ey+ege O = (1,0, 1)21
f1 =ey, fo=—e3t+e;,f35=ee O = (1,0,0)21

Ex. 11.2 — Dado o plano (22 — 4y + 2z = 4)y, . Escreva a equagio paramétrica desse plano nos

sistemas Yo do exercicio acima.

Ex. 11.3 — Dadoum plano 7 : X = Py + vt + ws

o U1 w1
X=]|yw |+ vo |t+]| wo |s
20 U3 w3

num sistema X1, escolha um novo sistema de coordenadas de modo que nesse sistema o plano tenha

equacdes paramétricas
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Ex. 11.4 — Sdo dados trés pontos A = (1,2,1) B = (3,4,0) e C = (2,3,4) . Ache uma mudanga

de coordenadas de modo que esses trés pontos fiquem no plano z = 0.

Ex. 11.5 — Faca uma translacio de modo que o plano ax + ay + az + a? = 0 passe pela origem.



A

Notacao de Somatorio

A notagdo de Somatorio é um modo sucinto de escrever somas tais como:

1P 422+ 4 n?

Observe que na soma acima o termo tipico a ser somado ¢ da forma k? e estamos somando esses

termos de 1 até n. Um modo sucinto e muito util de escrever essa soma € utilizando a notacgio de
n
DK
k=1

A expressio anterior deve ser lida como “soma de k% com k variando de 1 até n.

somatorio:

E de modo mais geral a soma dos nimeros reais aq, - - - a,, pode ser escrita usando a notacgéo de

somatorio como

n
Zak:a1+---—|—an
k=1

Claramente, ndo é necessario que a soma comece do 1. Assim por exemplo, podemos escrever:

4

> (@2s+1)=1+3+5+7+9

s=0
5 .
ng:22+33+44+55
j=2

De modo analogo ao fatorial, podemos definir o somatério recursivamente como

235
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DEeFINIcA0 A.1 Dado a; uma sequéncia de niimeros reais. Definimos o somatério de a de 1 até n como sendo a

funcdo Y ;_; ar : N* — R que satisfaz as seguintes propriedades:

1
Z ap = ai
k=1

n—1

n
> ap = a, + Y. aj para todo n maior que 1.
k=1 k=1

Assim, por exemplo pelas defini¢des acima temos que:

2 1
Zak:a2+zak:a2+al
k=1 k=1

3 2
Zak:ag—FZak:ag—i-(ag—i-al)
k=1 k=1

4 3
Zak:a4+2ak:a4+(a3+a2+a1)

k=1 k=1
Exercicios
Ex. A.1 — Ache o valor das seguintes somas:
5
a) >k
k=1
5
b) 2k
k=2
5
c) Y. (2k+1)

k=0

5
1
d > 3k+2
k=1



Funcoes Trigonométricas

Comecaremos com uma defini¢ao provisoria, porém muito util. Para um angulo agudo as funcoes

trigonométricas sdo definidas como:

hipotenusa cateto oposto

6

cateto adjacente

cateto oposto hipotenusa

senf = ———— cossec = ——
hipotenusa cateto oposto

cateto adjacente hipotenusa

cosf) = ——————— sec = ,
hipotenusa cateto adjacente
cateto oposto cateto adjacente

tgh = ' cotgf = -

cateto adjacente hipotenusa

As defini¢des acima néo se aplicam para dngulos obtusos e negativos, porém podemos genera-
lizar as funcdes trigonométricas para um angulo 6 qualquer através do circulo trigonométrico. O
circulo trigonométrico é um circulo de raio unitario centrado na origem de um sistema de coorde-

nadas cartesianas.

Para cada dngulo 0, existe um tinico ponto P pertencente ao

circulo, tal que o segmento O P faz um angulo 6 com o eixo .

P
- y
O seno é definido como a projecdo do segmento O P sobre o
eixo y. O cosseno é definido como a projegio do segmento O P '\9
X’ O
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com o eixo y. Isto é:

senf =y cosf ==x

As outras fun¢des podem ser definidas conforme as relagdes

a seguir:
sen 6 1
& cos 0 Sec cos 0
1 cos 0
0 = tf =
os¢ sen 6 €0 sen 6

Identidades Trigonométricas

Lembrando que a equagéo da circunferéncia unitaria é 22 + y? = 1 e observando que para todo
nimero real z o ponto de coordenadas (cos x, sen x) esta na circunferéncia unitaria, reobtemos a

relacdo fundamental

sen’x + cos’x = 1 (B.1)

Dividindo a equacio B.1 por cos? 2 temos:

tg?z + +1 =sec’ (B.2)
De modo analogo, dividindo a equacio B.1 por sen? x temos:

1 + cotg? x+ = cossec? (B.3)

Também temos as formulas para adicéo:
sen(x + y) = senx cosy + cos T + cos y (B.4)
cos(z +y) = cosxcosy —senxseny (B.5)
Substituindo y por —y nas equagdes anteriores
sen(x + y) = senxcosy — cosx + cosy cos(x + y) = cos x cosy + sen x sen y (B.6)

Dividindo as expressdes para sen(x + y) pelas expressdes para cos(z + y) temos:

tgxr +tgy

—_— B.7
1—tgrtgy B.7)

tg(r +y) =



APENDICE B. FUNCOES TRIGONOMETRICAS 239

Colocando y = x nas equacdes B.4 e B.5 temos:
cos 2z = 2cos’ x — 1 (B.3)

cos2z =1 — 2sen’ (B.9)

Isolando cos? x e sen? z nas equagdes anteriores obtemos:

9 1+ cos 2z

= — B.10

cos” x 5 (B.10)
1— 2

sen’ r = 70208 ° (B.11)

B.2 Graficos das Fun¢des Trigonométricas

Grafico das Funcgdes Seno e Cosseno

Comecamos observando que ambas as fungdes seno e cosseno sdo limitadas:

—1<senz<1—-1<cosz <1 (B.12)

E que que a fung¢io seno é impar pois
sen(—z) = —sen(x), paratodox € R,
enquanto que a fungéo cosseno é par pois
cos(—x) = cos(x), paratodox € R
As funcdes seno e cosseno sdo periddicas pois
sen(x + 2km) = senx, para todo z € R e para todok € Z (B.13)
cos(z + 2km) = senx, paratodo z € R e paratodo k € Z (B.14)

Das equacdes B.4 temos que:

m
cosx = sen(z + 5)

senx = cos(z — g)

E consequentemente o grafico da funcgéo cosseno pode ser obtido a partir do grafico da func¢io

seno, através de uma translagéo horizontal para a esquerda (por uma distancia 7 /2).

Os graficos das funcdes seno e cosseno sdo apresentados abaixo:
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2
f(x) =senx
- 1 - -
: -5 : 3 :
B N 129 37 05 6 2m o
- —1 .
5 A
f(x) =cosx
us 1 -
-5 3 :
. 2 T 3n
5 314 =3 -2 1 1 I 3: 5 6 2m 5mg
P} : 2 : 2
- -1 4 .

Grafico das funcoes tangente e secante

As fungdes tangente e secante estdo definidas no dominio R\{% + k7 [k € Z}. A fungdo secante

tem a mesma periodicidade da funcio cosseno, mas a tangente tem periodo 7, uma vez que

_ sen(z + )

—senax sen T

tg(x +m) =

cos(z +m)

— COST

A funcéo secante, assim como a funcdo cosseno, é par. Ja a funcdo tangente, sendo quociente de

uma funcéo impar e uma par, é uma funcgio impar. Os graficos das fung¢des tangente e secante estdo

representados abaixo:

5<f(x)§=tgx

o

s |

A )
3 _xl Lr 3
2 2 |2 2

A
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A

5 |f(x)=secx

NN

Grafico das funcoes funcdes cotangente e cossecante

As fungdes cotangente e cossecante estio definidas no dominio R\{k7 |k € Z}. A fung¢io cosse-

cante tem a mesma periodicidade da fung¢io seno, mas a cotangente tem periodo 7

f(z) = cotgx

\]

5—27'(' §—7r 71' 27.

\]
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Funcoes trigonométricas inversas

As fungodes trigonométricas definidas acima nao sdo bijetoras em seus dominios. Entretanto, é pos-
sivel falar em suas inversas, desde que tomemos dominios restritos. Apresentamos abaixo, sem
maiores detalhes, as func¢des trigonométricas restritas a dominios nos quais sio bijetoras e as res-

pectivas fun¢des inversas. Acompanham os respectivos graficos.

Funcao arco seno

A fungdo sen : [-F, 5] — [—1,1] tem por inversa a fungéo
T
L1 -5 T
arcsen : [=1,1] = [=5. 7]

definida como:

arcseny = T < senx =1y

A f(z) =arcsenx

[\V]

—_
L

Funcio arco cosseno
A funcdo cos : [0, 7] — [—1, 1] tem por inversa a func¢do
arccos : [—1,1] — [0, 7]

definida como:

arccosy = T < CosxT =y
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A :
f(z) = arccos
gl
1
—1 P

Funcao arco tangente

A funcdo tg : (—73, 5) — R tem por inversa a fungao

arctg : R — (_%’ g)

definida como:

arctgy =z & tgx =y

A
f(x) = arctgx
24
.......................................... PP
1<
-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5
-1
_z
.............................................. e
—2

Funcao arco cotangente

A funcdo cotg : (0,7) — R tem por inversa a fungio
arccotg : R — (0, )

definida como:

arccotgy = x < cotgr =y
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f(z) = arccotg x

Funcio arco secante

A funcdo sec: [0, 5

5) U (5,7 — (o0, —=1] UL, 00) tem por inversa a funcio

arcsec : (—oo, —1] U [1,00) — [o,g)u (g,ﬂ']
definida como:
arcsecy = x < secx =y
A
f(x) = arcsecx

....................... Yo

2<
........................ oD e

1<
5 o4 -3 -2 —1 1 2 3 4 5

Funcio arco cossecante

A fungéo cossec : [—5

arccossec : (—oo, —1] U [1,00) — [—g, 0) U (0,

definida como:

7,0) U (0, 5] — (=00, —1] U1, 00) tem por inversa a fungao

5]

arcCcossecy = T < cossecT = Yy
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A
o |f(x) = arccossec x
e T
Y=3 !
1<
-6 -5 —4 3. -2 -1 1 2 3 4 5 6
—_
—1 1 Yy = 2
—9 |




Matrizes e Sistemas Lineares.

C.1 Matrizes

Uma matriz real m X n é um conjunto ordenado de numeros reais dispostos em 1 linhas e n colunas.
Os elementos de uma matriz serio indicados por dois indices dos quais o primeiro indica a posigio
na linha e o segundo na coluna. Desta forma o elemento a;; refere-se ao elemento que esta na

i-ésima linha e na j-ésima coluna.

aii a12 Q1n

a1 a22 a2n
A=

Aml Gm2 - Amn

Uma matriz é dita quadrada se o nimero de entradas ¢ igual ao nimero de colunas. Uma matriz
1 x n é dito matriz linha e uma matriz m x 1 é dita matriz coluna . A matriz nula n x m é a matriz
cujas todas as coordenadas sdo 0. A matriz identidade n X n é a matriz cujos termos da diagonal,

isto é os termos a;; com i = j, sdo iguais a 1 e os termos fora da diagonal sdo zeros.

Operacoes com Matrizes

Podemos definir a soma é a multiplicacdo de matrizes por escalares coordenada a coordenada.

DEFINICAO C.1 Dadas duas matrizesn X m A = (a;j) e B = (b;;) e ¢ um escalar, definimos as matrizes A + B e

cA como:
A+ B = (aij + sz) cA = (caij)
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ExeEmpro C.2 Se

entao:

DeFINICAO C.3 Dado A uma matrizm X p e B uma matriz p X n. O produto de A por B denotado AB é definido

como a matriz C' = (cij) cuja entrada ij é definida como:

P
Cij = g ik bkj
k=1

E fundamental observar que o produto AB s6 est4 definido se o nimero de colunas de A ’igual

ao numero de linhas de B.

ExEmpro C.4 Se

entao

Ao [ 221140 (D) 2:34+41-440-5 (5 10
S\ 324214 (=1)-(=1) 3-342-4+(-1)-5 ) \ 9 12

C.2 Determinantes

Recordaremos, sem apresentar as demonstracdes, algumas propriedades dos determinantes.

Dada uma matriz A o menor dessa matriz com respeito do elemento a;; é a matriz que se obtém

ao remover da matriz A a i-ésima linha e a j-ésima coluna. Denotaremos tal menor por A;;.
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Exempro C.5 O menor de uma matriz 3 X 3 em relacdo ao elemento as3 é:

a1 ap U
A9y = O O O =
az1 azx 0

ailp a2

azr  as2
<

O determinante de uma matriz quadrada é uma funcio que associa a cada matriz quadrada um

numero real, determinado pelo seguinte procedimento indutivo:

O determinante de uma matriz 1 x 1 é igual ao valor da entrada dessa matriz, i.e,

ja| = a

O determinante de uma matriz n X n pode ser calculado somando ao longo de uma linha ou
coluna o produto de um elemento a;; por (—1)**/ vezes o determinante do menor em relagéo

ao elemento a;j, i.e.,

Assim, escolhendo uma linha, ou seja fixando um ¢ temos:
n
_ +j . ..
Al = E —(1) Qij ’AZ]’
j=1
De modo anélogo, escolhendo uma coluna, ou seja fixando um j temos:

Al =" —(1)"ai; | Ayl

i=1
O determinante ndo depende da escolha da linha ou coluna na expansio anterior.

Utilizando o procedimento anterior para uma matriz 2 X 2 e expandindo em relacdo a primeira

linha temos:

b
“ =ald| —blc| = ad —be

Utilizando o procedimento anterior para uma matriz 3 X 3 e expandindo em relacdo a primeira

linha temos:

ar b o

by c2 az Co az by
as by ¢ | =a1 — b + 1

bs c3 az c3 a3 b3
a3 bz c3

O sinal (—1)**7 da definicdo anterior pode ser facilmente calculado, notando que esse fator troca

de sinal para cada termo adjacente da matriz, conforme o padrao abaixo:
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1 -1 1
-1 1 -1
1 -1 1

Notacio: Dado uma matriz quadrada de ordem 7 e de entradas a;j, A = (a,-j, denotaremos suas

colunas por Ay, ..., A,. Logo:
Ai = (a1, - - - ani)
e assim podemos reescrever a matriz A como A = (A4, Ag, ..., 4,)

Usaremos também a seguinte notagio para representar o determinante de uma matriz quadrada:

ar b
la b ¢ ...|=|a by
Assim por exemplo:
b aq b1 C1
ap 01
la b = la b c=1|as by e
az by
a3 by c3

TEOREMA C.6 Se todos os elementos de uma coluna (ou linha) forem multiplicados por A, entdo o determinante
fica multiplicado por A:

A Agoue dsooo A= A4y Ageos Aaoue A

TEOREMA C.7 O valor do determinante é inalterado se transpormos a matriz.

aq b1 C1 ay ag as
Por exemplo: as by cg |=| by by b3
a3 by c3 cp ca 3

TEoREMA C.8 O valor do determinante troca de sinal se duas colunas (ou linha) sdo intercambiadas.

|Ay Ag- - Aj Aj Ayl =— AL Ag- AjApee Ay
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TeEOREMA C.9 Se duas linhas ou colunas de uma matriz sdo idénticas entdo o determinante dessa matriz é nulo.

TeEOREMA C.10 O valor do determinante permanece inalterado se adicionarmos um multiplo de uma coluna (linha)

a outra coluna (linha).

|A1 Ao Ay AjAn| = AL Ag---Ap- AjFAA; - Ay

Matriz Inversa

Dada uma matriz A o cofator do elemento a;; é ¢;j = (—1)""7|A;;|. A matriz formada pelos

cofatores é denominada matriz dos cofatores de A, e denotada por cof A
cof(A) = (cij) = (=1)" |Ay])
A transposta da matriz dos cofatores é denominada matriz adjunta de A e é denotada por adj(A).
Uma matriz quadrada A é dita invertivel inversa de uma matriz se existir uma matriz B tal que:
A-B=B-A=1

TeoreEMA C.11 Dada uma matriz A, essa matriz é invertivel se e somente se |A| # 0 e nesse caso a inversa de A,

denotada A~ é dada por:

_ dj(A)
AL =20
|4
ExempLo C.12 Dado
1 2 1
A= 2 1 0
1 -1 =2

Calcule a matriz inversa

Solucédo: Vamos comecar calculando a matriz de cofatores:

O cofator em relacéo ao coeficiente aq; é:

1 0
-1 =2

1
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O cofator em relagio ao coeficiente a9 é:

2 0
-1 -2

-1 =4

Calculando os cofatores como acima, temos que a matriz de cofatores é dada por:

-2 4 =3
cof (A) = 3 -3 3
-1 2 -3
E a matriz adjunta é:
-2 3 -1
adj (A) = 4 -3 2
-3 3 -3

E assim como det A = 3, temos que a matriz inversa é:

det A

C.3 Teorema de Cramer
Dado um sistema linear de n equagdes e n incognitas
a1121 + ajpxe + -+ ar, = ki

ao1T1 + a9 + - + agsp = ko

Ap1T1 + Ap2T2 + -+ app = ky,

podemos escrever esse sistema como AX = k onde

aiy a2 - Qip 1 ky

a1 Gz - Q2 T2 ko
A = . . . . X = . k =

Anpl Ap2 - Qpp Tn kn

A matriz A é denominada matriz de coeficientes e k a matriz de constantes.
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TeEOREMA C.13 Dado um sistema linear de n equacdes e n incognitas

a1x +biy+ciz+---=k
a2$+b2y+62z+~-:k‘2
an® + by +cpz+--- =k,

com |A| # 0. Entéo as solucdes desse sistema sao:

:\k Ay Az Ay . :yAl E Az A . :!Al Ay As---k|
A Ay A 2T A A A 0 T4 Ay A

I

Demonstragao. Escrevendo o sistema linear como AX = k. Como det A # 0, a matriz A é inverti-

vel, e assim multiplicando ambos os lados do sistema por A~! temos:
X =A%k

Usando a caracterizacdo da matriz inversa como a transposta da matriz de cofatores dividido pelo
determinante, temos que esse sistema pode ser escrito na forma matricial como:

1 . 11t Cpl k1

~ det A

Tn Cln " Cnn kn

Dessa forma temos que

I = klcll +--+ kncnl
Se expandirmos o determinante [k a2 as--- ay| em relacdo a primeira coluna temos:

ki aia -+ ay
=kici1 + -+ knpem

kn ap2 - Anp

e assim temos que:

Uk Ay Ase- Ay
= A, Ay Ay

De modo analogo temos que:

. Ay Ay k--- A,
’ \A1 AZ"'An’
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ExempPLO C.14 Resolva o sistema linear:
20 —y+o5z=1

—r+2y—22=2
—3r+y—T7z=-1

Pelo teorema de Cramer, como

2 -1 5
-1 2 —-2[=2#0
-3 -7
temos que as solucdes sdo
-1 5
2 2 =2
-1 1 =7 -8
p— = — = —4
v 2 2
2 1 )
-1 2 =2
-3 -1 -7 2 )
V= 2 T2
2 -1
-1 2 2
-3 1 -1 4
= = - = 2
‘ 2 2

C.4 Método de Eliminacido de Gauss

O método de eliminacio de Gauss para sistemas lineares baseia-se na aplicacio de trés operacgdes

bésicas nas equagdes de um sistema linear:

« Trocar duas equagdes;
« Multiplicar todos os termos de uma equacdo por um escalar ndo nulo;

+ Adicionar a uma equacéo o multiplo da outra.
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Ao aplicarmos as operac¢des acima a um sistema linear obtemos um novo sistema tendo as mesma
solugdes que o anterior. Dois sistemas que possuem as mesmas solucdes serdo ditos equivalentes.
Ao utilizar as aplicacoes anteriores de modo sistematico podemos chegar a um sistema equivalente

mais simples e cuja solucéo é evidente.

Ilustraremos a utilizagio dessa técnica em alguns exemplos
ExempLo C.15 Um sistema com solucédo tnica. Considere o sistema:
2z + 8y + 6z = 30

20 —y =3
dr+y+z2z=12

Vamos determinar as solugdes desse sistema, se existirem.

Solucio:

Comecaremos representando esse sistema através de sua matriz aumentada:

2 8 6130
2 -1 0] 3
4 1 112

Essa matriz é obtida adicionando a matriz de coeficientes uma coluna com a matriz de constantes.

No método de Gauss, o primeiro objetivo é colocar um 1 na entrada superior a esquerda da

matriz. Para isso comecamos dividido a primeira linha por 2. Fazendo isso obtemos

1 4 3|15
2 -1 0] 3
4 1 112

O proximo passo é fazer com que os outros coeficientes da primeira coluna sejam 0. Para isso
multiplicamos a primeira linha por —2 e adicionamos a segunda, e multiplicamos a primeira linha

por —4 e adicionamos na terceira. Feito isso obtemos:

1 4 3 15
0 -9 -6 |-27
0 —-15 —-11| —48

Agora repetiremos o procedimento na segunda coluna, ignorando a primeira linha. Para isso

multiplicaremos a segunda linha por —1/9:
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1 4 3|15
2

0o 1 2|3

0 —15 —11| —48

Multiplicando a segunda linha por 15 e adicionando a terceira, temos:

14 3|15
01 213
00 —1[-3

E desta forma o sistema de equacdes correspondente é:

r+4y+32=15
y+§z:3
—z=-3

E logo z = 3. Substituindo na segunda equacéo temos y = 1 e substituindo esses valores na
primeira equacdo temos = +4 + 9 = 15 e assim x = 2.

O
ExempPLO C.16 Um sistema com multiplas solu¢cdes Considere o sistema:
2 + 6y + 2z + 4w =34
3 — 2y = -2
20+ 2y + 242w =15
Vamos determinar as solucdes desse sistema, se existirem.
<

Solucio:

Neste caso a matriz aumentada é:

2 6 2 4|34
3 -2 0 0] -2
2 2 1 2|15
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Dividindo a primeira linha por 2 temos:

1 3 1 217
3 -2 0 0] -2
2 2 1 2|15

Multiplicando a primeira linha por -3 e somando na segunda e multiplicando a primeira linha
por -2 e somando na terceira temos:

1 3 1 2 17
0 —-11 -3 —-6|-53
0 -4 -1 -2]-19

Trocando a segunda linha com a terceira e dividindo posteriormente a segunda por —4 temos:

1 3 1 2|17
1 1 19
o 1 7 3|7

0 -11 -3 -6 -53

Multiplicando a segunda linha por 11 e adicionando a terceira temos:

13 1 2|17
1 1 19
01 3 3|7
1 1 3
00 =3 —2|-1

Finalmente multiplicando a terceira linha por —4 temos:

1 3 1 2|17

1 1 19
01 7 2|7
001 2|3

A tltima linha nos permite expressar z em funcio de w: z = 3 — 2w. Substituindo o valor de z

na segunda linha temos que y = 4 e finalmente substituindo esses valores na primeira linha temos
quex = 2

1 00 0]2
010 0|4
0 01 23
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ExempPLO C.17 Resolva o sistema linear por escalonamento:

lo + 4y = 12
20 —y =3
3z +y=10
<
Solucio:
Neste caso a matriz aumentada do sistema é:
1 4 0]12
2 -1 03
3 1 0]10
que pode ser reduzida a:
1 4 0] 12
7
01 0] 3
1
00 0f—3
Esse sistema néo possui solucdes, pois a ultima linha é impossivel de ser satisfeita 0 = —% O

Exercicios

Ex. C.1 — Prove que o sistema

T+ 2y +32—3t = a
20 —by—3z+12t = b
Tr+y+8z+5t = c

admite solucdo se, e somente se, 37a + 13b = 9c. Ache a solucio geral do sistema quandoa = 2 e

b=4.

Ex. C.2 — Resolva os seguintes sistemas por escalonamento:
Tz +5y =13
{ dr+3y=1
rz+2y—32=0
b) 5 — 3y +2z=—10
2z —-—y+z=1
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r+y+2z=6
c) 2r —y+2=3
z+3y—z=3
r—y+2z—t=0
d) 3x+y+32+t=0
r—y—2—05t=0
rT+y+=z =
e) 2045y — 2z =
T+ Ty — 7z
3z +2y—4z =
rT—y+=z =
f) r—y—3z = -3
3r+3y —bz =
\ z+y+z =

rT—-2y+3z =
g

w = Ot W

o O = o

20 + 5y + 62z =

Ex. C.3 — Determine m de modo que o sistema linear seja indeterminado:

mx + 3y = 12
2e+1/2y =5

Ex. C.4 — Para o seguinte sistema linear:

m2z—y=0
le+ky=20
Determine o valor de m de modo que o sistema:

a) tenha solucdo unica (trivial)

b) seja impossivel

Ex. C.5 — Determinar a e b para que o sistema seja possivel e determinado

3 —Ty =a
r+y=>
5z + 3y = ba + 2b
r+2y=a+b—-1
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Ex. C.6 — Determinar o valor de k para que o sistema

r+2y+kz=1
20+ ky+82=3

tenha:
a) solugéo tnica
b) nenhuma solucdo

¢) mais de uma solugio

Ex. C.7 — Resolva o sistema

Ex. C.8 — Discuta os seguintes sistemas:
r+z=4
a) y+z=>5
ar +z=14
r+z+w=0
r+ky+kw=1
4+ (k+1l)z4+w=1
T+ 2+ kw=2

b)

Ex. C.9 — Determine k para que o sistema admita solugao.

—dr+3y =
Sr—4dy =
2¢ —y = k



D.1

Exemprro D.1

Wolfram Alpha e Mathematica

Uma ferramenta interessante para o estudo matematica (geometria, calculo, algebra linear, ...) dis-
ponivel gratuitamente na internet é o WolframAlpha (http://www.wolframalpha.com/) que aceita

alguns dos comandos do software Wolfram Mathematica.

Para mais exemplos do que ¢é possivel fazer com o Wolfram Alpha veja
http://www.wolframalpha.com/examples/
Plotagem

Existem alguns comandos do Mathematica que permitem a plotagem de graficos e curvas no espago

e no plano, tteis, por exemplo, no estudo do conteido do Capitulo 9.

Descreverei aqui alguns comandos que podem ser ttil ao estudante que quer ganhar uma intui-

¢éo com os diversos sistemas de coordenadas e com a parametrizacio de curvas.
No Plano

Plot[f[x], {X, Xmin> Xmaz} ]

O comando acima plota o grafico da funcio f(z) para x entre T € Timag

Plotar o grafico de % — 222 + 3 entre —2 e 5.

Solucio:
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L L L
-3 -2 -1 1 2

Fig. D3: Grafico de sen z.

Plot[x23 -2x722 + 3, {x, -2, 5}]

ExempLo D.2 Plotar o grafico de e* entre —3 e 2.

Solucio:

Plot[Exp[x], {x, -3, 2}]

ExempLo D.3 Plotar o grafico de sen x entre 0 e 47.
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Fig. D4: Circulo de raio 2.

Solucio:

Plot[Sin[x], {x, 0, 4Pi}]

PolarPlot[r[0], {0, Omins Omaz}]

O comando PolarPlot plota o grafico da funcéo r () para 6 entre 6,,,ip, € 0pq, usando coordenadas

polares.

ExEmpLo D.4 Plotar o grafico da funcio constante () = 2 para 6 entre 0 e 27 em coordenadas polares.

<
Solucio:
PolarPlot[2, {t, 0, 2 Pi}]
O
ExempLo D.5 Plotar o grafico de r(t) = 2¢ para ¢ entre 0 e 67 em coordenadas polares.
<

Solucio:
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Fig. D6: Trevo de quatro folhas.

PolarPlot[2 t, {t, 0, 6 Pi}]

O
ExempLO D.6 Plotar o grafico de sen(2t) para ¢ entre 0 e 47 em coordenadas polares.
<
Solucio:
PolarPlot[Sin[2 t], {t, 0, 2 Pi}]
O

ParametricPlot[{f,[t], £,[t]},{t, tmin, tma}]

ParametricPlot pode ser usado para plotar curvas parametrizadas no plano euclideano. No caso,

o comando esta plotando a curva X (t) = (f,(t), fy(t)) para t variando entre t,,, € t;nqz-
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Fig. D8: Curva com autointersecgao.

ExempLo D.7 Plotar a curva X (t) = (cost,sen(2t)) para t entre 0 e 27.

<
Solucio:
ParametricPlot[{Cos[t], Sin[2t]}, {t, 0, 2 Pi}]
0
ExempLo D.8 Plotar a curva X (t) = (u? — 4u,u® — 4) para u entre —2,5 e 2, 5.
<

Solucio:

ParametricPlot[ur3 - 4 u, ur2 - 4, u, -2.5, 2.5]
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Fig. D9: Helicdide.

No Espaco

ParametricPlot3D[{f,[t], f,[t], £.[t]},{t, twin, tmat]

A fungéo descrita acima permite para plotar a curva parametrizada X (t) = (f,(t), fy(t), f-(t))

no espago euclideano para ¢ variando entre .5, € tqaz-

ExEmPLO D.9 Plotar a helicéide X () = (sent,cos(t),t/10) para ¢ entre 0 e 20.

Solucio:

ParametricPlot3D[{Sin[t], Cos[t], t/10}, {t, O, 20}]

PlOt3D[f[X,Y], {X> Xmin s Xmax}; {Y, Ymin> Ymam}]

Tal comando plota o grafico da fun¢do f(x,y) no espago para = entre T,ip € Timay € Y entre

Ymin € Ymazx-

ExempLO D.10 Plotar o grafico de f(z,y) = senz cos x para x e y entre 0 e 27.

Solucio:
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1[h]

Fig. D10: Plot3D.

Plot3D[Sin[x] Cos[y], x, 0, 2 Pi, y, 0, 2 Pi]

g
D.2 Calculo e Algebra Linear
Limit[f[x],x->a]
Calcula o limite de f(x) quando x tende a a:
lim £()
ExemprLo D.11 Calcule lim, o (1/2).
<
Solucio:
Limit[1/x, x -> Infinity]
Resultado:
xlingo(l/a:) =0
O
D[f[x], x]

Calcula a derivada de f(z) qem relagdo a x:

df
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ExempLo D.12  Calcule 4922 (),

Solucio:

D[Cos[x], X]

Resultado:
dcoszx

dz

(r) = —senx

Integrate[f[x], x]

Encontra uma primitiva da fun¢do f(x) quando integramos em relacio a z:

/f(a:)dx

ExempLo D.13 Encontre uma primitiva de 1/z.

Solucio:
Integrate[1/x, x]

Resultado:

/1/azdx =logx

Inverse[M]

Calcula a inversa da matriz M.

ExeEmpLo D.14 Encontre a matriz inversa de:

Il
NN W =
S =N
= o= O
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Solucio:
Inverse[{{1,2,0},{3,1,1},{2,0,1}}]

Resultado:
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bijecdo, 55

braquistocrona, 194
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cicléide, 193
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coeficiente angular, 101
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combinacio linear, 27
conjunto principal de coordenadas polares, 93
convexo, 177
coordenadas, 55
esféricas, 198

polares, 92
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determinante, 238
dimensao, 48
diretriz, 90
parabola, 172
distancia focal
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hipérbole, 165, 167
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funcéo
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injecao, 55
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