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Revisao

Espaco Amostral

1— Um dado é lancado sucessivas vezes até apa-
recer um 6 na face virada para cima. Neste instante
o experimento finaliza. Qual é o espago amostral
deste experimento? Seja E, o evento em que n
lancamentos sdo necessarios para completar o ex-
perimento. Que evento representa (|27, E,,)?

2 — (Distribuicdo de objetos em cubiculos.)
Considere a estrutura do espago amostral decor-
rente de alocar k objetos (bolas, etc.) em n cu-
biculos (caixas, etc.) enumerados de 1 an. Esta
classe de problemas aparece, por exemplo, na Fi-
sica Estatistica quando é estudada a distribuicdo
de k particulas (prétons, elétrons, etc.) entre n es-
tados (que podem ser niveis de energia). Na fisica
estatistica dizemos que:

mas particulas distinguiveis e que ndo estdo su-
jeitas ao principio de exclusdo de Pauli (no
maximo uma particula por sitio) obedecem
as estatisticas de Maxwell-Boltzmann

mas particulas distinguiveis e que estdo sujei-
tas ao principio de exclusdo de Pauli (no ma-
ximo uma particula por sitio) obedecem as
estatisticas de Bose-Einstein.

mas particulas distinguiveis e que estdo sujei-
tas ao principio de exclusdo, dizemos que

obedecem as estatisticas de Fermi-Dirac.

Descreva o espaco amostral para estes modelos de
alocacdo de particulas.

3 — (Passeio Aleatério 1) Considere o expe-
rimento aleatdrio que consiste em observar os
primeiros n movimentos de uma particula que
se desloca aleatoriamente no conjunto Z =
{...,—1,0,1,...} dos nimeros inteiros. A parti-
cula comeca sua trajetéria na origem no instante
Oeacadainstantedetempo1,2,3,... aparticula
se move aleatoriamente para a direita ou para a es-
querda. Descreva o espaco amostral deste experi-
mento.

4 — (Passeio Aleatorio IlI) Descreva o espaco
amostral quando o experimento consiste em ob-
servar a trajetéria completa do passeio aleatério.
Isto é, se observarmos seus movimentos em todos
instante de tempon,n € N.

Probabilidade

5 — (Inclusdo-exclusao)Prove o principio de
inclusdo-exclusdao. Dados A;,...,A, eventos
num espaco de probabilidade (Q, F, P), prove que
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6 — (Urna de Polya) Uma urna contém inicial-
mente uma bola branca e uma bola negra. Em
cada etapa do experimento, uma bola é retirada
aleatoriamente da urna, essa bola é colocada de
volta na urna e outra bola da mesma cor é adicio-
nada. Prove que o nimero de bolas brancas que
estdo na urna depois de N etapas é um nimero
aleatério uniforme em {1,2,...,N + 1}. Ou seja,
o evento em que o numero de bolas brancas apds
o passo N é igual a k tem probabilidade NLH para
cadatodol <k < N +1.

7 — (Passeio Aleatorio) Suponha que que uma
particula esta inicialmente na origem e se move
paraaesquerdaou paraadireitaum passo de cada
vez, aleatoriamente, com a probabilidade p de ir
paraaesquerdae qdeirparaadireita(comp+q =
1). Deixe S,, denotar a A posigado do passeio aleato-
rio apds n passos.

a) Determine a probabilidade da particula es-

tar na posicdo x apos n etapas.

b) Calcule E(S,)
¢) Calcule Var(S,)

d) Analise detalhadamenteo casop = q =
1/2.

8 — (Coordenacdo aleatoria) Um cluster de N
computadores precisa se comunicar com um ser-
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vidor central. Em qualquer momento t =
0,1,2,... cadacomputador pode decidir transmi-
tir ou nao transmitir um pacote de dados para o
servidor. No entanto, o servidor possui uma capa-
cidade de computacao muito limitada: pode pro-
cessar os dados, se e somente se, precisamente
um computador enviar um pacote. Caso nenhum
dado seja enviado, ou se mais de um computador
enviar um pacote, os dados (e o tempo gasto) es-
tao perdido.

Os computadores nao podem comunicar direta-
mente entre si para coordenar a ordem em que
eles devem enviar seus pacotes. Mostre que eles
podem, no entanto, adotar o seguinte estratégia
para assegurar uma taxa relativamente efetiva de
transferéncia de dados: para algum valor 0 <
P < 1,no momento de tempo t cada computador
lanca uma moeda com probabilidade p de apa-
recer cara, independentemente de todos os ou-
tros computadores, e envia seu pacote se apare-
cer cara. Encontre o valor de p (como fungao de
N) que levaria a taxa maxima de sucesso e encon-
tre essa taxa de sucesso como uma fun¢do de N e
analise o que ocorre no limite quando N tende a
infinito.

9 — Deixe Z ser uma variavel aleatdria com a dis-
tribuicao de Poisson Po(A). Por exemplo, Z po-
deria representar o nimero de espécimes de sapo
observados por um biélogo num trecho da selva
num determinado dia, onde o parametro A corres-
ponde ao nimero médio de sapos vistos num dia.
Suponha que os eventos contados por Z sejam di-
vididos em dois tipos, onde a separagao ocorre in-
dependentemente de forma aleatdria para cada
evento; por exemplo, os sapos poderiam ser clas-
sificado como pertencente a uma das duas espé-
cies.

Formalmente, deixe X;, X3, X3,... denotar uma
sequéncia infinita de variaveis aleatérias i.i.d. com
distribuicdo Be(p) (isto é,



onde 0 < p < 1éum parametro.
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de modo que Z = W; + W), e no exemplo W,
representaria o niumero de sapos pertencentes a
primeira espécie e W5 o nimero de sapos da se-
gunda espécie. (Assim, p parametro p € a fragdo
de sapos pertencentes a primeira espécie). Prove
que as variaveis aleatorias W;, W, também sdo
variaveis aleatorias de Poisson com distribui¢Ges
W1 ~ Po(Ap), W, ~ Po(A(1—p)), eelas sdao inde-
pendentes entre si.

Teoria da Medida

10 — Mostre que B(RR) é gerado pelos conjuntos
da forma [—o0, a] para —oo < a < oo, e também
pelos conjuntos da forma [—oco,a) para —oco <
a < oo.

11 — Prove que
a) SeA, /), entdo A, converge, e

limAn = An = A.
n=1
b) Se A, X\, entdo A, converge, e
lim A, = (] A, = B.
n=1
12 — (Conjunto de Vitali) Suponha uma medida

w ndo nula, sigma aditiva e invariante por transla-
¢Oes nos reais. Prove detalhadamente que existe

um subconjunto do intervalo [0, 1] que ndo é
mensuravel.

13 — Explique por que esse exemplo leva a neces-
sidade de o-algebra na definicao de espago de me-
dida.

14 — (Conjunto de Cantor) Mostre que o con-
junto de Cantor é ndo enumeravel em B((0,1])
(umaboamaneiradeverque ele é ndo enumeravel
é trabalhar com uma caracterizagao do conjunto
de Cantor na base 3).

15 — Calcule a integral

J x*dp
C

onde C é o conjunto de Cantor.

16 — (o-algebrainduzida) Suponha que 3 éuma
o-algebra em Q e seja Oy um subconjunto de Q
(ndo necessariamente em &). Prove que FN Q) :=
{FNQy: F e F}é o-algebraem Q.

17 — Use o teorema da convergéncia dominada
para provar que a fungao

ut) = JR u(x) cos(xt)dx

é continua paratodot € R

18 — Dado (X, F, ) um espaco de medida. Sejam
A1, Ay, ... € J.entao

m (U N An> < liminf p(A,)

N n=N



