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TRO DE MATEMATICA,

Universidade Federal do ABC

Lista 3 - Probabilidade

Independéncia e Variaveis Aleatorias

Independéncia

1— Deixe Q ser os inteiros {1,2,...,9} com pro-
babilidade de 1/9 cada. Mostre que os eventos
{1,2,3},{1,4,5},{2,4, 6} sao dois a dois indepen-
dentes, mas a familia ndo é independente.

2 — Construaumexemplo detréseventos A, B, C
que nao sao independentes mas que satisfazem
PANBNC)=P(A)P(B)P(C).

3 — Dado uma familia finita de eventos {A;} que
sdo independentes mostre que o conjunto {A¢}
que é o conjunto de complementos dos eventos
originais, também é independente.

4 — Construa um espaco de probabilidade
(Q,P) e k eventos,cada um com probabilidade
1/2, que sao k — 1 independentes entre si, mas
nao sao independentes. Escolha o espaco amos-
tral tdo pequeno quanto possivel.

5 — Uma bolsa contém uma bola preta e m bolas
brancas. Uma bola é retirada aleatoriamente. Se
ela for preta, ele é retornada para o saco. Se for
branca, elae uma bola branca adicional sdo devol-
vidas a bolsa. Deixe A, indicar o evento em que a

bola negra ndo é retirada nas primeiras n tentati-
vas. Discuta a reciproca do Lema de Borel-Cantelli
com referéncia aos eventos A,,.

6 — Dados A, n > 1, conjuntos de Borel no es-
paco de Lebesgue ([0, 1],F(0,1), ). Mostre que
se existe Y > 0, tal que u(A,) > Y para todo n,
entdo existe pelo menos um ponto que pertence a
infinitos conjuntos A,

T —

a) Para todo k = 1,...,n deixe Py ser
uma particao de QO em conjuntos enume-
raveis de F. Mostre que as o-algebras
o(Py),...,0(P,) sdo independentes se e
somente se (1) vale para cada escolha de Ay
emPrk=1,...,n.

b) Mostre que os conjuntos Ay, ..., A, sdoin-
dependentes se e somente se

P(ﬂ Bk) =T[P®y
k=1 k=1
para toda escolha de By como Ay ou Af

parak=1,...,n.

8 — Deixe Ay,..., A, serem 7-sistemas de con-
juntos em J tais que

P(ﬁ Av) = [Py 0
k=1 k=1

para todaescolhade Ay € Ayparak=1,...,n.
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a) Mostre usando um exemplo simples que
Ay’s ndo precisam ser independentes.

b) Mostre que Ay’s serao independentes se
para todo k, Q é unido enumeravel de con-
juntos em A,.

Dica: Inclusao- Exclusao

9 — Dados Ay, A,,.... Mostreque P(A,, iv.,) =
1 se e somente se Z P(A,|A) diverge para todo

n=1
A de probabilidade nao nula

Dica: Mostre que P(A, iv,) < 1

ZP(AnIA) < oo para algum conjunto A com

n=1

P(A) > 0.

Variaveis Aleatodrias

10 — Mostre que a composta de fun¢des mensu-
raveis é mensuravel

11 — Operacdes com Variaveis Aleatorias
Mostre que se X, Y sdo variaveis aleatérias em
(Q, F, P) entdo também sdo variaveis aleatorias:

a) [X]
) X+Y
¢ X-Y
) max(X,Y)
) min(X,Y)

12— Dado X uma varidvel aleatdria tal que
P(X > 0) > 0. Prove que existe 8 > 0 tal que
P(X>98)>0

13 — Amostragem de uma variavel aleatoria ex-
ponencial

Encontre um algoritmo para produzir uma varia-
vel aleatdria com distribuicdo Exp(A) usando um
gerador de nUmeros aleatorios que produz ndime-
ros aleatorios uniformes em (0, 1). Em outras pa-
lavras, se U ~ U(0, 1), encontre uma fungao g :
(0,1) — R tal que o aleatério variavel X = g(U)
tem distribuicdo Exp(A).

14 — APropriedade de Falta de Memoria

a) Dizemos que uma variavel ndo negativa
X > 0tem a propriedade de perda de me-
moriaseP(X > tX >s) =P(X >t >s)
paratodo 0 < s < t.

b) Mostre que asvariaveis aleatérias exponen-
ciais tém a propriedade da memoria de
falta.

c) Prove que qualquer variavel aleatéria ndo-
negativa que tenha a propriedade falta de
memoéria tenha distribuicdo exponencial
para algum parametro A > 0. (Isso é mais
facil se vocé assumir que a fungdo G(x) =
P(X > x) é diferenciavel em [0, 0o), assim
vocé pode fazer essa suposicao se vocé nao
conseguir um argumento mais geral).

15 — Dado uma variavel aleatéria X que é inde-
pendente de si propria. Mostre que X é constante
com probabilidade 1.

16 — Considere duas funcGes mensuraveis fi, f; :
R — RR. Prove que se X; e X; sdao independentes,
entdo Y; =f1(X;) e Y, = f,(X;) também sdo inde-
pendentes.

17— Dado € > 0, e deixe X; ser uma sequén-
cia ndo negativa de variaveis aleatdrias tais que
P(X; > 6) > € paratodo i. Prove que com pro-

babilidade 1: .
Z Xi = o0
i=1



Aplicacoes do Teorema de Exten-
sao de Caratheodory

18 — Infinitas Moedas |

Dado Q = {0, 1} ser o espago das sequéncias

0 — 1, e deixe F, denotar a algebra da unido finita

de conjuntos da forma

An(€ry...y€n) ={w = (wy,wy,...) € Q:w;y =

€1y... Wy = Enk

Fixep € [0, 1] e defina

Py (An(er, .y €)) = pZ(1 —p) &

a) Mostre que a extensao naturalmente adi-
tiva de P, para J, define uma medida na
algebra F,. [Dica: pelo teorema de Tycho-
nov da topologia, o conjunto Q é compacto
para a topologia do produto, verifique que
os conjuntos C C JF, sdo abertos e fecha-
dos na topologia produto, de modo que,
por compacidade, qualquer unido disjunta
enumeravel pertencente a F, deve ser uma
uniao finita.]

b) Mostre que P, tem uma Unica extensdo
para o(J,). Esta probabilidade P, de-
fine a probabilidade do produto infinito.
[Dica: aplique o Teorema de extensao de
Carathéodory.]

c) Mostre que as fung¢des projecdes de coor-

denadas

Xn(w) = Wn, W= (wh (,Uz,)
paran = 1,... definem uma sequéncia de
variaveis aleatdrias i.i.d. de Bernoulli.

19 — Percolacao de Elos
Para um grafico (infinito) G = (V; E), tomamos:
B Q ={0,1}¥ como o conjunto de todos os ar-
ranjos de arestas abertas, onde 0 representa

uma aresta fechada e 1 representa uma aresta
aberta;

B X comoao-algebraem Q gerado pelos cilin-
dros

C(Fbo)={w e Q| ws=o¢paraf € F},
FCE,[Fl<ooeo={0, 1}

B P como a medida de probabilidade em X in-
duzida por

P(CRo)=[]]r|[]]7-7

feF feF
o=1 o¢=0
a) Mostre que a extensdao naturalmente adi-
tiva de P, para J; define uma medida na
algebra F.
b) Mostre que P, tem uma Unica extensdo
parao < 3, >.



