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Variaveis Aleatodrias

1— Lei zero-um de Kolmogorov para variaveis
aleatorias

Suponha que (X, : n € N) é uma sequéncia
de variaveis aleatdrias independentes. Entdo a o-
algebra caudal T de (0(X,,) : n € N) contém so-
mente eventos de probabilidade 0 ou 1.

Mais ainda, toda varidvel aleatdria mensuravel
com respeito a T é constante quase certamente.
Dica: A parte inicial é analoga a demonstracdo do
Teorema 0-1 de Kolmogorov. Para a parte final:
se Y variavel aleatdria mensuravel com respeito a
T entdo P(Y < y) toma valores em {0, 1}, logo
P(Y=c)=1,ondec =infly: P(Y<y)=1}L

2— Raio de Convergéncia Dado (Q,F)
um espag¢o de medida e deixe zy,z;,... Ser uma
sequéncia infinita de varidveis aleatérias de Q.
Mostre que o raio de convergéncia R de uma sé-
rie de poténcia aleatoria

f(x) = Z Zix®
k=0

é uma funcdo mensuravel com respeito a F.

3 — Usando o exercicio anterior. Dado (Q, F) um
espaco de medida e deixe {z,,n > 1} serem varia-
veis aleatdrias independentes. Mostre que o raio
de convergéncia de ) >, z,x™ é constante com
probabilidade 1, onde

R = (lim sup IXnIV“)f1

Dica: Lei 0-1 de Kolmogorov.

4 — Sequéncias de 0 nolancamento de moedas
Considere a expansao diadica de X ~ U(0,1), e
deixe 1,, ser o nimero de zeros consecutivos do n-
ésimo digito para frente. Ou seja 1, = k se os di-
gitosn,n+ 1,...,n + k — 1 sdo todos zero. Em

particular 1,, = 0 se o n-ésimo digito for 1.
a) Prove que P(l, = k) = zir para todo
k > 0.

b) Prove que P(l, =k i.v.) = 1 paratodo k.

c) ProvequeP(l, =niv.)=0

5— Particdo Enumeravel (Resnick)Uma
particdo enumerdvel de Q) é uma familia enume-
ravel de conjuntos disjuntos tal que sua unido é
todo Q). Dado {E,}?°, uma parti¢ao e deixe F ser
a o-algebra gerada pelos conjuntos {E .} ;.
a) Descreva explicitamente os conjuntos em
F.

b) Dado X : QO — R. Prove que X é mensura-
vel com respeito a F se e somente se exis-
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tem constantes c,, tais que

X = i Cn]En
n=1

* 6 — (Durrett) Dado X uma variavel aleatoria
em Q e 0(X) a o-algebra gerada por X.

Dado Y uma variavel aleatéria em Q. Prove que Y
é mensuravel com respeito a o(X) se e somente se
existe uma fungdo mensuravel f : R — R tal que
Y = f(X).

Dica: Reduza ao casoemque Y > 0.

Mostre que

fw:m2™ < Y(w) < (m+ 127 =X (Bam),
onde B, ,, é um conjunto de Borel em R. Agora
deixe f,(x) = m2 ™ parax € By .

Mostre que f,(x) converge pontualmente e deixe
f(x) ser seu limite.

Distribuicao

7 — Variaveis Aleatorias Discretas Independen-
tes

a) Mostre que se X e Y sdo variaveis aleatd-
rias tomando valores inteiros independen-
tes,entao

P(X+Y=n) = ZP(X =k)P(Y = n—k).
k

b) Dadas X e Y variaveis aleatérias indepen-
dentes de Poisson com parametros e pLres-
pectivamente. Prove que X + Y é uma va-
riavel aleatoria de Poisson com parametro
+ W

c) Dadas X e Y variaveis aleatodrias indepen-
dentes de Bernoulli de parametros (n,p) e
(m, p) respectivamente. Prove que X + Y
é uma variavel aleatdria de Bernoulli com
parametro (n + m,p).

8 — Variaveis aleatérias induzem medidas de
probabilidadeem R

Considere uma variavel aleatédria X definida no es-
paco de probabilidade (Q, F, P). Prove que X in-
duz uma medida de probabilidade em R no se-
guinte sentido: Para todo conjunto de Borel A de
R, defina

PA)=PXecA)=PlweQ: X(w)eA).

Prove que (R,R,P) é um espago de probabili-
dade.

9 — Se uma fungao F satisfizer

mF éndodecrescentee 0 < F(x) < 1.

mF(x) —» Oquandox — —occeF(x) — 1
quando x — 4o0.

mF é continua a direita, ou seja

lim F(y) = F(x).

Y—xt

entdo Fé afuncdo de distribuicdo de alguma varia-
vel aleatéria X.

10 — Infinitas Moedas Il

Suponha que Y1,Y,,... é uma sequéncia infi-
nita de variaveis aleatérias independentes, to-
das definidas no mesmo espaco de probabilidade
(Q, F,P), tomando valores 0 e 1 com probabili-
dade 1/2 cada. Mostreque U := Y 2, 27%Y, é uni-
formemente em [0, 1]. Dica: mostre que

x quandox € [0, 1];
PU<x]=<1 quandox > T;
0 quandox < 0.

para todo x € R analisando P[U, < x] quando
n— ooondeU, =) 1 27V,



11—
Cantor

Outra construcao da Distribuicao de

Considere Y,, como no problema anterior. Defina
> 2Y,
Y = —_—

a) Provequeafuncdodedistribuicdo Fyécon-
tinua.

b) Prove que Fy é diferenciavel g.c. com deri-
vadaiguala0q.c. Dica Prove que Fy é cons-
tante no complemento do conjunto de Can-
tor.

c) Dado puy a distribuicdo de Y. E m a me-
dida de Lebesgue na reta real. Prove que
iy e m sao mutualmente singulares. Ou
seja que existe um conjunto de Borel A com
m(A) =0euy(A°) =0.

Definicdo: Suponha X e Y duas variaveis ale-
atdrias, ndo necessariamente definidas no
mesmo espaco de probabilidade. A va-
riavel aleatdria Y é dita estocasticamente
maior que X se P[X < x] > P[Y < x] para
todox € R.

12 — Suponha X e Y duas variaveis aleatdrias e
que Y é estocasticamente maior que X. Mostre
que existem variaveis aleatorias X* e Y* definidas
no mesmo espaco de probabilidade (Q, F, P) tais
que X* ~ X, Y* ~ Ye X*(w) < Y*(w) para todo
w e Q.

Esperanca

13 — Mostre que para variaveis aleatorias discre-
tas,

EX =3 xPlx =) 0
k=1

se a série é absolutamente convergente

14 — Dé exemplos de variaveis aleatérias X e Y
definas em [0, 1] com a medida de Lebesque tal
queP(X>Y)>1/2,masE(X) < E(Y).

15 — Suponhaque Xj, X,, ... éumasequénciade

variaveis independentes em (Q, F, P). Mostre que
as duas familias Xq, X3, Xs, ... e X3, X4, Xg, . . . s80
independentes.

16 — Deixe Xj, X3, ... serem variaveis aleatorias
i.i.d. com média u e varidncia o’ e deixe ser
uma variavel aleatdria tomando valores nos intei-
ros com média m e varidncia v, com N indepen-
dente de todas as X;. Deixe S = X; +... + Xy =
o0
2 g Xilnsi
Calcule Var(S).

17 — Prove a Desigualdade de Cauchy-Schwarz:
dadas duas variaveis aleatérias X e Y, temos

[EXY| < /EXIEV, 2)

eaigualdade ocorre se e somentese X = «Y, para
alguma constante o € R.



