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Lista 6 - Probabilidade

Produtos e Convergéncia

Produto

Suponhaque E C Q; x Q. Dado x € Q; defini-
mos a x-se¢ao EX C Q, como

Er={ye Q,:(x,y) € E}

1— SeE,FC OQ; x Q,ex € Q;, mostre que
a) (ENF)*=E,NF,,
b) (E°). = (EJ)S,

c¢) (UE.)x = U(E,)*, onde (E,.) € uma
sequéncia de subconjuntos Q; x Q,.

2 — Se , e w; sao medidas o-finitas, mostre que
a medida produto m; x m, também é o-finita.

3 — Mostre que B*' = @, BX.

4 — Prove a existéncia da medida produto
usando o Teorema da Extensao Compacta.

5 — Seja F uma distribuicao em R, entdo existe
uma sequéncia de variadveis aleatérias indepen-
dentes Xy, ..., X,,...comdistribuicao F.

6 — Suponha que X seja uma variavel exponenci-
almente distribuida com densidade

f(x) = axe™™

e Y uma variavel aleatdria independente que te-
nhadistribuicdao uniforme U (0, 1). Encontre aden-
sidadedasomaZ =X +Y.

O seguinte exercicio demonstra que a indepen-
déncia probabilistica é analoga a independéncia
linear:

7 — Deixe V ser um espacgo vetorial de dimen-
sao finita sobre um corpo finito F e deixe X ser
uma variavel aleatéria uniforme em V. Deixe
(v+) : V. x V — F ser uma forma bilinear nao
degenerada em V, e deixe vy,...,Vv, serem ve-
tores ndo-nulos em V. Mostre que as variaveis
aleatérias(X,vy), ..., (X, v,) sdo independentes
se e somente se os vetores vy, ..., v, sao linear-
mente independentes.

8 — Produto de variaveis aleatdrias indepen-
dentes

Deixe X,Y > 0 serem variaveis aleatérias inde-
pendentes com fung¢des de distribuicao F e G.

a) Encontre afungdo de distribuicao de XY.

b) Calculeafunc¢dodedistribuicdode XY se X
e Y forem variaveis aleatdrias independen-
tes uniformemente distribuidas em [0, 1].
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9 — Infinitas Moedas Il

Use o Teorema de Kolmogorov para construir in-
finitas moedas honestas independentes. Ou seja,
construa o espago produto (X,A,u) comY; =
{0,17} com i € N. Logo X é o espaco das sequén-
ciastomando valores em {0, 1}. Defina a aplicacao
¢ : X — [0,1] por

Mostre que ¢ é mensuravel, tem umainversa men-
suravel sobre o complemento de um conjunto de
medida 0 em [0,1] e que ¢! mapeia conjuntos
mensuraveis de [0, 1] para conjuntos mensuraveis
no espaco do produto X tendo a mesma medida.

Ou seja,

Nesse sentido, podemos dizer que a experiéncia
de escolher um nimero aleatérioentre0e 1 coma
distribuicdo uniforme é equivalente a experiéncia
(X, A, 1) que correspondente a uma sequénciain-
finita de lancamentos independentes de moedas
justas.

10 — Infinitas Moedas IV

Use o Teorema de Extensao de Bochner para cons-
truir infinitas moedas honestas independentes.
Ou seja, construa o espaco produto (X, A, i) com
Y; = {0,17} comi € N. Logo X é o espago das
sequéncias tomando valores em [0, 1].

11 — Seja X uma variavel aleatéria ndo negativa.
Prove que

E[X] = JP(X(w) > x) dx.
0

Observe que

e use Fubini.

12 — Prove que, para qualquer variavel aleatdria
Xea>0,temos

J Px<X<x+a)dx=a.
R

Dica: Use o anterior.

Convergéncia

13 — Realizamos o seguinte experimento aleatd-
rio. Colocamos n > 10 bolas azuis e n bolas ver-
melhas em uma bolsa. Nés escolhemos 10 bolas
aleatoriamente (sem substituicao) da bolsa. Deixe
X,, ser o numero de bolas azuis. Realizamos esse
experimento paran = 10,11,12,---. Prove que

Xn % Bin (10, 1).

14 — Deixe Xj, X, X3, -+ ser uma sequéncia de
variaveis aleatorias, de modo que

X, ~ Geo (A> ,
n

onde A > 0 é uma constante. Defina uma nova
sequéncia Y,, como

1
Yn - _Xn)
n

paran=1,2,3,---, (1)

paran=1,2,3,---. (2)

Mostre que Y, converge em distribuicao para
Exp(A).



15— Deixe {X,,n = 1,2,---} e {Y,,n =
1,2, - }serem duas sequéncias de variaveis alea-
tdrias, definidas no espago amostral Q . Suponha
que

X, (3)
Y. (4)

n

X
Yo

AT

Prove que X, + Y, 2 X+4Y.

16 — Considere a sequéncia{X,,n =1,2,3,---}
tal que

n  com probabilidade 2
X, = (5)
0  com probabilidade 1 — -5

Mostre que
a) X, 0.
b) X, L, 0,parar < 2.
c) X, ndo converge para 0 na rrmédia para
qualquerr > 2.
d) X, X% 0.

17 — Se umasequéncia de variaveis aleatdrias X,
converge em probabilidade para uma variavel ale-
atoria X, entdo X,, também converge em distribui-
¢ao para X.

18 — Prove o Teorema de Representagao de Sko-
rokhod:

Suponha que X,, 4 X. Entdo, existem variaveis
aleatdrias X distribuidas de forma idéntica a X,
e uma variavel aleatdria X’ distribuida de forma
idéntica a X, e tal que

;7 q.cC. ’
X, —X

Dicas: Seja F,, a func¢ao de distribuicdode X,, e Fa
funcdo de distribuicao de X. Suponha que X, —
X em distribuicdo. Seja

X (w) = inf{w : Fu(x) > w},

X'(w) = inf{w : F(x) > w},

Prove que dado x um ponto de continuidade de F.
Entdo X/ (x) — X'(x)

19 — Lema de Unicidade

Suponha que as variaveis aleatérias X,, conver-
gem para alguma variavel aleatéria X em distribui-
cdo. Mostre que a distribuicdo de X é definida de
forma Unica.

Dica: vocé pode usar o Teorema de Represencao
de Skorokhod

20 — Suponha que X, — X em distribuicao e
a, sejam numeros reais tais que a, — 0 como
n — oo. Mostre que a,X,, — 0 em distribuicao.

21— [1.6pt] Dadas variaveis aleatorias
X1, X3, . .., 1.i.d., com média comum EX; = 0 eva-
ridncia 0 = Var(X;), definaS, = X; +--- + X,
e mostre que

S
a)lim sup ——= = +o00;

b

b)lim inf Sno_ —00.

nhee

Dica:
Dado M > 0 primeiro note que

Sn Sn . . Sn
{1111111_)S£p ﬁ > M} = {ﬁ > Miwv.} = hgl—?ogp{ﬁ

> M}



