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Lista 7 - Probabilidade

Chegamos aos Limites

Lei Fraca e Lei Forte

1 — Prove o Método de Tuncamento de Markov:
Considere X uma variavel aleatéria, com média fi-
nita. Considere M > 1 o nivel de truncamento.
Defina

M. | X selX[<M
| X] '_{O)

se[X| > M } =X Lximy-

Entao
m|| XM < M pontualmente, e || X]M| < [X]|
m | XM — X pontualmente quando M — oo,

mA variavel | XM possui todos os momentos
finitos.

mPelo Teorema da Convergéncia Dominada
E[|XTM] — E[X] quando M — oo.

2 — Sejam Xj,X;,... varidveis aleatérias inde-
pendentes com distribuicdo comum No(0, 1).
Prove que

Xi+---+X;
(X =124+ (X =102

converge quase certamente e determine para qual
valor.

3 — Sejam Xj,X3,... variadveis aleatérias inde-
pendentes e identicamente distribuidas, com X; ~
Uni[0, 1]. Prove que a média geométrica

()

converge quase certamente e determine para qual
valor.
Dica: Aplique In.

4 — Demonstra¢ao da Lei Fraca usando Fun-
¢Oes Geradoras

O objetivo aqui é provar a lei (fraca) de grandes nu-
meros usando funcGes geradoras de momento.
Em particular, deixe Xj, X3, ..., X, seri.i.d. varia-
veis aleatdrias com valor esperado

EXj]] =u< o

e funcdes geradoras de momento Mx(s) que é fi-
nito em algum intervalo [—c, c] onde ¢ > 0 é uma
constante. Seja

Xi+ X+ + Xy
- .

X = (1)

Prove

lim Mx(s) = e,

n—oo

para todo s € [—c,c].
(2)

Umavez que esta é afuncdo geradora de momento
da variavel aleatoria constante p, concluimos que
a distribuicao de X converge para p.
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Dica: use que para uma variavel aleatéria X com
funcdes geradoras de momento bem definida,
Mx(s), temos

lim [MX (%)]n _ B,

n—oo

5 — Sejam X;,X,,... variaveis aleatorias inde-
pendentes com E[X;] = 0 e 0y = Var(Xj) < oo
para todo i, e seja S, = ) X;. Prove que se
S 02/k? < oo, entdo S, /n 15 0.

[Esta é uma Lei Forte de Grandes Numeros para
somas independentes, mas nao necessariamente
identicamente distribuidas.]

6 — SejaX;,X,,... varidveis aleatoriasi.i.d. com
PX, =0 =P[X,=2]=1/2.

a) Prove que Z = Y 2, Xy/3* converge
quase certamente.

b) Prove que Z tem distribuicdo de Cantor.

c) Use os itens anteriores para calcular a mé-
dia e variancia da distribuicao Cantor.

7 — Integracao de Monte Carlo

Sejam f uma fungdo continua com imagem no in-
tervalo [0,1] e Xy, ¢y, X5,c2 - - - uma sequéncia de
variaveis aleatdrias independentes uniformes no
[0,1]. Tomamos

V. — { 1, se f(Xl) > Ci

0, se f(Xl) < ¢i.

Prove que:

1 « ‘
— E Y; —>J f(x)dx, quase certamente
n 4 0

i=1

Fungdes Caracteristicas

8 — Prove a seguinte tabela:

Distribuigdo | Fungdo Caracteristica
Binomial (1 —p) +pe]"
Poisson eMe =1
ot 2
Normal eiht—7

9 — Se X e Y sdo duas variaveis aleatdrias inde-
pendentes entdo @x. v = @x(t)ev(t).

10 — Prove que se X = aY + b, entdo @x(t) =
Pav+b(t) = e @y(at)

11— Sejam X, X, ..., X,, variaveis aleatorias in-
dependentes e identicamente distribuidas, de
Poisson de parametro A Calcule a distribuicao de
X1 +Xo 4+ Xy

Teorema do Limite Central

12 — Vocé convidou 64 convidados para uma
festa. Vocé precisa fazer sanduiches para os convi-
dados. Vocé acredita que um convidado pode pre-
cisar de 0, 1 ou 2 sanduiches com probabilidades
1,3 e 1, respectivamente. Vocé assume que o nd-
mero de sanduiches que cada hdspede precisa é
independente dos outros hdspedes. Quantos san-
duiches vocé deve fazer para que vocé tenha 95%

de certeza de que ndo havera escassez?

13 — Use o Teorema do Limite Central para mos-
trar que



n k
lim Y~ e’“% —1,2
k=0 )

14 — Seja M(s) finita para todo s € [—c,c].
Prove que

lim [Mx(i)r — sEXI
n

n—oo

Dica: Calcule

i v ()

usando L’Hopital.

15 — O objetivo neste problema é provar o teo-
rema do limite central usando fung¢des geradoras
de momento.

Em particular, sejam Xj, X, ..., X,, varidveis ale-
atorias i.i.d com valor esperado E[X;] = pu <
00, Var(X;) = 0% < oo, e funcdes geradoras de
momento Mx(s) que é finito em algum intervalo
[—c, c], onde ¢ > 0 é uma constante. Considere

CX—p X+ X4+ Xy —np

SN vno

(3)

Prove

$2
lim Mzn(S) =ez,

n—oo

para todo s € [—c,c].

(4)

Uma vez que este é a fun¢Ges geradoras de mo-
mento de uma variavel aleatdria normal padréo,
concluimos que a distribuicao de Z,, converge para
avariavel aleatéria normal padrao.

Dica:
it ()]

T usando

Calcule o limite lim,_,

L’'Hopital.



