
Lista 7 - Probabilidade

Chegamos aos Limites

Lei Fraca e Lei Forte

1 — Prove o Método de Tuncamento de Markov:
ConsidereX uma variável aleatória, commédia fi-
nita. ConsidereM > 1 o nível de truncamento.
Defina

bXeM :=

{
X, se |X| ≤M
0, se |X| > M

}
= X · 1{|X|≤M}.

Então

� |bXeM| ≤M pontualmente, e |bXeM| ≤ |X|

�bXeM → X pontualmente quandoM→∞,
�A variável bXeM possui todos os momentos
finitos.

�Pelo Teorema da Convergência Dominada
E[bXeM]→ E[X] quandoM→∞.

2 — Sejam X1,X2, . . . variáveis aleatórias inde-
pendentes com distribuição comum No(0, 1).
Prove que

X21 + · · ·+ X2n
(X1 − 1)2 + · · ·+ (Xn − 1)2

converge quase certamente e determine para qual
valor.

3 — Sejam X1,X2, . . . variáveis aleatórias inde-
pendentes e identicamentedistribuídas, comX1 ∼
Uni[0, 1]. Prove que amédia geométrica(

n∏
k=1

Xk

)1/n
converge quase certamente e determine para qual
valor.
Dica: Aplique ln.

4— Demonstração da Lei Fraca usando Fun-
ções Geradoras
Oobjetivo aqui é provar a lei (fraca) de grandes nú-
meros usando funções geradoras de momento.
Em particular, deixeX1,X2, . . . ,Xn ser i.i.d. variá-
veis aleatórias com valor esperado

E[Xi] = µ <∞
e funções geradoras de momentoMX(s) que é fi-
nito em algum intervalo [−c, c] onde c > 0 é uma
constante. Seja

X =
X1 + X2 + · · ·+ Xn

n
. (1)

Prove

lim
n→∞MX(s) = e

sµ, para todo s ∈ [−c, c].

(2)

Umavezqueestaéa funçãogeradorademomento
da variável aleatória constante µ, concluímos que
a distribuição deX converge para µ.



Dica: use que para uma variável aleatória X com
funções geradoras de momento bem definida,
MX(s), temos

lim
n→∞

[
MX

( s
n

)]n
= esE[X].

5 — Sejam X1,X2, . . . variáveis aleatórias inde-
pendentes com E[Xi] = 0 e σi = Var(Xi) < ∞
para todo i, e seja Sn =

∑
Xi. Prove que se∑

σ2k/k
2 <∞, então Sn/n q.c−→ 0.

[Esta é uma Lei Forte de Grandes Números para
somas independentes, mas não necessariamente
identicamente distribuídas.]

6— SejaX1,X2, . . . variáveis aleatórias i.i.d. com
P[Xk = 0] = P[Xk = 2] = 1/2.

a) Prove que Z =
∑∞

k=1Xk/3
k converge

quase certamente.

b) Prove queZ tem distribuição de Cantor.

c) Use os itens anteriores para calcular a mé-
dia e variância da distribuição Cantor.

7 — Integração de Monte Carlo

Sejam f uma função contínua com imagem no in-
tervalo [0,1] e X1, c1,X2, c2 · · · uma sequência de
variáveis aleatórias independentes uniformes no
[0,1]. Tomamos

Yi =

{
1, se f(Xi) > ci
0, se f(Xi) ≤ ci.

Prove que:

1

n

n∑
i=1

Yi → ∫ 1
0

f(x)dx, quase certamente

Funções Características

8— Prove a seguinte tabela:

Distribuição Função Característica

Binomial [(1− p) + peit]n

Poisson eλ(e
it−1)

Normal eiµt−
(σt)2

2

9— Se X e Y são duas variáveis aleatórias inde-
pendentes entãoϕX+Y = ϕX(t)ϕY(t).

10 — Prove que se X = aY + b, então ϕX(t) =
ϕaY+b(t) = e

itbϕY(at)

11 — Sejam X1, X2, . . . , Xn variáveis aleatórias in-
dependentes e identicamente distribuídas, de
Poisson de parâmetro λ Calcule a distribuição de
X1 + X2 + · · ·+ Xn

Teorema do Limite Central

12 — Você convidou 64 convidados para uma
festa. Você precisa fazer sanduíches para os convi-
dados. Você acredita que um convidado pode pre-
cisar de 0, 1 ou 2 sanduíches com probabilidades
1
4
, 1
2
e 1
4
, respectivamente. Você assume que o nú-

mero de sanduíches que cada hóspede precisa é
independente dos outros hóspedes. Quantos san-
duíches você deve fazer para que você tenha 95%
de certeza de que não haverá escassez?

13 — Use o Teorema do Limite Central para mos-
trar que
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lim
n→∞

n∑
k=0

e−n
nk

k!
= 1/2

14 — Seja MX(s) finita para todo s ∈ [−c, c].
Prove que

lim
n→∞

[
MX(

s

n
)
]n

= esE[X].

Dica: Calcule

lim
n→∞n ln

(
MX

( s
n

))
usando L’Hopital.

15 — O objetivo neste problema é provar o teo-
rema do limite central usando funções geradoras
de momento.

Em particular, sejam X1,X2, ...,Xn variáveis ale-
atórias i.i.d com valor esperado E[Xi] = µ <∞,Var(Xi) = σ2 < ∞, e funções geradoras de
momentoMX(s) que é finito em algum intervalo
[−c, c], onde c > 0 é uma constante. Considere

Zn =
X− µ

σ/
√
n

=
X1 + X2 + · · ·+ Xn − nµ√

nσ
. (3)

Prove

lim
n→∞MZn(s) = e

s2

2 , para todo s ∈ [−c, c].

(4)

Uma vez que este é a funções geradoras de mo-
mento de uma variável aleatória normal padrão,
concluímosqueadistribuiçãodeZn convergepara
a variável aleatória normal padrão.
Dica:

Calcule o limite limn→∞ ln
[
MX

(
s√
n

)]
1/n

usando
L’Hopital.
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