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Observacoes

Essas notas correspondem aos apontamentos para o curso de Probabilidade (MCTB021) ministradas
em 2017, 2018, 2019 e 2022. Essas notas foram escritas em tempo real e apesar de terem sido revisadas
algumas vezes ainda estdo incompletas e ndo polidas.

Dito de outra forma essas notas podem apresentar erros ou se¢des incompletas.

Nos ficariamos muito gratos se nos fossem enviadas sugestdes de melhorias ou que nos fossem
apontados erros porventura encontrados.
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Notacao

Notacdo Significado

A infimo

\ supremo

1, fungio indicadora do conjunto A
A LA sequéncia ndo crescente de conjuntos que converge a A
A, TA sequéncia ndo decrescente de conjuntos que converge a A
o(e) o -algebra gerada por .o/

f{e) 4lgebra gerada por .of

M)  classe monodtona gerada por .«
P Probabilidade

u,v medidas

F o-algebra

P*, u* medida exterior

X,Y,Z variaveis aleatorias

E valor esperado

Var variancia
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1.1

Capitulo

Introducao

Nem sempre podemos atribuir probabilidades

Imagine que quiséssemos sortear um ponto uniformemente no intervalo [0,1] o que seria natural
que exigissemos?

~

Claramente ndo podemos atribuir probabilidades somente aos pontos individuais, que por serem
infinitos, terdo probabilidade 0. Vamos entdo tentar atribuir probabilidades a conjuntos. Gostariamos
de atribuir uma probabilidade a possibilidade que esse ponto pertenca a um subconjunto A € [0,1].
Ou seja, queremos uma funcédo u : 2 ([0,1]) — [0,1].

A

~

E razoavel pedir que essa funcio satisfaca:

para uma sequéncia de conjuntos disjuntos A;,A,, . .. queremos que (4 (U:;An) = Z:il w(A,).
(Essa propriedade é denominada sigma aditividade)

seja invariante por translacéo, ou seja, se denotarmos a parte decimal de um niimero real x
por dec(x), entdo pediremos que se dec(A’) = dec(A+ b) entdo u(A") = u(A).

ndo seja trivial, ou equivalentemente que u([0,1]) = 1.
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Uma funcéo ndo negativa e o-aditiva é denominada medida, trataremos mais detalhadamente
delas no Capitulo 2. Ou seja, queremos uma medida y néo nula, e invariante por translacdes em
[0,1]

O problema é que isso é impossivel!
Teorema (Conjunto de Vitali)
Suponha uma medida u ndo nula e invariante por translacdes em [0,1]. Entéo existe um subconjunto
de [0,1] que ndo é u mensuravel.

Demonstracao. Um conjunto de Vitali é um subconjunto V do intervalo [0,1], tal que para
todo nimero real r, existe exatamente um v € V tal que v — r é um numero racional.

Conjuntos de Vitali existem: Os conjuntos Vitali existem porque os numeros racionais Q
formam um subgrupo normal dos nimeros reais R sob adicdo, e isso permite a construcdo do grupo
quociente aditivo R/Q.

O grupo R/Q consiste em “copias deslocadas” disjuntas de Q no sentido de que cada elemento
desse grupo quociente é um conjunto da forma Q + r para algum r em R. Cada classe de R/Q
intersecta [0,1] e o axioma de escolha garante a existéncia de um subconjunto de [0,1] contendo exa-
tamente um representante de cada classe de R/Q. Um conjunto formado desta forma é denominado
de um conjunto Vitali, e sera denotado por ¥.

Conjuntos de Vitali nido sio mensuraveis: O argumento usual para verificar que o conjunto
de Vitali ndo é mensuravel é observar que se enumerarmos os racionais em [—1, 1] como (g;):°; e
definirmos ¥; = (¥ + q;) entdo os ¥’ sdo disjuntos dois a dois e [0,1] C Ulojl ¥, c[—1,2].

Antes de seguirmos observamos que dado uma medida @ nio nula e invariante por translacoes
em [0,1] ela pode ser facilmente extendida para uma medida ndo nula e invariante por translacdes
em[—1,2].

Feito essa observacéo, suponha que ¥ é mensuravel. Entéo teriamos

1= p([0,1]) < u(U %) =D U0 =y <3.
i=1 i=1 i=1

) . . oo , . .
O que ¢é impossivel pois a soma Zi:l u(¥) é necessariamente igual a 0 ou a 0. <

Outro modo de construir o conjunto de Vitali: Observamos que R é um espago vetorial
sobre Q. E podemos ver Q como um subespac¢o unidimensional de R. Considere V' o complemento
direto de Q em R.

Dessa forma podemos escrever R = Q @ V. Considere A4’ = dec(V’). Entdo A é um conjunto
de Vitali e a demonstragéo que o conjunto .4 é ndo mensuravel é analoga a anterior.

A necessidade de algebras

O exemplo de Vitali nos mostra que estamos pedimos demais do mundo. E dessa forma devemos
abandonar alguma de nossas exigéncias:

[a| asigma aditividade u (Usi 1An) = Z::Z 1 U(A,) para conjuntos disjuntos;
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numero nio enume-
ravel de elementos

axioma da
escolha

Conjunto de Vitali

E a invariancia por translacéo;

o Axioma da Escolha;

ou aceitamos que existem subconjuntos ndo mensuraveis e aos quais ndo podemos atribuir probabi-

lidade.

A escolha é facil. Aceitamos que existem subconjuntos ndo mensuraveis aos quais ndo podemos
atribuir probabilidades, mas mantemos a intuicdo de probabilidade nos casos em que sabemos
atribuir probabilidade.

Ao fazermos isso teremos que nem todos os conjuntos sdo mensuraveis, mas faremos isso
garantindo o minimo de boas propriedades em relacdo aos conjuntos mensuraveis: garantiremos
que eles se portam bem em relagéo a unido e intersecgao.

Algebras, o-algebras e suas Amiguinhas

Para definirmos uma medida precisaremos de um grande conjunto 2, denominado espaco amostral.
O conjunto 2 pode ser finito ou infinito e contera a lista de todas as possiveis saidas de um
experimento probabilistico. Definiremos como eventos os subconjuntos E € Q. Como vimos na
secdo anterior nem todas as colecdes possiveis de resultados podem ser considerados eventos! (Mais
coloquialmente, nem todos os eventos possiveis sdo permitidos). Assim, denotaremos por & a
familia de todos os eventos permitidos.

Ainda néo é claro quais devem ser os eventos permitidos, mas queremos que a familia satisfaca
certas regras. Por exemplo, se vocé puder falar sobre os eventos A, B, vocé também pode falar de
nio A e A e B, ou seja, podemos falar sobre o complementar de A e da unido de A e B.

Comecaremos assim com uma familia de conjuntos muito pouco ambiciosa.
Definicao
Uma familia ndo vazia de eventos & contendo €2 é denominada algebra se é fechada em relacéo
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ao complementar

AET = A€ F

a unido finita

ABe¥% =>AUBe Z.

Assim, é imediato a partir destas duas condi¢des que as algebras também estdo fechadas sob
interseccdes finitas:
ABeZ% =>ANBeZ.

Demonstrac¢ao. PelaLei de De Morgan (ANB)® =A®UB€. Logo, ANB = (A°UB®)“. <

Exemplo (Algebra Trivial)
Seja F = {0,Q}. Essa é a algebra trivial e é a menor algebra possivel.

Exemplo (Algebra das Partes)
Outro caso extremo # = Z(2). Essa é a maior algebra possivel.

<

A primeira algebra ndo parece muito util. E a segunda, no caso dos reais, inclui eventos que néo
podemos atribuir probabilidade. A sabedoria esta no caminho do meio.

Passemos a um exemplo muito mais natural e importante!

Exemplo (Algebra de Borel)
Considere 2 = R. Queremos que todos os intervalos possiveis estejam na algebra. Por causa das
propriedades da Definicdo 1.2, temos que a menor algebra & que contém os intervalos sera:

Z = {unido finita de intervalos em R}.

<

Exemplo (Algebra de particio)
Dados um conjunto qualquer Q e uma colecdo de conjuntos disjuntos # = {P;,P,,...,P,} é uma
particao se 2 = U;.lzle. Nesse caso os conjuntos P;,P,,...,P, sdo ditos &tomos da parti¢do.

Nesse caso a familia gerada por todas as combinag¢des de atomos é uma algebra
f(@)={P, UP,,...P, :ny,ny,n €{1,...,n}}

Temos também que |f(2?)| = 2™.

Se £ for outra particdo, dizemos que £ refina & se, para cada P € &, existem Q1,...Q,,, € £
de modo que

P=Q;UQyU---UQp
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Figura 1.1: Uma particéo de Q2

Observe que a algebra de Borel contera apenas os conjuntos que sdo expressos como a unifo
finita de intervalos em R. O infeliz infortinio é que o conceito de algebra também é fraco para a
teoria da probabilidade. Em particular, ele ndo nos permite falar sobre limites de conjuntos, o que
obviamente queremos.

Por outro lado considerar unides infinitas arbitrarias é pedir demais para a teoria da proba-
bilidade, pois com unides infinitas arbitrarias é possivel construir a partir dos intervalos qualquer
subconjunto dos reais pois em particular qualquer subconjunto é uniéo de seus pontos:

A=Jtx}
X€EA

Qual é o compromisso? Incluir apenas unides enumeraveis. Este é o primeiro dogma da teoria

da probabilidade.

1.7 Definicao (o-dlgebra)
Uma familia nio vazia & de eventos é denominada de o-algebra se é fechada em relacéo

ao complementar
AeF = A°eF

a unido enumeravel

oo
Al,AZ,...Gﬁ: UAne‘g;'

n=1

Dado Q e & uma o-algebra de Q, dizemos que (€2, ) é um espaco mensuravel .

Se voltarmos aos nossos exemplos, quais sdo o-algebras? Os Exemplos 1.3, 1.4 e 1.6 sdo, mas a
algebra de Borel apresentada no Exemplo 1.5 néo é.
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E A familia {@, A, A%, Q} é uma o -algebra simples gerada pelo subconjunto A.

E A familia dos subconjuntos de X que sdo enumeraveis ou cujos complementos sdo enumeraveis
é uma o-algebra.

Exemplo (o-algebra de Borel)
Considere 2 = R. Considere a o-algebra que contém todos os intervalos. Na secdo 1.4 mostraremos
que existe tal o-algebra.

Essa o-algebra é denominada o-algebra de Borel, e veremos também que essa sigma algebra
néo contém todos os subconjuntos de R, como queremos.

X,
Podemos demonstrar que existem 22 subconjuntos de R. E que existem somente 20 conjuntos
de Borel. Logo existem subconjuntos de R que néo sdo borelianos. A demonstragido desse fato é
apresentada na Secao 2.5

Exemplo (Subespaco)
Seja (Q, Z) um espaco mensuravel e D C Q. A o-algebra do subespaco é definida como:

F,={END:EcJ}
<

Uma ressalva importante é que ndo devemos nos preocupar com o-algebras ao trabalhar com
probabilidades em espagos enumeraveis. Nesse caso podemos considerar simplesmente o conjunto
das partes como sendo a o-algebra.

As o-algebras sdo mais adequadas para trabalharmos com probabilidade pois no contexto de
o-algebras podemos definir o conceito de limite de conjuntos.

Definicao (Limite Superior e Inferior)
Suponha que & é uma o-algebra. E considere A;,A,,... C Q.

Entdo o limite superior é o conjunto definido como

oo o0
limsupA, := ﬂ LJA,<

n=1k=n
={weN:Vnik=>ntal que w €Ay}

= {w € Q: w pertence a infinitos A,,}

Por outro lado, o limite inferior é o conjunto definido como

oo o0
liminfA,, := U ﬂAk

n=1k=n
={weQ:IntalqueVk>n, w €A}

={w € Q: w pertencem a todos A,, exceto por um numero finito deles}
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Figure 1. Sequéncia de intervalos crescentes.

Heuristica (Mendigos)

Seja A o conjunto de desempregados de uma cidade. Por falta de alternativas eles se tornam mendigos
e tém que viver na rua. Um dia, a igreja local decide comecar a dar comida gratuita semanalmente
para essas pessoas. Denotaremos por A,, as pessoas que receberam comida na n-ésima semana.

Suponha também que os mendigos nunca morrem.

Algumas pessoas conseguem finalmente um novo emprego e dessa forma nunca mais retornam a
igreja. Outros sdo muito orgulhosos e tentam néo ser vistos o tempo todo, mas eles precisam comer
por isso eles sempre voltam, eventualmente. Finalmente, ha pessoas que aceitam a sua situacéo e
comecam a ir na igreja todas as semanas.

o limsupA, sdo todas as pessoas que ndo conseguem outro emprego.

o liminfA, sdo as pessoas que se tornam frequentadores regulares semanais.

Sempre é verdade que liminfA, C limsupA,, e quando estes conjuntos coincidem, dizemos que
o limite existe:
Definicao
Se limsupA,, = liminfA, = A, entdo dizemos que A, converge para A e escrevemos A, — A ou
que A=1limA,, e nesse caso

A=1imA, =limsupA, =liminfA,

Exemplo
SejaA] =A3=A;=---=AeAy,=A,=Ag="-+-=B com B um subconjunto préprio de A. Entéo
limsupA,, =AeliminfA, =B.

Definicdao (Eventos nao Crescentes e nao Decrescentes)
A sequéncia de eventos Aj,A,,... é dita ndo crescente se A; 2 Ay 2 A; 2 ---. Nesse caso
escreveremos que A, |.

De modo analogo, a sequéncia de eventos A;,A,, ... é dita nio decrescente se A; CA, CA; C
---. Nesse caso escreveremos que A, T.
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Proposicao

Se A, T, entdo A, converge, e nesse caso temos que

o0
limA, = _JA, =A.

n=1

Denotaremos tal fato por limT A, =A (ou 4, T A).
n

Se A, |, entdo A, converge, e nesse caso temos que

o
limA, = () A, =A.
n=1
Denotaremos tal fato por lim| A, =A (ou4,, | A).
n

Demonstrac¢ao. Denotaremos por A =limsupA, e por B =liminfA,. Claramente B C A.

Suponha que os conjuntos A,, sdo ndo decrescentes, ou seja, A, C A,.1. Seja x € A e seja
I, ={neN:x €A,}. Oconjunto I, C N é ndo vazio e infinito. Seja ny € I,, o menor desses
naturais. Além disso se x € A, entdo x € A,Vn = n,. Logo o conjunto dos A; em que x ndo esta e
finito, logo x € B=A C B.

- - ~ . oo oo
Suponha qufoos conjuntos A, sejam nao crescentes, A, C A,. ggja xX€A= ﬂn:l Uk:nAk'
Para cada n, Uk:nAk = A, por serem nao crescentes, entao A = ﬂn:lATl' Em particular, x € A
implica x € A, para cada n, implicando que x esta em todos, com excec¢do de um ntimero finito de
A, ,entdo x € B e consequentemente A C B.

Classes de Conjuntos

Pelo que dissemos anteriormente, sempre que desejarmos modelar um fenémeno probabilistico
temos que escolher uma uma o-algebra e uma medida.

Nessa se¢do apresentaremos algumas ferramentas para a construgio de o-algebras. Comegamos
com algumas defini¢des

Definicao (A-sistema)
Uma familia de eventos & C (1) é denominada A-sistema se

Qeg
(2] AcF = A€

ALAy,... € T = A ET.

disjuntos
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Observe que a tnica razdo pela qual nds exigimos Q2 € & na definicdo acima é forgar a classe &
ser nao vazia.

Proposicao
Um A sistema é fechado em relagéo a diferencgas proprias. Isto é se A,B € L com B C A, entdo
A\B € L.

Definicao (m-sistema)

Uma familia nio vazia de eventos & C () é denominada 7t-sistema se

ABE®P =ANBeP.

Definicao (Classe Monétona)
Uma familia ndo vazia de eventos .# C % (1) é uma classe mondtona se
AL Ag,...EMeA,TA=AE M
ALA,y,...EMeA, A= AE M.
As classes monotonas estdo intimamente relacionadas as o-algebras. De fato, para nos, seu inico

uso sera ajudar a verificar se uma determinada cole¢do de subconjuntos é uma o-algebra. Toda
o-algebra é uma classe mondtona, porque o-algebras sdo fechadas sob unides enumeraveis.

Temos a seguinte relacdo entre as classes de conjuntos
Teorema (0 =A+n=A4+Ff)
Sdo equivalentes as seguintes afirmacgoes:

& é uma o-algebra
& é uma algebra e classe monoétona

ZF é um A-sistema e um 7t-sistema.

Demonstracao. Provaremos essa equivaléncia provando as implicacdes

& é uma o-dlgebra <= & é uma algebra e classe mono6tona

& Z é um A-sistema e um 7T-sistema.

Comec¢amos observando que as implicagdes (=) sdo triviais. Vamos demonstrar as implicacoes
inversas.

=]

Considere que & é um A-sistema e um 7-sistema. Vamos demonstrar que & é uma o -algebra.
Observe que 2 € & é dbvio pelas propriedades dos A-sistemas. Além dissoA € F = A® € F é direto
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das propriedades de A-sistema. Para demonstrar que A,A,,... € ¥ = U;:Z 1Ak € Z usaremos um
pequeno truque para converter unifo em uniio disjunta.

o0 o0
UAk = UAk_(Al U---UA )
k=1 k=1 ~

disjuntos

oo
= JAna{n---na_
k=1
Agora A7 € F pelas propriedades dos A-sistemas e logo Aj NA{ N ---NA}_, € F pelas propriedades
dos m-sistemas. Logo U;:;Ak pode ser escrito como unido disjunta de eventos em &. Logo
U;:i 1Ak € Z por propriedades dos A-sistemas.

: Vamos provar que se % é uma algebra e classe monoétona entdo & ¢é fechado sobre
unifo enumeravel. Se A{,A,, ... € Z entio

(@

n
Ak = hmT UAk
n
k=1

k=1

com UZ=1 Ay € Z pelas propriedades de algebra e logo U,(:ilAk € & pelas propriedades de classe
monotona. <

Classes Geradas

Proposicao

Seja ©2 um conjunto qualquer, e Z; (A € A) uma familia de o-algebras em Q. Entéo [ ),c, 1 €
uma o -algebra.

Demonstracio. Basta verificar que [ ], Z3 satisfaz os axiomas listados na Definigdo 1.7. Por
exemplo,

Ae(Fr=VreA | Jae s,

AEA
= UAl S ﬂ 9}\.

Do mesmo modo podemos provar que:

o interseccdo de algebras é algebra.
o interseccdo de classe monétona é classe monédtona

o interseccio de A-sistema é A-sistema

Essas observagdes nos permitem fazer as seguintes defini¢des
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Definicao
Seja 6 uma familia arbitraria de subconjuntos de .

Definimos a o-algebra gerada por 6 como

o(¥) = ﬂ F
& é o-algebra
€CF

Definimos a algebra gerada por 6 como

fley= ) #Z
Z é algebra

C€CF
Definimos a classe monoétona gerada por 6 como

M(C) = N M
M é classe monotona

E€ C M

Definimos o A-sistema gerado por ¢ como

A{€) == N <
% é um A-sistema
€ CY¥

A o-algebra 0 (€) sera assim a menor o-algebra que contém 4. Observamos que a defini¢io
da o-algebra gerada é implicita, e as o-algebras mais importantes que sdo construidas como o-
algebras geradas nao podem ser descritas explicitamente. A o-algebra gerada contém em todos os
subconjuntos de 2 que podem ser obtidos a partir de elementos de 6 por um numero enumeravel
de operacgdes de complemento, unido e intersecéo, e contém todos subconjuntos de 2 que podem ser
obtidos dos anteriores por um nimero enumeravel de operacdes de complemento, unifo e intersecio
e assim por diante.

Exemplo
Para um exemplo simples, considere o conjunto 2 = {1, 2, 3,4}. Entdo, a o-algebra gerada pelo
subconjunto unitéario {1} é {0, {1},{2,3,4},{1,2,3,4}}.

Exemplo
Dado 2 = R. Entéo, a 0-algebra gerada pelo subconjuntos finitos pode ser descrita como:

[a| conjuntos finitos

E conjuntos enumeraveis

conjuntos cujo complementar é enumeravel.
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Essa é a o-algebra dos conjuntos enumeraveis ou co-enumeraveis.
<

Ha um tipo de raciocinio que ocorre com tanta frequéncia em problemas que envolvem classes
de conjuntos que merece ser enunciado explicitamente.
Teorema (Principio dos Bons Conjuntos)
Dado 4 e ¢ duas familia de subconjuntos de €. Se

E%C‘g;

E] % é uma o-algebra

Entdo 0(¥) C 9.

Demonstracio. A demonstracio é imediata do fato que:

o(€6):= ﬂ F
& é uma o-algebra
€CF

¢ a menor o-algebra que contém €. <

A operacdo de obter o-algebras se porta bem em relacdo a uma restrigdo a subespacos de €.
Teorema (Geradores Restringidos)
Dados Q um espago amostral e 6 uma classe de subconjuntos de Q. Se Qg C Q entéo

o{eny)= o(€) NQ.
~—— ~——

o-dlgebra  o-algebra
em £, em {2

Demonstracao.
Provaremos inicialmente que 0 (6 N Qy) C o (€) N Q,

Essa implicagéo segue facilmente por Principio dos Bons Conjuntos ja que € NQy C o () N Q
e 0(%) N Qy é uma o-algebra.

Agora mostraremos que o (%6) N 2y C o (€ N Q)
Observe que essa inclusdo é equivalente a afirmacéo de que, para cada A € 0 (%), ANQy €
0 (% N Q). Para demonstrar esse fato seja
G :={ACQ:ANQy € T(ENQ)}.
Sera suficiente demonstrar os quatro itens a seguir e, finalmente, utilizar Principio dos Bons Con-
juntos para concluir que o (¢) C 9.

06 CY
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AEC =>ANNELCNQ,Co(ENQ).
oNEeY
QOCQ:>QFIQO:QOEO'(‘€OQO>
pois uma o-algebra em £, deve conter
— 0NeY.

DA€Y =A€Y
Observe que A® denota o complementar com respeito a Q. Assim
Ace Y =ANN € c(ENN)
=i QO_ADQO €0(‘€ﬂﬂo>
|
complemento em €,
= QpN(A“UQG) € 0(F NQ)
—_——
=A°NQy
= A €Y.

DAl’AZ""E(g:}UkAkE(g

Al,Az,...E%:Akmgoea((gnﬂ()),Vk
= [ J@ang) € o(¥ nay)
k

= (| Ja)nay e o (e nay)
k

— | JAcey.
p

1.27 Teorema (Teorema da Classe Monodotona de Halmos)
Se F, é uma algebra entdo 4 (F) = 0 (F,).
Demonstracao.

Seja M = M (ZF,). E suficiente provar que o (F,) C ./ . Faremos isso demonstrando que ./ ¢é
uma algebra.

Considere a classe G = {A: A® € #}. Como # é classe monétona, 0 mesmo acontece com G.
Como F; é uma algebra, Fy C G e, portanto, # C G. Portanto, .# é fechada sob complementacéo.

Defina Gy, como a classe de todos os conjuntos A tal que AU B € # para todo B € F,,.
G ={ACQ:AUB € . paratodo B € Fy}
Entdo G; é uma classe mondtona e Fy C Gy e logo 4 C G.
Defina G,, como a classe de todos os conjuntos B tal que AUB € _# para todos osA€ 4.

G,={BCQ:AUB€ # paratodoAe ./}
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Entdo, G, € uma classe monétona. Agora, de .# C Gy segue que A € ./ e B C Fj juntos
implicam que AUB C .#. em outras palavras, B C F; implica que B € G,, Assim F, C G,; por
minimalidade, # C G, e, portanto, A,B € .# implica que AUB € %. <

Teorema (r—A de Dynkin)
Se & é um 7-sistema entdo A(P) = o (P).
Demonstracao.

Como toda o-algebra é um A-sistema, 0 (%) é um A-sistema que contém Z, assim

MP) Cco(P2).

Para demonstrar a inclusdo contréaria, comecemos demonstrando que A(#) é fechado para
intersecc¢Oes finitas. Para cada A € Q) defina a familia ¢, de subconjuntos de €,

9, ={BCQ:ANBeA(P)}

Provaremos agora uma série de afirmativas preliminares.
a) Se A€ # entio Y, é um A-sistema que contém & .

O fato que & C %, implica que Q € 9, e como (B\C)NA=(BNA)\(CnA)e(J,B.)N
A =|J,(B,NA) implica que ¥, é fechado para diferencas e unides de sequéncias crescentes de
subconjuntos.

Desta forma %, é um A-sistema. Como & ¢é fechado para intersec¢des finitas e & C A(ZP)
também temos & C ¥,. Assim, ¥, é um A-sistema que inclui &

b) Se A€ A(#) entdo ¥, é um A-sistema.
Anélogo.
c)Se A€ P entio A(P) C ¥,

Se A€ & entio ¥, é um A-sistema contendo &, logo contém o A-sistema minimal que contém

d)SeDe P eEcA(P),entio D € ¥

Como D € & temos que A(P) C 9.

Como END € A(Z) por defini¢do D € %;.

e) Se E € A(P) entdo A(P) C Y.

SejaD € & e E € A(Z). Pela parte d) temos que D € 9;. Logo, como D ¢é arbitrario & € ¥;.
Como E € A(Z?) a parte b) nos fornece que ¥;; é um A-sistema.

Para terminar a demonstragio Considere A,B € A(Z?). Como A € A(Z?) e) fornece que

AM(P) C ¥,. Logo B € ¥, e logo por definicio AN B € ¥,. E logo A(#?) é um 7t-sistema.

O seguinte teorema é uma consequéncia direta dos Teoremas 1.25 e 1.28.
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Teorema (Principio dos Bons Conjuntos 2)
Dados & e ¢ duas sub-colecdes de subconjuntos de 2. Se

E] P CY,
E] % é uma T-sistema;

¢ é uma A-sistema

entdo 0(#) C Y.

o-algebra de Borel

As o-algebras de Borel permeiam toda a Teoria da Medida e Probabilidade. Nesta secéo, faremos um
tratamento mais detalhado dessas algebras. O ponto principal é que as o -algebras de Borel admitem
muitos geradores equivalentes. Geradores diferentes sio uteis para demonstrar coisas diferentes.
Por exemplo, a o-algebra de Borel em (0,1]¢ como gerado pela algebra de unides finitas disjuntas
de retdngulos é util para construir a medida Lebesgue.

Definicao (Espaco Métrico)
O par (£2,d), no qual 2 é um conjunto e d é uma fung¢io

d:XxX —>R

é dito espaco métrico se

d(x,y)=0
d(x,y)=0<=x=y
d(x,y)=d(y,x)

d(x,y) < d(x,2) +d(z,y)

Definicao (Aberto)

Dado Q um espaco métrico com métrica d : Q x 2 — [0,00]. Um conjunto A C Q é dito aberto se
para cada x € A, existir € > 0 tal que a bola aberta {y € 2 :d(x,y) < €} esta inteiramente contida
emA.

Definicao (0-algebra de Borel $(Q))
A o-algebra de Borel Q2 (com respeito a métrica d), denotada por 98(£2), é definida como a o-algebra
gerada pelos conjuntos abertos.

A definicdo acima imediatamente nos permite definir a o-algebra de Borel B(R9) e %((0,11D).
Teorema (Restriciao de Borel)
Dado © um espaco métrico 2, C 2. Entdo a o-algebra de Borel %(,), satisfaz

B(Q,)=B(OQ)NQ,

Se, 0, € B(Q) entio B(Q,) ={B € B(2): B Q,}.
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Demonstraciao. Comegaremos mostrando que B(Q,) = B(Q2)NQ,

Considere
% := subconjuntos abertos de Q2

¢, := subconjuntos abertos de 2,

Do curso de topologia vocé deve se lembrar que:

Y, =9NQ,.
Logo
B(Q,) = 0(G) =0 {9NQ)
=0(¥9)NQ,,
=RB(Q)NQ,.

Agora mostraremos que B(Q)NQ, = {B € B(Q):B C Q,} quando 2, € B())

Para demonstrar a contencdo O suponha que B C Q, e B € (). Entdo B = BNQ, € B(Q2)NQ,.
Para demonstrar a contencdo C deixe B € B(2) N, e assim B =B N, onde B € %B(Q2). Como
Q, C Qtemos que B B(Q) e B CQ,. <

1.34 Teorema (Geradores da o-algebra de Borel)

BRY) = 0((—00,6,] x -+ x (—00,c4] 1 —00 < ¢ < 00)
bolas abertas de Rd>

subconjuntos abertos de ]Rd>

o
o
o
U(subconjuntos fechados de ]Rd>
O'<subconjuntos compactos de R >
U(retangulos R >

~of

cilindros Rd>

2((0, 1])—0<93o((0 1)

((a,b]:0<a<b<1)
((ab):0<a<b<1)
(la,pl:0<a<b<1)
{
{

(0,a]:0<a<1)

o
o
o
o
o{subconjuntos abertos de (0, 1])
o

<subconjuntos fechados de (O,l])

#((0,119) = B(R) N (0,114
={Be #(R%Y):B c (0,119}
= o((al,bl] X oo x(ag,bg]:0<a, <b,< 1)
= o By((0,111)).
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onde %,((0,119) := f((al,bl] X -- X (ag,bgl : 0 < q < b < 1) é a algebra de Borel em
(0,11%

A parte mais importante do teorema acima é que 2((0,1]¢) = G(%o((O,l]d)>. Esta carac-
terizagdo permite construir probabilidades em %0((0,1]‘1), entdo utilizar o Teorema da Extensédo

de Carathéodory para estender essas probabilidades para um modelo de probabilidade total em
A((0,11).

Demonstrag¢ao. Mostraremos apenas uma igualdade:

0<(a,b]:O<a<b<1>=0((a,b):0<a<b<1>

0 Mostraremos que (ag,bg] € 0{(a,b) : 0 <a < b < 1)}

oo

(ag,bol = ﬂ(ao,bo +n ).

n=1

o Mostraremos que (ag,by) € 0((a,b]: 0 < a < b < 1)) Isso segue da identidade.

(ag,bg) = U (ag,bp — Tl_l]-
n=1

Os conjuntos na o-algebra de Borel sdo extremamente ricos. Na verdade, é dificil demonstrar
que existem conjuntos que nao estdo em %B(R). A maneira mais facil de encontrar esse conjunto é
utilizar as propriedades da medida de Lebesgue.

Exemplo

Conjuntos enumeréaveis, co-enumeraveis (i.e. complementos de conjuntos enumeréaveis), e conjuntos
perfeitos de (0,1] estdo em %((0,1]). Em particular, o conjunto de numeros irracionais de (0,1] é
um conjunto de Borel.

<

A construgio da o algebra de Borel poderia ser feita de modo analogo em um espaco topolégico.
Nesse contexto é interessante o seguinte teorema:

Teorema. Seja Q um espaco polonés, ou seja, um espaco topologico de tal forma que existe
uma métrica d em 2 que define a topologia de Q2 e que faz com que Q2 um espago métrico separavel
completo. Entdo, 2 como um espaco de Borel é isomorfo a um dos conjuntos abaixo:

[a] R
(b] z
espago finito
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Exercicios

Ex. 1.1 — Mostre que se .¢/; e .o/, sdo algebras de subconjuntos de , entdo .«/; N .o, é algebra.
Ex. 1.2 — Considere Q = (0, 1]. Prove que
o = {A CQ:A= U?:l(ai, bi]’

(a;, b;] € (0,1] e a unido é disjunta é algebra. }

Ex. 1.3 — Prove que a colecéo
o ={ACQ:A¢éfinito ou A® é finito }
é algebra sobre .
Ex. 1.4 — Mostre que a cole¢io
{A={AC Q:Aéfinito ou A® é finito }
ndo é uma o-algebra sobre Q.
Ex. 1.5 — Considere 2 infinito, ndo enumeravel. Mostre que a colecdo
F ={ACQ: A éenumeravel ou A° é enumeravel }
é uma o-algebra sobre Q.
Ex. 1.6 — Prove que
1. SeA, /', entdo A, converge, e
oo
limA, = _JA, =A.
n=1

2. Se A, "\, entdo A, converge, e

oo
limA, = () A, =B.

n=1

Ex. 1.7 — (Conjunto de Cantor) Mostre que o conjunto de Cantor é nio enumeravel em 2((0,1])
(uma boa maneira de ver isso é trabalhar com uma caracterizacio do conjunto de Cantor na base 3).

Ex. 1.8 — Prove o Principio dos Bons Conjuntos:
Dado 6 e ¢ duas colecdo de subconjuntos de Q. Se
0% CY;
0% é uma o-algebra

Entdo 0 (%) C 9.
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Ex. 1.9 — (Conjunto de Vitali II) Suponha uma medida y ndo nula, sigma aditiva e invariante
por translac¢oes nos plano. Prove detalhadamente que existe um subconjunto do quadrado [0,1]2
que néo é u mensuravel.

Ex. 1.10 — Prove o Teorema da Classe Mono6tona de Halmos

Ex. 1.11 — Considere as seguintes propriedades
()Ll) Qe ‘g)
(A) A€ & implica que A € &, e

o0
(A3) Para toda sequéncia de conjuntos disjuntos {A,}°°, em &, temos U A e¥.

n=1

(A5) Paratodo A,B€ £,ACBentio B—A€ ¥;
(A4) Paratodo A,Be ¥,ANB=0entio AUB € ¥;

o0
(As5) Para toda sequéncia nio decrescente {A,}-2, em %, U A, € Y;

n=1

oo

(A6) Para toda sequéncia nio crescente{A,}>2; em &, m A, €.
n=1

Mostre que

1. ¥ é A-sistema see & satisfaz (1), ()\’2) ,e(A3).

2. Todo A-sistema satisfaz também (A,4),(As) , e (Ag) .
3. £ éum A-sistema see satisfaz (1), (1) , e (A¢) .
4

. Se a familia £ é nio vazia e satisfaz (1,) e (13) , entdo £ é um A-sistema.

Ex. 1.12 — Para qualquer familia nio vazia .o C 2%, se

% := a colegdo de conjuntos de .<f e seus complementos
& = a colecdo de intersecgoes finitas de €

% := a colegdo de unides finitas de .#.
entdo f () =%.

Ex. 1.13 — Usando o resultado anterior mostre que um subconjunto da algebra de Borel de [0,1]
pode ser escrito como unifo finita de intervalos.
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Capitulo

Medidas de Probabilidade

Nesse capitulo vamos definir as medidas de probabilidade. Comecaremos por um conceito rela-
cionado, porém mais simples: o conceito de Probabilidade Finitamente Aditiva. Esse conceito é
insuficiente para desenvolver uma teoria rica de probabilidade, mas em diversas construgdes que
faremos ao longo do texto esse sera o ponto de partida.

Definicao (Probabilidade Finitamente Aditiva)
Se F é uma algebra em , entdo P : #; — [0,1] é dita uma probabilidade finitamente aditiva
ou atribuicao de probabilidade em % se

P[Q]=1

P[AUB] = P[A] + P[B] para todos os conjuntos A, B € %, disjuntos.

Podemos na definicdo anterior trocar a hipotese de aditividade finita por aditividade enumeravel.
Podemos fazer isso para eventos numa algebra ou numa o -algebra.

Definicao (Pré-Medida de Probabilidade)
Se &, é uma algebra em Q, entdo P : #; — [0,1] é dita uma pré-medida de probabilidade em %,
se

P(Q)=1

[2] P(U;zl Ak) = Z;:il P(A;) para todos conjuntos disjuntos A;,A,, ... € Z tais que U;ZlAk €
Zo.

Definicao
Uma medida em (Q, %) é uma aplicacio u : & — [0, +00] que satisfaz:

u@)=0

20
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para toda sequéncia de eventos disjuntos A;,A,, ... € &, temos que

u (U An) =" ulAy).
n=1 n=1

Essa propriedade é denominada de o — aditividade.

Se nas Definicoes 2.1 e 2.2 removermos a hipotese P(2) = 1 temos uma medida finitamente

aditiva e uma pré-medida respectivamente.

2.4 Definicao
Se P é uma medida em (92, &) tal que P(2) = 1, entéo P é denominada de medida de probabilidade.

Nesse caso a tripla (Q, %, u) é denominada de espago de probabilidade.

\

{HH}

{TT}

{HT,HH, TH}

{TH,HT,TT}

{HH,TT} /
{HT, TH} / \
Y

0 0.25 0.5 0.75

Figura 2.1: Relacdo entre o espaco amostral, o-algebra e a medida de probabilidade.

2.5 Definicao (Medidas Finitas e o-finitas)
Dado (2, Z,u) um espago de medida.

[a| Se u(£2) < oo entdo y é dita medida finita;
E] Se u(Q2) = oo entdo u é dita medida infinita;

Se existem conjuntos em & Ap,A,,... tais que 2 = [ J o, A, e u(A) < 00 entdo u é dita
medida o-finita

Note que toda medida de probabilidade é o-finita.
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2.6 Exemplo (Espacos de Probabilidade Discretos)
Seja 2 um conjunto enumeravel, isto é, finito ou infinito enumeravel. Seja & o conjunto de todos os
subconjuntos de © e seja uma funcéo p : © — [0,1] satisfazendo ), ., p(w) = 1. Definimos entéo

P(A) = Zp(w) comp(w)=0e Z plw)=1
wWEA

weN

Esta é a medida de probabilidade mais geral que podemos construir neste espaco.

1
Quando € é um conjunto finito, e p(w) = Tl onde |2| denota o numero de pontos em £2, temos

o que se denomina espaco de probabilidade finito equiprovavel.

Provaremos agora algumas propriedades elementares da medida de probabilidades.

2.7 Proposicao (Propriedades da Probabilidade)

P(A%) = 1—P(A).

A C B implica P(A) < P(B). (monotonicidade)

Dados eventos A e B entdo P(AU B) < P(A) + P(B) (sub-aditividade)
P(Ur2 An) <2002 P(A,) (0-sub-aditividade)

P[AUB] =P[A] + P[B] —P[AN B]; (Inclusido-exclusio)

o

P(AAB) > max {P(A—B),P(B — A)}
Demonstracao.

Q =AUA". Logo, P(Q2) = P(A) + P(A®). Agora basta utilizar que P(Q) = 1.
2 | Use a decomposicdo B =AU (B \ A).
p

Note que AUB pode ser escrito como AU(B\A). Logo, P(AUB) = P(A)+P(B\A) < P(A)+P(B).
A desigualdade segue da monotonicidade.

Exercicio
Exercicio
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Continuidade das Medidas de Probabilidade

Um dos conceito fundamentais para medidas de probabilidade é o conceito de continuidade:
Teorema (Continuidade da Probabilidade)
Dado uma sequéncia de eventos Aj,A,, ... € &. Entdo

Se A, T A, entdo P(A,) T P(A) quando n — oo.

@ Se A, | A entdo P(A,) | P(A) quando n — oo.

Demonstracio. Provaremos apenas a primeira propriedade.

Dado uma sequéncia de eventos A;,A,, . ... Vamos comecar transformando a unifo em unido
disjunta. Para isso definiremos uma sequéncia auxiliar de eventos: defina B; = A; e para k > 2,
defina Bk =Ak \Ak—l'

Como A; C A, C --- entdo os conjuntos B,, sdo disjuntos e U{lzl B, = i:lAn = A;, para
1< j < o0. Logo
A=|B
k

E assim P(4,) = P({J,_; Bx), e como os conjuntos By, sdo disjuntos temos que P(| J,_; By) =
22:1 P(B;.), por aditividade. Todas as somas parciais sdo limitadas superiormente por 1. Além
disso, a sequéncia de somas parciais é ndo decrescente. Portanto, converge. Assim

ZP(Bk) =P (U Bk) = P(A).
k=1 k=1

Dado A;,A,, ... uma sequéncia de eventos. Entdo
Teorema

P(liminfA,) < liminfP(A4,) < limsupP(4,)) < P(limsupA,).

Se A, = Aentdo P(A,) — P(A) quando n — oo.

Demonstracao. Exercicio.
Dica do 1. Observe as inclusoes

oo oo
liminfA, T ﬂ A, CA,C U A | limsupA,

m=n m=n

Teorema (Caracterizacoes da o-aditividade)
Dado P: %, — [0,1] uma probabilidade finitamente aditiva numa algebra Z,. Entéo as seguintes
afirmacdes sdo equivalentes
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P é uma pré-medida de probabilidade;
P é continua por baixo. Isto é dados Aq,A,,... € Fy e A, TA€ F, entdo P(A,) T P(A);
P é continua por cima. Isto é dados A, A,,... € Fye A, | A€ F, entio P(A,) | P(A);

Continua por cima em @. Isto é dados A1,A,,... € Zye A, | D entio P(A,) | 0.

Demonstracio. Japrovamos que 1. = 2. e é imediato que 3. = 4.
(4 = 3.) Suponha que P é continua por cima em @ e que A},A,,...€ Fye A, |l A€ Z,.
A lA=A,—-Al D
= P[A, ] —P[A] =P[A,,—A] | O, pelo item 4.
= P[A,] | P[A]

(2. < 3.) Para provar esse fato basta observar que A, TA <= A7 | A° e que P[A] = 1 —P[A°].

(2. = 1) Basta provar a o-aditividade. Suponha que A;,A,, ... sdo conjuntos disjuntos em
Z tais que U;:Zl Ay € Zy. Entédo

P[Ua] = p[iimt (Jae] = timt P[]
k=1 k=1

k=1

3

Na tdltima igualdade usamos o item 2. <

2.11 Teorema (Unicidade das Medidas de Probabilidade)
Dado & uma familia de subconjuntos de Q. Se P e Q sdo duas medidas de probabilidade em
(Q2,0(2)) tais que

P e Q concordam em #;
2 é um T-sistema,

entdo P e Q concordam em o (%).

Demonstracio. Para demonstrar esse fato usaremos o Teorema 7w — A de Dynkin.

Definiremos os bons conjuntos como:
9 :={AcCQ: Q[A]=P[A]}. 9)

O Teorema 1 — A de Dynkin afirma que 0(2) = A(Z) quando & é um 7-sistema. Logo para
demonstrar que (%) = A(P) C ¢4 basta demonstrar que ¢ é um A-sistema e utilizar o Principio
dos Bons Conjuntos.

oNeY.
Isto é imediato pois Q[2] =1 e P[Q] = 1;
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DA€EY—A €Y
A€ 9 = Q[A] =P[A]

= 1—Q[A°] = 1—P[A°]
= Q[A“] = P[A]
== A€ Y.

o Dado uma familia de conjuntos disjuntos A;,A,, - € § = U;:;Ak €Y

A1 Ay, ... € 9= Q[A] =P[A],Vk
—_————

disjuntos

= > QA = > _PlA]
k=1 k=1

—_— Y
=QIUZ 1 A] =PlUe2; Al

o)
— UAk €Y.
k=1

Observe que esta ltima afirmagéo nio poderia ser provada se os conjuntos A; nio fossem disjuntos.
Isso ilustra a necessidade do Teorema T — A de Dynkin. <

2.12 Definicao (Medida nula e yu-negligenciavel)
Dado (Q,%, u) um espago de medida. Entao

[a| Um conjunto A € # é dito de medida nula se u(A) = 0.

E Um conjunto A € () é dito u-negligenciavel se existe um conjunto u- nulo B € & tal
que ACB.

2.13 Definicao (Espacos Completos)

Um espago de medida (2, Z, u) é dito completo se todos os conjuntos u-negligenciaveis pertencem
agZ.

Todo espago de medida pode ser completado.

2.14 Teorema (O completamento (ﬂ,?,ﬁ))
Sejam (£2,Z, u) um espaco de medida e .4, ser a familia dos conjuntos u-negligenciaveis.

Entao

[a]| 7 :=0(Z,4,)={FUN:FeZ,NeN)

E A funcio i em . definida por i(F UN) = u(F) paraF € F e N € A, € alinica extensdo de
u para uma medida em (2, Z);

O espaco de medida (92, Z, 1) é completo.

A tripla (Q, Z, 1) é denominada completamento de (Q,.Z, u).
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Teorema de Extensao de Carathéodory

O Teorema de Extenséo de Carathéodory afirma que qualquer medida na algebra %, de subconjuntos
de um dado conjunto 2 pode ser estendida a o-algebra gerada por %, e essa extensdo é Unica
se a medida for o-finita. Consequentemente, qualquer medida em um espaco contendo todos os
intervalos de numeros reais pode ser estendida para a algebra Borel do conjunto de niimeros reais.
Este é um resultado extremamente poderoso da Teoria de Medida e através dele provaremos, por
exemplo, a existéncia da medida de Lebesgue.

Vamos apresentar uma técnica para a construcdo de medidas. Faremos a descri¢do para medidas
de probabilidade mas a construgéo funciona para medidas finitas. E com um pouco mais de cuidado
para medidas o -finitas.

Medidas Exteriores

A ideia fundamental dessa secio é estender uma funcéo de conjuntos P, que foi apenas parcialmente
definida, para uma medida exterior P*.

A extensdo é notavelmente simples e intuitiva. Ele também "funciona’com praticamente qualquer
funcio nédo negativa P. S6 mais tarde precisamos impor condi¢des mais fortes em P, como a
aditividade.

Definicao (Medida Exterior Induzida)
Considere .« uma familia qualquer de subconjuntos de um espaco Q, e P: ./ — [0, 00 ] ser uma
fungéo de conjunto ndo-negativa. Suponha @ € .o/ e P(&) = 0.

A medida exterior induzida por P é a funcéo:

P*(E) = inf{ > 'P(4,) | Ay, A,,... € o cobrem E},

n=1

definido para todos os conjuntos E C Q.

Figura 2.2: Medida externa
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Figura 2.3: Os intervalos (ay, by ], (as, by, ..., (ag, bg] cobrem U - [26]

a b,
s —
’ = B
: o i
H $ ] as Dy
E e — -
: - 0D o
; —_— T ——
L E— — T — e —

Primeiramente mostraremos que P* satisfaz as seguintes propriedades basicas, que transforma-
mos em uma defini¢do por conveniéncia.

2.16 Definicao (Medida Exterior)
Uma funcio Q: #(€) — [0, oo ] é uma medida exterior se:

Q(@)=0.

Monotonicidade Q(E) < Q(F) quando E C F C Q.
Subaditividade enumerével Se Ey, Es, ... C Q, entdo Q(|_J, E,) < 2. Q(E,).

2.17 Teorema (Propriedades da Medida Exterior Induzida)
A medida exterior induzida P* é uma medida exterior satisfazendo P*(A) < P(A) para todo A€ .«

Demonstracao. Aspropriedades 1. e 2. para uma medida exterior sdo obviamente satisfeitas
por P*. E o fato que P*(A) < P(A) para A € ./ também é 6bvio, bastando observar que A é uma
cobertura de A.

A propriedade 3. é demonstrada por argumentos de aproximacio. Seja € > 0. Para cada E,,, pela
definicao de P*, existem conjuntos {A; ;,},, € .&/ cobrindo E,, com

> P, ) SPHE) + %
m

Todos os conjuntos A,, ,, juntos cobrem Un E,, entdo temos

P JE) < D PUAnm) =D D PAyn) < D P(E) +e.

Como & > 0 é arbitrario, temos P*( J, E,) < >, P*(E,). N

Nosso primeiro objetivo é procurar casos para os quais Q = P* seja o -aditiva, de modo que se
torne uma medida. Suspeitamos que possamos ter que restringir o dominio de Q, e ainda assim este
dominio deve ser suficientemente grande e ainda ser uma o -algebra.

Felizmente, ha uma caracterizacdo abstrata do "melhor"dominio para Q, devido a Constantin
Carathéodory:
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Definicao (Conjuntos Mensuraveis para a Medida Exterior)
Seja Q: 2 (1) — [0, 00 ] uma medida exterior. Entdo

M={BeP(Q)|QBNE)+Q(B*'NE)=Q(E) paratodoE C Q}

¢ a familia de conjuntos mensuraveis para a medida exterior Q.

Aplicando a subaditividade de Q, a seguinte definicdo é equivalente:
M={BeP(Q)|QBNE)+Q(B'NE)<Q(E) paratodoECQ}.

Heuristica ([1])
Suponha que Q* seja uma medida externa finita em €2

Podemos definir uma "medida interna"Q, em € por
Q.(E) =Q*(2)—Q"(E9)

Se a medida externa Q*, for induzida a partir de uma medida o-aditiva definida em alguma
algebra de conjuntos de €, entdo um subconjunto de €2 sera mensuravel no sentido de Caratheodory
se e somente se sua medida externa e medida interna concordarem.

A partir deste ponto de vista, a constru¢do da medida (bem como da o-algebra de conjuntos
mensuraveis) é apenas uma generalizacdo da construcdo natural da integral de Riemann em R -
vocé tenta aproximar a area de um conjunto limitado E usando retdngulos finitos e o conjunto é
"mensuravel no sentido de Riemann"se a melhor aproximacio externa de sua area concorda com a
melhor aproximacio interna de sua area.

O ponto fundamental aqui é que o conceito de 4rea interna é redundante e poderia ser definido
em termos da area externa, como feito acima. Se a funcéo é limitada, considere um retangulo
contendo o conjunto abaixo dessa func¢io e defina a medida interna como a medida externa do
complemento do conjunto em relagio a este retangulo).

T

Claro, a constru¢io de Caratheodory nio exige que Q* seja finita, mas o argumento acima ainda
nos fornece uma intuicdo decente para o caso geral
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O denominacdo "conjunto mensuravel"é justificada pelo seguinte resultado sobre ./ :
2.20 Teorema
A familia ./ é uma o-algebra.

Demonstragio. Eimediato a partir da definicio que .# ¢ fechado em relacio ao complementar,
e que @ € /. Primeiro demostramos que .# é fechado sob intersecdes finitas e, portanto, sob
unido finita. Considere A,B € # entio:

Q((ANB)NE)+Q((ANBY'NE) (2.1)
=QMANBNE)+Q((A"'NBNE)UANB NE)UA' NB'NE)) (2.2)
<QUANBNE)+QA NBNE)+QUANB'NE)+ QA NB'NE) (2.3)
=Q(BNE)+Q(B'NE), peladefiniciode A€ ./ (2.4)
=Q(E), pela definicdo de B€ . . (2.5)

Portanto, ANB € /.

Agora temos que demostrar que se Bq,B,,... € /4, entdo Uan € . Podemos assumir que
os conjuntos B, sdo disjuntos, caso contrario, considere em vez B,/1 =B, \(ByU:--UB,_1).

Para conveniéncia de notagdo, seja:
N (o)
Dy=|JB,es, Dy1Ds=|]JB,.
n=1 n=1
Precisamos também do seguinte fato

N N
Q(UBnnE)=ZQ(BnnE), paratodo ECQeN=1,2,....
n=1 n=1

que pode ser demonstrado por indugéo direta. O caso inicial N =1 é trivial. Para N > 1,

Q(Dy NE)=Q(Dy_, N(DyNE))+Q(D%,_, N(Dy NE)) (2.6)
=Q(Dy—1 NE)+Q(By NE) (2.7)
N
= Z Q(B,NE), porhipodtese de indugio. (2.8)
n=1
Assim
Q(E) = Q(Dy N E) + Q(D}, NE) (2.9)
N
= > Q(B,NE)+Q(D} NE) (2.10)
n=1
N
> Z Q(B,NE)+ Q(DE)O NE), por monotonicidade. (2.11)
n=1

Tomando N — o0, obtemos

Q(E) > > Q(B, NE) +Q(DL, NE) > Q(Deo N E) + Q(DL, NE).

n=1
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Mas isso implica Dy, = U::il B,e /. <

Teorema (Aditividade Enumeravel da Medida Exterior)
Dado uma medida exterior Q, entdo Q é o-aditiva em .. Isso é, se By, By, ... € ./ forem disjuntos,

entéo Q(Un B,)= Zn Q(B,)
Demonstracido. O caso finito Q(UITY=1 B,) = Zi]:l Q(B,,) ja foi provado basta substituir E = 2
na equacao.

Por monotonicidade, Zﬁlzl Q(B,) < Q(U;il B,). Fazendo N — oo temos Z:il Q(B,) <
QU2 Bo)-

A desigualdade na outra direcdo esta implicita na subaditividade. <

Resumimos o que obtivemos até agora

Corolario (Teorema de Carathéodory)
Se Q for uma medida exterior (2.16), entdo a restricdo de Q para os conjuntos mensuraveis .# (2.18)
produz uma medida em ..

Definindo uma Medida por Extensao

Teorema (Teorema de Extensao de Carathéodory)
Dada uma pré-medida de probabilidade Py na algebra %, entio esta possui uma tnica extensio
para a medida de probabilidade P em 0 (%) =: Z.

Demonstracio. A unicidade segue diretamente do Teorema 2.11 pois %, é um 7-sistema.

Para provar a existéncia da extensdo considere A € &,. Para qualquer E C Qe ¢ > 0, por
defini¢do de P* podemos encontrar By, B,,... € %, cobrindo E tal que ), P(B,) < P*(E) + ¢.
Usando as propriedades das medidas exteriores induzidas temos

PANE)+P* (4 nE) <P*(An| JB,) +P* (4 n| JB,) (2.12)
< ZP*(Ann B,)+ ZP*(A“nm B,) (2.13)
< Zn:P(Aan) + ZH:P(AB NB,) (2.14)
= Zn: P(B,), da atlitividade finita de P, (2.15)
< P:(E) +e. (2.16)

Tomando ¢ | 0, temos que A é mensuravel para P*.

Agora mostraremos que P*(A) = P(A). Considere qualquer cobertura de A por By, B,,... € .
Pela subaditividade enumeravel e monotonicidade de P,

p4)=P([ JanB,)< > P(ANB,) <> P(B,).

Isto implica P(A) < P*(A); A outra desigualdade P(A) > P*(A) é automatica. <
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2.3 Classes Compactas

Agora, damos condic¢bes suficientes para que uma medida finitamente aditiva finita seja uma
pré-medida e consequentemente uma medida. As condi¢des sdo baseadas em uma propriedade
relacionada a propriedade topoldgica de compacidade.

2.24 Definicao (Classe Compacta)
Dizemos que £ é uma classe compacta se para toda sequéncia C,, C ¢ tal que ﬂsil C, =0
tivermos que existe m€ Ntalque C;N---NC,, = 3.

2.25 Exemplo
A familia de conjuntos compactos num espaco topoldgico Hausdorff é uma classe compacta.

Provamos esse fato por contradi¢do. Suponha que nenhuma intersecgio finita seja vazia.

n
Defina o conjunto B, = (| A,. Entdo cada B, nio ¢ vazio e compacto. Escolha uma sequéncia

m=1
X1, Xg, ..., tal que x; € By.
Observe que esta sequéncia tem uma subsequéncia convergente porque esta dentro do conjunto
compacto A;. Podemos mostrar que o limite dessa sequéncia esta contido em cada A, porque a

cauda da sequéncia esta contida em A, e A, é fechado. Isso é uma contradicdo porque provamos
oo

que () A, contém um ponto.
n=1

Exercicio: Se £ é uma classe compacta, entdo, a menor familia, incluindo %" e fechada sob unides
finitas e intersec¢des enumeraveis também uma classe compacta. a

2.26 Teorema (Teorema de Extensio Compacta)
Sejam © uma medida finitamente aditiva definida numa algebra %, de subconjuntos de Q e £ uma
subclasse compacta de %, e suponha que, para cada A € &, tenhamos

wA) =sup{u(C): C e eC CA}.
Entdo, p é pré medida em Z,.

Demonstracao. Suponha que os conjuntos A, € %, sdo decrescentes e que sua intersec¢io seja
vazia. Mostraremos que (A,) — 0. Para isso considere € > 0.

Para cada n escolha C, € # com C, CA, e u(A,) < u(C,) + 57. Temos entdo que

(1))

i=1

Observe que K,, = ﬂ?:l C; C ﬂ:.lzlAi | @logo K, | @. Como os conjuntos formam uma classe
compacta existe m tal que K,,, = @.
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Como os A,, sdo encaixantes a equacdo 2.17 se reduz a
n

A, C (UAi \ ci).
i=1

Consequentemente para n > m temos

uA,) < D uA\C) <

i=1

e logo lim,,_, oo u(A,) =0

2.4 Aplicacoes

Teorema dos Niimeros Normais de Borel

Nessa sec¢éo construiremos o primeiro modelo de espago de probabilidade néo trivial. Esse modelo
fundamental representara a escolha de um nimero uniformemente no intervalo (0,1], bem como
representard o lancamento de uma moeda infinitas vezes. Ou seja, construiremos a medida de
Lebesgue em (0,1].

A construgio desse modelo é paradigmatica. Os passos que utilizaremos nessa construcéo se
repetem em diversas outras construcdes.

Vamos comecar colocando em destaque quais sdo esses passos:

Construcao de Probabilidades

E Comecaremos construindo uma probabilidade finitamente aditiva. Essa construc¢do em
geral é simples e intuitiva.

E Provaremos a o-aditividade. Em alguns casos pode ser mais facil provar a condigéo
equivalente de continuidade no vazio. Em outros provar a condi¢do do Teorema da
Extensdo Compacta.

Usaremos o Teorema de Extensdo de Carathéodory para obter um espaco de probabilidade.

Comecaremos construindo uma probabilidade finitamente aditiva nos intervalos. Essa func¢éo
atribui a cada intervalo seu comprimento.

2.27 Definicao (Algebra de Borel)
Seja %B,((0,1]) a algebra de Borel, isto é a familia formada por unides finitas (possivelmente vazia)
de intervalos da forma (a,b] C (0,1].
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Definicao
Seja P uma atribuigdo de probabilidade em 93,((0,1]) tal que:

P[(a,b]]=b—aparatodo0<a<b<1

e estenda para todos os conjuntos de 98,((0,1]) usando a identidade PLAU B] = P[A] + P[B]
se A,B séo conjuntos disjuntos em 9%,((0,1]).

Teorema
A funcéo de probabilidade finita P esta bem definida.

Demonstracao. Exercicio <

Podemos ver um nimero real w € (0,1] como a realizacdo do lancamento de uma moeda infinitas
vezes. Para isso considere a expressdo binaria desse nimero. Dessa forma w € (0,1] pode ser visto
como uma sequéncia de digitos em {0,1}". Nessa representaciio estamos descartando o digito O
inicial de todas as sequéncia.

Nosso primeiro resultado sera sobre a distribui¢do de digitos 0 e 1 num ntimero qualquer
w € (0,1]. Para realizar essa contagem faremos inicialmente uma conversio dos digitos dessa
sequéncia. Converteremos os 0 — —1 obtendo a sequéncia de fun¢des de Rademacher z.
Definicao
Para todo nimero w € (0,1], a funcéo di(w) denotara o k-ésimo digito da representacio de w. Seja
Z(w) :=2d(w)—1e

n
sp(w):= sz(w) = excesso de 1’s nos n primeiros digitos.
k=1

Observaciao

A sequencia s,(w) definida acima pode ser vista como um passeio aleatorio simétrico nos pontos de
coordenadas inteiras da reta, isto é, em Z, que comeca em O e a cada passo move para a direita ou
esquerda, +1 ou -1, com probabilidade igual. Este passeio pode ser ilustrado da seguinte maneira.
Um ponto é colocado no zero e uma moeda justa é jogada. Se sair cara, o marcador é movido uma
unidade para a direita e se sair coroa o marcador é movido uma unidade para a esquerda.

Provaremos que

nlirgo P[{a) €(0,1]: | excesso de 1’s nos n primeiros digitos.| > 8}] =0.

Veja que na expressao acima o limite esta fora da probabilidade e como veremos o evento que
esta dentro da probabilidade é um evento na algebra de Borel. Assim expressdo anterior faz sentido
com o que desenvolvemos até esse instante.
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Figura 2.4: Fun¢des de Rademacher 2.

2.32 Teorema (Lei Fraca dos Grandes Numeros - Teorema de Bernoulli)

Para todo ¢ > 0,

Tim_ P {w e (0,1]:Is,(w)/n| > e} ] =0. (15)

Demonstracao. Qualquer evento baseado nos valores z;(w), ..., 2,(w) pode ser descrito como
k—1

uma unido disjunta de intervalos diadicos da forma (7, 2—n] Logo {a) € (0,1]: Isp(w)/n| =

e} € By((0,1]).

Cada intervalo diadico de nivel i — 1 se divide em dois no nivel i. Logo a fun¢io de Rademacher
toma valor +1 em metade do intervalo e valor —1 na outra metade. De modo mais geral suponha
que i < j. Em um intervalo diadico de grau j —1, z;(w) é constante e z;(w) tem valor —1 na metade
esquerda e +1 na direita. O produto z;(w)z;(w) , portanto, integra 0 sobre cada um dos intervalos
diadicos de nivel j —1 e logo

1 .

1 do k =
J zr(w)zj(w)dw = qrando ]
0 0 quando k # j.

1

1 n
Isso implica que J sﬁ(a)) dow = Z zr(w)zj(w)dw =n elogo
0 0 kj=1

1
n=J sﬁ(w)dwzf si(w)dw
0 |sp/n|=e

> J n2e?dw > nzezP[Isn/nI > 8]
Isn/nl=e
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Normalldade de 50 numeros
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Figure 2.
Dado uma base, um nimero normal é um nimero real cujos algarismos aparecem todos com a
mesma frequéncia.

Logo P[Isn/nl > 8] <1/(ne?) — 0 quando n — oo. <

Dado uma base, b um niimero normal é um nimero real cujos algarismos aparecem todos com
a mesma frequéncia, ou seja, cuja sequéncia infinita de digitos na base b é distribuida uniformemente
no sentido de que cada um dos valores algarismos tem a mesma frequéncia 1/b. Também significa
que nenhum algarismo, ou combinacéo (finita) de algarismos, ocorre com mais frequéncia do
que qualquer outra. No que se segue trataremos apenas de nimeros normais na base 2, mas os
argumentos podem ser adaptados facilmente para outras bases.

2.33 Definicao
O conjunto dos niimeros normais’ em (0,1] é definido como

N :={w e (0,1]: lim s,(w)/n=0}
n—,oo
1< 1
= €(0,1]: lim = » d =-}
(0eO1: lim © ) d(w)=3)
O conjunto dos niimeros anormais é definido como A :=(0,1]—N.

Provaremos que os nimeros anormais formam um conjunto negligenciavel.

2.34 Definicao (Conjunto Negligenciavel)
Um subconjunto B C (0,1] é dito negligenciavel se para todo ¢ > 0, existem subconjuntos
Bi,B,,...de %By((0,1]) tal que

o0 o0
Bc| B e D PBl<e.
k=1 k=1

'na base 2
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O proéximo teorema também é conhecido como a Lei Forte dos Grandes Numeros para o Langa-

mento de Moedas
Teorema (Teorema dos Numeros Normais de Borel)

O conjunto dos nimeros anormais, A, é negligenciavel.

Demonstracao.
Comecaremos notando as seguintes inclusdes:

Dado ¢, | 0 quando k — o0. Entéo

{w: Iskzk(zw )I < &, para k suficientemente grande }
e See(w)
C{w: 11]£n 2 =0} (16)
C{w: lim Snl®) _ 0}
noon
=N

Agora por (1.) temos que

A=N°cC{w: |sk2k(2w)| > ¢, para infinitos k}
< s2(w) .
CkL;Jj{w: | 2 | > e}, paratodo j
=:B,

onde By, € B(()O’l]). Da demonstracdo da Lei Fraca

P|B <—1 = 1
[k]_k%i_m

se tomarmos g := k=14, Logo 2121 P[B;] < o0 e assim Z;:Z] P[B;] — 0 quando j — oo. Por-
tanto A é negligenciavel <

Esse é o maximo que podemos ir s6 com probabilidade finitamente aditiva. Gostariamos de
poder “passar o limite para dentro” e dizer que os conjuntos anormais tem medida nula.

Para isso precisamos estender esse modelo para um modelo de probabilidade. Comegaremos
provando a continuidade.
Teorema
A aplicagio P : %,((0,1]) — [0,1] definida pela Defini¢do 2.28 é uma pré-medida de probabilidade.

Demonstraciao. Usaremos o Teorema 2.23 e demonstraremos que P é continua por cima em
@.Dado A, | @ onde A,, € %B,((0,1]) (em particular temos que ﬂ,fZlAk = ). Provaremos que
PlA,] 0.
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Observe que para todo n > N temos

Ar]

)=

P[A,] < P[Ay]=P[

k=1

como os conjuntos A, sio decrescentes. E suficiente demonstrar que para todo £ > 0 existe N, tal

N
P[(A]<e. (17)
k=1

O argumento seguinte ndo funciona, mas ele vai motivar a solu¢ido. Dado ¢ > 0 e para todo Ay
construa uma sequéncia de fechados Fy, tal que Fj, C A e P[A, —F] < /2k

que

(Se Ay tem a forma | J;(a;,b;] tome Fy := | J;[a; + 7,b;] para 7 suficientemente pequeno).

Como ﬂ;jilAk = (Z temos que ﬂ,fil Fi. = @. Por compacidade existe N, tal que ﬂg;l F,.=0.

Logo
N,

Z
4

N,
£ £ 1
PlOAd-P[(VE]< Y Plac-F]< Y <e
k=1 k=1 k=1 k=1
7
\ﬂjﬂ_/

Isso estabeleceria 2.4 se ndo fosse pelo problema que P nio esta necessariamente definida nos Fy.

Agora é claro como remediar a situacdo. Para todo A, encontre conjuntos fechados Fj e
subconjuntos A7 de 9,((0,1]) tais que Ay D F D A} e P[A; —A7] < ¢/2k. Para todo e > 0

temos que existe N, tal que ﬂk 1 Fx = @ o que implica ﬂk 1A} =D e assim

N, N,
P[()Ac]-P on sz AEDIC L
k=1 % k=1 k=1
—2

Teorema ( Medida de Lebesgue)
Dado P : %,((0,1]) — [0,1] como na Definicao 2.28. Entao

P admite uma tUnica extensdo para uma medida de probabilidade em 2((0,1]) (também
denotada P);

2| P é a inica medida em 28((0,1]) que satisfaz P[(0,x]] = x para todo x € (0,1];
q p

Demonstracao.
o Demonstracdo do item 2.37.1

O Teorema de Extensdo de Carathéodory com o Teorema 2.36 mostra que existe uma tnica
extensio P : %y((0,1]) — [0,1] para P : 88((0,1]) — [0,1] como $B((0,1]) = o B,((0,11)).
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o Demonstracdo do item 2.37.2

Esse item segue do Teorema de Unicidade de medida pois %((0,1]) = o((0,x]: x € (0,1]) e
{(0,x]: x € (0,1]} é uma 7t-sistema.

Como corolario da construcdo da medida de Lebesgue temos que o conjunto dos nimeros normais
tem probabilidade 1 e surpreendentemente temos que a o - algebra de Borel nao é o conjunto das
partes! Isso ocorre pois existe uma medida de probabilidade néo trivial e invariante na o- algebra
de Borel o que sabemos pela construcdo do conjunto de Vitali ndo ocorre no conjunto das partes.

Corolario
Dado P : %,((0,1]) — [0,1] como na Definicao 2.28. Entao

N € 8((0,1]) e PLN] =1 onde N é o conjunto dos numeros normais em (0,1];

By((0,1]) € 5((0,1]) € 5((0,1]) £ Z(£). Conjuntos em B((0,1]) sdo denominados

Borel mensuraveis. Conjunto em %((0,1]) sdo denominados Lebesgue mensuraveis.

Demonstracao.
o Demonstracdo do item 2.38.1

Observamos inicialmente que N e N estdo ambas em %8((0,1]). Agora pelo Teorema 2.35 temos
que N€ é negligenciavel. Ou seja dado ¢ > 0, existe B,, € %B,((0,1]) tal que N© C Usil B,, onde
Z:il P[B,] < &. Como U:ﬁl B, € %((0,1]) temos

P([j B,) < iP[Bn] <e.
n=1 n=1

Logo
P(N®)=inf{P(B): N cBe Z}<¢

para todo €. Logo P(N“) =0e P(N) = 1.
O
Nos ja mencionamos que N € %((0,1)) mas N ¢ %,((0,1))
A Proposicio 2.48 mostra que %((0,1)) S W(),l)

O conjunto de Vitali mostra que é impossivel estender P para uma medida de probabilidade em

P () que estabelece que B((0,1) € 2 ().

Qual a diferenca entre a lei fraca e a lei forte de grandes niimeros?

Lei Fraca: lim P(|%"{ < 8) =1, paratodo ¢ > 0;

n—>oo

LeiForte: P(lim % =0)=1.

n—oo n
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A lei fraca fixa o n e analisa o conjunto dos s,,(w)/n sobre w € (0,1]. Em particular, a lei fraca diz que
para grandes valores de n torna-se cada vez mais raro encontrar w ’s que satisfazem [s,(w)/n| > ¢.
Por outro lado, a lei forte fixa cada w € (0,1] e analisa os conjuntos dos s,(w)/n sobre n. Em
particular para quase todo w, s,(w)/n — 0 quando n — oo.

Moedas II - Medida de Probabilidade em {0,1}°°

Agora apresentaremos uma construgéo alternativa para o modelo de lancamento de infinitas moedas
honestas.

Considere uma sequéncia infinita de lancamentos de moedas honestas. Desejamos construir um

modelo probabilistico deste experimento de modo que cada sequéncia de resultados possivel dos
. - in
primeiros lancamentos tem a mesma probabilidade, 5 .

O espago amostral para esta experiéncia é o conjunto {0, 1}°° de todas as sequéncias infinitas
de zeros e uns.
w:(wlszJ'“) C()iE{O,].}

Como ja discutimos, de modo geral pode néo ser possivel atribuir uma probabilidade a todo
subconjunto do espago amostral. Assim nossa abordagem sera um pouco mais cuidadosa. Come-
caremos criando uma algebra de subconjuntos, atribuiremos probabilidades finitas aos conjuntos
que pertencem a esta algebra e, em seguida, estenderemos para uma medida de probabilidade na o
algebra gerada por essa algebra.

Algebra e o-algebra de {0,1}"

Considere %, a colecdo de eventos cuja ocorréncia pode ser decidida olhando apenas para os
resultados dos primeiros lancamentos. Por exemplo, o evento {w|w; =1 e w, = wg} pertence a
Z¢ (e deste modo pertence a Z; para todo k > 6).

Seja B um subconjunto arbitrario de {0, 1}". Considere o conjuntoA = {w € {0,1}*°|(w;, wo, ...
B}. Podemos expressar A C {0,1}°° na forma

A=Bx {0,1}*.

(Isto é toda sequéncia em A pode ser vista como um par que consiste numa sequéncia de tamanho n
que pertence a B, seguida de uma sequéncia infinita arbitraria. Nesse caso B é dito base do cilindro
A)

O evento A pertence a Z,, e é facil verificar que todos os elementos de %, sdo desta forma.

Também é facil verificar que &, é uma o-algebra.
Exercicio: Prove que %, é uma o-algebra. O

As o-algebras Z,, para qualquer n fixo, sio muito pequenas. Elas s6 modelam os primeiros n
lancamentos de moedas. Estamos interessados, em vez disso, em conjuntos que pertencem a %,
para n arbitréario, e isso nos leva a definir

90=U9m

,wp) €
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a colecao de conjuntos que pertencem ao %, para algum n. Intuitivamente, A € % se a ocorréncia
ou ndo ocorréncia de A pode ser decidido apés um ntimero fixo de jogadas de moedas.

Exemplo

Seja A, = {w|w,, = 1}, 0 evento que o n-ésimo lance resulta em 1. Observamos que A, € &Z,,. Seja
oo , . N . . .

A=J,_, A que é 0 evento que existe pelo menos um 1 na sequéncia de langamentos infinitos. O

evento A ndo pertence a %, para qualquer n. (Intuitivamente, tendo observado uma sequéncia de n

zeros isso ndo nos permite decidir se havera um 1 subsequente ou néo.)

<

O exemplo anterior mostra que %, ndo é uma o-algebra. Por outro lado, podemos mostrar que
Zo € uma algebra.

Exercicio: Prove que %, ¢ um algebra. a

Gostariamos de ter um modelo de probabilidade que atribua probabilidades a todos os eventos
em Z,, para cada n. Isso significa que precisamos de uma o-algebra que inclua %#,. Por outro
lado, gostariamos que nossa o-algebra fosse tdo pequena quanto possivel, ou seja, contenha como
poucos subconjuntos de {0, 1}" quanto possivel, para minimizar a possibilidade de incluir conjuntos
patologicos aos quais as probabilidades ndo podem ser atribuidas . Isso nos leva a considerarmos F
como a o-algebra gerada por Z.

Definindo a medida de Probabilidade

Comecamos definindo uma funcéo finitamente aditiva P na algebra %, que satisfaz Py({0,1}°°) = 1.
Isso sera realizado da seguinte forma. Todo conjunto A em Z; é da forma B x {0,1}°°, para algum
B
B c {0, 1}". Entéo, definimos Py(A) = %
Observe que desta forma ao evento que nos primeiros n lancamentos ocorre uma sequéncia
particular {wq, w,,...,w,}, é atribuida a probabilidade 1/2". Em particular, todas as sequéncias
possiveis de comprimento fixo sdo atribuidas a mesma probabilidade, conforme desejado.

Antes de prosseguir, precisamos verificar se a definicdo acima é consistente. Observe que o
mesmo conjunto A pode pertencer a %, para varios valores de n. Portanto, precisamos verificar se,
quando aplicamos a definig¢do de Py(A) para diferentes op¢des de n, obtemos o mesmo valor. Na
verdade, suponha que A € &,,, que implica que A € &, para n > m. Neste caso,

A=Bx{0,1}*° =C x {0,1}*,

onde B C {0,1}" e C C {0,1}™. Assim, B=C x {0,1}" ™ e |B| = |C| - 2" ™. Uma aplicacdo da
definicdo produz Py(A) = |B|/2", e outra produz Py(A) = |C|/2™. Como |B| = |C|-2"™, ambos
produzem o mesmo valor.

E facil verificar que Py(2) = 1, e que Py é finitamente aditiva. Também podemos provar que

(Zy,Py) satisfaz
Py(A) =sup{u(C): C e Fye C CA}.
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pois todo conjunto em %, possui base finita e logo compacto na topologia produto.

Logo podemos invocar o Teorema de Extensao Compacta e concluir que existe uma tnica medida
de probabilidade em &, a o-algebra gerado por %, que concorda com Py em %,. Esta medida de
probabilidade atribui a mesma probabilidade, 1/2", a cada sequéncia possivel de comprimento n,
conforme desejado.

Os dois modelos de lancamentos de moedas que construimos sdo equivalentes.

Medida de Lebesgue

Para todo i = (iy,...,i5) € Z% seja (i,i + 1] o cubo unitario em R? transladado por i ou seja
(,i+1]=(iy, i1+ 1] x -+ x (ig,ig + 1].
Esses conjuntos particionam o espaco,
R = J(@@,i+1],
iezd

(i,i+1]

. oO
a algebra da unido de finitos retdngulos disjuntos em (i,i + 1] e seja B((i,i +1]) = 0'(93(()1’”1]) a

o-algebra de Borel de (i,i + 1]. Finalmente denote por P; a tnica medida de probabilidade uniforme
em %B((i,i + 1]) que atribui o volume Euclidiano aos retangulos em (i,i + 1], i.e.

e assim RY pode ser decomposto como unido enumeravel de cubos unitarios disjuntos. Seja %3

d
P;((ay,bi]x - x (ag,bq]) = [ J(bx—ai)
k=1

sempre que (a;,b;] % --- x (aq,bg] € (i,i +1].

A construgio de P; é feita exatamente da mesma forma que a medida de probabilidade uniforme
foi construida em (0,1].

o Dado A€ B(()i’iﬂ] definimos P;(A) como sendo a soma dos volumes disjuntos retangulo que
compdem A (este passo nio é totalmente trivial uma vez que existem diferentes de composicdes
de A em retidngulos disjuntos, mas pode-se provar que P j; é esta bem definido).

o Depois, mostra-se que P; é uma medida de probabilidade em ((i,i + 1],%éi’i+1]).A parte mais
dificil deste passo é demonstrar a o aditividade. No (0,1] nos usamos o fato equivalente que
P; é continua por cima no @. O argumento também funciona em ((i,1 + 1],%él’l+l], P;).

o Finalmente utilizamos o Teorema de extensdo de Caratheodory temos ((i,i + 1],8((i,i +
1]), P;) (a unicidade segue do fato que os retingulos formam um 7-sistema).

o A partir da medida de probabilidades ((i,i +1],9((i,i + 1]), P;) podemos definir a medida
de Lebesgue ,ufg nos conjuntos A € %B((i,i + 1]) como:

pl @) = Pi((L,i+11nA). (19)

iezd
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Agora provaremos que ,ui, é uma medida em (R?, 8(R?)).
Teorema (Medida de Lebesgue)
,uiig é uma medida em (R?, 8(R?)).

Demonstraciao. Demonstraremos que‘uf; satisfaz os trés axiomas (i), (ii) e (iii):
()ud, (A) € [0,00]: Trivial.
o (i)ud, (@) = 0: Imediato pois P;((i,i +1]N@) = 0.
o (iii) o-aditividade: Suponha A; A, ... € B(R?) sdo disjuntos. Entio

(UAk) S'p .((i,iﬂ]n[’_jAk)

iezd

Z (G(l l+1]ﬂAk)

iezd k=1

o
ZPI((l,i+1]ﬂAk
k=

)
i Z P,((L,i+1]n4)
k=

(20)

Teorema
,ui, é a tinica medida em (R%, ((0,1]9)) que atribui o volume euclidiano padréo para os retangulos
finitos, isto é:

d
ud, ((a,by]x -+ x (ag,bq1) = | J(be—ax) (21)
k=1

para —00 < q; < by < 00.

Demonstracao. Defina & como o 7-sistema composto de retangulos finitos de {(a;,b;] % -+ x
(ag,by] : —00 < ai < by < 00} e 0 conjunto vazio @. Entao B(R?) = 0(#). Também observamos
que ,ui,, é o-finita em @ pois ,ué,((i,i +1D)=1,R% = U;icpa(isi+1] e cada (i,i +1] € 2. Logo o
resultado decorre do Teorema 2.11. <

Teorema ]
Para todo A€ #B% e x € RY, 0 conjunto A+ x := {a + x : a €A} esta em B(R?) e

pL(A+x) = u,(A) (22)
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Demonstracao. Parademonstrar que A+x € AB(R?) usaremos o Principio dos Bons Conjuntos.
Dado x € R? e 0 conjunto ¥, := {A € B(RY) : A+x € B(RY)}. E facil ver que ¥, é uma o-algebra.
Por exemplo,
AcY, =>Ac BRYD) eA+x e B(RY)

=>A°e B(RY) e (A+x)° € BRY

= A°e B(RY) e A+ x € B(RY)

S>AeY,.
Para concluir a demonstracio do teorema 2.42 usaremos a mesma ideia de 2.4127 sobre a unicidade
de ,ufig,.

Para isso dado x defina u,(A) := ,uip(A-i- x). Entdo p, é uma medida em (R%, B(R?)). As

medidas u, e ,ufé, concordam no 7t-sistema dos retangulos finitos em R%. Logo pelo Teorema 2.41,
pL,(A) = py(A) := pd, (A+ x) para todo A € B(RY). <

Teorema
Se T : RY — RY ¢ linear e nio singular, entdo A € B(R?) implica que TA := {T(a) : a € A} € B(R?)
e

ul, (TA) := | det T|ud (A).

Demonstracao. Exercicio

Teorema
Dado (92, Z,u) uma medida o-finita. Entdo & nio pode conter uma familia de conjuntos disjuntos
nio enumeraveis de u-medida positiva

Demonstracao. Dado {B; :i € .} uma familia de conjuntos disjuntos tais que w(B;) > 0 para
todo i € .£. Mostraremos que .# deve ser enumeravel.

Como y é o-finita existe A},A,, ... € F tal que u(4;) < 0o e Q = | J, Ar. Mostraremos os
seguintes fatos:

of{i € £ : u(Ax N B;) > €} é finita para todo k: Dado € > 0 e suponha por contradigdo que
existisse uma familia enumeravel de conjuntos ., C .# tal que u(A; NB;) > € paratodo i € %, e que

uA = pAcn (| B = D, uAcnB) > Y e =00

ISEA (IS5 [ISEA

o que leva a uma contradicdo

o{i € £ : u(Ax N B;) > 0} é enumeravel para todo k: Esse fato segue de que

{ies:uAnB)>0t= | ] {ies:uAnB)> ¢}

€ racional

ﬁnito}r)or (1)

o4 =J{i € #: uAxNB;) > 0}: Para demonstrar que £ U | J {i € £ : u(A, NB;) > 0}
observe que i € .# entdo u(B;) > 0. Como Q = | J; Ay existe k tal que u(A; N B;) > 0. Logo
i €| {i € #: u(ANB;) > 0}. A outra inclusdo é Obvia.
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Para terminar a prova, basta notar que os ultimos itens implicam .# é enumeravel. <

Se k < d entdo ‘ufi_g (A) = 0 para todo hiperplano k-dimensional A ¢ R? com k < d.

Demonstracio. DadoAum hiperplano k-dimensional com k < d. Dado x um ponto em R¢
que ndo esta contido em A. entdo {A+ xt : t € R} é uma familia ndo enumeréavel de subconjuntos
de B(RY). Como ,ui, é invariante por translacdo ,uf_;(A) = ,ufi_%,(A + xt) para todo t € R. Pelo
Teorema 2.44, ,uf; (A)=o0. <

Definicdo (Conjuntos mensuraveis de Borel versus Lebesque )
Dado (Q,%(Rd),,udz) o completamento de (£2, %(Rd),,udz). Se A € B(RY) entiio A é dito Borel

mensuravel. Se A € %8(R4) entdo A é dito Lebesque mensuravel.

/Como sio, como vivem e quantos sio os Borelianos?

Comecaremos com uma proposicio simples

Proposicao

o Todo subconjunto aberto de R é uma unido enumeravel de intervalos abertos e logo é um
boreliano

o Todo subconjunto fechado de R é um Boreliano
Conjunto de Cantor Para construir o conjunto Cantor, comegamos com o intervalo unitario:
Co =[0,1]. Em seguida, removemos o ter¢o médio desse intervalo, deixando uma unido de dois

intervalos fechados:
¢, =[0,1/3]u[2/3,1]

Em seguida, removemos o ter¢o médio de cada um desses intervalos, deixando uma uniéo de quatro
intervalos fechados:

C,=1[0,1/9]U[2/9,1/3]U[2/3,7/9]U[8/9,1]

Procedendo desta maneira, obtemos uma sequéncia encaixante Cy O C; D Cy D -+ de conjuntos
fechados, onde C, é a unido de 2" intervalos fechados, como ilustrado na Figura 2.5. Entdo a

intersecao
c=()\C
n

é o conjunto de Cantor.

Proposicao
O conjunto de Cantor C tem as seguintes propriedades:

C é fechado.

C é ndo enumeravel. De fato, |C| = |R|.
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Figura 2.5: O conjunto de Cantor

u(C)=0.

2.48 Proposicao (Cardinalidade dos conj. Lebesgue mensuraveis)
Seja £ a colecéo de todos os subconjuntos Lebesgue mensuraveis de R. Entao

|21 =12 R)I.

Demonstracao. Claramente | Z| < |#(R)|. Mas como o conjunto de Cantor C tem medida de
Lebesgue nula, temos que todo subconjunto do conjunto de Cantor é Lebesgue mensuravel, ou seja,
Z(C) C L. Mas como |C| = |R|, segue que Z(C) = Z(R) e, portanto, Z (R) < | &Z|. <

2.49 Definicao (Hierarquia Finita de Borel)
A hierarquia finita do Borel consiste em duas sequéncias X, e I1, de subconjuntos de 9 definidos
da seguinte forma:

o X; é a colecdo de todos os conjuntos abertos em R e IT; € a colecdo de todos os conjuntos
fechados em R.

o Para cadan > 1, a colecdo X, 1 consiste de todas as unides enumeraveis de conjuntos de IT,,
e a colecdo IT,, 1 consiste de todas as interse¢des enumeraveis de conjuntos de %,,.

2.50 Exemplo
Assim, cada conjunto em X5 pode ser escrito como

U () Una
meN neN

para conjuntos abertos Uy, ,, e cada conjunto em IT3 pode ser escrito como

(U P

meN neN

para conjuntos fechados Fy, ,.

Assim noés temos ¥y € X5, % CII,,1I; € X, e I1; CII,. E além disso, todas as quatro inclusdes
sdo proprias.
2.51 Teorema (Propriedades de X, e II,,)
Para cada n € N, as seguintes afirmacdes sdo validas.

Para todo S C R, temos S € X, se e somente se S¢ € I1,,.

Z:n c Z:n+152n c Hn-ﬁ-l:Hn < Z:n+1’ € I—[n < I—[n+1'
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Além disso, todas as inclusdes sdo proprias.

Se B C R for um conjunto Borel, a classificacio de Borel de B é o minimo n tal que B se
encontra em X, C IT,. Assim, conjuntos que sdo abertos ou fechados tém classificacido de Borel 1.

Surpreendentemente, nio é verdade que todo conjunto de Borel tenha classificacio finita. Por
exemplo, se {S,,} for uma sequéncia de conjuntos do Borel, tal que cada S,, e tenha classificacdo n,
entdo a uniao

S=§,CcS,cS;C...

néo pode ter classificacéo finita. Tal conjunto S é dito de classifica¢do w, e a colecdo de todos esses
conjuntos é conhecida como %,,. O complemento de qualquer conjunto em %, também é dita de
classificacdo w, e a colecdo de todos esses conjuntos é conhecida como II,,.

A hierarquia do Borel continua até além de w. Por exemplo, 2,1 consiste em todas as unides
enumeraveis de conjuntos de I, e I, ; consiste em todas as intersec¢des enumeraveis de conjuntos
3, De fato, nés temos uma sequéncia de conjuntos

CZZCZBC..CZ(DCZUJ-‘FlCZsz..CZZCOCZZ(D-H[C..

e da mesma forma para o IT’s. O resultado é que os conjuntos %, e [T, podem ser definidos para cada
ordinal contavel a (ou seja, para cada elemento de um conjunto bem ordenado e néo enumeravel e
minimal, Sg). As familias resultantes X, : @ € S, e I, : @ € S, constituem a hierarquia de Borel
completa, e a algebra de Borel 98 é a unido destas:

2=z, = L.

Nao é muito dificil provar que cada um dos conjuntos %, e I, tem a mesma cardinalidade de R.
Como [Sq| < |R|, logo temos que a algebra de Borel 9 tem cardinalidade de |R| também.
Teorema ( Cardinalidade da Algebra de Borel)

Seja % a o-algebra de Borel em R. Entdo | 8| = |R]|.

Proposicao
A cardinalidade da cole¢io de conjuntos mensuraveis é igual a |2 (R)|,

Como essa cardinalidade é maior que a cardinalidade da algebra de Borel. Isso produz o seguinte
corolario.

Corolario
Existe um conjunto mensuravel de Lebesgue que nio é um conjunto de Borel.

Medidas em Espacos Métricos

Escrever: espacos poloneses, regularidade e tightness.

Exercicios

o0
Ex. 2.1 — Dados Aj,A,,.... Mostre que P(4,, iv,,) =1 se e somente se ZP(AH |A) diverge para
n=1

todo A de probabilidade nio nula
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Ex. 2.2 — [Integral de Lebesgue-Stieltjes] Dado 2 =R e %B,(R) := f ((—00,a] : —00 < a < 00)
a algebra de Borel de R. Seja P uma probabilidade finitamente aditiva em %,(R). Mostre que P é
uma medida de probabilidade em %,(R) se e somente se a funcdo definida por F(x) := P((—00,x])
é nao decrescente, continua a direita e satisfaz lim,_,_ o, F(x) =0elim,_, o F(x)=1.

Ex. 2.3 — (sub-additividade enumeravel) Mostre que
o0 o0
P(UAH) <> P4,)
n=1 n=1

Ex. 2.4 — Prove que a continuidade da medida de probabilidade. Dados A;,A,, ... eventos, entdo
1. Se A, /A, entdo P(A,,) /" P(A) quando n — oo.
2. Se A, \\A, entio P(A,) \, P(A) quando n — oo.
3. P(liminfA,) <liminfP(A,)) < limsupP(4,,) < P(limsupA,,).
4. A, — Aimplica que P(A,,) = P(A) asn — oo0.

Ex. 2.5 — Considere um modelo probabilistico cujo espaco amostral é a reta real. Mostre que
1. P([0, 00)) =lim,_,c P([0,n])
2. lim, ,oo P([n,00))=0.

Ex. 2.6 — (Uma condicéo insuficiente) Dados Q = {1, 2, 3,4}, e A= {{1,2},{1,3}}.
1. Mostre que a o-algebra & gerada por A é o conjunto das partes 2(Q).
2. Mostre que existem duas medidas de probabilidade P; e P, em (9, %), tal que P;(E) = P,(E)
para qualquer E € A, mas P; # P,. Este problema mostra que o fato de que duas medidas
de probabilidade coincidem com uma familia geradora de uma o-algebra ndo garante que

elas sejam iguais. No entanto, isso é verdade se adicionarmos a suposicdo de que a familia
geradora A é fechada sob intersecdes finitas.

Ex. 2.7 — Desigualdade de Bonferroni

Definindo .
S1:= Z P(Ay),
i=1
e
Spi= > P(ANA),
1<i<j<n
bem como

Sy = Z P(A;, N---NA;,)

1<i;<--<ix<n

para todos os nimeros inteiros de k em {3,...,n}.

Entéo, para k impar
n k
p(Ua) <2,
= Jj=1
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e para k > 2 par
n k
P(UAi) > (-1)s;.

(Se tiver com muita preguica prove apenas para k = 2,3.)

Ex. 2.8 — Problema do Pareamento

No final de um dia agitado, os pais chegam ao jardim de infincia para pegar seus filhos. Cada pai
escolhe uma crianga para levar a casa uniformemente ao acaso. Use o formula de inclusdo-exclusio
para mostrar que a probabilidade de pelo menos um pai escolhe seu proéprio filho é igual a

1
1— =4 — (1) 1=
2! 3! n!

E que essa probabilidade converge a 1 —1/e quando n — oo

Ex. 2.9 — Qual é a probabilidade de que um ponto escolhido aleatoriamente no interior de um
tridngulo equilatero esteja mais perto do centro do que de suas bordas?

Ex. 2.10 — Agulhas de Buffon
Considere um plano horizontal dividido em faixas por uma série de linhas paralelas a distancia fixa
d, como as tdbuas do chio.
E considere uma agulha, cujo comprimento seja igual a distancia entre as linhas paralelas, que é
jogada no plano aleatoriamente.

1. Defina precisamente o espaco de Probabilidade.

2. Prove que a probabilidade da agulha nao interceptar uma das linhas paralelas é %

Ex. 2.11 — O conjunto de nimeros normais e anormais esta em %((0,1]).

Ex. 2.12 — Todos os subconjuntos contaveis, co-contaveis (i.e. complementos de conjuntos conta-
veis) e perfeitos de (0,1] estdao em 98((0,1]). Em particular, o conjunto dos numeros irracionais em
(0,1] é um conjunto de Borel.

Ex. 2.13 — Para todo niumero w € (0,1], denotamos por di(w) o k-ésimo digito da representacéo
de w. Seja zi(w) :=2di(w)—1e

n

sp(w):= sz(w) =

k=1

excesso de 1s nos n primeiros di-
gitos.

Mostre que

1 t 4 ,—tp
M(t)::f e“n(“’)dw:(e +2€ ) (2.18)
0

1

para todo t € R. Diferenciando com respeito a t, mostre que J sp(w)dw = M'(0) =0 e
0

1
f s2(w)dw =M"(0)=n.
0
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1

A ideia é dividir a integral f nos intervalos diadicos da forma (kz;nl, Zk—n]

0

Ex. 2.14 — Seja 2 um espago métrico com distancia d. 2 é dito separavel se existe um conjunto
enumeravel Qy C Q que é denso em £2 (i.e., todo ponto em €2 é limite de uma sequéncia de pontos
em ).

1. Mostre que o (bolas abertas em Q) C ().

2. Mostre que o (bolas abertas em Q) = %B() se Q é separavel.
3. Mostre que 2 = R é separavel com a métrica usual
4

. Conclua que o (bolas abertas em R) = %B(R).

Ex. 2.15 — Suponha que u; e u, sdo medidas em 0 (Z,) geradas pela classe Z,. Suponha também
que a desigualdade

p1(A) < pa(A) (2.19)
é valida para todo A em %,
1. Mostre que se & é uma algebra e u; e u, sdo o-finitas em %, entdo (2.19) vale para todo
Ae O'(g()).
(Dica: primeiramente trate o caso em que U, é finita.)
2. Mostre através de um exemplo que (2.19) pode nio ser verdade para algum A € o (%) se:
a) Z, é uma algebra mas u; e Uy nio sdo o-finita em ZF;
b) Se u; e U, sdo o-finitas em %, mas F, é somente um 7-sistema.

Ex. 2.16 — Principio de Littlewood Suponha que %, é uma algebra, u é uma medida em o (Z)
e U é o-finita em %,
1. Suponha B € 0 (%) e € > 0. Mostre que existe uma sequéncia disjunta de Z,-conjuntos
A Ay,... taisque B |72 Ay ep(| 2 A, —B) <e.
2. Suponha B € 0(Z,), uw(B) < o0 e € > 0. Mostre que existe um Z,-conjunto A tal que
WAAB)<e.
3. Mostre através de um exemplo que a conclusio anterior pode ser falsa se B tiver uma medida
infinita.

Ex. 2.17 — O seguinte exercicio mostra que ndo importa em qual ordem somamos um nimero
infinito de termos positivos. Isso é util para mostrar rigorosamente os axiomas de medida para a
medida de contagem em qualquer Q2. Observe que, se houver termos negativos, a ordem é importante.
Dado I um conjunto infinito e seja f uma funcio de I para [0,00]. A soma de f sobre I é definida
como

D (@) =sup{> f(i): HCI Héfinito}.

iel ieH
Mostre que

1. para toda particdo I = | J, < Ix de I em subconjuntos disjuntos ndo-vazios I,

dSirm=>>rm)

i€l keK i€l
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2. Se I é enumeravel, entio
n
D f= lim > f(in)
i€l m=1
para toda enumeracio iy,I,, ... dos pontos em I.

3. Prove que

u@):=) f(a),VACX
acA
definida acima é uma medida

Ex. 2.18 — Mostre que
P[Isn/nl > e] < 2e71€ /2

para todo € > 0.
Dica : Use (2.18) e a desigualdade (e* +e™)/2 < exp(x2/2) que é verdadeira para todo x € R.
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Independéncia

Intuitivamente, dois eventos A e B sdo independentes se a ocorréncia do evento A ndo modifica a
probabilidade de ocorréncia do evento B.

Como veremos, a defini¢do formal é que A e B sdo independentes se
P(ANnB) =P(A)P(B)

Para motivar essa defini¢cdo, comecaremos introduzindo a nogio de probabilidade condicional.

Suponha que nos é dada a informa¢do que num experimento o evento B ocorre, com P(B) > 0.
Nesse caso, o espaco amostral a ser considerado é reduzido de 2 para B e a probabilidade de que o
evento A ocorrera dado que B ocorreu é

Para explicar esta formula, observe que dado a informacdo que o evento B ocorre apenas a parte do
evento A que se encontra em B pode eventualmente ocorrer e uma vez que o espaco amostral foi
reduzido a B, temos que dividir por P(B) para termos que P(B|B) = 1.

Definicao (Probabilidade Condicional)
Dados A e B eventos com P(B) > 0. A probabilidade condicional de que A ocorre dado que B
ocorre, indicado por P(A|B), é definida como

P(ANB)

P(A|B) = P(B)

Teorema
Dado (€2, Z,P) um espaco de probabilidade e dado B com P(B) > 0, entdo (B,# NB,P(|B)) é um
espaco de probabilidade.

51
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Demonstracao. Exercicio. <

Exemplo

Um estudante realiza um teste cuja duragdo maxima é de uma hora. Suponha que a probabilidade de
que o estudante termine o teste em menos que x horas seja igual a 3, para todo 0 < x < 1. Entdo,
dado que o estudante continua a realizar o teste ap6s 0,75 horas, qual é a probabilidade condicional
de que o estudante utilize a hora completa?

<

Seja T, o evento em que o estudante termina o teste em menos que x horas, 0 < x <1,e C
o evento em que o estudante utiliza a hora completa ou seja, C é o evento em que o estudante
n#o finalizou o teste em menos que 1 hora. Temos que o evento em que o estudante ainda esta
trabalhando apds 0,75horas é o complemento do evento T8,75, entdo a probabilidade desejada é

P(C|T£,75) =0,8

Teorema (Lei da Probabilidade Total)
Dado (€2, Z,P) um espaco de probabilidade e deixe {By, B,, ...} ser uma parti¢do enumeravel de
Entao
oo
VA€ F :P(A)= > P(AIB)P(B))
i=1
Demonstracao.

p(A):p(An@Bi))
:P( (AﬂBi))

1

=> P(A|B)P(B)
i=1

3

1

P(ANB,)

e

Il
-

Teorema (de Bayes)
Dado P uma medida de probabilidade num espaco de probabilidade (€2, &, P). Suponha que P(A) > 0
equeP(B)>0

Entao
P(A|B)P(B)

P(B|A) = 0

Demonstrac¢ao. Da definicdo de probabilidade condicional temos:

P(ANB)

P(A|B) = > &)
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P(B|A)=%

Manipulando temos:

P(A|B)P(B)=P(ANB)=P(B|A)P(A)
Dividindo por P (A) temos:
P(A|B)P(B)

P(B|A)=——per

Teorema
Sejam Aq,A,, ... A, eventos que formam uma particdo do espago amostral, e assuma que P(4;) > 0
para todo i. Entdo, para qualquer evento B tal que P(B) > 0, temos que

P(A)P(B|A;) P(A;)P(BIA;)
P(B)  P(A)P(B|A;)+...+P(A,)P(BIA,)

P(A;|B) =

Independéncia

Um dos conceito mais significativo na teoria da probabilidade é o conceito de independéncia.
Intuitivamente, dois eventos A e B sdo independentes se a ocorréncia do evento A ndo modifica a
probabilidade de ocorréncia do evento B. Isso nos leva a seguinte definicdo provisoria.

Definicao (Eventos Independentes - Definicao Provisoéria)
Os eventos A e B sio ditos independentes se P(A|B) = P(A).

E de modo equivalente temos a seguinte defini¢éo:

Definicdao (Eventos Independentes)
Os eventos A e B sido ditos independentes se

P(ANB) =P(A) - P(B).

As duas defini¢des sdo equivalentes no caso em que P(B) > 0. A segunda definicéo é preferivel
pois as probabilidades condicionais podem ser néo estar definidas se P(A) ou P(B) é 0. Além disso,
a segunda definicdo deixa claro por simetria que, quando A é independente de B, B também ¢
independente de A.

Proposicao
Um evento A é independente dele mesmo se, e somente se, P(A) = 0 ou P(A) = 1.

Demonstracao.
P(A) = P(ANA) = P(A)?

Resolvendo a equacédo do segundo grau em P(A) temos que P(A) =0 ou P(A) =1 <
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Definicao (Eventos Independentes)
Uma colegé@o de subconjuntos {A; } e » da o-algebra & é dita independente se, para cada conjunto
finito de indices S C ¢ a seguinte identidade vale:

p(()an) =] [P@n.

hest he#

Proposicao
Dado P uma medida de probabilidade e {E; | i > 1} uma familia enumeravel de eventos indepen-

dentes. Entéo:
P (ﬂ El-) =[ [

i>1 i>1

Demonstracio. (ﬂ Ei) ¢ uma sequéncia de eventos decrescentes, logo

Proposicao
Se {E; | i € I} é uma familia de eventos independentes, entdo a familia de eventos {E; | i € I}
também ¢é independente.

Demonstraciao. Exercicio. Dica utilize o Principio de Inclusio-Excluséo. <

Teorema (Féormula dos Niumeros Primos de Euler)
Dado s > 1. Entéo

O

nS

Demonstracao. SejaQ=N,P(n) = e deixe P ser o conjunto dos niimeros primos.

Considere E; o evento “ntimeros divisiveis por k“. Observe que:

P(E) =S P k)= CO7 s

1S Jes
i>1 i>1 ik

Logo, quaisquer primos ky, ..., k,,

P E. |=P| E-

j=1

= ]L[kj—s = IL!P(Ekj).
i

J j=1
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Mostramos que {E. | k primo} é uma familia de eventos independentes. Como n = 1 se e somente
se nio é divisivel por nenhum primo, temos:

ﬁ =P(1) = P(ﬂ E;) =[1a-eE)) =] [(1-p)

pEP peP peP

Definicao (Familias Independentes)
Dado ./, uma familia de conjuntos em Z para cada k € #". Entdo {.&/ };c  sdo familias inde-
pendentes se para cada escolha de A} € .} os eventos {A; }recx sdo independentes.

Teorema
Dado (2, Z, P) um espaco de probabilidade e #" um conjunto de indices

Subclasses Se .« C %) C Fpara todo k € X e { By }ren sdo familias independentes entdo
{.o }ren sdo familias independentes.

Acréscimo {ﬂfk }ke){,’ sdo familias independentes se e somente se {ﬂk U {Q}}kex sdo familias
independentes.

Produto Simplificado se .«¢1, ..., <, sdo familias de conjuntos em & e 2 € .¢/) para cada k,
entdo ./, ..., .o, sdo familias independentes se e somente se

P(ﬁAk) = ﬁP(Ak).
k=1 k=1

para cada escolha A € ..

As defini¢des acima sdo ambas generalizadas pela seguinte definicdo de independéncia para
o-algebras.

Definicdao (0-algebras Independentes)
Dado (€2, Z,P) um espaco de probabilidade e deixe .o/ e 9B serem duas sub-o-algebras de &. Entdo
o/ e PB sio ditas independentes se, dados A€ .o/ e B € 4,

P(ANB) = P(A)P(B)

Exemplo (Lancamento uma moeda)

Este é o exemplo candnico de independéncia. Suponha que vocé jogue uma moeda duas vezes. Seja
A ser o evento “na primeira jogada saiu cara” e B ser o evento que “na segunda jogada saiu coroa”.
Calculando P(A) = % eP(B) = % Para calcular a probabilidade da ocorréncia de ambos eventos,
listamos os casos e observamos que P(ANB) = %. Assim, A e B sdo independentes.
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Exemplo (Amostragem)
Suponha que uma urna contenha 5 bolas brancas e 5 bolas pretas. Agora escolhemos 2 bolas sem
substituicao.

Considere os eventos:
A = primeira bola é branca

B = segunda bola é branca.

Os eventos A e B sdo independentes? Ndo. Depois de retirar uma bola branca, podemos dizer que a
urna contera apenas 4 bolas brancas e 5 bolas pretas. Entdo, P(B|A) = %, e a probabilidade de B
em si (quando néo sabe o que acontece com a primeira bola) é P(B) = % (porque P(B) = P(B), e

assim o papel das cores é simétrico.).

Mas, por outro lado, se nds considerarmos o caso de retirada com substituicdo, entdo os eventos
A e B serdo independente.

Teorema (Familias Independentes)
Suponha que {.¢ };cx sdo familias independentes de conjuntos em & tais que cada ./ é um
n-sistema. Entdo {0 (.9 ) }rcx sdo familias independentes.

Proposicao
Considere uma familia de eventos independentes {Ayc 4 }. Se INJ = 0, entdo (A : k €1I) e
o (A : k € J) sdo independentes.

Lei 0-1 de Kolmogorov e Borel-Cantelli

Dado uma sequéncia de eventos arbitrarios A;,A,, . ... Queremos definir o que significa um evento A
depender somente dos eventos A,;,A,41,-- ., para n suficientemente grande, ou dito de outra forma
um evento A ndo depender dos eventos iniciais Ay, ...,A, para todo n.

Definicao

A o —algebras caudal é

oo
T =) o {AnAnr1,Anszs - ).
n=1

Os elementos de  sdo denominados eventos caudais.

Se pensarmos no indice n como o tempo, entdo 0 (A,,A,;+1,An+2, - --) contém a informagio apds
o tempo n e 7 contém a informacéo "apds o tempo n para todo n", ou seja, vagamente falando, a
informac&o no infinito. Outro nome para a o-algebra caudal é o-algebra de eventos remotos.

Poderia-se pensar que poucos eventos seriam caudais, mas em algumas situa¢des a o-algebra
caudal pode conter muitos eventos como mostra o préoximo exemplo.

Exemplo

Por exemplo, considerando o langamento infinito de moedas, e denotando por H,, o evento no qual
no n-ésimo lancamento aparece cara, entdo  inclui o evento lim sup H,, no qual obtemos infinitas
caras; o evento liminf H,, no qual obtemos apenas um nimero finito de coroas; o evento lim sup H,,,
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que obtemos infinitamente muitas caras nos lances 2, 4, 8, e 0 evento "uma sequéncia de 100 caras
consecutivas ocorre infinitas vezes".

Teorema (Lei 0-1 de Kolmogorov)
Dados Aj,A,, ... eventos independentes. Entdo todo evento caudal A tem probabilidade 0 ou 1.

Demonstracao. Considere Aj,A,,As,...,An_1,An,A041,---,... eventos. Entéo, pelo Corola-
rio 3.20, 0 (A4, ...,Ap_1) e 0(A,, ... Aps1, .. .) sdo independentes. Note que ,A€ 0 (A,,...Apii,---)-
Logo, os eventos A1, A,, ...,A,_1,A sdo independentes para todo n.

Consequentemente os eventos A;,A,,...,A sdo independentes. Entéo, pela Proposicdo 3.20,
0(A1,A,,...) e 0(A) sdo independentes. Mas A € 0(A1,A,,...) e A€ 0 (A), que sdo independentes.
Logo, A é independente de si proprio. Logo

P(A) = P(ANA) = P(A)>.

e assim P(A) é ou O ou 1. <

Definicao (Infinitas vezes e quase sempre)
Dados A1, A,, ... subconjuntos de 2. Entao dizemos que os eventos ocorrem infinitas vezes se

oo o0
{A, iv}:= ﬂ U A, =:limsupA,

m=1n=m n—oo

Dizemos que os eventos ocorrem quase sempre se

oo oo
{4, ¢s}:=J A =: liminfA,

m=1n=m

Teorema (Primeiro Lema de Borel-Cantelli)
Dados Eq, E,, ... subconjuntos em & . Entdo

> P(E,) < 00 => P(E, iv)=0.

n=1
Demonstracao. Suponha que:
o0
> P(E,) < oo.
n=1
Como a série converge devemos ter que

oo
Z P(E,) » 0, quandoN — oo.
n=N

Logo

oo
1\1,r>1f1 Z\:{P(En) =0.
n=
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Assim

P(lim sup En) =P(E, iv.) = P( ﬁ Ej En)

n—00 N=1n=N
oo
<
<pre(Us)

n=N
oo
<
1 Sovee
n=N
=0
<
3.26 Teorema (Lema de Fatou para Conjuntos)
Dados Eq, Es, ... subconjuntos de %. Entéo
P(E, g.s.) <liminfP(E,)
n
<limsupP(E,) <P(E, iv.).
n
Demonstracao. Exercicio <

O segundo Lema de Borel fornece uma reciproca parcial do primeiro lema de Borel-Cantelli.
3.27 Teorema (Segundo Lema de Borel-Cantelli)
Dados Ej, Es, ... conjuntos independentes em % . Entdo

> P(E,) = 00 => P(E, iv)=1.

n=1

Demonstraciao. Suponha que Z::il P(E,) = 00 e que os eventos (E,)°2, sdo independentes. E
suficiente mostrar que os eventos E,, que ndo ocorrem para infinitos valores de n tem probabilidade
0.

Comecamos observando que

— P({E, iv.)%) = p(l;ggfgg) —p (( ﬁ G E)) -

N=1n=N
oo oo [e%)
:p( Ec): imp( Ec)
£;{n=N' " N=oo i;l "

e desta forma temos que é suficiente demonstrar que: P (ﬂ:iN Efl) = 0. Como os eventos (E,)>2,
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sdo independentes temos que:
oo (%)
P( N E;‘j) =[ [p9
oo
=] [a-r&))

< ]_[ exp(—P(E,))
n=N

= exp (— i P(En))
n=N

=0.
<
Resumindo, dados A;,A,, . .. eventos independentes. Entéo
. «_ | 0 seX PA)<oo
P(An l.V-) - { 1 se Zn P(An) = 0.
Exercicio: Calcule a probabilidade de sairem 100 caras consecutivas infinitas vezes.
O

3.3 Aplicacoes

Sequéncias de Cara

Se jogarmos uma moeda infinitas vezes, mais cedo ou mais tarde, veremos sair duas caras seguidas.
Se tivermos muita paciéncia, veremos sairem 100 coras seguidas.

Seja £(n) = ser o nimero de caras consecutivas apds o n-ésimo lancamento. (considere que
£(n) = 0 se sair coroa no n-ésimo lancamento.)

Ou seja, dado um inteiro fixo k é facil ver que
PU(n)=k iv.)=1.

E se trocassemos o inteiro fixo por uma fung¢io k(n) quao rapido essa funcao pode crescer de modo
que a probabilidade permaneca 1. Ou seja para quais func¢des k(n) temos que

P(¢(n) > k(n) iv.)=1.

Essa funcdo pode crescer no maximo como log, n como provamos no proximo teorema:
3.28 Teorema
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Para todo € > 0, P({(n) = (1+¢€)log,n iv.)=0.
P({(n) >log,n iv.)=1.

Demonstracao.

PU(n)=1)= % Agora para aplicar Borel-Cantelli basta substituir (1 + €)log, n.

P({(n) = (1+¢€)logyn) = e

Esta série converge e logo podemos utilizar o Primeiro Lema de Borel Cantelli. Isso termina a
demonstragéo.

A segunda parte é mais interessante. Ela nos fornece uma técnica comum na teoria da
probabilidade. Por que a segunda parte é mais elaborada? O problema é que os eventos
{€(n) > log, n} ndo sdo independentes, entdo nio podemos simplesmente aplicar o lema
Borel-Cantelli.

Mas podemos “podar” esses eventos de modo a tratarmos apenas de eventos que néo se sobre-
poem. Vamos denotar r(n) := log, n.

Agora olhamos para n; = 2. Mas sé voltaremos a olhar a sequéncia ap6s log, 1, ou seja
ny =n; +r(1). De modo geral,
n, = 2

M1 = Ny + 1 ().
Ou seja, os eventos A = {£(ny) > r(n;)} sdo independentes.
Comecamos em 2, pois log, 1 = 0. Retornando a demonstragao do teorema.

Os eventos Ay sdo independentes, porque os A} envolvem indices néo sobrepostos. Entdo temos

1

P(A;) = >

Agora, s6 queremos ver que a soma desta série diverge. Mas a soma

oo

1
Z or(m)

k=1

esta definida recursivamente. Entéo, preenchemos as lacunas na soma fazendo

1) %)
IR SR
—= or(n) = or(n) r(nk)

E agora convertemos os saltos n;,; —n; como soma de 1s:

— 1
= Z Z 2r(nk)r(nk)’

k=1n<n<ngqq
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A ultima soma é maior ou igual a
o0

Z 1
i 2r(Wr(n)

e como r(n;) < r(n), temos

oo
HZ: nlog,n’

que diverge.

Para que a demonstragio anterior fique correta precisariamos tomar a parte inteira de r(n;) e
fazer pequenas alteracdes. Deixamos essas altera¢des como exercicio ao leitor <

Teorema do Macaco Infinito

"I heard someone tried the monkeys-on-typewriters bit trying for the plays of W.
Shakespeare, but all they got was the collected works of Francis Bacon."
- Bill Hirst

Vamos considerar uma pequena adaptacio do Teorema 3.28. Vamos considerar que estamos
sorteando caracteres uniformemente no alfabeto {a,b,c...,x,y,z}. Entdo obtemos uma sequén-
cia infinita de caracteres, onde cada caractere é escolhido uniformemente ao acaso. E uma das
consequéncias do Teorema é que qualquer texto finito ocorre quase-certamente nessa sequéncia.

Isso nos leva ao seguinte “teorema”
3.29 Teorema (Teorema do Macaco Infinito)
Um macaco que pressiona as teclas aleatoriamente de uma maquina de escrever por uma quantidade
infinita de tempo ira quase certamente digitar um determinado texto, como as obras completas
de William Shakespeare. Na verdade, o macaco quase certamente digitaria todos os textos finitos
possiveis um nimero infinito de vezes.

Teoria de Percolacao

Suponha que, em dado material poroso, algum liquido seja derramado no topo. Este liquido chegara
ao fundo? Quao rapido?

Em matematica, podemos pensar um material poroso como um grafo, digamos por exemplo que
os vértices sio Z2. Conectamos vértices vizinhos desta rede de forma independente com alguma
probabilidade p. O resultado é um grafo aleatdério. De modo alternativo, podemos fazer uma
construcéo analoga com vértices em vez de arestas, e considere o subgrafo como aquele determinado
pelos vértices escolhidos.

Alguma terminologia:

As arestas sdo os elos

Os vértices sdo sitios

As aresta/vértices escolhidos estdo abertos
O grafico escolhido é o subgrafo aberto

oo oo
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o As componentes conexas do subgrafo aberto sdo denominados clusters abertos

62

De acordo com a terminologia acima, os dois modelos descritos anteriormente sdo percolagio

de elos e percolacao do sitio.
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rede sélida, onde as ligages/sitios abertos representam os vinculos/locais que o liquido pode passar.

A principal questio sugerida por esta interpretacio é se o liquido sera capaz de passar completamente

pela rede, o que corresponde matematicamente a existéncia de um cluster aberto infinito.

O Teorema de Harris-Kesten responde esta pergunta para a percolacdo de elos em Z2. Esse

1
teorema afirma que para p > 3,

Vamos fazer a construcdo desse modelo. Faremos a construcédo para um grafo conexo G = (V, E)

existe um cluster aberto infinito com probabilidade 1 e para p < %
existe um cluster aberto infinito com probabilidade O.

que possui um numero enumeravel de arestas . Para isso definiremos o espaco amostral, a o-algebra

e a probabilidade. Definimos

o = {0,1}/¥! como o conjunto de todos os arranjos de arestas abertas, onde 0 representa uma
aresta fechada e 1 representa uma aresta aberta;

o & como a o-algebras em Q gerado pelos cilindros

C(F,o0)={weqQ|ws =0y para f € F},

o P como a medida de probabilidade em ¥ induzida por

pcFoN=|[]r

feF

FcEeo={0,1}Fl;

[11-»

feF
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Por argumentos de classe compacta, podemos provar que P é uma pré-medida e pelo Teorema
de Extensdo de Caratheodory podemos definir uma probabilidade P.

Probabilidades Criticas

Vamos analisar a percolacéo de elo.

Para um sitio x, deixe C, ser o cluster aberto contendo x e deixe 6,(p) a probabilidade de que
C, seja infinito.

Proposicao
Existe uma probabilidade critica p,. tal que 6,(p) =0se p <p, e 6,(p) > 0se p < p,, para todo
X.

Demonstracao. Considere dois sitios x, y tais que |[x —y| =d.

Como o grafo é conexo, temos um caminho ligando x e y. Esse caminho nos permitira estabelecer
uma relagio entre 0, (p) e 0, (p). Vejamos como: 0,(p) = p? 6, (p). pois se houver um cluster aberto
infinito contendo y e um caminho de y para x, existira um cluster aberto infinito contendo x também.

Assim, se 0, (p) = 0 para um sitio, entdo 6, (p) = 0 para todos os sitios, e se 8, (p) > 0 para um
sitio, entdo 6,.(p) > 0 para todos os sitios.

Se mostramos que 6,.(p) é uma funcéo crescente de p, a existéncia de p, segue.

Para ver o comportamento crescente, utilizaremos a técnica de acoplamento. Atribua a cada
uma das arestas e uma variavel aleatéoria independente X, ~ Uni[0,1] e, em seguida, decida torna-1a
aberta se X, < p. Se p; < p,, o subgrafo obtido com probabilidade p; sera sempre contido no
subgrafo obtido com probabilidade p,, entdo 6,(p) deve estar aumentando.

Também observamos que para p = 0 temos que 6(0) = 0 e para p = 1 temos que 6(1) = 1.
Gostariamos de provar que essa transicdo é néo trivial, ou seja, ou seja que a probabilidade critica é
estritamente maior que 0 e menor que 1. Mas néo faremos isso agora.

Discutiremos mais sobre a técnica de acoplamento no capitulo 13. <

Agora, conecte este p. a nossa pergunta original sobre a existéncia de um cluster aberto infinito.
Teorema
Seja E ser o evento que existe um cluster aberto infinito. Entdo P(E) =1se p > p. e P(E) =0 se

p <P
Demonstraciao. Se E for um evento caudal, pela lei Kolmogorov 0-1, ele s6 pode tomar os
valores 0 e 1. Assim, se p < p,, entdo P(E) < Z 0,(p) = 0 entdo P(E) = 0. Se p > p. entdo
X

P(E) > 0,(p) > 0 para pelo menos um sitio, entao P(E) =1 .

Falta mostrar que E é um evento caudal. Para isso, enumere os elos em G como {e,,eq,...}, e
para k > 0 defina

Ar={weN: w, =1}
Segue que Ay,Aq, ... sdo independentes, e além disso F = 0 (Ap,A7,...).

Dado w € Q2 seja Gy(w) o subgrafo de G com vértices em V e elos em

{e€E:w,=1}\{eg}.
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Deste modo o evento
E, = {existe um cluster infinito em G},
étalque Eg CEeEy€0(A},A,,...).
Além disso, se w € E, entdo existe um cluster infinito C, (w).

Se C, ndo contem e, entdo C também é infinito em Gy(w), e segue que w € E,.

Se C, contem e, a retirada de e, dividira C,, em, no maximo, dois clusters conexos disjuntos, e
ao menos um deles ainda sera infinito, e como néo contem e, sera infinito em Gy(w). Deste modo,
w € Eo.

Concluimos assim que E = Ej € 0(A1,A,, .. .).

De modo analogo, mostramos que 0 (A,;,Ap41,--.) para todo n > 0, e portanto E e caudal.

Exercicios

Ex. 3.1 — Deixe 2 ser os inteiros {1, 2, ..., 9} com probabilidade de 1/9 cada. Mostre que os eventos
{1,2,3},{1,4,5},{2,4, 6} sdo dois a dois independentes, mas a familia nido é independente.

Ex. 3.2 — Construa um exemplo de trés eventos A, B, C que néo sio independentes mas que satis-
fazem P(ANB N C) = P(A)P(B)P(C).

Ex. 3.3 — Dado uma familia finita de eventos {A;} que sdo independentes mostre que o conjunto
{Af} que € o conjunto de complementos dos eventos originais, também é independente.

Ex. 3.4 — Construa um espaco de probabilidade (2,P) e k eventos,cada um com probabilidade 1/2,
que sdo k — 1 independentes entre si, mas nio sdo independentes. Escolha o espaco amostral tao
pequeno quanto possivel.

Ex. 3.5 — Uma bolsa contém uma bola preta e m bolas brancas. Uma bola é retirada aleatoriamente.
Se ela for preta, ele é retornada para o saco. Se for branca, ela e uma bola branca adicional sdo
devolvidas a bolsa. Deixe A,, indicar o evento em que a bola negra néo é retirada nas primeiras n
tentativas . Discuta a reciproca do Lema de Borel-Cantelli com referéncia aos eventos A,,.

Ex. 3.6 — Dados A,, n > 1, conjuntos de Borel no espago de Lebesgue ([0, 1], Z(0,1), u). Mostre
que se existe Y > 0, tal que u(A,) =Y para todo n, entéo existe pelo menos um ponto que pertence
a infinitos conjuntos A,,

Ex. 3.7 —

1. Para todo k = 1,...,n deixe &, ser uma particido de Q2 em conjuntos enumeraveis de Z.
Mostre que as o-algebras (%), ...,0(2,) sdo independentes se e somente se (3.1) vale
para cada escolhade Ay em & k=1,...,n.

2. Mostre que os conjuntos Ay,...,A, sdo independentes se e somente se

p((5) =] [res0
k=1 k=1
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para toda escolha de By como Ay ou A} parak=1,...,n.

Ex. 3.8 — Deixe .1, ..., .o, serem 7-sistemas de conjuntos em & tais que

P(ﬁAk) = ﬁP(Ak) (3.1)
k=1 k=1

para toda escolha de Ay € .o parak=1,...,n.
1. Mostre usando um exemplo simples que ./}.’s néo precisam ser independentes.

2. Mostre que ./ ’s serdo independentes se para todo k, Q é unido enumeravel de conjuntos
em .
Dica: Incluséo- Exclusio

o0
Ex. 3.9 — Dados Aj,A,,.... Mostre que P(4,, iv.,) =1 se e somente se ZP(An |A) diverge para
n=1

todo A de probabilidade nio nula

oo
Dica: Mostre que P(4,, iv.,) <1< Z P(A,]A) < oo para algum conjunto A com P(A) > 0.

n=1

Ex. 3.10 — Medida de Lebesgue
Faca a construcdo da Medida de Lebesgue na reta usando o teorema da Classe Compacta.

Ex. 3.11 — Infinitas Moedas I
Dado Q = {0, 1}*° ser o espaco das sequéncias 0 — 1, e deixe Z denotar a algebra da unido finita
de conjuntos da forma
Aleq,...,e)={w=(w1,wy,...) EQ: W] =€1,...00, = €,}.
Fixe p € [0,1] e defina
Pp(An(el: ] en)) = Pzei(l _p)n—ZGi

1. Mostre que a extensdo naturalmente aditiva de P, para %, define uma medida na algebra .
[Dica: pelo teorema de Tychonov da topologia, o conjunto 2 é compacto para a topologia do
produto, verifique que os conjuntos C C %, sdo abertos e fechados na topologia produto, de
modo que, por compacidade, qualquer unifo disjunta enumeravel pertencente a %, deve ser
uma unido finita.]

2. Mostre que P, tem uma unica extensio para o (). Esta probabilidade P,, define a probabi-
lidade do produto infinito. [Dica: aplique o Teorema de extensdo de Carathéodory:.]

3. Mostre que as funcdes projecdes de coordenadas
Xn(w) = Wy, w = (601,(1)2,)
paran=1,... definem uma sequéncia de variaveis aleatérias i.i.d. de Bernoulli.

Ex. 3.12 — Percolacio de Elos
Para um gréafico (infinito) G = (V, E), tomamos:

m Q= {O,1}|E | como o conjunto de todos os arranjos de arestas abertas, onde 0 representa uma
aresta fechada e 1 representa uma aresta aberta;
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B X como a o -algebra em Q2 gerado pelos cilindros
C(F,0)={weqQ|ws =0y para f €F},
F CE,|F| < o0 eo={01}F;

B P como a medida de probabilidade em ¥ induzida por

p(cEoN=|]]r|| []1-P

f€eF feF

1. Mostre que a extensdo naturalmente aditiva de P, para #; define uma medida na algebra
Zo.

2. Mostre que P, tem uma tUnica extensdo para 0 < F, >.



Capitulo

Variaveis Aleatorias

4.1 Definicao
Dados (2, Z1) e (2,5, Z,) espagos mensuraveis. Uma fungio f : Q; — Q, é dita &7 — Z>-
mensuravel ou simplesmente mensuravel se a pré-imagem de todo conjunto mensuravel é men-

suravel. Ou seja, se
Ae 92 - f_l(A) S 91.

Figura 4.1: A funcio f é mensuravel se f "1(A) é mensuravel para todo A mensuravel

4.2 Proposicao (Mensurabilidade de mapas continuos)
Seja (£21,d;) e (Q,,d,) espacos métricos e seja f : Q7 — £, um mapa continuo. Entdo f é
B(Q;) — B(Q,)-mensuravel.

4.3 Observacao

o Dado uma funcéo f : Q; — Q, que é F; — F,—mensuravel entio se F; C Z, claramente f
¢ F, — F, —mensuravel.

67
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o O mesmo néo ocorre se aumentarmos a o-algebra da imagem! Pode-se provar, por exemplo,
que existem fungdes continuas que nio sio Lebesgue mensuraveis, i.e, ndo sdo B(R)— B(R)-
mensuraveis.

Definicao
Duas fun¢des mensuraveis f e g que diferem num conjunto de medida nula sdo denominadas
equivalentes. Ou seja,

p{w € : f(@) # g(w)}) =0.

Duas dessa fungdes f e g sdo ditas iguais quase certamente. Tal fato sera denotado por

q.c.
f=e
Proposicao
Dadas fun¢des mensuraveis g : 7 — 2, e f : 2, — Q3. Entdo a composicéo f o g é mensuravel.

Demonstracao. Exercicio <

Motivados pela Observacéo 4.3 definimos uma variavel aleatoria como uma funcio mensuravel
quando colocamos em R a o-algebra de Borel Z.

Definicao

Uma variavel aleatéria é uma funcdo mensuravel que toma valores em R

X:(2,7)—-R,2Z2),

No caso em que o espago de chegada é R", a func¢io mensuravel X é denominada vetor aleatorio.

Exemplo
O primeiro exemplo que consideraremos é o lancamento de moeda. Nesse caso,temos que o espaco
amostral é Q= {H,T} e & = 2(Q).

Entdo, temos a seguinte a variavel aleatoria

X: Q>R
definida como:

X(H)=1,

X(T)=0.

<

Exemplo (Funcio Indicadora de um Evento)
A funcéo indicadora de um evento A, geralmente denotada por X = 1, ou por X = I{A} é a fungdo

definida como:
1 , weA

X(“’):{ 0, wéA

Essa fun¢io é mensuravel pois se o conjunto de Borel ndo contiver ou o 0 ou o 1, entdo a pré-imagem
é vazia. Se contiver o 0 mas nio o 1, entdo a pré-imagem é A°. Se contiver o 1 mas nio o 0, entdo a
pré-imagem é A. Se contiver o0 0 e 0 1, entdo a pré-imagem é . E assim X é mensuravel.
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Exemplo (Variaveis Aleatorias Simples)
Modificamos o exemplo anterior de modo que a imagem de X seja um conjunto finito {a;}.

Nesse caso definimos A, = f~*(a;) e assim X = ZZ=1 a1y, , onde q; sdo alguns pesos e Ay sdo
eventos disjuntos que particionam 2
n
Ja. =«
k=1

Se os conjuntos A; forem mensuraveis entdo é facil verificar que X é realmente uma variavel
aleatoria.

Vamos guardar esse exemplo numa defini¢do mais limpa:

Definicao (Funciao simples)

Seja (2, Z) um espaco mensuravel. Uma aplicagio f : Q — R é dita fungdo simples se houver um
n € N e conjuntos mensuraveis mutuamente disjuntos A,,...,A, € &, assim como um conjunto
finito {a;} CR, tal que

n

ZakILAk.

k=1

Claramente uma func¢éo simples pode ser expressa de varias maneiras diferentes em termos de
diferentes escolhas de conjuntos mensuraveis mutuamente disjuntos.

Exemplo
Suponha que (€2, Z,P) é a medida de Lebesgue em [0,1], entdo definimos as variaveis aleatorias
X,Y,eZ como X(w) =w, Y(w) =2w, e Z(w) = 3w + 4.

Entdo por exemplo P(Y < 1/3) = P{w;Y(w) <1/3} =P{w;2w < 1/3} =P([0,1/6]) =1/6.

<

Definiciao (Funcdes de Densidade)
Dado uma fungéo f (que por enquanto assumiremos Riemann integravel, mas que de modo geral
sera Lebesgue integravel) e tal que

J f)dy =1

Dizemos que uma variavel aleatoria X tem funcéo de densidade f se

P(XSX)=F(X)=J f()dy

Nesse caso a fungéo F é dita a distribuicdo de X
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Figura 4.2: Densidade - [26]

[0,00)
A

Distribuicao Uniforme Uma variavel aleatéria continua X é uniforme no intervalo [a,b], para
a < b, se sua densidade é

FOo) = {ﬁ, se x € [a,b]

0 caso contrario

e denotamos esse fato por X ~ Uniforme([a,b]).

Nesse caso, a probabilidade de X estar num subintervalo de [a,b] é proporcional ao comprimento
de tal subintervalo; de fato, para y <z

b4

N

1 —_
dx = Y

P(ySXSz)zJ — —

y

Q

Distribuicao Exponencial Uma variavel aleatéria continua X é exponencial com parametro
A > 0, e denotamos esse fato por

X ~ Exponencial(A)
se sua funcido de densidade é
e sex>0
fx(x) = { .
0 caso contrario.

Distribuicio Normal A variavel aleatéria X tem distribuicio normal com parametros u e o2,
abreviado por X ~ A (u; 02), se sua funcdo densidade de probabilidade é dada por

1 _ Ge=w?
e 202

fx(x) =

ovar

para todo x € R.
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Dada uma aplicac¢do como podemos verificar que ela é mensuravel? Bem, pela defini¢ao vocé
deve verificar para cada conjunto de Borel, mas isso é muito trabalhoso. Provaremos que na verdade,
basta verificar para os geradores da o-algebra.

Teorema

Considere a funcio f : (Q1, Z1,u1) — (R, F5, Us), onde F, = o(.f). Suponha que f1(A) é
mensuravel para todo A € .. Ou seja,

Ace .o = f1(A) e Z.

Entéo f é mensuravel:

Aco(d)= flA) e T,

Demonstracio. Considere Z :={A€ o(.&) : f"}(A) € £#,}. Iremos demonstrar que F =
o(d).

Sabemos que . € Z C o (/). Além disso temos que o (.</) é a o-4lgebra minimal contendo
/. Assim, basta demonstrar que % é uma o -algebra.

Demonstraremos que se A€ F => A€ Z.
Para isso observe que f !(A°) = (f "1(A))".

Demonstraremos que se A;,A,,... € &, entdo U::;An € Z. Mas

oo
7 (UAH) =Jr'@y
n n=1
Logo, & é uma o-algebrae .o/ CF C o (/) o que implica que & C.F =0 (). <

Teorema
Considere a fungio X : (2, #,P) — R. Entdo X é a variavel aleatéria, se e somente se, o conjunto
{w : X(w) < a} é um evento para todo a € R.

Demonstracao. Usaremos o Teorema 4.13 com

(Ql)gluu’l) = (Q:g’ P)
(Q, Fa, u2) = (R, Z, )

onde Z denota a o-algebra Z = a((—oo,a], ae ]R). Entio X 1((—o0,a]) = {w : X(w) < a}. <

Esta é uma maneira conveniente de verificar que X é uma variavel aleatoria.
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4.1 Funcoes de Variaveis Aleatorias

4.15 Proposicao
Se X1, ...,X, sdo variaveis aleatorias reais, entdo (Xi,...,X,) é um vetor aleatorio.

Demonstracao. Utilizando o Teorema 4.14 basta verificar a mensurabilidade do mapa
w— X;(w),...,X,(w))
em uma classe de geradores da o-algebra de Borel em R" como por exemplo os geradores
{(—o0,a;] % (—00,a,] % --- x (—00,a,]: aj,a,,...,a, € R}.
Para esse fim consideraremos as pré-imagens:

{(Xq,...,X,) €(—00,a;] x (—00,a5] x +++ x (—00,a,]}

={X; €(—00,q4],...,X, €(—00,a,]}

= (VX € (00, a1} = [ {X < i}
k=1 k=1

Logo, cada conjunto {X; < a} é mensuravel (pois X; é uma variavel aleatéria ), e suas intersecg¢des
sdo mensuraveis pelas propriedades de o-algebra. <

4.16 Teorema (Func¢oes de Variaveis Aleatodrias)
Dadas variaveis aleatérias reais X1, ..., X, e f : R" — R uma fung¢fio mensuravel. Entio, f (X1,...,X,,)
é a variavel aleatoria real.

Demonstracao. A funcio f(Xy,...,X,) é composi¢do de duas fun¢des mensuraveis:
o afuncio
w = (X(w),...,X(w))
¢ mensuravel por 4.15.

o afuncéo
(x1,..0,x) > fxq,...,xp)

¢ mensuravel por hipotese .

Como a composi¢ido de fungdes mensuraveis é mensuravel temos o resultado desejado. <

4.17 Exemplo
Como corolario do Teorema anterior temos que se X é a variavel aleatéria, entao:

o X2
o sen(X)

DCX
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sdo variaveis aleatorias.

Se X4,...,X,, sdo variaveis aleatorias, entéo:

o Xy +-+X,

sdo variaveis aleatorias.

<

4.18 Teorema (Limites de Variaveis Aleatdrias)
Se X1,X,, ... sdo variaveis aleatdrias, entdo, supX,,, infX,,, limsupX,, liminfX,, e limX,, sdo varia-

veis aleatorias quando existirem.

Demonstracao.

Demonstragio de que supX,, é variavel aleatéria. Observamos que é suficiente demonstrar
que {supX, < a} é uma varidvel aleatéria V a € R. Mas esse conjunto é igual a

oo
X, <a},
n=1

que é mensuravel.

Demonstrag¢io de infX,,: Exercicio

Demonstragio de limsup X,,: Observe que este conjunto pode ser escrito como

infsup X
n k>n
e assim o resultado segue dos itens 1 e 2.
<
4.19 Exemplo
Se X;,X,,... sdo variaveis aleatdrias , entdo
oo
S,
n=1

também o é.

Esse fato é verdadeiro pois o valor de uma série infinita é o supremo das somas parciais, e as
somas parciais sdo variaveis aleatorias.
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4.2 Variaveis Aleatorias Geram o-algebras

4.20 Definicao
A o-algebra em 2 gerada por X, e denotada por o (X) é

o(X) := {X"}(A) : ABorel em R}
= {{X € A} : ABorel em R}

Observamos que 0 (X) é a menor o-algebra em Q que torna X mensuravel.

4.21 Exemplo

74

Dados 2 = {0,1}" e w = (w;,ws, ...) um elemento de Q. Considere a variavel aleatéria X,, : Q@ — R

definida por X,,(w) = w, e seja F, = 0 (Xq,...,Xp)-

Calcule explicitamente & e &,

Solucio:
Como X; s6 toma dois valores 0 ou 1, o (X;) é gerado por

X0 =4, ={w: w; =0}

X7'({1}) =B; = {w: w; =1} = A}

Logo Z; = {Q,0,A;,AT}
De modo analogo, o (X,) é gerado por

X1({0}) =4y = {w : w, =0}

X ({1 =By ={w:wy =1} =45

Assim 0 (X,) = {Q,0,A,,A5}

Logo &, = 0(X;,X,) é gerado por 0(X;) e 0(X,) e assim é igual a

{0,0,A1,A5, Ay, AS, Ay N Ay, A NAS,AS NALAS NAS, Ay UAy,Ap UAS,AS UA,,AS UAS})

4.22 Proposicao
Dado X uma variavel aleatoria em Q e o (X) a o-algebra gerada por X.

Dado Y uma variavel aleatoria em 2. Entdo Y é mensuravel com respeito a o (X) se e somente

se existe uma fun¢do mensuravel f : R — R tal que Y = f(X).

Entdo, é assim que as variaveis aleatorias geram o -algebras. Desta forma podemos esquecer o

espaco inicial e sua sigma algebra. A proxima coisa é esquecer da probabilidade.
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Variaveis Aleatorias Induzem Medidas de Probabilidade em R

Seja X uma variavel aleatoria real. Para todo A C R, definimos a probabilidade P(A) de A como
P(A) :=P(X €A) =P(X"'(4))

Observamos que o primeiro P é diferente do segundo P. Entdo P é a medida de probabilidade
induzida em R

A probabilidade P é denominada de distribuicio de X.

Na teoria do medida, o objeto central é o estudo dos espagos de medida (2, #, u). Na teoria da
probabilidade, em muitas situacOes tentamos esquecer rapidamente os espacos da medida e discutir
as distribuic¢oes.

Falaremos mais sobre distribui¢des no Capitulo 6.

Independéncia de Variaveis Aleatorias

Definicao

As variaveis aleatorias X, ..., X,, sdo ditas variaveis aleatorias independentes se
P(X, €By,...,X, €B,)=P(X, €B;)-----P(X, €B,)

para todos conjuntos de Borel By,...,B, in R.

Exemplo (Construindo duas moedas independentes)
Dado o espaco amostral de uma moeda Q2 = {1,0}. Considere Q; = Q x Q. Considere a o-algebra
das partes e a probabilidade uniforme em ;. Ou seja, dado w = (w1,w,) € N, P(w) =1/4.

Considere as variaveis aleatorias:
X(wq,w,) = wq
Y(w,w,) = w,

As variaveis X e Y sdo independentes.

Teorema
As variaveis aleatorias X1, . ..,X,, sdo independentes se e somente se 0 (X;),...0(X,) sdo indepen-
dentes.

Demonstracao. Exercicio. <

Como consequéncia do Teorema anterior temos que:

Proposicao
As variaveis aleatdrias X, . ..,X,, sdo independentes se e somente se

P(Xl le,...,Xn SXH)IP(Xl le) """ P(anxn)

para todo x1,...,x, €R.
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Proposicao
Dadas fungdes {f;}!_, mensuraveis. Se Xy,...,X, sio independentes, entdo f;(X;),..., fn(X,) sdo
independentes.

Demonstracio. Primeiro observamos que

P(f1(X1) €By, ..., fuXy) € By) =P(f1(X1) € By) - - - P(f(X,) € By). (4.1)
e que f(Xi) € By, é equivalente a X, € f~1(By).

<

Como consequéncia da tltima proposicio temos que se X,Y sio independentes, entio X2, Y* sio
independentes.
Teorema (Lei 0-1 de Kolmogorov para Variaveis Aleatodrias)
Suponha que (X,, : n € N) é uma sequéncia de variaveis aleatorias independentes. Entdo a o-algebra
caudal T de (o (X,,) : n € N) contém somente eventos de probabilidade 0 ou 1.

Mais ainda, toda variavel aleatéria mensuravel com respeito a T é constante quase certamente.

Demonstracio. A demonstragio sera deixada como exercicio. Mas faremos alguns comentarios
que podem ajudar na demonstracéo.

Observamos que a parte inicial é analoga a demonstracdo do Teorema 0-1 de Kolmogorov.

Para a parte final: se Y variavel aleatéria mensuravel com respeito a T entdo P(Y < y) toma
valores em {0, 1}, logo P(Y =c¢) =1, onde c = inf{y : P(Y < y) = 1}.

Exercicios

Ex. 4.1 — Mostre que a composta de fun¢des mensuraveis é mensuravel

Ex. 4.2 — Operacoes com Variaveis Aleatorias
Mostre que se X, Y sdo variaveis aleatorias em (£, F, P) entdo também sdo varidveis aleatdrias:

1. |X|

2. X+Y

3. XY

4, max(X,Y)
5. min(X,Y)

Ex. 4.3 — Dado X uma variavel aleatéria tal que P(X > 0) > 0. Prove que existe 6 > 0 tal que
P(X>6)>0

Ex. 4.4 — Amostragem de uma variavel aleatoria exponencial

Encontre um algoritmo para produzir uma variavel aleatéria com distribui¢do Exp(A) usando um
gerador de nimeros aleatérios que produz ntimeros aleatorios uniformes em (0,1). Em outras
palavras, se U ~ U(0, 1), encontre uma funcéo g : (0,1) — R tal que o aleatério variavel X = g(U)
tem distribuicido Exp(A).
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Ex. 4.5 — A Propriedade de Falta de Memoria

1. Dizemos que uma variavel ndo negativa X > 0 tem a propriedade de perda de memoria se
PX>tlX>s)=P(X>t>s)paratodo0<s <t.

2. Mostre que as variaveis aleatorias exponenciais tém a propriedade da memoria de falta.

3. Prove que qualquer variavel aleatoria ndo-negativa que tenha a propriedade falta de memoria
tenha distribuicdo exponencial para algum pardmetro A > 0. (Isso é mais facil se vocé
assumir que a funcdo G(x) = P(X > x) é diferenciavel em [0, 00), assim vocé pode fazer
essa suposicio se vocé ndo conseguir um argumento mais geral).

Ex. 4.6 — Dado uma variavel aleatéria X que é independente de si propria. Mostre que X é constante
com probabilidade 1.

Ex. 4.7 — Dado € > 0, e deixe X; ser uma sequéncia nio negativa de variaveis aleatorias indepen-
dentes tais que P(X; > &) > € para todo i. Prove que com probabilidade 1:

Ex. 4.8 — Prove que se X e Y sdo independentes entéo as familias {X*,Y*}, {X*,Y 7}, {X",Y*} e
{X~,Y™} sdo independentes.



Capitulo

Integral de Lebesgue

5.1 Integral de Lebesgue

A integral de Lebesgue é definida em um espaco de medida arbitrario (2, Z, u). Por simplicidade,
assumiremos que U é uma medida finita, isto é u(2) < 0o. Esta suposi¢éo nio é realmente necessaria
mas tampouco é um problema nas medidas de probabilidade.

Como nio temos uma forma natural de simplesmente particionar o dominio 2 (porque é abstrato),
particionamos a imagem R. Ou seja, faremos aproximacoes de fungoes simples.

Definiremos a integral de Lebesgue através dos seguintes passos:

Para fungdes simples

n
f=> a1,
k=1

para alguma decomposicio Q2 = UrklzlAk, defina

Jf dp = Z Qi u(Ag)-

k=1

Para funcdes mensuraveis ndo negativas f > 0. Defina

ff du= sup Jcb du
0<¢p<f

Se esta integral for finita, diremos que a funcdo nio negativa f é integravel.

com ¢ simples.

78
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Para funcdes gerais f, definimos para a parte positiva e negativa separadamente. Assim
decompomos

f=f=f,
onde f* =max(f,0) e f~ = max(—f,0).
Vamos detalhar essa construcio.

O primeiro passo é mostrar que a integral de funcdes simples independe da escolha da sua
representagao.

Proposicao
Dadas duas representa¢des da funcédo simples f

n m
f=Yal,e > by
i=1 =1

entao
n

Z a;u(A;) = Z b;u(B;)

i=1 j=1

Demonstracao.

Se u(A; NB;) > 0 entdo A; N B; # @, e f(x) = a; = b; para todo x €A; N B;. Assim

ZaiM(Ai) =Zzaiu(Ai NB;) (5.1)
i=1 i=1 j=1

bjM(Bj) (53)

m
j=1i=1
m
j=1

Proposicao (Aproximacao por Func¢des Simples)
Toda fungio mensuravel ndo-negativa f : @ — R é o limite pontual de uma sequéncia monétona
crescente de fungdes simples néo negativas e se uma funcéo f é o o limite pontual de uma sequéncia
monotona crescente de fungdes simples entdo f é mensuravel.

Demonstracao.

Considere f uma fun¢do mensuravel ndo-negativa definida sobre o espaco de medida
(Q, Z,u) como antes. Para cada n € N, subdivida o intervalo de f em 22" 4 1 intervalos, 22" dos
quais tém o comprimento 27 ". Para cada n, considere

5
nk = on ’9on
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Figura 5.1: A- Parte Positiva e Negativa B- Func¢ao Simples - [26]

(A) ®)

parak =1,2,...,2%" e I yony = [2", 00).
Observe que, para n fixo, os conjuntos I, ; sdo disjuntos e cobrem a reta real ndo negativa.

Agora, defina os conjuntos mensuraveis

Apr=f""I) parak =1,2,...,2°" + 1.

Ent#o, a sequéncia crescente de funcdes simples

converge pontualmente para f quando n — ©0. E se a funcéo f for limitada, a convergéncia é
uniforme.

A funcdo anterior pode ser escrita também como

o=@ D AR

onde A denota o minimo entre os dois valores.

Jé provamos que o limite de fun¢des mensuraveis é mensuravel. <

Ou seja, a classe das fun¢des mensuraveis é o fecho por limites pontuais das funcdes simples.

Através de uma pequena adaptacdo dos argumentos anteriores podemos provar que:

5.3 Proposicao (Aproximaciao por Funcdes Simples)
Dada fun¢io mensuravel ndo-negativa f : E C  — R*. Se f é limitada em A entdo para todo &€ > 0
existem funcdes simples ¢, e ¢, em A tais que:

¢.(x) < f(x) <.(x) para todo x € A.
0<1Y,—¢, <€ paratodo x €A
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Figura 5.2: Aproximacao por funcdes simples - [26]

1 1
/ /f“"*‘“\\ - 3/4
/ \ 7\
1/2 y /2 fa
/ \ / \
/ f \ / l\\
/ 1 ~__" \ 1/4
0 0
1 1
5/16
7/4 /4
3/4 7
11/16
5/8 f3 e f4
1/2 :_}2
3/8 A
1/4 5/:_A/sa
1/8 " : ;A/Se —
) 1/16 ‘i
0 j . i

5.4 Definicao (Integravel)

Dizemos que f é integravel se |f| é integravel. Equivalentemente, se ambas as fungdes f* e
f 7 sdo integraveis. E nesse caso definimos

Jf du=Jf+ du—ff‘ du.

@ Dizemos que f é quase integravel se pelo menos uma das funcdes f e f~ é integravel. E
nesse caso também definimos

Jf du=Jf+ du—ff‘ du.

A integral num conjunto mensuravel A C 2 ¢ definida como

ff dM:Jf']lA du.
A Q

5.2 Propriedades da Integral de Lebesgue

Uma das estratégias para demonstrar propriedades da Integral de Lebesgue é a denominada estratégia
dos trés passos:
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Estratégia dos trés passos

Para demonstrar uma propriedade da integral de Lebesgue a seguinte estratégia geral pode
ser util:

o Demonstramos que essa propriedade ¢ satisfeita pela integral de fun¢des simples.

o Utilizamos que uma fungdo mensuravel positiva pode ser aproximada monotonicamente
por funcdes simples e de posse desse fato (e usando se necessario o Teorema da Conver-
géncia Dominada que demonstraremos a seguir) demonstramos essa propriedade para
fungbes positivas.

o Para demonstrar para fungdes mensuraveis quaisquer usamos a decomposicdo em parte
positiva e negativa.

5.5 Proposicao

(Monotonicidade). Se f < g em quase todo ponto, entdo f f du< J g du.

Se f = g em quase todo ponto, entdo as integrais sdo iguais.

(3] (Linearidade ) | (af +bg) d,u—aff du+bfg du, onde a, b € R.

Jf du| < Jlfl du.

Demonstracao. Como f < |[f], temos ff < f |f*| du. De modo anélogo, —f < |f|, logo

—ff du < J If71 du.

Para provar a Linearidade utilizaremos a estratégia dos trés passos

A integral de Lebesgue para fungdes simples ¢é linear. Se ¢ = .. q; Ly, = Zj b; 1p,, entdo

Jsodu+f Y du= Z iU(A‘)+ijU(B') (5.4)
—ZZ a;u(A; N B; )+ZZb1u(B NA;) (5.5)

= ZZ(ai +b;) u(A; nBj) (5.6)
ij

= J (¢ +1) du. G.7)
Q
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Para funcdes positivas f,g > 0 e a,b. Observe que se f, T f e g, T g com f, e g, funcgdes
simples. Entdo

af,+bg,Taf +bg

e usamos que

f af +bgdu= sup{J ¢ du}= sup {| af,+bg,du} (5.8)
¢ afy+bgn

zaff d,u+ng du (5.9)

O outro lado da desigualdade segue da monotonicidade.

5.6 Teorema
Dado (2, Z, 1) um espaco de medida. E fungdes f,g integraveis e ndo negativas, entao

J f du < oo entdo f < 00 u-q.c.
Q
de,u=O<=>f=0,u-q.c.

Q

Se f = g u-q.c. entéof f dMZJ g du.
Q Q

Observagiao. Uma consequéncia do Teorema 5.6] 2 | é que para qualquer fungio f: Q — R,
tal que | f du esta definida, temos a liberdade de mudar os valores de f(w) num conjunto u-
negligenciavel sem alterar o valor da integral desde que a funcéo resultante seja mensuravel.

5.7 Definicao (Integravel)
Seja (2, Z, u) um espaco de medida. Entao % (u) denota o conjunto de fungdes f : @ — R que sdo

mensuraveis & com:f frdu< oo eJ fTdu < oo;
Q Q

Definimos a integral para func¢des simples e posteriormente para fun¢des mensuraveis, que sio
limites de funcdes simples. Sera que existe uma classe maior para a qual a integral definida como

ff du= sup ffb du
0<¢p<f

converge? O proximo resultado nos tira essa esperanca.
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Teorema
Seja f uma funcéo limitada em um conjunto de medida finita A. Entéo f é Lebesgue integravel sobre
E se e somente se f for Lebesgue mensuravel.

Demonstraciao. Faremos a demonstracio assumindo sem perda de generalidade que f > 0.
Como f é limitada e Lebesgue integravel pela Proposi¢do 5.3 existem fung¢des simples ¢, < f <

q’)n+€comqbnTtaisquef¢anf.

Como as fungdes ¢, sio ndo decrescentes e limitadas temos a convergéncia pontual ¢, — ¢.
Claramente teremos que ¢ < f e qub du = fAf du

Entao

OSdeu—¢SJ¢n—¢du—>0
A A

Logo f = ¢ quase certamente. Como ¢ é mensuravel e a medida é completa terminamos.

Comparando a Integral de Lebesgue e de Riemann

Lembramos que

Teorema (Critério de Lebesgue para Riemman-Integrabilidade)

Uma funcéo limitada num intervalo compacto [a, b] é Riemann integravel se e somente se o conjunto
de seus pontos de descontinuidade tem medida nula.

Teorema

Dado uma fungéo limitada f : [a,b] — R. Se f é Riemann integravel, entdo f é Lebesgue integravel,
e ambas as integrais concordam

Demonstracao.

No que se segue denotaremos por f ... dx as integrais de Riemann e por J ... dA(x) as
integrais de Lebesgue.

Como a funcédo é Riemann integravel existem sequéncias ¢, e ¢, de funcdes escada tais que

Pn<f<tpe
f@n dx—>Jf dx<—JAwn dx.

Fazendo a troca de @, e 1, por max{yy,...,¢,} e min{y,...,¢,}, podemos assumir sem
perda de generalidade que as sequéncias ¢, e 1, sdo crescente e decrescente respectivamente.

Para fungdes escadas y : [a,b] — R, a integral de Lebesgue e a de Riemann coincidem. E assim,

fl’lpn_(pnl dl(X)=f1/Jn—<Pn dx—>ff dx—ff dx =0. (5.10)

Pela monotonicidade, ¢, — ¢ e Y, — v pontualmente com ¢; < p < f <Y < Y.
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Pelo Teorema da Convergéncia Dominada

len—wnl dA(x) — J 1Y — ¢l dA(x).

Pela Equagéo (5.10), temos J |y — | dA(x) =0 e logo ) = ¢ quase certamente.

Como ¢ < f <1,temos f = p = 1) quase certamente, logo f é Lebesgue mensuravel e
Jf dA(x) = J P dA(x) = li’glnf Y, dA = limJ P, dx = Jf dx.

Exemplo
Considere a funcéo indicadora dos racionais f = 1g. Como Q é enumeravel, u(Q) = 0. Logo

f f du =0. Portanto, f é Lebesgue integravel.

Mas f néo é Riemann integravel pois o valor mais alto em cada intervalo de qualquer parti¢io é
1 e o menor é 0.

Teorema (Teorema de Lusin)

Dado A C R um conjunto mensuravel, u(A) < oo e f uma funcio mensuravel com dominio A.
Entdo, para todo € > 0 existe um conjunto compacto K C A com (AN K) < ¢, tal que a restricdo
de f a K é continua.

Demonstracao. Dado {V,},cy uma enumeracio dos intervalos abertos com extremos racionais.
Fixe conjuntos compactos K, C f [V, ] e K) C AN f~![V, ] para cada n, de modo que ,u(A\ (K, U
K'))<e/2m

Seja
o0
K=()(K,UK}).
n=1

Claramente u(AN\ K) < €.

Dado x €K e n, tal que f(x) € V,,, podemos provar a continuidade de f quando restrita a K,
escolhendo uma vizinhanca compacta K,,, tal que x €K, e f (K, NK) C V,. <

Integracao e Limites

A

Teorema (Teorema da Convergéncia Mondtona)
Se f,=0ef, / f,entio | f, duﬁjﬁf du.
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Demonstracao. Como f fndu < fan du temos que existe a € [0, co] tal que

lim and,uza

n—oQ

Como f,, < f para todo n temos que an du < Jf du para todo n. E logo a < Jf du. Seja s

uma funcao simples mensuravel tal que 0 <s < f e deixe ¢ ser uma constante talque 0 <c<1le

defina
E, = {x|fa(x) = c-s(x)}

Figura 5.3: Teorema da Convergéncia Mondtona - [26]

B)

Tt e

D) E,
Cada conjunto E,, é mensuravel, a sequéncia é nio decrescente, i.e, E;y CE, C---,e Q= Un E,.

Para ver a ultima igualdade tome x € Q. Se f(x) = 0 entdo x € E;, caso contrério f(x) > 0 e nesse
caso ¢ -s(x) < f(x) pois ¢ < 1. Logo, temos que x € E,, para algum n. Além disso,

anduzf fndluch sdu
Q E, E,

para todo n. Fazemos n — 00 e assim obtemos que a > ¢ f s du. Como esse fato é verdadeiro para

Q
aZJsd,u

para toda fungéo simples s < f. Logo, temos

aZde,u
Q

Isso prova a desigualdade reversa. <

todo ¢ < 1 temos que
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5.14 Proposicao
Seja f : 2 — [0, 00 ] uma aplicagdo mensuravel. Entdo:

f = 0 quase certamente se e somente se fﬂf du=0.

Se fﬂf du < 00, entdo f < 0O quase certamente.

Demonstrag¢ao. Provaremos para fungdes nao negativas.

Suponha que f = 0 quase certamente e seja N : {x : f(x) > 0}. Entdo f < coly.
Também temos que nly T 0o 1ly. Logo

OSde,uSJoo]lNd,uzlimJn]lNd,uzo

[1][«<]SejaN, : {x : f(x)> }. Entao N, T N e

0=deu2J%ﬂNndu=u(N")

n

Logo w(N) =0.
Sejal: {x : f(x)= co}. Entio para todo n

u(I)=J111 duﬁfﬂ{m} du (5.11)
1 1
<

5.15 Lema (Lema Fatou)
Se f, = 0, entdo | liminff, du <liminf f fn du.
Demonstrac¢ao. Dado g (x)=inf;5, f;(x). Entdo g < fi.e assim

Jgkdusffkdu

Mais ainda temos que 0 < g; < g, < ---, e cada g; é mensuravel com g;(x) — liminf f,,(x) quando
k — 00. O Teorema da Convergéncia Monétona implica que o lado esquerdo tende ao lado direito
quando k — 00. <

5.16 Definicao (Convergéncia quase todo ponto)
Dizemos que f,, — f em quase todo ponto ou quase certamente (q.c.) se u({w : fr(w) /A f(w)}) =
0.
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Teorema (Teorema da Convergéncia Dominada)
Se f, = f q.c. e |f,] < g para todo n, e g é integravel, entdo

an du—>Jf du.

Demonstracio. Também é claro que f € L'(u) pois |f| < g e f é mensuravel. Também temos
que |f,, — f| < 2g e assim podemos aplicar o Lema de Fatou para a fun¢io 2g — |f,, — f | e obter que

fnguélirgcigff (2g—Ifa—fDdu
Q

J 2g d,u+11m1nf( f |fn— Id,u)
Q

=J 28 du—limSUPJ Ifn—fldu
Q n—00

Como f 2g du é finita podemos subtrai-la
Q

limsupf lfp—fldu<0
Q

n—oo

E assim

nlirgojg |fn—fldu=0

SefeLlentéo|ff|SJ |f| e temos
X Q

hmendM ffdu

Espacos £?

Nessa secdo vamos estabelecer alguns resultados de analise funcional referente aos espacos das
fungbes integraveis.

5.18 Definicao

o Dado um espaco de medida (Q, Z,u) e p > 1 definimos £?(Q, Z,u) como o espago das
classes de equivaléncia das fun¢des mensuraveis tais que

flflp d(u) < o0

sob a relagdo de equivaléncia de igualdade quase certa.
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o Para qualquer elemento f € £?(Q, %, u) definimos a p-norma como

/p
WFll, = (J IfIP d(u))

Nosso primeiro objetivo é demonstrar que £P(Q, Z, u) é um espaco vetorial normado completo,
ou seja, que é um espaco de Banach. Como primeiro passo nessa dire¢do precisamos provar a
desigualdade tridangular.

5.19 Proposicao (Desigualdade de Minkowski)
Dadas f,g € £P(Q, %, u) entdo

of+ge2lP(Q,7,u)

o If +gllp < Nf Il + 118l

Demonstracao. Note que podemos assumir que f > 0 e g > 0 pois se provarmos a desigualdade
para funcdes positivas, entdo o caso geral pode ser obtido aplicando a desigualdade triangular e
usando o fato de que a fungéo x? é crescente

Vamos provar entio que

If +gll, <A+l < W T + el = 1A 1, + gl

O caso p = 1 segue imediatamente da linearidade da integral.

Para 1 < p < 00, primeiro demonstraremos que f + g € £P(Q, 7, u):
(f+el <(fVeg+fVvgl=2°(fPVvgl)<2P(fP +gP)

e, portanto, [|f + glIb < 2P(IIf 15 + lIgll5) < oo

Para provar a desigualdade tridngular, note que podemos supor que ||f + g|[, > 0 caso contrario,
a desigualdade triangular segue da positividade da norma. Escrevemos

If +gllp = J(f +8)P d(u) = Jf(f +g)P Tt d(w) + J g(f +gl~t d(w)

Agora podemos aplicar a desigualdade Holder para cada um dos termos do lado direito e usar o fato
de que % + é =1 é equivalente a p = (p — 1)q para ver que

J U+ d() < ( J I d(u))p ( J (f +g)P s d(u))q = IF Il lIf +gl/e
Aplicando este argumento ao termo f g(f +g)P~! d(u) temos

If +glE < Ifll, +lglp) - 1F + glls/e

dividindo por ||f +g||§/q e usando quep—g = 1 podemos concluir que ||f +gll, < |Ifl, +lgll,- <
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Proposicao (Completude de £P? )
Para p > 1 o espaco vetorial normado £?(2, Z, u) é completo.

Demonstracao. Seja f,, uma sequéncia de Cauchy em £?(Q, %, u). O primeiro passo consiste
em mostrar que existe uma subsequéncia de f,, que converge quase certamente para um elemento
feL?(Q,7,u).

Pela propriedade de Cauchy, para cada j € N podemos encontrar um n; > 0 tal que || f;, — fn I, <

2 para todo m > n;j. Desta forma, obtemos uma subsequéncia f,, tal que I fn. il I, < 2} para
todos osj€EN. Agora aplicando o Teorema da Convergéncia Monétona e a de31gualdade triangular
obtemos

||Z Fayn = lim ||Z Fayn
N
Z 1y = Foylp
;] 1
< jim, Z T
e, portanto, podemos concluir que a soma 221 fn]_+ LT fnj é quase certamente finita.

No conjunto onde a soma é finita temos que fnj é uma sequéncia de Cauchy em R. Para ver

essa afirmacéo, suponha que € > 0 escolhemos N > 0 tal que Z;:N fn]_+1 n;| < €, entdo para

qualquer k > j > N temos

_fnm

k
fnk _fnJ =
m=j

k
) SZ|fnm+1_fnm| <€
m=j

Sabemos que o conjunto onde fnj converge é mensuravel entdo podemos definir f como o limite
da sequéncia de Cauchy fn]_ onde valido e defini-la como zero no complementar, um conjunto de
medida nula .

Agora vamos mostrar que f € £P(Q, Z,u) e que f, converge para f. Suponha que € > 0 e
escolha N € N tal que para todos m,n > N temos ||f,, — f,ll, < €. Agora podemos usar o lema de
Fatou para provar que para qualquer n > N,

Jlf—fnlp du < lgrgggfj

Portanto, pela Desigualdade Minkowski, temos que f = f,+(f —f,,) estaem £LP(Q, Z,u) e f, LN f.
<

p
du < supJ |fn = fal? du < €P

m=n

Exercicios



CAPITULO 5. INTEGRAL DE LEBESGUE 91

f x2du
c

Ex. 5.2 — Use o teorema da convergéncia dominada para provar que a funcéo

Ex. 5.1 — Calcule a integral

onde C é o conjunto de Cantor.

U(t) = f u(x)cos(xt)dx
R

é continua para todo t € R

Ex. 5.3 — Dado (X,Z,u) um espago de medida. Sejam A;,A,, ... € Z. entdo

oo
U (U An) < liminfu(A,)
=N

N n

Ex. 5.4 — Toda funcio mensuravel ndo-negativa f : X — R* é o limite pontual das fun¢des simples
fa=Q@T2"f D AR

onde A denota o minimo entre os dois valores



6.1

6.2

Capitulo

Distribuicoes

Funcio de distribuicao

Em diversos modelos probabilisticos o0 dominio no qual a variavel aleatoria esta definida néo é tdo
importante quanto os seus valores ou seja nesses modelos as especificidades da natureza do espaco
amostral 2 podem nio séo tdo importantes quanto os valores das probabilidades para w € Q.

Nesse capitulo introduziremos o conceito de distribuicdo que nos permitira abstrair do espacgo

de probabilidade.

Definicao (Distribuicao)
Se X for uma variavel aleatodria, entdo X induz uma medida de probabilidade P em R definida tomando
a pré-imagem para cada conjunto de Borel A:

P(A) = P(X"!(A)) = P(X € A). (6.1)

Esta medida de probabilidade P é denominada distribuiciao de X.

Observe que na equagdo 8.1, ndo ha nenhuma referéncia para o espaco amostral Q2. Nessa
equacao estamos definindo uma nova probabilidade na reta real.

Claramente a distribui¢do ndo define a variavel aleatéria de maneira Gnica. Se tivermos duas
variaveis aleatorias, elas podem ser bastante diferentes e ainda sim terem a mesma distribuigio.

Exemplo

Para o langamento de moedas podemos definir a variavel aleatoria X(H) = 1,X(T) = 0. Por
outro lado poderiamos definir a variavel aleatoria Y(H) = 0,Y(T) = 1.

Estas variaveis sdo muito diferentes, essencialmente elas sdo opostas, mas X e Y possuem a
mesma distribuicdo.

92
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Considere dois lancamentos de moedas. Faca X = 1 se aparecer H no primeiro lancamento
e X = 0 caso contrario. FacaY = 1 se H aparecer no segundo lancamento e Y = 0 caso
contrario.

Agora, essas variaveis aleatérias néo sdo mais opostas e sim independentes. Mas X e Y tém a
mesma distribui¢do.

De maneira analoga podemos definir a distribuicdo de um vetor aleatério

6.3 Definicao (Distribuicao de Vetores Aleatodrios)
Se X for uma vetor aleatério, entdo X induz uma medida de probabilidade P em R" definida tomando
a pré-imagem para cada conjunto de Borel A:

P(A) = P(X1(A)) =P(X € A). (6.2)
Esta medida de probabilidade P é denominada distribuicao de X.
Se X = (X4,...X,) é um vetor aleatdrio entéo as distribuicdes de cada uma das variaveis aleatdrias

dadas pelas componente de X, X; parai =1,...,n sdo chamadas de distribuicdes marginais.

6.4 Definicao (Equivaléncias de Variaveis Aleatodrias)

E] Dizemos que as variaveis aleatorias X e Y sdo iguais quase certamente, fato que denotaremos

por
.C.

X Ey,

[f=}

se P(X#Y)=0.

E Dizemos que as variaveis aleatorias X e Y sdo iguais em distribuicao, fato que denotaremos
por
d.
X=Y,

se eles tiverem a mesma distribuicdo. Equivalentemente,

P(X € A) =P(Y € A) para todo A de Borel.

q.c - d. . ,
Se X =Y, entdo X =Y, mas néo vale a reciproca.

A distribuicdo de X é determinada por seus valores da forma P(X € A),A = (—09,a],a € R, pois
tais intervalos formam uma colecéo de geradores para 2, e uma medida é determinada unicamente
pelos seus valores em uma cole¢ido de geradores.

6.5 Definicao (Funcao de Distribuicio de uma Variavel Aleatéria)
A funcio de distribuicdo F : R — [0,1] de uma variavel aleatdria X é definida como

F(x):=P(X < x), x €R.
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Claramente a funcio de distribui¢do determina unicamente a distribuicao de X.

A funcio de distribuicdo é uma abstracao poderosa do experimento aleatério. Ao falarmos da
funcéo de distribuicdo nédo precisamos mais de €, algebras, assim por diante. Tudo é resumido por
uma funcio R — R.

Exemplo
Seja X = ntimero de H em dois lancamentos independentes de uma moeda justa. Entao temos

0, com probabilidade
X=4 1, com probabilidade
2, com probabilidade =

ENTERNIJEY T

Entéo, podemos criar a fun¢éo de distribui¢do. Esta fun¢io apresentara descontinuidades do tipo
salto nos pontos 0, 1 e 2.

0, x <0
1
Z x €[0,1]
FX)=PX<x)= 4 ’
(X) =P(X < x) 1yl x €[1,2]
%+%+%, x €[2,+00)
<
T T T
1t o~
0.8 :
e—O
0.6 :
0.4 :
e—O
0.2 .
of ———9 .
| | | | | | |

-2 -1 0 1 2 3 4
Figura 6.1: Distribui¢do do Exemplo 6.6
A funcéo de distribuicao de qualquer variavel aleatéria simples sera constante por partes.

Teorema (Propriedades da Funcao de Distribuicao)
A funcio de distribui¢do F(x) de uma variavel aleatoria X tem as seguintes propriedades:

F é nio decrescente e 0 < F(x) < 1.

F(x) — 0 quando x —» —00 e F(x) — 1 quando x — +00.
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F é continua a direita, ou seja
lim F(y)=F(x).
yoxy
F tem limites a esquerda em todos os pontos. Além disso,

F(x—):= yl_i)r)r(l_F(y) =P(X < x).

Em particular,
P(X=x)=F(x)—F(x_).

F tem no maximo nimero enumeravel de descontinuidades.

Demonstracao.

Trivial

Os eventos {X < x,} \, # quando x, — —00. Pela continuidade, P(X < x,,) = P(#) = 0.

Da mesma forma, {X < x,,} /" Q quando x, — +00. Entdo, P(X < x,,) — P(Q) = 1. Isso
completa a prova de que F(x) — 0 como x — —00 e F(x) — 1 quando x — ©o.

Para demonstrar que F é continua a direita suponha que tenhamos uma sequéncia convergente
para x pela direita. Queremos mostrar que esta sequéncia arbitraria y,, = F(x,) converge
para x (até y, \, x). Nos temos

PX <y, »PX<x), n— oo.
A conclusdo resulta da convergéncia dos conjuntos
X<y} \ X < x}
e da continuidade.
Agora vamos demonstrar que F tem limites a esquerda em todos os pontos, e

F(x—):= yl_i)r)rcl_F(y) =P(X < x).

Em particular, como consequéncia dos dois ultimos itens podemos definir os saltos em x

como:
P(X=x)=F(x)—F(x_).

Semelhante a (ii), n6s fazemos y, /" x, e queremos mostrar
P(X<y,) »P(X<x), n— oo.
Isso decorre da convergéncia dos conjuntos

X<y} /{X<x}

F tem no maximo nimero enumeravel de descontinuidades.

Como 0 < F(x)<1,
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o pode haver no maximo 2 saltos (ou seja, descontinuidades) de altura > % Aqui, "sal-

tos"significa pontos x em que F(x)—F(x—) > 2

o pode haver no méaximo 3 saltos de tamanho € [

2

Nl Wi~ N
Wl NI—=

).
o pode haver no méaximo 4 saltos de tamanho € [ 7, 3)

5

O «--

, . . . 11 x
O ntimero total de saltos é enumeravel, e como cada salto esta em [, =7 ) por algum n, entdo
esta lista contém todos os saltos possiveis.

6.8 Proposicao
P(X € (a,b]) = F(b) —F(a).

6.9 Definicao (Funcao de distribuicio)
Uma fun¢io de mondtona continua a direita F : R — [0, 1] com lim,._,_o, F(x) =0elim,_,, F(x) =
1 é chamada de candidata a funcéo de distribuicdo de probabilidade.

Podemos comecar com uma fung¢io que satisfaca as propriedades e obter uma variavel aleatéria:
6.10 Teorema (Existéncia de variavel aleatdéria com distribuicido prescrita)

Se uma funcédo F é uma candidata a funcéo de distribuicdo de probabilidade, entdo F é a funcéo de
distribui¢do de alguma variavel aleatoéria X.
Demonstracao.

A prova é construtiva. Vamos exibir a variavel aleatéria X para a qual F é uma funcéo de
distribuicéo.

Considere o espac¢o de probabilidade (2, Z,P), onde Q =[0,1], Z é a colecdo de conjuntos de

Borel, e P é a medida de Lesbesgue.

Bem, como fariamos essa construcio se F fosse continua e estritamente monétona? Nos pensa-
mos no intervalo 2 = [0,1] como o contradominio de F. Entéo, definimos X(w) = F~}(w), pois F
seria bijetiva.

Nesse caso essa ¢é a defini¢do correta pois a probabilidade de (—o0, a], é exatamente F(a).
No caso geral fazemos
X(w)=inf{y : F(y) > w}
A fungéo X que definimos acima é a inversa generalizada de F.
E facil ver entio que
F(x):=PX < x), x €R. (6.3)

Para vermos isso usaremos que

{w: X(w)<x}={w:w<F(x)}
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Esse fato esta demonstrado na Proposi¢ao 6.11. o resultado desejado segue imediatamente pois
P(w:w < F(x))=F(x).

Na férmula acima usamos que P é a medida de Lebesgue em [0,1].

6.11 Proposicao (Propriedades da Inversa Generalizada)
Se F é ndo decrescente e continua a direita, entdo definimos a funcéo inversa generalizada como

FY(x):=inf{y : F(y) > x}

A inversa generalizada satisfaz:

F7H(y) =sup{y : F(y) <x}

@ F~(y) é ndo decrescente.

F7Y(F(x)) < x.

FET'()zy.

F71(y) < x se e somente se y < F(x).

Demonstracao.

Seja Fl_l(y) = sup{y : F(y) < x}. Para todo x € R, se y, € {y|F(y) = x}, entdo y, ¢
{y|F(y) < x},logo yo = F(x), o que implica na desigualdade Fl_l(x) > F1(x).

Para todo € > 0, da definicédo de Fl_l(x), temos F~1 (Fl_l(x) —e) < x. Logo Fl_l(x) —e <
F~1(x), o que implica na desigualdade Fl_l(x) < F71(x).

Seja y; < ¥,. Entdo F(x) = y, implica que F(x) > y;, e assim {x : F(x) > y;} D {x :
F(x) = y,}. Portanto, claramente, inf{x : F(x) > y;} <inf{x : F(x) = y,}.
F7Y(F(x)) =inf{z : F(z) > F(x)} e x € {z : F(z) > F(x)}, entdo o resultado segue.

Seja x, € {x : F(x) > y} tal que x, — xq. Entéo liminf, F(x,) > y, mas como F é mono6tona
e ndo-decrescente e continua a a direita, liminf, F(x,) < F(xg). Dai F(xg) = y, ou seja,
X € {x : F(x) = y}. Portanto, {x : F(x) > y} é fechado e, portanto, contém seu infimo.
Assim, F(F~}(y)) > y.

F~Y(y) < x implica em x € {z : F(2) > y} e assim y < F(x). Por outro lado, se y < F(x),
em seguida, x € {z : F(2) > y} e, portanto, F~1(y) < x ja que F~!(y) é o minimo.

6.12 Definicao (Variaveis Aleatdorias Identicamente Distribuidas)
Duas variaveis aleatorias X e Y sdo ditas identicamente distribuidas se

P(X<x)=P(Y<x)

para todo x € R.
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6.2 Tipos de Distribuicoes

6.13 Definicao
Uma funcéo de distribui¢éo F é dita

discreta se para algum conjunto enumeréavel de numeros reais {x;} e massas pontuais {p;}

F(x)= ij para todo x €RR

Xxj<x

continua se for continua para todo x.

abolutamente continua se existe uma funcdo f nio negativa Lebesgue integravel tal que
b
F(b)—F(a)= J f(x)dx paratodoa < b
a

singular se F # 0, F’ existe e igual a 0 q.c.

Temos o seguinte teorema de decomposi¢éo
6.14 Teorema (Decomposicdao de Distribuicio)
Toda funcéo de distribuicdo pode ser decomposta em uma combinacédo convexa de trés tipos puros,
discretas, absolutamente continuas, e continuas singulares. Assim, se F é uma funcéo de distribuigéo,

entao
F =aF, + pBF;+YF,,

onde a,f,y=>0ea+pf+y=1.

X
0 Foo= f )dy com £(x) = F,, q..

—0Q0
o F; é uma funcéo saltos com no maximo um numero enumeravel de saltos.
o F, é singular.

Comecaremos provando que toda distribuicdo pode ser decomposta como soma de uma discreta

e uma continua.
6.15 Teorema

Toda fungéo de distribui¢do pode ser decomposta em uma combinagido convexa de uma discreta e
uma continua. Assim, se F é uma funcéo de distribui¢io, entdo

F =aF. +BF,

onde a,B,>20ea+p=1.
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Demonstracao.
Ja provamos que F possui no maximo um ntmero enumeravel de saltos. Seja {x;} ser uma
enumeracdo dos saltos. Defina
p(x;) =F(x;j+) = F(x;=) = F(x;) — F(x;—)

E defina também a funcio:

Fi(x)= ) p(x)), x<R
Xj<x
A funcio Fj(x) estd bem definida pois a soma anterior é menor que 1 ¢ discreta.

A fungéo satisfaz F;(x) todas as propriedades de distribui¢do exceto possivelmente a tltima.
Mas nesse caso faremos uma renormalizagdo: se lim,_, o, F; = 3 entdo consideramos Fy = F}/[3

Seja Ff(x) = F(x) — F;(x). Claramente F}(x) é crescente e ndo negativa.
Provaremos que F(x) é continua
F(x)—F(x—)=F(x)—F4(x) — (F(x—) = F4(x—))
=F(x)—F(x—)— (Fq(x) — Fq(x—))
_ {p]—p]=Osex=x]

0 caso contrario

A funcio F}(x) satisfaz todas as propriedades de distribui¢do exceto possivelmente a wltima.
Mas podemos renormaliza-la a uma distribuigao. Se lim,._, o, F(x) = a definimos F, = F}/a.

Como
F(x)=F(x)+Fj(x) (6.4)

= aFC + ﬁFd

Por tltimo, o fato que a + 3 = 1 decorre do fato que F(x) é uma distribuigao.

6.16 Teorema
Toda funcéo de distribuicdo continua pode ser decomposta em uma combinagio convexa de uma
absolutamente continua e uma continua singular. Assim, se F é uma funcéo de distribuicéo, entdo

F =oaF,. + fBF,

onde a,B,>20ea+f=1.

Para a demonstragio desse teorema usaremos os seguintes fatos

6.17 Lema
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Se F é uma funcdo mondtona em [a,b] entdo F é diferenciavel quase certamente em [a,b].
Nesse caso a derivada é ndo negativa.

b
[2] f F'(x)dx < F(b)—F(a)

A demonstracéo desse lema sera feita no Capitulo ??
b
Demonstragdo. Sedefinirmos F)'.(x) = f F'(y)dy e F¥ = F(x)—F,. Como F(* ) = F'(x)

—00
quase certamente temos que (F S*)/ = 0 quase certamente.

As fungoes F; e F)_ satisfazem todas as propriedades de distribuicdo exceto possivelmente a
ultima. Mas podemos renormaliza-las a distribuicdes F; e F;. de modo analogo ao que foi feito na
demonstragido do Teorema .

Distribuicdes Discretas

Seja X uma variavel aleatoria com a funcéo de distribuicdo F (com probabilidade induzida P).

6.18 Definicao
A distribuicao de X (e X em si) é dita discreta se existir um conjunto enumeravel S tal que

P(5¢) =0.

Podemos enumerar o conjunto S, escrevendo S = {x;, X, ...}, e definimos p; := P(X = x}).

Entio temos
F(xX)= > pi

k: xp<x
e esta ¢ uma soma sobre um conjunto enumeravel. Estes p; as vezes sdo denominados massas
pontuais.

Massa de um ponto em zero:
PX=0)=1.

Portanto, a funcio de distribuicéo F é:

0 ,x<0
F(x)z{ 1 ,x=0

Essa funcdo de distribuicdo também denominada medida de Dirac no O.

Qualquer variavel aleatéria simples é discreta. Uma variavel aleatéria simples é uma variavel
aleatéria que toma valores finitos.

Finalmente, h4 exemplos "mais selvagens"do que isso. Por exemplo, onde o conjunto de S de
valores é todos racionais: S = QQ, onde vocé possui massas pontuais arbitrarias que somam

até 1, por exemplo, py = 2—1,(
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Algumas Distribuic¢oes Discretas

101

Distribuicdo Notacio Funcéo de Probabilidade | Dominio

Um ponto 6(a) pla)=1 x

Uniforme Discreta | p(x;) = % X1,...Xp

Bernoulli Be(p) p(0)=q,p(1)=p {0,1}
Binomial Bin(n,p) | p(k) = p*kq"* k=0,1,...,n
Geométrica Ge(p) p(k) = pg~ keN
Primeiro Sucesso | Po(p) p(k) = pgkt ke N*
Poisson Po(m) p(k) = e_m'Z—f keN

1
A distribuicdo uniforme discreta assume os valores xq,...x,, € p(x;) = —. A distribuicio Be(p)

descreve o resultado de um experimento de lancamento de moeda (néo necessariamente honesta e
a distribuicdo Bin(n, p) é o nimero de sucessos em n lancamentos. A distribuicio Ge(p) descreve
o nimero de fracassos antes do primeiro sucesso e a distribui¢do Po(p) o nimero de lancamentos
necessarios para ter sucesso uma vez.

A distribuicdo de Poisson surge como o limite da distribuicdo binomial quandon - ccep — 0
enp — A
Teorema (Teorema Limite de Poisson)
Se n — 00, p — 0, de tal modo que np — A entéo

———p(1—p)" " = —.
o =P Kl
Demonstracao. Exercicio. Dica use a aproximacao de Stirling. <

Distribuicdes Absolutamente Continuas

A distribuicdo de X (e X) é absolutamente continua se existir uma funcéo f, denominada densi-
dade de X, tal que

F(x)= f fly)dy para cadax.

Claramente, é necessario que f > 0 e que
oo
J flx)dx=1.
—00

o Em particular, se f for continua, entéo

F'(x) = f(x),

ou seja, é a derivada de uma funcéo de distribuicéo.
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o Entdo, podemos dizer
b
P(X€(a,b])=F(b)—F(a)= f f(x)dx.
a
o Alternativamente, podemos comecar com uma funcéo f tal que

f=0 e J flx)dx =1,

e definir a funcéo de distribuicdo pela formula

F(x) :=J f(y)dy.

6.20 Exemplo (XKCD)

Alice secretamente escolhe dois nimeros reais diferentes por um processo desconhecido e os coloca
em dois envelopes. Bob escolhe um dos dois envelopes aleatoriamente (com um langamento de uma
moeda justa) e mostra o nimero desse envelope. Agora vocé deve adivinhar se o nimero no outro
envelope fechado é maior ou menor que o que vocé viu.

Existe uma estratégia que lhe dé uma chance melhor do que 50% de adivinhar corretamente, nio
importando o procedimento que Alice usasse para escolher seus nimeros?
Solucio:

Antes de abrir qualquer envelope, vocé escolhe um numero r de forma aleatéria usando qualquer
distribuicdo de probabilidade absolutamente continua que quiser. Vamos chamar de x o nimero do
envelope aberto por Bob.

A estratégia agora é: se r < x, entdo vocé prevé que o nimero oculto y é menor que x; Caso
contrario, vocé adivinha que y é maior do que x.

Por que esta é uma estratégia vencedora? Existem trés casos a serem analisados:

o r é inferior a x e y. Neste caso, vocé adivinha "menor"e ganha o jogo se x > y. Como as
variaveis x e y foram atribuidas aos niimeros ocultos uniformemente , P(x > y) = 1/2.
Assim, neste caso vocé ganha com probabilidade meio.

o r é maior do que x e y. Por um argumento analogo ao primeiro caso , vocé adivinha "maior"e
ganha com probabilidade meio.

o 1 esta entre x e y. Neste caso, vocé adivinha "maior"se x < y e "menor"se x > y - isto é, vocé
sempre ganha o jogo.

O caso 3 ocorre com uma probabilidade nio-zero finita ¢, equivalente a integral da sua distribui-
c¢do de probabilidade entre x e y. Com a média de todos os casos, sua chance de ganhar é (1 +¢)/2,
que é estritamente maior do que meio.

Porque isso funciona?



CAPITULO 6. DISTRIBUICOES 103

Distribuicio Uniforme Continua Uma variavel aleatéria continua X é uniforme no intervalo
[a,b], para a < b, se sua f.d.p. é

Flx) = {b%a, se x € [a,b]

0 caso contrario

e denotamos esse fato por X ~ Uniforme([a,b]).

Nesse caso, a probabilidade de X estar num subintervalo de [a,b] é proporcional ao comprimento
de tal subintervalo; de fato, para y < z reais

b4

P(ySXSZ)If

y

Distribuicao Exponencial Uma variivel aleatéria continua X é exponencial com parametro
A > 0, e denotamos esse fato por

X ~ Exponencial(A)
se sua funcido de densidade é
Ae™  sex>0
fx(x)= .
0 caso contrario.

A funcéo de distribuigio é
t
Fx(t) = f AeMdx =1—e M
0

portanto P(X > a) = e e,

Distribuicio Normal A variavel aleatéria X tem distribui¢io normal com pardmetros u e o2,

abreviado por X ~ A (u; 02), se sua funcio densidade de probabilidade é dada por

1 _ Ge=w?

e 202
ovar

fx(x) =

para todo x € R

Distribui¢do normal padrdo A(0; 1):
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Distribuicdes Singulares

Distribui¢io uniforme no conjunto de Cantor Considere F a familia de todos os subconjuntos
do intervalo [0,1], que sdo a unido de um nimero finito de intervalos compactos disjuntos de [0,1]
e defina a aplicacio ® : F — F, por

® (g[ai’bi]) = i: ([ai’ 2al-3+ b; ] n [ai zzbi’biD

i=

Entdo para cada A € F temos que a sequéncia {®"(A)},cn é decrescente e

ue @) =(2) e ©6)

para todon € N.

Para todo n € N definimos a n-ésima etapa da construcdo do conjunto de Cantor como
C, = ®"([0,1])

Os conjuntos C,, sdo compactos e satisfazem u(C,) = (%)n
Definimos o conjunto de cantor como
c=()C
neN

Observaciao

De maneira mais geométrica o conjunto de Cantor C ¢ definido recursivamente para isso comecamos
removendo (1/3,2/3) de [0,1] e depois removendo o terco do meio de cada intervalo que permanece
e assim por diante. Através dessa construgdo obtemos a sequéncia de conjuntos

Co=1[0,1]

C;=[0,1/3]u[2/3,1]

C, =[0,1/9]U[2/9,1/3]U[2/3,7/9]1U[8/9,1]
Cy=---

Assim o conjunto Cantor contém todos os pontos no intervalo que nio sdo excluidos em qualquer
etapa neste processo infinito.

Existe ainda outra maneira de descrever o conjunto Cantor. Se representarmos os nimeros no
intervalo [0,1] na base 3 entdo podemos escrever os nimeros no conjunto de Cantor como:

o
a.
C={x|x=> 5 coma; €{0.2}}.
i=1

Agora podemos definir uma variavel aleatoria de Cantor cuja funcéo de distribuicio aumenta no
conjunto de Cantor e permanece constante fora desse conjunto. Definimos esta funcdo da seguinte
forma:
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Comecamos definindo uma sequéncia de funcdes f,, : R — R como

s =(3)1q,

e a funcdes
Fy(x) =f fa(x)dp

e associada a fungio de conjuntos

Fn(A) = f fn(x)d.u’
A

Se denotarmos por %, a colecdo de 2" intervalos que particionam C,, entdo se J € C,

Lfndu = (%)HM(J)

= G)M u(@ ()

= f fn+kdu
J

E assim F,,(J) = F,,(J) para todo k € N.
O sequéncia de funcdes {F, },cn é uniformemente de Cauchy. Para ver isso considere n,k € N

Se x € R\\[0,1] entdo claramente
|Fpyr(x) = Fp(x)| =0

Se x € R\ C, entdo

|Fric () = Fp(2)| =

Z Fn+k(J)

J€E,,JC(—00,x]

- Z Fn(J)

Je€6,,JC(—o0,x]

D Faa)—F()

J€E,,Jc(—00,x]
=0

Se x € C,, isso significa que existe J € 6 tal que x €J e assim
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Frakc()—F, (Ol =| D0 FoD) + Fre(J N (—00,x])

JE€B,,JCc(—00,x]

- 2, EW-FUN(oox)

J€E6,,JC(—00,x]
= |Fpy(J N (=00,x]) = —F,(J N (—o0,x])|
< 2F,(J)

= Z(E)HM(J)
::2EH

Logo
1
IFrai(3) = Fo ()] < 2

para todo x € R. Assim a sequéncia é uniformemente de Cauchy e logo converge para uma
funcéo continua F : R — [0,1] e assim é uma distribuicéo.

Este procedimento define uma funcéo continua, ndo decrescente de R em [0,1]

8/8
7/8
6/8
5/8
4/8
3/8
2/8

1/8

|

e 29 39 49 S5/9 &9 7/9 89 99

No entanto, uma vez que esta fungéo é constante, exceto no conjunto Cantor, vemos que sua
derivada fora do conjunto Cantor deve ser zero.

Observamos que nio existe uma funcéo de densidade para F, pois se existisse tal fung¢io seria
igual a 0 em um conjunto de medidas 1.
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Exercicio: No k-ésimo lancamento de uma moeda justa, um jogador recebe a seguinte premiacao:
0 se for cara e 2/3K se for coroa. Seja X o ganho total do jogador apds uma sequéncia infinita de
lancamentos da moeda. Mostre que X possui a distribui¢ao Cantor. O

Outros exemplos selvagens

Exemplo
Variavel aleatéria uniforme nos irracionais

1 paraxe€[0,1\Q
fx)= {
0 paraxe[0,1NQ

<
Exemplo
Dado {r} uma enumeracio dos racionais e defina
5 parax € Q
2]2
p(r) =47k .
0 caso contrario
Como 2121 1/k? = 2 /6 a funcio acima é realmente uma distribuicio.
<

Exercicios

Ex. 6.1 — Variaveis Aleatorias Discretas Independentes

1. Mostre que se X e Y sdo variaveis aleatorias tomando valores inteiros independentes,entao

P(X+Y =n)= > P(X =k)P(Y =n—k).
k

2. Dadas X e Y variaveis aleatdrias independentes de Poisson com pardmetros t e u respectiva-
mente. Prove que X +Y é uma variavel aleatoria de Poisson com parametro t + u.

3. Dadas X e Y variaveis aleatorias independentes de Bernoulli de parametros (n,p) e (m,p)
respectivamente. Prove que X + Y é uma variavel aleatoria de Bernoulli com parametro
(n+m,p).

Ex. 6.2 — Variaveis aleatdrias induzem medidas de probabilidade em R
Considere uma variavel aleatoria X definida no espaco de probabilidade (2, Z,P). Prove que X
induz uma medida de probabilidade em R no seguinte sentido: Para todo conjunto de Borel A de R,
defina

P(A) :=PX €A)=P(weN: X(w) €A).

Prove que (R, R, P) é um espaco de probabilidade.
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Ex. 6.3 — Se uma funcéo F satisfizer
oF é nio decrescentee 0 < F(x) < 1.
oF(x) — 0 quando x — —00 e F(x) — 1 quando x — +00.
oF é continua a direita, ou seja
lim F(y) =F(x).
Yy=xy

entdo F é a funcéo de distribui¢do de alguma variavel aleatdria X.

Ex. 6.4 — Suponha que Y7, Y5, ... é uma sequéncia infinita de variaveis aleatorias independentes, to-
das definidas no mesmo espaco de probabilidade (2, Z,P), tomando valores 0 e 1 com probabilidade
1/2 cada. Mostre que U := Z;:Zl 27%Y}. é uniformemente em [0,1]. Dica: mostre que

x quando x €[0,1];
P[U<x]=14{1 quandox>1;
0 quando x <O0.

para todo x € R analisando P[U,, < x] quando n — 0 onde U, := >,/ _, 27ky,.

Ex. 6.5 — Se
X=Xt—-X", Y=Y"—Y".

Prove que
X2V implicaxtEytex Ly

*Ex. 6.6 — Outra construcio da Distribuicio de Cantor
Considere Y,, como no problema anterior. Defina

o 2Y,
r=>3

n=1

1. Prove que a fungéo de distribuicdo Fy é continua.

2. Prove que Fy é diferenciavel q.c. com derivada igual a 0 q.c. Dica Prove que Fy é constante
no complemento do conjunto de Cantor.

3. Dado uy a distribui¢do de Y. E m a medida de Lebesgue na reta real. Prove que uy e m
sdo mutualmente singulares. Ou seja que existe um conjunto de Borel A com m(A) =0 e

py (A7) =0.

Definicdao: Suponha X e Y duas variaveis aleatérias, ndo necessariamente definidas no mesmo
espaco de probabilidade. A variavel aleatoria Y é dita estocasticamente maior que X se
P[X < x]>P[Y < x] para todo x € R.

Ex. 6.7 — Suponha X e Y duas variaveis aleatorias e que Y é estocasticamente maior que X. Mostre
que existem variaveis aleatorias X* e Y* definidas no mesmo espaco de probabilidade (£2, &, P) tais
queX*~X,Y*~Y eX*(w) < Y*(w) para todo w € Q.
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Ex. 6.8 — Existem quatro maneiras significativas de definir uma inversa generalizada de uma funcao
de distribuicéo F:

oF 1 (x) :=sup{x : Fx(x) <t}, te€[0,1],
EIFZ_I(X) :=inf{x: Fx(x)>t}, te[0,1],
I:IF3_1(X) :=inf{x : Fy(x)>t}, te[0,1],
DF4_1(X) :=sup{x: Fx(x)<t}, te[0,1],



Capitulo

Valor Esperado

7.1 Momentos

No que se segue (2, Z,P) denotard um espago de probabilidade.

7.1 Definicao (Valor Esperado ou Esperanca)
Se X é uma variavel aleatoria em (2, Z,P) integravel entdo definimos seu valor esperado ou

esperanc¢a como
E[X]:= f XdP
Q

De modo mais geral falaremos em esperanca de X se X for quasi-integravel, isto é se E[X*] ou
E[X™] for finita.

De modo intuitivo, o valor esperado o valor médio "ponderado"de acordo com as probabilidades.

As seguintes propriedades da esperanca seguem das propriedades da integral de Lebesgue:
7.2 Teorema

Suponha que X,Y sejam variaveis aleatdrias integraveis. Entéo

o (Linearidade) E[aX + bY] = aE[X] + bE[Y] para quaisquer nimeros reais a, b.
o E[b] = b para qualquer nimero real b.

o Se X > 0 entido E[X] > 0.

o (Monotonicidade) Se X > Y entdo E[X] > E[Y].

o (Desigualdade triangular) |[E[X]| < E[|X]]

o Se X,, T X entdo E[X] =1lim,_,, E[X,,]

110
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Exemplo
Se uma esfera é colorida de modo que 90% de sua area seja vermelha e 10% seja azul, entdo existe um
modo de inscrever um cubo de modo que os 8 vértices estejam tocando pontos vermelhos da esfera.

Sejam X, ..., Xg as variaveis aleatorias indicadoras do fato de cada vértice ser vermelho ou néo.
Entéo, claramente X; + - - - + Xg é o nimero de vértices vermelhos. Por linearidade da esperanca,
E[X; + - +Xg]=E[X;]+ - +E[Xg]=8-09=7.2.
Para que o ntimero médio de vértices seja 7.2, deve haver algum cubo com mais de 7 vértices
vermelhos, portanto deve ter 8 vértices vermelhos.
Esse é um exemplo da utilizagdo de técnicas probabilisticas para provar fatos deterministicos.

Observe que néo exigimos que as variaveis sejam independentes. Verifique que de fato isso néo
é necessario.

Temos também a seguinte caracterizacio do operador esperanca.
Teorema (Caracterizacao da Esperanca)
A esperanca é o tnico operador E : £1(Q) — R que satisfaz:

o Linearidade. Para a,b € R, E[aX + bY] = aE[X] + bE[Y].
o Continuidade. Se X,, — X entdo E[X,,] — E[X]

o Relacdo com a probabilidade. Para cada evento A, E[1,] = P(A).

Demonstracao. Vejaque
E,[X] ::f XdP
Q

tem as propriedades pedidas. Assim temos trivialmente a existéncia.

Vamos provar a unicidade mostrando a coincidéncia de um operador E com as propriedades
listadas e E;.

O item 3. e a linearidade nos permite mostrar a coincidéncia para fun¢des simples.
Se X =D, a;1, entdo E;[X] =D} a;P(A;) = E[X].
Provaremos agora para funcdes positivas. Dado X > 0, temos que existem fun¢des simples X,

com X, T X. Por continuidade

E,[X] = limE4[X, ] = limE[X, ] = E[X]

Para funcdes quaisquer. Consideramos a decomposigéio X = X* + X~ e usamos a linearidade

<
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Para variaveis aleatorias simples a esperanca se reduz a uma soma simples. Se

n
X= ZXk]lAk
k=1

Ou seja
X = x; com probabilidade p; = P(A;), k=1,...,n.

Entdo, a defini¢do de integral Lebesgue para func¢des simples nos fornece

n
E[X]= ) xpr,
k=1

ou de outra forma .
Zka(x = x3).
k=1

Teorema
Para variaveis aleatorias discretas,

E[X]= > xP(x =xy), (7.1)
k=1

se a série é absolutamente convergente

Demonstracao. Exercicio <

A esperanga também pode ser definida para vetores aleatorios. Dado um vetor aleatorio X =
(X4,...,X,) a esperanca do vetor aleatodrio é definida como

E[X]= (E[X{],...,E[X;])

Teorema (DistribuigﬁodDetermina a Esperanca)
Dado X integravel entdo se X =Y entdo Y é integravel e E[X] = E[Y].

Demonstraciao. ] Etapa 1: provaremos para variaveis aleatorias simples X e Y. Esse fato é
imediato de (7.1).

Etapa 2: provaremos para variaveis aleatorias limitadas. Suponha X,Y > 0, para N € N, defina as
variaveis aleatorias, ja usadas na demonstracgéo de 5.2

onde
Ay =X '(Iyx) parak=1,2,...,2"N + 1.

Byx = Y_l(IN,k) parak=1,2,...,2%N +1.
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Essas duas sequéncias de variaveis aleatérias tomam apenas um nimero finito de valores, sdo
independentes e Xy T X e Yy TY.

A parte mais interessante é que as esperancas concordam: E[X,] = E[Y,,] pois a igualdade
em distribuicao implica que u(Ay ) = u(By ). Desses fatos a igualdade das esperancas segue de
imediato.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada,
E[X,]—E[X],  E[Y,]—>E[Y],

porque X, > 0,X,, ' X.

Etapa 3: provaremos para variaveis aleatdorias ndo-negativas X > 0,Y > 0. Para tanto
E[X] = sup{E[X']: X' <X e X’ é limitada },
Pela etapa 2, estes supremos sdo iguais.

Etapa 4: Provaremos para X e Y quaisquer. Comecgaremos considerando a decomposicio
X=X"-X", Y=Y -Y.
Mas como (veja exercicio 7.3)
XLy implicaXt £yt ex~ Ly
Entdo, usamos a etapa 3 nas partes positiva e negativa, respectivamente. <

7.7 Definicao (Momentos, Variancia e Covariancia)
Se X é uma variavel aleatéria em (Q, #,P) :

o Dado n € N* e X tal que X" seja integravel entéo
my :=E[X*] M, :=E[|X|*] parak=1,...,n

sdo denominados o k-ésimo momento e k-ésimo momento absoluto de X respectivamente.

o Se X é quadrado integravel, entdo
Var[X] := E[X?] — E[X]?

é a variancia de X. O niimero o := /Var[X] é denominado variancia de X.

o Se X e Y sdo quadrado integraveis definimos a covariancia de X e Y como
Cov[X,Y] :=E[(X—E[X])(Y—E[Y])]
As variaveis X e Y sdo ditas nio correlacionadas se Cov[X,Y] =0

7.8 Teorema (Variaveis Aleatorias Independentes sio Nao Correlacionadas)
Sejam X, Y sdo variaveis aleatorias independentes integraveis. Entdo (XY) é integravel e

E[XY] = E[X]E[Y]

Em particular, variaveis aleatorias independentes nio estio correlacionadas.
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Demonstracao. Assuma primeiro que as variaveis X e Y assumem um numero finito de valores.
Entdo XY também toma apenas um numero finito de valores e XY é integravel.

E[XY]= > zP[XY =z] (7.2)
z€R*
=3 S % ZpX=xY=2/x] (7.3)
Z€R* x€R* X
= Z Z xyP[X=x,Y=y] (7.4)
YER* x€R*
= Z Z xyP[X = x]P[Y = y] (7.5)
YER* x€R*
independéncia
(7.6)
= Z xP[X = x] Z yP[Y=1y] (7.7)
x€R* YER*
(7.8)

Agora suponha X,Y > 0, para N € N, defina as variaveis aleatorias

2241 2241
k—1 k—1
XN - kZ 2N ]lAN,k € YN kZ 2N By
=1 =1

Essas funcdes ja foram usadas na Proposicéo 5.2.

Essas duas sequéncias de variaveis aleatdrias tomam apenas um ntimero finito de valores, sdo
independentes e Xy T X e Yy TY. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada:

E[XY]= lim E[XyYy]= lim E[Xy]E[Yy]< oo

Para variaveis quaisquer basta utilizar a decomposicdo em parte positiva e negativa e observar
que as familias {X*,Y"}, {X*,Y"}, {X7,Y*} e {X7,Y "} sdo independentes.

7.9 Proposicao (Propriedades da Variancia)
Dado X uma variavel aleatdria quadrado integravel. Entéo:

Var[X] = E[(X —E[X])?*] > 0.
Var[X] = 0 <= X = E[X] quase certamente.
A aplicagdo f : R — R, x — E[(X — x)?] tem um minimo em E[X] com f (E[X]) = Var[X].

Demonstracao.

E consequéncia direta da linearidade da esperanca.
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observe que E[(X —E[X])?] = 0 se e somente se (X — E[X])? = 0 quase certamente.

Imediato.

Proposicao
A aplicacio Cov : £2%(P) x £2(P) — R ¢ uma forma simétrica bilinear positiva semidefinida e
Cov[X,Y] =0 se Y é constante quase certamente.

Demonstracio. A demonstracio é direta e sera deixada como exercicio. <

Proposicao (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)
Se X,Y € £?(P), entdo
Cov[X,Y]? < Var[X]Var[Y].
Aigualdade é valida se e somente se houver a, b, c € R com |a|+|b|+]|c| > 0 e tal que aX+bY+c =0
q.c.

Demonstracido. A desigualdade de Cauchy-Schwarz é verdadeira para qualquer forma bilinear
positiva semidefinita e, portanto, em particular para o mapa de covariincia.

Faremos a demonstragio supondo que Var[Y] > 0. O caso no qual Var[Y] = 0 sera deixada
como exercicio.

Como Var[Y] > 0, deixe 8 := =CovXY] pntao

Var[Y]
0 < Var[X+ 0Y]Var[Y] (7.9)
= (Var[X] + 20 Cov[X, Y] + 6?Var[Y])Var[Y] (7.10)
= Var[X]Var[Y] — Cov[X, Y]? (7.11)

com igualdade se e somente se X + Y for constante q.c.

Para a dltima parte tome a =1, b = 0 e c = —E[X] — bE[Y].

Integracio com respeito a Distribuicao

Nesta se¢do, definimos integrais em relacéo as funcdes de distribuicdo. Essas integrais, conhecidas
como integrais de Lebesgue- Stieltjes, podem ser definidas a partir do zero, mas no entanto,
elas sdo simplesmente as integrais com respeito a probabilidades induzidas em R. Nossa principal
aplicacéo ao calculo de esperancas.

Definicao

Dado uma fungéo de distribui¢cdo F em R, existe uma unica probabilidade Py em (R, 8(R)) tal que
P:((a,b]) = F(b) —F(a) para todo intervalo (a,b].
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A demonstracdo desse fato é analoga a construcdo que fizemos na secao 2.4 da Integral de
Lebesgue e foi feita no exercicio 2.2.

Definicao (Integracao com respeito a distribuicao)
Dada F uma funcio de distribuicio em R. Para toda funcio g € £(Py) definimos a integral de g
com respeito a F

Ep[g]:= f g(x)dF(x)
R
onde estamos considerando g como uma variavel aleatdria no espaco de probabilidade (R, 8(R),P).

Proposicao
Se F(t) = Zpiﬂ(q-sr) entdo para toda g > 0

Ep[g]= J gdF = > p;g(ty).
R i

Demonstraciao. Para provar esse fato suponha que g = Z;n:1 b; IlBj ¢ uma funcéo aleatéria
simples.

Ep[g]:= > bPx(B)= > b; > piliep, (7.12)
j=1 j=1 i
= > pi >, bl (t) (7.13)
i j=1
= Zpig(ti) (7.14)

Para provar para as fun¢des mensuraveis g > 0 basta utilizar o Teorema da Convergéncia
Monoétona. Se g >0e g, Tg

Ep[g]= lim Ep[g,]= nlggoZpign(ti) = Zpig(ti)
[ 3

Proposicao
Suponha que F é absolutamente continua com densidade continua por partes f. Entdo se g é positiva
e continua por partes

Ep[g] =J gdF =J g(x)f (x)dx
R —00
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Demonstracdo. Para provar esse fato suponha que g = Y.
tipo escada. Entéo

m , ~ ;.
=1 b1 B, € uma funcéo aleatéria do

Eplg]:= bjp(Bj)=ijJ Fx)dx (7.15)
j=1 j=1 B;
=> bjf F(x)1p,dx (7.16)
j=1  J-oo
=J FG) | D bj1g, | dx (7.17)
oo =
= J f(x)g(x)dx (7.18)

A demonstragdo para uma funcéo geral g > 0 segue, aproximando g por funcdes escadas, o
que é possivel porque g é continua por partes e, em seguida, usando o Teorema de Convergéncia
Monétona. <

Utilizando as Proposi¢des 7.14 e 7.15 podemos integrar com respeito a uma distribuicdo que seja
combinacio de uma discreta e uma absolutamente continua.
7.16 Teorema (Mudanca de Variaveis)
Dada uma variavel aleatéria X € £ e Fy a funcio de distribuicio de X entdo

E[X]= f x dFx(x)
R

e de modo mais geral,

E[g(X)] = J 8(x) dFx(x).
R

Demonstracao.

Provaremos primeiro para fun¢des simples ndo negativas X = Z?zl a;1,,. Nesse caso E[X]=
S a;P(A;). Por outro lado Fy(t) = >, P(A;)1,4,<, de modo que

i=1
f x dFy(x)= ) aP(A)
R

i=1

Deixaremos o restante da demonstracéo, que segue a estratégia usual de 3 passos, como exercicio.

<

7.17 Exemplo
Se X ~ A(0; 1) entdo E(X) = 0.

1 * —x2 ]. ¥ u ]. x2/2 OO
E[X]= — xe 2 dx =—— edu=— ——e™ =0.
V2T —oo V2T * var —o0
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<
Exemplo
Se X ~ Exp(A) entio E[X"] = J.
<
Desigualdades de Markov e Chebyshev
Teorema (Desigualdade de Markov)
Suponha que X > 0 seja uma variavel aleatoria. Entao,
E[X
P(X>x)< [X] para todo x > 0. (7.19)

Demonstracio. Comecamos definindo Y := x1x>,}. Assim Y < X pontualmente. Assim

sendo,
E[Y] < E[X]. (7.20)
e assim
E[Y]=x -P(X> x). (7.21)
Claramente as equacgdes (7.20) e (7.21) implicam a desigualdade de Markov. <

1
A estimativa — possui um grave defeito nio é integravel.
X

Teorema (Desigualdade de Chebyshev)
Suponha que X > 0 seja uma variavel aleatéria e p > 0. Entéo

E[xP]

xP

PX>x)< para todo x > 0. (7.22)

Para que essa desigualdade néo seja trivial precisamos que X € £P(P). Assim na desigualdade
de Chebyshev fazemos exigéncia fortes sobre X mas somos recompensado com um lado direito
integravel.

Demonstracao. A prova é uma reducéo facil para a desigualdade de Markov: P(X > x) =

E[XP] .
P(XP > xP) < — pela desigualdade de Markov. <
X

Podemos generalizar um pouco mais
Teorema (Desigualdade de Markov Estendida)
Se ¢ é uma fun¢éo mondtona crescente definida nos reais ndo positivos, e X é uma variavel aleatéria
ea>0,e ¢(a)>0,entio
E(¢(1X]))

P(X|=a) < o(a)

Um dos corolarios da desigualdade de Chebyshev é:
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Corolario (Variancia)
Suponha que X seja uma variavel aleatéria com média u e variancia o2, Entdo

1
P(IX—ul=>to) < 7 bara qualquer t > 0. (7.23)

Na literatura o tltimo corolario é também conhecido como desigualdade de Chebyshev.

Demonstracao. Use a desigualdade de Chebyshev para a variavel aleatéria |[X — u| > 0. Entéo,

obviamente, vamos definir x = to e p = 2. Entdo E[X — u|? = 02, e nés temos da desigualdade de
Chebyshev,
2 1
P(X—pl2 t0) < —— = .
- “(to)?  t2

<

Em particular, para t = v/2, cada variavel aleatéria X com variancia o> esta dentro de v2 - o de
sua média, com probabilidade > %

Desigualdade Maximal de Kolmogorov

Teorema
Seja (X,,),>1 uma sequéncia de variaveis aleatorias independentes, definidas no mesmo espaco de
probabilidade, com esperanga O e variancia finita. Seja S,, = Z?:l X;. Entéo para A > 0,

A P(1I£13<X |Sk’ z )L) ar(Sn)
Demonstragao.

Observe que o evento {max;<x<, |Sx| = A} é a unido disjunta dos eventos

A ={ISk| = 4,1S;| < A para j <k}, k=1,...,n. Além disso, temos

P(Ay) < A7°E[S71,,]
< AZE[(SE+(Sy—Sk)?*)1a,]
= 272E[(S} +25k(Sn — SK) + (Sn = S1)*) 1a, 1,

onde a dltima linha segue, pois as variaveis S 14, e S,, —Sj sdo independentes e E[S, —S; ] = 0.
Assim, temos

P(Ar) < A7°E[(Sk + (Sn —Sk))zlAk] = AE[S71a,]

e assim somando que encontramos

—2prc2 —2prc2
P( max S| = A) < ATE[S; Liax, oy Isi 2] < AT7E[S) ]

1<k
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7.5 Outras Desigualdades

7.24 Proposicio (Desigualdade de Jensen)
Dado (92, ,P) um espaco de probabilidade. Se X é uma variavel aleatéria que é integravel, e
¢ : R — R uma funcio convexa. Entéo

¢(E[X]) <E[¢(f)]

Demonstracao. O fato da funcédo ¢ ser convexa significa que para qualquer tg,

¢(t) — p(to)
t—t,

néo decresce em R\ {ty}.

E desse modo podemos encontrar ® tal que

up w(t)—p(to) <& < inf w(t)—p(to)

t<t, t—tg Tty t—tg

e, portanto, para todo t, temos
(t—t0)® < @(t) — ¢(to) (7.24)

Agora, deixe t = X(x) e ty = E[X] e a equacio 7.24 se torna
(X(x) —E[XD® < (X(x)) — ¢ (E[X]) (7.25)
Integrando ambos os lados de 7.25 e usando que é medida de probabilidade temos
(E[X]—E[X])® < E[p(X) — ¢ (E[X])

que ao reorganizar, torna-se

¢ (E[X]) < E[¢(X)

<
7.25 Proposiciao (Desigualdade de Holder)
Dado um espaco de probabilidade (2,7 ,P), e X,Y variaveis aleatorias
1 1
E[IXY|1< (E[IXIP])? (E[IY]9])° .

gt

Demonstracio. Considere a medida de probabilidade v := “ueafungio hi= ——.
fn gidu 8T

Entdo por Jensen

1/p 1/q 1/p
ffgd,uzf hqu,uzf quu-J hdv<f qu,u(J hpdv) :(J quu) (f fpd,u) .
Q Q Q Q Q Q Q Q

<
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Proposicao (Desigualdade de Minkowski)

I1f +gllp, < f I, + 118l (1<p<o0)

Demonstrac¢ao. Primeiro, provamos que f + g tem p-norma finita se f e g tiverem

If +glP <2P7HfIP + 1gP).

121

Na verdade, aqui usamos o fato que h(x) = x? é uma funcéo convexa e assim, pela defini¢io de

convexidade,
p P_1 1
13f +38|” < [3IF1+3lgl]” < 31F1P + 3lglP.
Isso significa que

If +glP < 3I2FIP + 3|2g|P = 2P| P + 2P 1 g|P.

Agora, podemos falar legitimamente sobre (||f + gll,). Se for zero, entdo a desigualdade de
Minkowski é valida. Agora assumimos que (||f + gl|,,) ndo é zero. Usando a desigualdade triangular

e depois a desigualdade de Holder
[
If +glly = ] If +gIP du
Q

:
=| If+gl-If+glPdu
Ja

INA

:
I (f1+1gDIf +glP~du

:
= IFIIf +glP™ 1du+f lgllf +glPtdu

((f|fwm0 (f|gwm0 )(f|f+m@1“%> )

(Pela Desigualdade de Holder)

If +gl

= (”f”p + ||g||p) m

Obtemos a desigualdade de Minkowski multiplicando ambos os lados por

17+l
If +gllp

_1
P

(7.26)

(7.27)

(7.28)

(7.29)

(7.30)

(7.31)

(7.32)

(7.33)
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/Funcoes Geradoras de Probabilidade

Considere uma variavel aleatoria X, tomando valores nos naturais. Seja p, = P(X =r).

Definicdo (Funcio Geradora de Probabilidade)
A funcao geradora de probabilidade de X é definida como
oo oo
p(z) =E[zX]= > P(X=1)2" =po+pi1z+pyz?-+-= > p,z'.
r=0 0

Observamos que fun¢io geradora de probabilidade é uma série de poténcia e converge absoluta-
mente para |z| < 1, pois
PG <D p <D p,=1.
r r

Esta defini¢do pode parecer um pouco inusitada. Mas como veremos ela resulta ser uma ferra-
menta algébrica til que resume de forma concisa informacdes sobre a distribui¢do de probabilidade.

Exemplo
Considere um dado justo. Entdo p, =1/6 parar =1,---,6. assim
1 1 1—26
Z:EZX :_z+22+_”+z6:_z .
p() = El*] = =( )= L(1=

<

Exemplo
Neste exemplo, calculamos a fungio geradora de probabilidade para a distribuicdo de Poisson de
pardmetro a. Com base na definicéo, temos:

e Yal
p(z)zz = g (7.34)
= J!
—a j
=ZM (7.35)
- J!
j=0
e o e ¥ (az)
=—> — (7.36)
e % j!
= =D (7.37)

<
Teorema

A distribuicio de X é determinada exclusivamente pela sua func¢éo geradora de probabilidade.

Demonstracio. Diferenciando a série termo a termo temos
d n
dzn

p(z)| =nlp,.
z2=0

Entdo podemos recuperar (pg, p1,---) de p(2). <
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Teorema (Lema de Abel)
E[X] = lim p’(2).
z—1
Se p’(z) for continua em 1, entdo E[X] = p’(1).

Demonstraciao. Como z < 1, temos

(o]

p'(x)=D rp="" < > rp, =EIX].
1

1
Logo
lin} p’(z) < E[X].
Z—
Por outro lado, para qualquer ¢, escolhendo N suficientemente grande, temos

N

> rp, 2 E[X]—e.

1

assim

N N o0

—1; r—1 : r=1 __1; /
E[X]—sSerr—;l_rHZl:rprz Sil_IHZl:rprz —il_rﬁp (2).
Portanto, E[X] < lin} p'(2). N
Z—
Teorema
E[X(X—1)]= lin} p”(2).
Z—>

Demonstraciao. Exercicio <
Exemplo

Considere a distribuicdo de Poisson. Entdo

1
pr=PX=r)=-A"e".
ri

Entéo
= 1
p(z) =E[zX]=D 2" —ATe ™ = Mt = D),
5 r!
Temos
d
E[X]= —=D) =,
dz z=1
e
d2
E[X(X—1)]= —*= D =22
dx2 a1
assim

Var(X) = E[X?]—E[X]?=A2+ 21— A% =A.
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<

Teorema
Suponha que X1,X,, -, X, sejam variaveis aleatorias independentes com fun¢des geradoras de
probabilidade pq,py,- -, p,- Entdo, a funcdo geradora de probabilidade de X; + X, +---+ X, é

P1(2)p2(2) - pa(2).

Demonstracao.

B[z ] = E[z% - 2 ] = E[s5 ] B[] = p1(2) -+ pa(2).

Exemplo
Se X e Y forem variaveis aleatérias de Poisson independentes com pardmetros A, U respectivamente,

entao
E[tX+Y] — E[tX]E[tY] — e)\(t—l)eu(t—l) — e()H,u)(t—l)

Portanto, X+ Y ~ P(A + ).

Também podemos fazé-lo diretamente:

P(X+Y=r)=> PX=0Y=r—i)= > P(X=0)PX=r—i),
i=0 i=0

mas é muito mais complicado.

Somas de um numero aleatorio de termos

Uma aplicagéo util das funcdes geradora de probabilidade é o estudo da soma de um nimero aleatério
de termos aleatdrios. Por exemplo, uma companhia de seguros pode receber um niimero aleatério de
reivindicacdes, cada um exigindo uma quantia aleatoéria de dinheiro. Entdo, temos uma soma de um
numero aleatdrio de termos. Isso pode ser respondido usando funcdes geradoras de probabilidade.

Exemplo

Sejam X;,X,, -+, X, variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas com funcéo
geradora de probabilidade p(z) = E[2%]. Deixe N ser uma variavel aleatéria independente de
X; com fung¢do geradora de probabilidade h(z). Qual é o fun¢do geradora de probabilidade de
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E[ZS] — E[ZX1+~~+XN ]

— EN[EXi[ZX1+...+XN |N]]

~
assumindo fixoN

oo
— Z P(N — n)E[ZX1+X2+"'+Xn]

n=0

= P(N = n)E[zX JE[z*2] - - E[z%"]
n=0

P(N = n)(E[zX1])"

Mz

3
Il
=}

P(N =n)p(2)"

M

0
(2))

- =
~ |l

como h(x) = Z:Zo P(N = n)x".

assim

B(S] = <-h(p(=)

z=1
=h'(p(1)p'(1)
= E[NJE[X,]
Para calcular a variancia, use o fato de que
d2
E[S(S—1)]= ﬁh(p(Z))
z z=1

Entdo podemos encontrar que

Var(S) = E[N [Var(X; ) + E[X3 ]Var(N).

/Processos de Ramificacio

Originalmente, processos de ramificacdes foram considerados por Galton e Watson nos anos de
1870 quando estes procuravam um modelo quantitativo para o fenémeno do desaparecimento de
sobrenomes, mesmo no cenario de uma populagéo crescente. O modelo é construido sob a suposicéo
de que cada homem em uma dada familia tem a probabilidade p;. de ter k filhos e que o sobrenome
de familia é passado aos filhos, entdo desejamos determinar a probabilidade que apds n geracdes um
individuo néo tenha descendentes homens.
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Vamos fazer perguntas como o nimero esperado de individuos em uma geracéo especifica e a
probabilidade de extingéo.

Considere X, X7, -+, onde X, é o numero de individuos na geragio n-ésima. Assumimos o
seguinte:

X():].

2 | Cada individuo vive por uma unidade de tempo e produz k descendentes com probabilidade
Pk-

Suponha que todos os descendentes se comportem de forma independente. Entdo
Xpy1 =Y +Y) +--+ Yy,

onde Y;' sdo variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas, como X;.

T to

iV L
[Tl L

LE X J

Figura 7.1: Processo de ramificacio [14]

Como veremos ¢ util considerar o funcgio geradora de probabilidade de um processo de ramifi-
cacdo. Seja F(z) a funcéo geradora de probabilidade de Y;'. Entao

F(z)=E[zY ]=E[z5] = Zpkzk.
k=0

Definimos
F,(z) = E[2%].

O principal teorema dos processos de ramificacdo que provaremos nesta sec¢do é

7.37 Teorema

Fpi(2) = Fo(F(2)) = F(F(F(---F(2)--)))) = F(F,(2)).
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Demonstracao.
Fpi1(2) = E[z%1]
— E[E[ZXnJrl | Xn]]
oo
= (X, = k)E[z%1 | X, =k]

k=0

oo

- Sots, = 27 15, =

k=

oo

= > P(X, = K)E[z" E[z%] - E[z%]

k=0

oo

Z P(X, = k)(E[z" ])*

Z P(X, = k)F(2)"

=0
Fn(F(2))
Teorema
Suponha que
X,]= D kpe=p
e
Var(X;) = E[(X—u)?] = Z(k — u)%py < 0.
Entao
E[X,]=u", Vaan:O'z‘un_l(l-i-‘u,+‘u2+...+‘un—

Demonstracao.

E[X,]=E[E[X, | X;—1]]
= E[;U’Xn—l]
= ME[XH_l]
por inducéo, E[X,, ] = u" (pois X, = 1).

Para calcular a variancia, observe que
Var(X,) = E[X;] - (E[X,])*

e, portanto
E[X2] = Var(X,) + (E[X])?

1).

127
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Entéo, calculamos

E[X2] =E[E[X? | X,]]

Var(X,) + (E[X,1)* | X,_1]
X, Var(X;) + (an_l)z]
X102 + (UX;-1)?]
=o2u + ,uZE[Xi_l].

[
E[
=E[
E[

assim

VarX,, = E[X2]— (E[X,])?
= p’E[X;_ 1+ 02" — u?(B[X,1])?
= u?(B[X%_ ] —E[X, 1 *) + o%u"!
= u?var(X,_;) + o2u™!
= pVar(X, o) + o*(u" + ")

— MZ(n—l)Var(Xl) + O.Z(Mn—l +Mn +oee +‘u2n—3)
=214+ pu+-+umh.

Probabilidade de Extincao

Considere A, o evento X,, = 0, ou seja, a extin¢do ocorreu na n-ésima geracdo. Sejam g ser a
probabilidade da extin¢do eventualmente ocorrer e

oo

A= U A,, = [a exting¢o ocorre eventualmente].
n=1

ComoA; €A, CA; C---, sabemos que
q =P(A) = lim P(A,) = lim P(X, =0).
n—oo n—oo

Mas
P(X,, = 0) = F,(0),

Como F,(0) = Y. P(X,, = k)z*. Logo

F(q)=F ( lim F,(0)) = lim F(F,(0))= lim F,1(0)=g.

assim
F(q)=q.

Alternativamente, usando a lei da probabilidade total

q= Zk] P(X; = k)P(extingio | X; = k) = Zk]pqu = F(q),



7.39

7.8

7.40

7.41

7.42

CAPITULO 7. VALOR ESPERADO 129

onde a segunda igualdade vem do fato de que, para que toda a populacdo se extingua, cada populagéo
individual deve se extinguir.

Isso significa que para encontrar a probabilidade de extingéo, precisamos encontrar um ponto

fixo de F.
Teorema

A probabilidade de extingdo q é a menor raiz da equacdo q = F(q). Escreva u = E[X; ]. Entéo, se
u<lentdioq=1;se u>1,entdoq < 1.

Demonstraciao. Para mostrar que é a menor raiz, deixe o ser a menor raiz. Entéo note que
0 < a= F(0) < F(a) = a. Portanto, F(F(0)) < a. Continuando indutivamente, F,,(0) < a para
todo n. Assim
= 1i <
q ngrgan(O) <a.

Entdo g = a.

Para mostrar que ¢ = 1 quando y < 1, mostramos que ¢ = 1 é a Unica raiz. Sabemos que
F’(2),F”(2) = 0 paraz € (0,1). Entdo F é crescente e convexa. Como F'(1)=u < 1,Entdoz =1
¢ a Unica raiz. <

/Funcdes Geradoras de Momento

Definicao
A funcao geradora de momento ¢x(t) é definida como

px(t) =E[e*]
desde que E(eX) exista no intervalo (—h,h) para h > 0.

Para variaveis discretas ou absolutamente continuas temos que

>eip(x;)  seX édiscreto

fx e™f(x)dx seX for continua

et = B[] = {

Exemplo

A distribuicdo degenerada de probabilidade é a distribuicdo associada a uma variavel aleatoria
discreta exibindo certeza do resultado. Se X for um variavel aleatério degenerada, entdo X = ¢ com
probabilidade 1. A funcéo geradora de momento da variavel aleatéria degenerada é particularmente

E exit :eCt.

X;=C

simples:

Teorema
Seja X uma variavel aleatoria que possua funcéo geradora de momento. Entéo

M () = ;—;E(etx) =E (;—;etx) =E(X"e™).
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7.43 Teorema
Se X e Y sdo variaveis aleatorias independentes com funcéo geradora de momento ¢x(t) e ¢py(t)
respectivamente, entdo ¢x,v(t), a funcido geradora de momento X + Y é dada por ¢x(t)dy(t).

Demonstracao.
Px4y(t) = E[et(xw)]
— E[etxetY]
— E[etX:IE[etY:I
= ¢x(t)Ppy(0).

7.44 Teorema
A funcéo geradora de momento determina de forma tnica a distribuicio de probabilidade.

7.45 Teorema (A Funcao Geradora de Momento da Variavel Aleatdéria Normal)
Se Z ~ N(u,0?), entdo ¢,(t) = exp(ut + o2t?/2).

Demonstracao.
¢4(t) =E[e™]

oo
N f ot% o= (=207 g
—00

V2mo2
1 oo —(x? —2ux + p? —20%tx) P
== . exp = x

Completando o quadrado:

x2—2ux +u?—20%tx = x> —2(u+ o?t)x + p?
=(x—(u+0?))*—(u+0’t) +u’
=(x—(u+02t)?—o*t?—2uc?t.

Entao voltando ao calculo da funcéo geradora de momento

1 o —((x—(,u+02t))2—04t2—2,u02t) p
57 | exp 57 X

1 o*t?+2uc?t) [ —(x —(u+0%t))? p
= exp| —————— ex x
Vv 27‘[0‘2 P 20'2 — 0o P 20'2

(04t2 + 2,ucrzt)
=exp| ——————

Pz(t) =

202

= exp (ut + 02t2/2)
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Teorema

Se Z; ~ ,/V(,ul,af), eZy ~ W(uz,ag) e Z, e Z, sdo independentes, entdo Z; + Zy ~ A (u; +
Yo, O'% + O'%). Ou seja, a soma de variaveis aleatorias normais independentes é uma variavel aleatoria
normal cuja média é a soma dos médias e cuja variincia é a soma das variacdes.

Demonstracao. Calculamos a funcio geradora de momento da soma usando o teorema sobre
somas de variaveis aleatorias independentes.

®z,+2,(1) = Pz, (t)Pz,(t)
=exp(u,t + a§t2/2) exp(u,t + O'% t2/2)

= exp((u; + u2)t + (07 +03)t/2)

/Entropia

Informaciao

Gostariamos de desenvolver uma medida da informacdo que obtemos de observar a ocorréncia
de um evento de probabilidade p. Nossa primeira redugio serd ignorar quaisquer caracteristicas
especificas do evento e apenas observar se ou nio aconteceu. Assim, pensamos no evento como o
observacdo de um simbolo cuja probabilidade de ocorréncia é p.

A abordagem que vamos adotar é axiomatica: Queremos que a medida de informagéo I(p) tenha
as seguintes propriedades

7.47 Definicao (Informacao)

A informagédo é uma quantidade nio negativa: I(p) > 0.

Se um evento tiver probabilidade 1, ndo obtemos informacgdes da ocorréncia do evento:
I(1)=0.

Se ocorrerem dois eventos independentes (cuja probabilidade conjunta é o produto de suas
probabilidades individuais), entdo a informacio que obtemos ao observar os eventos sio a
soma das duas informagdes: I(p; - p2) = I(p;) + I(p,). (Esta é a propriedade fundamental)

Queremos que nossa medida informacéo seja continua funcéo da probabilidade

Podemos, portanto, mostrar o seguinte:

I(p>)=1(p-p)=I1(p)+I1(p) =2-1(p)

Assim, além disso, I(p™) =n-I(p)
Epor indugio
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I(p) = I((pl/m)m) =m- I(pl/m), entio I(pl/m) = % - I(P) e, portanto, em geral

I(p"™) = - 1(p)

E, portanto, pela continuidade, obtemos, por0 <p <1lea> O:
I(p*)=a-I(p)

Logo
I(p) = —log,(p) =log,(1/p)
por alguma base b.

Resumindo: a partir das quatro propriedades,

I(p)=0
I(py - p2) =I1(p1) +1(p2)

I(p) é mondtona e continua em p
I(1)=0

podemos derivar que
I(p) =log,(1/p) = —log,(p),
para alguma constante positiva b. A base b determina o sistema de unidades que estéo utilizando.
Normalmente, pensamos em termos de log,(p).
7.48 Exemplo

Por exemplo, lancar uma moeda justa uma vez nos dara eventos H e T com probabilidade 1/2 e,
portanto, um tnico lancamento de uma moeda nos da —log,(1/2) = 1 bit de informacéo.

Lancando uma moeda justa n vezes temos —1og,((1/2)") = log,(2") = n - log,(2) = n bits de
informacao.

Assim, obtemos que n lancamentos de uma moeda justa nos fornece n bits de informacao, e leva
n digitos binarios para especificar. Que estas duas medidas sdo as mesmas nos assegura que fizemos
uma boa escolha de definicdo de informacéo.

Entropia

Suponha agora que temos n simbolos {a;,a,,...,a,} e que alguma fonte esta nos fornecendo
um fluxo desses simbolos. Suponha ainda que a fonte emite os simbolos com probabilidades
{pP1,P2---,Dn} respectivamente. Por enquanto, também assumiremos que os simbolos sdo emitidos
de forma independente

Qual é a quantidade média de informacido que obtemos de cada simbolo que vemos no fluxo?
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O que realmente queremos aqui é uma média ponderada. Se observarmos o simbolo a;, nés
obteremos log(1/p;) informacdo dessa observagio particular. A longo prazo, digamos N de obser-
vacoes, veremos aproximadamente N - p; ocorréncias do simbolo a;. Assim, apés N observacoes

obteremos a informacéo total I de
n
I= Z(N -p;) - log(1/py).
i=1
Mas, entdo, a média de informacdes que obtemos por simbolo observado sera

I/N = (1/N) > (N -p)-log(1/p;) (7.38)
i=1

= p;-log(1/p;)
i=1

Acima adotamos a convencio que defina 0 - log(1/0) é 0.

Isso nos leva a seguinte defini¢ao.

7.49 Definicao
Seja uma distribuigéo de probabilidade P = {p;, ps,...,p,}. Definimos entropia da distribuicdo P

por:

H(P) =Y p; - log(1/p;).

i=1

A definicdo anterior possui uma generalizagdo Obvia, se tivermos uma distribuicdo continua de
probabilidade P(x) definimos:

H(P) = J P(x)-log(1/P(x))dx.

Em termos de valor esperado.
H(P)=E[I(p)].

Em outras palavras, a entropia de uma distribui¢do de probabilidade é o valor esperado da

informacéo da distribuigéo.
7.50 Teorema (Desigualdade de Gibbs)
Considere as distribui¢des de probabilidade, P = {p1,pa,...,Pn} € Q = {q1,92,---,q,}, onde

pi»q;=0e > pi=2..q; =1 Entdo

—Zpi logg; Z—Zpi logp;

com igualdade somente quando p; = gq; para todos i.

Demonstracao. A demonstracdo baseia-se na desigualdade logx < x—1.
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Zpiln(%i) Sznlpi(g—l):g:(qi—pi) (7.39)

i=1 Pi

n n
=Zqi—2pi=1—1=0,
i=1 i=1

Podemos usar a desigualdade de Gibbs para encontrar a distribui¢do de probabilidade que
maximiza a func¢do entropia. Suponha que P = {p;,ps,...,P,} € um distribuicio de probabilidade.
Nos temos

H(P)—log(n) = > p;log(1/p;) —log(n) (7.40)
i=1
= Zpi log(1/p;) —log(n)z P (7.41)
=1 i=1
= Zpi log(1/p;) —Zpi log(n) (7.42)
=1 i=1
= Zpi(log(l/pi) —log(n)) (7.43)
i=1
= > pilog(1/p;) +1og(1/n)) (7.44)
i=1
_ < ' 1/n
(7.46)
<0

5

com igualdade somente quando p; = % para todos i.
Exercicios

Ex. 7.1 — Mostre que para variaveis aleatérias discretas,

EX = Zka(x = X1), (7.47)
k=1

se a série é absolutamente convergente

Ex. 7.2 — Dé exemplos de variaveis aleatorias X e Y definidas em [0,1] com a medida de Lebesque
tal que P(X >Y) > 1/2, mas E(X) < E(Y).

Ex. 7.3 — Mostre que
XL YimplicaXt Yt eX Y.
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Ex. 7.4 — Suponha que X1,X5, ... é uma sequéncia de variaveis independentes em (€2, F, P). Mostre
que as duas familias X1,X3,Xs,... e X5,X4,X¢, ... sdo independentes.

Ex. 7.5 — Deixe X1,X,,... serem v.a i.i.d. com média u e varincia 02 e deixe ser uma variavel

aleatoria tomando valores nos inteiros com média m e variincia v, com N independente de todas as
. (o]

X;. Deixe S =X+ ...+ Xy = 2. Xi Iy

Calcule Var(S).

Ex. 7.6 — Prove a Desigualdade de Cauchy-Schwarz: dadas duas variaveis aleatérias X e Y, temos
IEXY| < +/E[X2]E[Y2], (7.48)
e a igualdade ocorre se e somente se X = aY, para alguma constante o € R.

Ex. 7.7 — Dados X e Z variaveis aleatérias independentes, cada uma seguindo a distribui¢do normal
padréo, Deixe a, b € R (ndo ambos nulos), e deixe

Y=aX+bZ

Calcule Corr(X,Y).
Mostre que |Corr(X,Y)| < 1 nesse caso.

Dé condi¢des necessarias e suficientes sobre os valores de a e b para que Corr(X,Y) = 1.

Ll e

Dé condigdes necessarias e suficientes sobre os valores de a e b tais que para que Corr(X,Y) =
—1.

Ex. 7.8 — Problema do Pareamento Suponha que n cavalheiros saem para jantar e deixem
seus chapéus no vestiario. Apds o jantar (e varios copos de vinho) eles escolhem seus chapéus
completamente aleatoriamente. Denote por X o numero de senhores que tomam seus proprios
chapéus. Encontre E[X ] e Var[X ]. (esse problema ja apareceu numa forma ligeiramente diferente
na Lista 2)

Ex. 7.9 — Se E|X;| = o0 entéo Z:io P(|X;| > n) diverge.

Ex. 7.10 — Dada uma variavel aleatéria X, entdo, para todo € > 0, existe uma variavel aleatoria
limitada X, tal que P(X #X_.) <€

Ex. 7.11 — Coletor de Cupom

Cada vez que se compra um saco de salgadinho, obtém-se como um bénus uma figurinha (escondida
dentro da embalagem) de um jogador de futebol. Suponha que existam n imagens diferentes que
sdo igualmente susceptiveis de estar dentro de cada pacote.

Encontre o nimero esperado de pacotes para comprar para obter uma colecdo completa de jogadores.

Ex. 7.12 — Se
Py(s) :==E(sX) = D P(X = i)s'.

i>0
Mostre que
Var(X) = P”(1)+ P’'(1) — P’(1).
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Desigualdades

Ex. 7.13 — Uma moeda honesta é lancada de forma independente n vezes. Seja S,, o numero de
caras obtidas nesses n lancamentos. Use a desigualdade de Chebyshev para provar que

S 1
lim IP’(l—"—EI <e)=1

n— o0 n

para todo € > 0.

Ex. 7.14 — Demonstracao Probabilistica do Teorema de Weierstrass
Utilize a desigualdade de Chebyshev para mostrar que para toda funcéo continua f :[0,1] — R,

(e s

uniformemente em x € [0,1] quando n — ©0.

Dica: Sejam X,X,,...,X, variaveis aleatorias independentes cada uma assumindo os valores O e 1
com probabilidade p e 1 — p respectivamente. Seja S,, = X; + X, + ...+ X, o nimero de caras em n
langamentos. Defina o polinémio r,(p) = E[f(sg“)] e estude a expressao |r,(p) — f (p)I-

Ex. 7.15 — Sharpness da desigualdade de Chebyshev
Para cada t > 1, construa uma variavel aleatéria X com média u e variancia o2, e tal que a
desigualdade de Chebyshev se torna uma igualdade:

1
P(|X —ul=to)= =

Ex. 7.16 — Deixe X ser uma variavel aleatoria ndo-negativa, tal que EX existe.
1. Mostre através de um exemplo que E(X?) pode nio existir.

2. Considere o truncamento X,, = min(X,n). Prove que para todo p > 2,

oo

> P E(X2) < oo.

n=1

3. Prove a propriedade anterior para p = 2.

Ex. 7.17 — Deixe X1, ...X,, serem variaveis aleatorias reais independentes e deixe S; = X;+---+X}
parak =1,...,n. Mostre que para t > 0 a desigualdade de Etemadi é valida:

P[mgxlSkI 2] t< 3mfle[|Sk| >t/3].
Dica: Considere os conjuntos
J

A; = Si| <3r,S:| >3 i=1,...
{ggjlkl 1Sl = r}, j=1,...,n

e observe que

n
| > = N
{maxisizar}=Us



Capitulo

Medida Produto

Nesse capitulo generalizamos o conceito de medidas para o produto de espagos. A integral que
obtemos como subproduto dessas medidas sdo os analogos abstratos das integrais de varias variaveis
e como tais podem ser calculadas como integrais iteradas.

8.1 Definicao
Dados (21,77) e (£2,,%,,) espacos mensuraveis, definimos a o-algebra #; ® Z, como a o-algebra
gerada pela colecdo dos retingulos mensuraveis

?1®9'2=a({A><B 1A6g1,3€92}>

Figura 8.1: Retingulos mensuraveis em %7 ® &,

A

Nesse caso também diremos que o produto dos espacos mensuraveis (0, Z1) e (25, F,) é o
espaco mensuravel (21 x Q,, 1  F>).

137
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Antes de prosseguirmos, observamos que podemos realizar a construcgéo da o -algebra produto de
um modo ligeiramente diferente. Para isso note que o produto cartesiano £2; x 2, de dois conjuntos
Q1 e Q, é caracterizado pelas aplicacdes de projecio associadas

T[leﬂlxﬂz—)ﬂl T[szﬂlxﬂz_)ﬂz.

Podemos fazer uso dessas aplicacOes para construir a o-algebra produto. Dados dois espagos
mensuraveis (21, Z7) e (Qy, Z5), podemos formar uma cole¢io de subconjuntos em 2, X2, puxando

de 91!
gy, (F1) = {nall(E) tE€e )} ={ExQ,:EcZ}.

Agora, € facil verificar que 7, () € uma o-lgebra.

Podemos fazer a mesma construgéo para a projegao no segundo espaco.
Teorema (Produto Finito de o-algebras)
O produto das o-algebra #; ® Z, é igual a o-algebra gerada pela unido do pullback das o -algebras

F1® T, = (n (F) U ().

Demonstracao. A demonstracido é simples e sera deixada como exercicio ao leitor. <

Suponha que E C ©; x Q,. Dado x € Q; e y € 2, , definimos a x-se¢do E* C Q, e a y-se¢do
EY € Q; de E como
EY={xe€Q;:(x,y) €E}

E*={y€Q,:(x,y) €E}

Conforme indicado na préxima proposicéo, todas as se¢des de um conjunto mensuravel sao
mensuraveis.

Proposicao
Se (1, 71) e (Q,, F,) sdo espagos mensuraveis e E € F; ® Z,, entdo E* € &, paratodo x € Q; e
EY € Z, paratodo y € Q,.

Demonstracao. Provaremos apenas para a secdo E”; a demonstracdo para a secdo E* é analoga.

Considere a familia # = {E € Z; ® &, : EY € Z7}. Mostraremos que .# é uma o-algebra
contendo os retangulos mensuraveis e logo deve ser &7 ® %,, e isso é suficiente para demonstrar a
proposicio.

o Suponha que E = A x B é um retangulo mensuravel. Entdo EY = A quando y € %, caso
contréario EY = (). Em ambos os casos EY € Z1,logo E € /.
o0 ={xeQ:(x,y)el}=0¢€F, assim A contém (.

o Se E1,E,,... € M, entio (| JE,)” = |JE, € #,. Logo A é fechado em relacdo a unido
enumeravel.

0SeE€ #,eF=E' entioFY ={x€Q:(x,y)¢E} =0, \EY € Z,. Logo .# é fechada
sob complementacio.
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Proposicao
Suponha que R™, R" estejam equipados com suas o-algebras Borel 8(R™), B(R") e seja R™*" =
R™ x R". Entdo

BR™™) = B(R™) ® B(RM).

Suponha que (£2,,Z7) e (Q,,%,) sejam espacos mensuraveis. A interse¢do de retdngulos
mensuraveis é um retangulo mensuravel

(AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND),
e o complemento de um retangulo mensuravel é uma uniéo finita de retangulos
(AxB)=(A°xB)U(AXxB°)U (A" x BY).

Assim, a familia de unides finitas de retingulos mensuraveis em ; X Q, forma uma algebra, que
denotamos por &,. Esta algebra nio é, em geral, uma o-algebra, mas obviamente gera a mesma
o-algebra produto que os retangulos mensuraveis.
Teorema (Existéncia da Medida Produto)
Dados (2,Z7,U1) e (Q9,F5,U,) espacos de medidas. Entdo existe uma Gnica medida y em & =
F1 ® F, satisfazendo

u(A x B) = u(A) x uy(B).

Diremos que u é a medida produto de i e u,. E sera denotada por pg ® .

Demonstracao.

Seja Z a algebra dos retangulos, i.e.,

Fo=f ({AxB:A€ F\,B € F,})

Como Z é uma algebra, e F = 0 (%), basta mostrar que se Ax B = Ulozol (A; x B;) é uma
unido disjunta, entéo

uAx B) =Y u(A; x By)
i=1

Observamos que a funcéo indicadora tem a seguinte propriedade

oo o0
Laxg(6,3) = D Lap (6, 3) = D 1, (X)L, ()
i=1 i=1
Integrando sobre y para um x € €2; fixo e usando o Teorema da Convergéncia Dominada, temos

Lata(B) = D 1n, (x)ua(By).
i=1
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Integrando com respeito a x, temos

u(Aa(B) = > i1 (A)pa(B))
i=1

Consequentemente

1 (A)py(B) = Zul(Ai)uz(Bi)

Pelo Teorema de Extensdo de Caratheodory temos que existe uma tnica medida definida na

o-algebra # ® Z,. <
8.6 Teorema (Mensurabilidade de Funcdes com Variavel Fixa)
Sejam (01 X Q,, F1 ® F,) e (Z, M) espagos mensuraveis.

Se f: Q; x Qy — Z é mensuréavel, entdo as fun¢des fV: Q; — Z, f*: Q, — Z obtidas fixando
uma variavel também sdo mensuraveis.

Demonstracao. Provaremos apenas para f7. Seja I7: Q; — £, x Q5 a aplicacio de inclusdo
17(x) = (x,y). Dado E € &, ® Z,, por 8.3 (I”)"}(E) = EY € #;,logo I” é uma funcdo mensuréavel.
Mas f¥ =Xo”. <

8.1 Areas de Secoes Transversais

8.7 Teorema (Mensurabilidade da Funcio Area de Secio Transversal)
Sejam (4, Z1, ), (g, F,, v) espagos de medida. Se E € F; ® Z,,

o V(EX) é uma funcio mensuravel de x € ;.

o u(EY) é uma fungdo mensuravel de y € Q,.

Demonstrac¢ao. Provaremos para yu(E”). Também assumiremos que u(;) < 00. Seja

M ={E€F, ®F,:u(E”) é uma funcio mensuravel de y}.
M éigual a F1 ® F,, pois:

o Se E = A X B ¢ um retangulo mensuravel, entdo u(E”) = u(A)1,cp que é uma fungio
mensuravel de y. Se E é a unido finita disjunta de retingulos mensuraveis E,, entdo u(E”) =
> u(Ey) que também mensuravel.

Entdo ./ contém a algebra das unides finita disjuntas de retangulos mensuraveis.

o Se E, sdo conjuntos crescentes em ./ entdo ,u((Un En)y) = ulJ, E)) = lirglO w(E)) é
n—
mensurével, e logo | J, E, € 4.

De modo anélogo, se E, sdo conjuntos decrescentes in ./, entdo (), E, € . (Aqui é crucial
que E; tenham medida finita.)
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o Assim ./ é a classe monoétona, contendo a algebra das unides finita de retangulos mensuraveis.
Pelo Teorema da Classe Monétona (1.27), 4 = F, ® F».

Para demonstrar o caso de medida infinita seja Q,, ,/ Q com u(£2,) < o0, e reaplique o argu-
mento trocando y por uma medida finita u,(F) = u(F N £2,). Entdo u(EY) = lirgo wn(EY) <
n—

Integrais Iteradas

Até agora, construimos a medida produto que atribui a um retdngulo mensuravel a medida que é o
produto das medidas de cada um de seus lados. Essa medida foi obtida pelo processo de extenséo de
Caratheodory, agora apresentaremos uma formula integral explicita:

Teorema (Medida produto como integral de secdes transversais)

Sejam (21, Z1, u) e (Qa, >, v) espagos de medida. Entdo existe uma tGnica medida produto y ®
v: F1 0 F, —[0,00], tal que

(u® Vv)(E) = f 1pdv d,uzJ J 1pdu dv.
XEQ J YEQ, YEN, J xey
H)—’ —

v(EX u(EY)

Demonstracao. Denote por A;(E) a integral dupla a esquerda, e por A,(E) a integral a direita.
Essa integrais existem pelo Teorema 8.7. As medidas A; e A, sdo o-aditivas pelo Teorema da
Convergéncia Monoétona logo ambas sdo medidas em #; ® #,. Mais ainda se E = A X B, entéo
expandindo as duas integrais temos A;(E) = u(A)v(B) = A,(E).

E pelo Teorema de Unicidade das Medidas de Probabilidade 2.11 temos que A; = A, = u® v
para todo &; ® Z,. <

Teorema (Fubini)
Sejam (4, Z1, u) e (Qy, Fo, v) espacos de medida. Se X: 2, x Q; — R é u ® v-integravel, entdo

f Xd(u® v)zf [J X(x,y) dv]duzf [f X(x,y) d,u] dv.
Q1 %0y XEN YEQ, YEQ, XEN

Demonstracao. Observamos primeiramente que se X = 1 entfo esse resultado é apenas 8.8.

Uma vez que as trés integras sdo aditivas, e como elas sdo iguais para as func¢des simples néo
negativas X, portanto, também o sdo para todas as fun¢des X nédo negativas, por aproximacéo e
convergéncia monoétona.

Para uma fung¢do X ndo necessariamente niio negativa, use a decomposi¢io X = X" — X~ como

de costume e aplique linearidade. Agora pode acontecer que X*(x, y)dv possa ser 00 para
Y&,

algum x € Q e, portanto, J X(x, y)d v néo estaria definida. No entanto, se X é u® v-integravel,
Y&,

isso pode acontecer apenas em um conjunto de medida nula em Q; (veja o préoximo teorema). A

integral tera sentido desde que ignoremos este conjunto de medida nula. <
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Teorema (Tonelli)
Sejam (Q, 71, u) e (Qq, Fo, ) espacos de medida, e f : Q; X2, — R uma fungido yu® v-mensuravel.
Entdo f é u ® v-integravel se e somente se

f U |f G, ) dV] du < oo
XEN YEN,

Demonstracao. Segue de imediato do Teorema de Fubini aplicado a fun¢do ndo negativa |f|. <
Resumidamente, se uma integral dupla é absolutamente convergente, entdo é valido mudar a ordem
de integracdo.

Exemplo
Se X ndo é ndo-negativa, a hipotese de convergéncia absoluta é crucial para mudar a ordem de
integracao.

Um contra-exemplo elementar é a sequéncia duplamente indexada a,, , = (—m)"/n! Integrado
em relaciio a medida de contagem temos ), a,,, =e ™, entdo >, > ap, = (1— e 1)L, mas
> an, n diverge para todo n.

Distribuicao Conjunta

Lembramos a defini¢io de distribui¢do (conjunta) para vetores aleatérios:

Definicao (Distribuiciao de Vetores Aleatodrios)
Se X = (X4, ...,X,) for uma vetor aleatdrio, entdo X induz uma medida de probabilidade P em R"
definida tomando a pré-imagem para cada conjunto de Borel A:

P(A) = P(X !(A)) =P(X € A). (8.1)
Esta medida de probabilidade P é denominada distribuiciao de X.

Definicao (Func¢iao de Distribuiciao Conjunta)
Se X = (X4, ...,X,,) for uma vetor aleatdrio, entéo a fun¢io de distribui¢io conjunta de (X;,...,X,)

Fix,,.x) (X150, X0) =PX < Xy, 0, Xy < Xp). (8.2)

.....

A partir da definicdo da independéncia vemos que a funcao de distribui¢do conjunta fatora como
o produto de func¢des de distribuigéo.

F(Xl,...,Xn)(xls .. .,Xn) = Fxl(xl) Xoeee X FXn(xn)J

Teorema
As variaveis aleatorias X1, ..., X, sdo independentes se e somente se a distribui¢do conjunta P em
R™ é o produto das distribui¢oes Pj de X em R.
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Demonstraciao. Na direcdo =, pelo teorema de unicidade de medidas, basta verificar que
PA)=(P;® - -®P,)(A) paraAe .

Como sabemos, cada A € ./ tem a forma A=A, x ---A,, onde A, é Borel. Entdo, pela indepen-
déncia,

P(A; x -+ xA)=P((Xq,...,X,) €EA; x -+ XA,) (8.3)
=P(X; €A,,....X, €A,) (8.4)
=P(X; €A)) x - xP(X,, €A,) (8.5)
= Pl(Al) AR Pn(An)' (8.6)
Na outra dire¢do (<), para verificar a independéncia de X, ..., X, € suficiente considerarmos
os semi-intervalos. Ou seja, se P(X; < xq,...,X,, < x,) fatorar, o teorema estara demonstrado.
Mas este altimo termo é (pela definicéo de distribui¢do conjunta)
P((—00,x1] x -+ x (=00, x,]) =P1(—00,x1] x - -+ x P, (—00, x,,] (8.7)
=P(X; < x;)x---xP(X, < x,). (8.8)
E assim terminamos. <

Assim, o modo de variaveis aleatdrias serem independentes é quando elas sdo definidas no espago
produto.

Produtos Infinitos: Teorema de Extensao de Kolmogorov I

Espacos produto sdo de importancia central em diversas areas da matematica, e na teoria da proba-
bilidade nio é diferente. Da construcédo de variaveis aleatérias independentes ao estudo formal de
processos estocasticos, nos deparamos constantemente com necessidade de entender medidas de
probabilidade em espacos produto.

Nessa seciio nos concentraremos na construcio de medidas no espaco RY, onde todas as ideias
centrais sao apresentadas. Posteriormente, na Secao 8.9, o argumento que apresentaremos sera
generalizado para produtos mais gerais.

Para provar o teorema de extensdo de Kolmogorov, seguiremos os passos de Bochner[10, 2], e
para isso, antes de entrarmos diretamente nos espago produto, passaremos rapidamente por algumas
defini¢des e resultados que facilitardo nosso trabalho.

Considere entdo um conjunto 2 e uma sequéncia crescente {Z,}°, de o-algebras em Q. E
para cada n, seja 4, uma medida de probabilidade na o-algebra Z,,.

Diremos que a sequéncia {(Z,, U,)} 2, ¢ Kolmogorov consistente se sempre que m < n
temos F, C F, € Uplg, = Um-

Dado .« = U:i 1 #n, uma extensao da sequéncia de probabilidades {u,},2, é uma medida u
em o (.<f) satisfazendo u, = ulg, .
Teorema (Teorema de Extensao de Bochner)
Dado {(Z,, u,)} .2, uma sequéncia Kolmogorov consistente. Suponha que existe uma classe com-

pacta & C Usil &, de Q tal que
un(A) =sup{u,(C):CeX NF,eC CA}
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Entdo existe uma tnica extensao de Kolmogorov para a o-algebra O'<U:1>Z 1T

Demonstracao.

Defina u na éalgebra .o/ = U::Zl F, por W(E) = u,(E) para E € Z,. A condicio de consisténcia
de Kolmogorov garante que u esta bem definida.

E simples também ver que u(@) =0 e u(Q) = 1.

A demonstracdo que p é uma probabilidade finitamente aditiva é direta. Basta observar que se
A; € of parai=1,...,n entdo existe m tal que A; € &#,,, paratodoi=1,...,n.

Agora, se A€ of, entdo existe ntal que A€ %, e
u(A) = u,(A)
=sup{u,(C):Cex NF,eC CA}
<sup{u,(C):CeA eC CA}
< u(A).

Pelo Teorema de Extensdo Compacta (2.26) temos que u é pré-medida. Finalmente pelo Teorema
de Extensdo de Caratheodory podemos estender a uma probabilidade em o (.</). <

Postas estas consideracdes iniciais, podemos nos concentrar no objeto centrar da secdo. Ou seja,
medidas de probabilidade em

RY = {(w1, wq,...) : w; ER,i €N}.

O primeiro passo ¢é eleger uma o-algebra onde definiremos nossa medida, e para isso temos um
candidato natural.

N6s equiparemos RY com a o-algebra produto gerada pelos retangulos finito dimensionais
¢ ={A:A={w:w;€(a;,b;]parai=1,...,k keN}},

onde —00 < qa; < b; < 00,

Esta é, de fato, a o-algebra com a qual trabalhamos intuitivamente nos cursos mais basicos
de probabilidade. Lembre, por exemplo, que quando queremos estudar o “lancamento de infinitas
moedas", sempre descrevemos os eventos de interesse a partir de eventos que dependem do resultado
de finitos lancamentos. Mesmo eventos do tipo A = {observamos cara infinitas vezes} é escrito

(e oXNe o]
a=(\Ua.
k=1n=k

com A, = {observamos cara na n-ésima jogada}.

como

Dando sequéncia, vamos comegar a preparar o caminho para usar o teorema 8.15. Assim, dado
B C R", denotaremos por B x RN o conjunto:

B xRY™:= {(wy, w,,...) tais que (w1, ...,w,) € B}

E facil ver que se A € € entio existe n €N, e B € #B(R") tal que A= B x RN,
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Considere agora a sequéncia encaixante de o-algebras:
F,=BRY) xRV ={Ax RV Aec B(RY),}
e note que dado m < n e B € %B(R"), entdo
BxRNV™M=BxR"™) xRV e Z,,
de modo que %, C Z,,e o = Usil &, é uma algebra, com ¥ C .«f.
8.16 Proposicao

o(d)=0(%).

Demonstracao. Uma das inclusdes é trivial. De fato, uma vez que 6 C ./, segue trivialmente
que 0(€) C o ().

Para ver a inclusio contraria, dadon > 1, faca ¢, = {A <
B(R") :Ax RN € g(€)}. Como ¥, é uma o-algebra contendo os retangulos do tipo

Iy _, (ax,bi] C R,
entio ¥, = B(R"). Segue que ¥, C 0 (%) paratodon>1e

o(d) Co(F).

Dado A € ./ néo vazio, defina
dim(A) :=min{n>1:A€ Z,},

e dim(RY) = 0.

Observe que se A1,A, € .o sdo tais que AjNA, # 0, entdo dim(A;NA,) = max{dim(A;),dim(A,)}.
De fato,se m <n

(By x RN"™)N (By x RN = ((By x R™™)NB,) xRN " e Z,.

8.17 Teorema (Teorema de Extensiao de Kolmogorov)
Dadas medidas de probabilidade P, em (R", B(R")) tais que

Pn+l((a1: bl] X X (ana bn] X ]R) = Pn((ab bl] X X (am bn]))
para todo n > 1, entéo existe uma tinica medida de probabilidade P em (RY, 8(RN)) com
P(O) Lw; € (ai) bi]) 1<i< Tl) = Pn((al) bl] XX (Cln, bn])
Demonstracao.
Para comecar, dado n > 1 defina a medida de probabilidade Q,, em (R",%8(R")) por

Qn(A) =Ppq(AXR).
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Como Q,, coincide com P, no 7-sistema dos retangulos do tipo IT}_, (ay,bi], entdo Q, e P,
coincidem em todo ZB(R").

Segue dai que paratodon>1eAe AB(R"),
P, 1(AxR)=P,(A),

e por inducédo
P (AxR™)=P,(A).

Com a notacio introduzida anteriormente, defina a medida u,, em (RY,%,) por

(B x RN™) =P, (B).

Assim se m < n entdo para B € Z,,,

(B X RY™) = 1, (B x R™™™ x RY™) = P, (B x R"™) = P,,(B) = (B x RN™™),

Concluimos assim que a sequéncia {(Z,,U,)},>1 € Kolmogorov consistente.

Considere agora as classes de cilindros

A, ={K x RN K € 8(R") compacto }

A ={K xRN K € B(R") compacto ,n > 1} = U A,

n=1
Observe que se K € X, e L € A, comm < nentio KNL € %,
Afirmamos que classe £ é compacta.

Para ver isso considere uma sequéncia de conjuntos {C;} -2, € 2 e suponha que para todo
m=>1,B,=(\L,C#2.

Assim, paratodom>1ej>1,
) (By) # 2.
Temos agora dois casos: sup{dim(B,,);m > 1} =d < o0 e sup{dim(B,,);m > 1} = c0.

No primeiro caso, como a sequéncia (dim(B,,)),>1 é ndo-decrescente, entdo existe my > 1 tal
que dim(B,,,) = d para todo m > m,,.

Assim, para todo m > my existe K,,, € R, compacto de R? tal que B,, = K,,, x RN 9. Vale assim
que

oo
() Kn#2,
m=m,
€
oo oo oo
ﬂci: ﬂ Bm:( ﬂ Km)xRN_d;AQ.
i=1 m=m, m=m

Agora, se sup{dim(B,,,);m = 1} = 00, entédo paratodo j > 1 existe m; > 1 tal que dim(B,,) = j,
para todo m = m;. Em outras palavras, se m = m;, entdo B, = K, X RN~ para algum compacto
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K,, de R? e algum d > j. Mas isso significa que 7j(B,,) é um compacto de R para todo m > m;.
Além disso, como By, # &, entdo 7;(B,) # D e

oo

m ﬂ:j(Bm) 7é 3.

Como as projecdes 7; sdo continuas e a sequéncia (B, ),>1 ¢ decrescente, entio para todo j > 1

nj(ﬁci)znj( ﬁ Bm)z ﬁ 7;(By) # @.

i=1 m=m; m=m;

Segue, portanto que ﬂz: 1 Ci # @ e A é uma classe compacta.

Dado agora um conjunto A € € entio A= D x RN com D € %8(R"), para algum n > 1, e logo
existe um K C D € 8(R") compacto, tal que u,(K x RN"") =P, (K) < P,(D) + € = u,(A) +e.

Consequentemente
un(A) =sup{u,(C):Ce X NI, eC CA}

e o teorema segue de 8.15.

<
8.5 Existéncia de Variaveis Aleatorias Independentes
8.18 Teorema
Dadas probabilidades Py,...,P, em R, entdo existem variaveis aleatérias independentes Xy, ...,X,

com distribuicdes Py,...,P,.

Demonstracao. SejaP=P; ®---®P, a medida de probabilidade produto em R". Como ja
provamos, toda medida de probabilidade em R" é uma distribuicdo de alguma variavel aleatoria,
veja Teorema 6.10.

Vamos definir uma variavel aleatéria (ou melhor, um vetor aleat6rio). Come¢amos definindo o
espaco de probabilidade (€2, Z,P) como (R", B(R"),P).

Entdo, agora, precisamos definir uma variavel aleatoria X que é uma funcéo desse conjunto. Seja
X(x)=x.

Como X é a funcéo identidade, entdo X € B se e somente se x € B. Entdo P(X € B) = P(B),
entéo a distribuicdo de X é igual a P.

Considere X = (X4, ..., X,) entdo as fun¢des componentes X, ..., X, sdo independentes, pelo
teorema anterior. <«

Podemos generalizar o resultado anterior para sequéncias de variaveis aleatorias i.i.d.
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Teorema ( Sequéncias de Variaveis i.i.d.)
Seja F uma distribuicdo em R, entdo existe uma sequéncia de variaveis aleatorias independentes
X1+, Xy, ... com distribuigdo F.

Demonstracao. Exercicio. Repita o argumento do teorema anterior usando o Teorema de
Extensdo de Kolmogorov. <

Agora vamos demonstrar alguns fatos que mostram como a teoria desenvolvida até esse ponto
reflete em densidades de variaveis aleatorias.

Uma func¢do mensuravel positiva f > 0 é a densidade de uma variavel aleatoria X se P(X €

A)= | f(x) dx, para cada conjunto de Borel A C R. Claro, a densidade é definida apenas

A
q.c.

A defini¢do é a mesma para um vetor aleatério: se X for um vetor aleatério e f esta definido
em R" e A é um Boreliano de R".

Densidade conjunta de n variaveis aleatérias fi,..., f, é a densidade do vetor aleatério

(X1, X))
Teorema
Sejam Xi,...,X, varidveis aleatérias com densidades fi,..., f, e densidade conjunta f. Entéo
Xq,...,X, sao independentes se e somente se f(xq,...,x,) = f1(x7) - fn(x,) para quase todo
(xq,...,x,) em R".

Existem algumas dificuldades técnicas. Para obter uma densidade de uma distribuicéo, precisa-
mos diferenciar. Se temos func¢des que néo sio continuas, entdo a diferenciacio é um problema.
Precisamos do seguinte resultado da teoria das medidas:

Teorema (Teorema de Diferenciacio de Lebesgue)

Seja f : R — R uma funcéo Lebesgue integravel. Entao

1 X+e€
EJ X(y)dy

X
vai convergir para X(x), para quase todo x € R.

Esta é uma versido unidimensional do teorema de diferenciacdo de Lebesgue. Vocé também possui a

versio n -dimensional.
Teorema

Se f : R" — R é Lebesgue integravel, entdo

1
vol(Q)

J f(y)dy = X(x)
Q

para quase todos os x, onde Q é um cubo contendo x.

Demonstracao. [Prova do Teorema 8.20] Sem perda de generalidade, podemos assumir n = 2.
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X tem densidade f,Y tem densidade g e (X,Y) tem densidade . Isso significa que P(X € A) =

ff(x) dx,P(YEB)zJ g(y) dyeP((X,Y)EAxB):J p(x,y) dx dy
A B AxB

Entdo, vamos comecar a demonstrar a implicacdo. Entdo supomos que X e Y sdo independentes.

Entéo, J ¢(x,y) dx dy deve ser igual a, por definicdo, o produto das probabilidades individuais
AXB

f f(x) dx x | g(y)dy.FacaA=[xgp,xy+€]eB=[yy, Yo+ €] Entio A x B é exatamente um
A

B
cubo Q que contém (xg, ¥g)-

Fazendo € — 0, obtemos que o lado esquerdo sera ¢ (xg, ¥o) e o lado direito sera f (xg)g(yo)
para quase todos (xgYo).

Para demonstrar a reciproca. Assumiremos que a densidade conjunta é o produto das duas
densidades para quase todo (x, y) € R2. Agora, usaremos o teorema de Fubini.

P(XeAYeEB)= ( p(x,y) dxdy (8.9)
JAxB
[
= f(x)g(y)dx dy (8.10)
JaxB
= r‘f(x) de g(y) dy, por Fubini (8.11)
Ja B
= P(X€A)-P(Y €B). (8.12)
Entéo, por definicido, X e Y sdo independentes. <

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo (Distribuicao Uniforme)
Sejam X e Y variaveis aleatorias independentes, distribuidas uniformemente em [0,1]. Assim, a
densidade de X e Y é dada pela funcdo de densidade

f(x):{ (1), x €[0,1]

, caso contrario.
Portanto, a densidade conjunta de X e Y é

_J 1, se(x,y)€[0,1]x[0,1]
elx,y)= { 0, caso contrario.
<

Exemplo (Distribuicido Gaussiana em R")
Também denominada de distribuicdo normal multivariada. A densidade de cada coordenada X; é
dada pela gaussiana padrédo unidimensional

1
V21

.2
e X2 xeR

flx)=
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e as coordenadas sdo independentes, entdo a densidade de (Xy,...,X,) é
1 11,2
= _flxl
(P(xli"':xn) (27_5)1/26 5

onde |x|=x%+x§+~-+x§.

<

Faremos outra demonstracdo de que para variaveis independentes a esperanca do produto é o
produto das esperancas. Compare com o Teorema 7.8.
Teorema
Sejam X, Y € £!(P) independentes. Entio (XY) € £(P) e

E[XY] = E[X] x E[Y].

Demonstraciao. Sejam Py e Py as distribuicdes de X e Y respectivamente. Entdo Py e Py sdo
medidas em R. Entéo

E[X] = J x dPy

E[Y] = J y dPy,
e, por outro lado

E[XY] = f xy d(Px x Py)

uma vez que X e Y sdo variaveis aleatorias independentes. Por Fubini, podemos escrever a tltima
integral como uma integral iterada, que é exatamente E[X] x E[Y].

Porqué podemos usar Fubini? <

Convolucao e Soma de Variaveis Aleatorias Independentes

Vamos comecar com um exemplo. Se X e Y sdo variaveis aleatorias com distribui¢des conhecidas, a
distribuicdo de X +Y é determinada? Certamente a expectativa é determinada (pela propriedade da
esperanca da soma). Mas a distribuicdo ndo é completamente determinada. Considere o seguinte

exemplo: tome qualquer variavel aleatéria X, tal que X = —X. Um exemplo de tal variavel é o
lancamento de uma moeda, denotando cara por 1 e coroa por —1.

Considere agora X + X e X + (—X). Os quatro somandos anteriores tém a mesma distribuicdo. A
primeira soma ¢ igual a 2X e a segunda ¢ igual a 0.

Ou seja, conhecer a distribuicdo dos somandos n#o é suficiente. Vocé realmente precisa da
distribuicdo conjunta. Se X e Y forem independentes, entdo podemos calcular a distribuicdo da soma.

Se X e Y forem independentes podemos entdo calcular a distribuicdo de X +Y.
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Teorema
Se X e Y sdo variaveis aleatérias independentes com func¢des de distribuicdo F e G, respectivamente.
Entéo, a funcéo de distribui¢do da soma X +Y ¢é dada por

H(z) =J F(z—y)dG(y) =J G(z—y)dF(y).
R

R

Demonstracao.

A distribuicio conjunta de X e Y é Px ® Py, uma vez que as variaveis aleatérias sdo independentes.
Entio H(z) = P(X +Y < 2) éigual a P((X,Y) € {(x,y) € R?: x + y < z}).

Entao

H(z) = f d(Py x Py) (8.13)
{(x,y)eR2:x+y <z}

J f 1{(x,y)e]R2:x+ySz}d(PX X PY) (8~14)
R

Por Fubini,

= J dPY : J 1{(x,y)€R2:x+ySz}dPX
R R

= J dPY ' J 1{(x,y)€R2:sz—y}dPX
R R

:J de.J Py(X € (—00,z —y])dPyx
R R

= f F(z—y)dPy(y)
R

Agora observamos que a integral em relacdo a uma medida é a mesma que a integral Stieltjes em
relagdo a uma funcéo de distribuicéo.

eassimzj F(z—y)dG(y). <
R

Corolario
Se X e Y tiverem densidades f e g, respectivamente, entdo X + Y tem densidade

Z(x) = f flx—=y)g(y)dy.
R

A integral anterior é denotada por h = f * g e é conhecida como convolucao de f e g.

Demonstracio. [Prova do Corolario] fazer. <
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Exemplo
Sejam X e Y variaveis aleatorias uniformes independentes em [0,1]. Calcule a soma das duas
variaveis.

A densidade de X +Y é dada por

Z(x) = f 10,17(x —¥)1[0.17(y¥)
R

Entio0 <y <1, mastambém 0 < x—y < l,entdioy <xey=>x—1.
A soma tera valores entre 0 e 2. Portanto, x € [0,2].

X

Se x €[0,1], entdo a unica condicéo a ser satisfeita é y < x, entdo temos J dy = x.
0
1

Se x € [1,2], entdo temos J dy =2—x.

x—1

Convolucao e Aproximacao por Fungdes Suaves

Nesta se¢édo discutimos uma técnica para aproximar funcdes integraveis arbitrarias por funcoes
suaves.

Definicao (Funcoes Teste)
Uma funcéo ¢é dita funcao teste ou suave de suporte compacto, denotada por f € C7°(R) se f é de
classe C*° e seu suporte

supp(f) := {x € X | f(x) # 0} = f~1 ({0}).

¢ um conjunto compacto.

Para comecar, estabelecemos a existéncia de uma funcio teste em [—1,1].

Lema
A funcio

-1
ei2 x| <1

(x) =
f 0 |x| =1

é de suporte compacto em [—1,1] e possui derivada continua em todos os pontos.

Lema
Seja p(x) uma funcéo positiva em C>°(R) tal que p(x) é tem suporte em [—1,1] e

oo 1
J p(x)dx = J p(x)dx =1.

—00 -1
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Seja f : R — R uma func¢éo continua. Defina

fa(x) = nJ p(n(x—y))f(y)dy

—n
n

Entdo f, € C°(R), fn(m)(x) = nf p™(n(x—y))f (y)dy e f, convergem para f uniformemente

—n
em conjuntos compactos. Além disso, se f for limitada, entdo |[f;|lco < IIf |l co-

Demonstracao. Primeiro, note que, como p(x) e todas as suas derivadas sdo compactas, elas
também sdo limitadas. Em particular, existe um M > 0 tal que |p/ (x)| < M. Para limpar a notacéo
um pouco, defina p,(y) = np(ny) e assim temos

falx)= f Pn(x—=y)f(y)dy

—n

Como o suporte de p,(x) estd contido em [_H’ n] logo se consideramos p,(x — y) como uma

funcéo de y, seu suporte é contido em [x — =, x + = ] Assim, o suporte de f,(x) esta contido em
1 1

[—Tl - n-+ H]

Para examinar a derivada de f,(x), escolha h > 0 e seja

h
AR —fle) _ J (Pax +h =)= palx = Y) F )y

O Teorema de Taylor nos diz que %(pn(x +h—y)—pu(x—y))=p,(c) para algum c € [x +
h—y,x—y]. Assim sendo, |%(pn(x +h—y)—p,(x —y))f(y)\ < M |f(y)| e pela integrabilidade

de f(¥) no intervalo [—n, n] podemos usar a Convergéncia Dominada para concluir que

fn(x +h)_fn(x)

fl(x)= lim 0
= %gr(l) - J (on(x+h—y)—pp(x—y))f (¥)dy

N J_n i E(p”(x +th=y)=palx =y Nf (y)dy

= f pr(x—y)f (y)dy

—n

A continuidade de f;(x) segue da continuidade de f(y) e p/(x —y) e o Teorema da Convergéncia
Dominada como acima. Uma inducéo simples estende o resultado para derivadas de ordem arbitraria.

Em seguida, mostraremos a convergéncia. Escolha um conjunto compacto K C R e € > 0, Como
f é uniformemente continua em K, existe um 6 > 0 tal que para qualqueis x,y € K temos que se
|x —y| < 6 entédo |f(x)— f(¥)| < €. Escolha N; > 0 tal que % < 6 para todo n > Nj. A hipdtese

oo

[ere) 1
J p(y)dy = J p(y)dy =1 e por uma mudanca de variaveis temosJ po(x—y)dy =

—00 -1 —00
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x+i
f pn(x—y)dy =1 paratodos x € R e n> 0. Escolha N, > 0 de modo que para todos n > N,
x5

n
temos K C [—n+ %, n— %] Portanto, podemos escrever f(x) = f pa(x—=y)f(x)dy =1 para

n
qualquer x € K e n > N,. Temos entdo que para qualquer n > max(N;, N,)

|fn(x) = f ()| =

J (on(x =) () —pnlx—y)f(x)) dy‘

x+1
= f (Pl =f (V) = pulx =y)f (x))dy pois n> N,
xX—q
X+H
< f = NIf )= f()l dy
x—1
x+5 1
SEJ Pn(x—y)dy pois — <&
x—1 n
oo
<e pois p,, é positivo e f pa(x)dx =1
—o0
A dltima coisa a provar é a desigualdade da norma caso f seja limitada.
|fa (Ol < HJ pnlx—=y)If(¥)ldy pois p ¢ positivo

< n||f||00J p(n(x—y))dy =|flloo

—0Q

Testando Convergéncia com Funcdes Suaves

8.32 Lema p
Seja {X;}°, uma sequéncia de variaveis aleatrias entdo X,, — X se e somente se lim,,_, o, E[f (X;,)] =
E[f (X)] para todos as funcdes f € C°(R,R).

d
Demonstragiao. Como qualquer f € C°(R,R) é temos que X,, — Ximplica lim,_, o, E[f (X,,)] =
E[f(X)]
Na outra direcéo, considere uma func¢io limitada arbitraria f e escolha € > 0. Entdo podemos
encontrar f, € C>°(R, R) tal que f, converge uniformemente em conjuntos compactos e || f;|loo <

[1f lloo-

A ideia da prova é observar que, para qualquer n, k > 0, temos

[ELf (X)) = F X < [ELf (X)) = filX) ]| + [E [fie(Xp) = fi RO + [ELfi(X) = £ (X))
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e depois limitar cada termo no lado direito. O segundo termo sera facil de lidar devido a nossa
hipétese e a suavidade de f;. O primeiro e terceiros termos exigirdo que examinemos a aproximag¢ao
fornecida pela a convergéncia uniforme do f; em todos os conjuntos compactos.

A primeira tarefa que temos é escolher o conjunto compacto. Para tanto basta considerar os
intervalos fechados centrados na origem. Para qualquer R € R com R > 0, existe um ¢ € C°(R,R)

com 1|x| < % < Yp(x) < 1|x| £ R, assim sendo
lim P[|X,|>R]=1— lim E[1|X,| <R]
n—oo n—o00

<1-— lim E[yr(X,)]

=1-E[yr(X)]
s1—13[11|x|s§}
=P[|X| > g}

Por outro lado, sabemos que limg_, o, 1|X| < % =0 q.c. e, portanto, pelo Teorema da Convergéncia
Monotona, limg_, o P|:|X| > %] = 0. Escolha R > 0 tal que

P[|X|>R] < P[lXI > g] < 4“;”

Entdo podemos escolher Ny > 0 tal que P[|X,,| > R] < ZIIJ‘% para todo n > Nj.

Tendo escolhido R > 0, sabemos que f,, converge uniformemente para f em |x| <R e, portanto,
podemos encontrar um K > 0 tal que se k > K e |x| < R temos |fi(x) — f (x)| < €. Assim sendo,

ELfi(X) = f O] < E[fi(X) = fF X5 IX] < R]+E[|f(X) = f (X)]; [X| > R]
< eP[[X] <R]+2[X|loP[IX| > R]

€
<e+-<2
2
e pelo mesmo célculo, por n > N;

|E[fi(Xn) = f (X1l < &+ 2[IX, [ o P[1X,| > R] < 2

Para terminar a prova, escolha k > K e entdo podemos encontrar N, > 0 tal que para todo
n > N, temos |E[fi(X,,) — fxr(X)]| < €. Juntando essas trés estimativas, temos n > max(N;, N),

[E[f (X,)—f(X)]| < 5¢

Aplicacoes
Lei 0 —1 de Hewitt-Savage
Definicao

Uma aplicagao bijetiva = (714, 75, ...) do conjunto dos nimeros naturais N em si mesmo é dita
permutacao finita se 7, = n para todos os n > Nj,.
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Se X = (X1,Xs,...) € (RN, BY) é uma sequéncia de variaveis aleatérias, 71(X) denota a sequén-
cia (X, Xz,,.--). SeAéumevento {X € B} comB € BN entdo 1(A) denotaré o evento {m(X) € B}.

Dado uma sequéncia (X,,),cy de variaveis aleatérias definimos a o-algebra permutavel ou o-
algebra de eventos simétricos & como o conjunto de eventos na o-algebra das variaveis {X,} -2,
que sdo invariantes sob permutacdes finitas dos indices na sequéncia {Xn}gi 1- Isto é, o evento
A= {X € B} é simétrico se A= m(A).

Teorema (Lei 0—1 de Hewitt-Savage)
Dado uma sequéncia (X,,) de variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas. Entao
a sigma algebra dos eventos permutaveis & satisfaz

P(A) € {0,1},VAe Z
Demonstracao.
Seja A= {X € B} um evento simétrico, isto é

A= {XeB}=m,(A) = {n,(X) €B}.

Aproximaremos A por eventos cilindricos. Para isso escolha conjuntos B,, € B tais que, para
A, ={w:(Xy,...X,) €B,},
P(AAA,) —» 0, n — oo. (8.15)

Como as variaveis aleatorias {X;}, ey sdo independentes e identicamente distribuidas, temos
que as probabilidades P(X € B) e P(71,(X) € B) coincidem. Assim sendo

P(AAA,) = P(X € BAB,) = P(1,(X) € BAB,). (8.16)

Consequentemente

P(’I'Cn(X) € BABn) = P{TEn(X) € B)A(Tlfn(X) € Bn)}

=P{(XeB)A(n,(X) € B,)} =P{AAT,(A)}. (8.17)

Por 8.16 e 8.17 temos que
P(AAA,) =P(AAT,(AL)). (8.18)

Logo por 8.15 temos que
P(AAA, N1, (A,))) — 0, n — oo. (8.19)

Assim, por 8.15, 8.18 e 8.19, obtemos

P(A,) = P(A) e P(m,(A)) — P(A)

P(A, N 1,(A,)) — P(A).
Além disso, como {X;} sdo independentes, escolhendo 7,, como a permutacdo que leva (X,...X,,)
para (X, 41,---Xa,)

temos
P(A, N 1,(A,)) =P{(X,...X,) €Bn, Xpi1,...Xo,) €B,}
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=P{ (Xlz .. 'Xn) € Bn}- P{(Xn+1> .. 'XZn) € Bn}

=P(A,)P(1,(4,)
Logo P(A) = P?(A) e, portanto, P(A) = 0 ou 1. <

Passeios Aleatorios

Dado uma sequéncia X; de vetores aleatorios i.i.d. em R" entédo

n
Sn = in
i=1

é um passeio aleatério em R"
8.35 Teorema
Se S,, é um passeio aleatorio em R entfo uma das seguintes alternativas ocorre

m}

S, = 0 para todo n
oS,—> o0
oS,—>—0o0

o —oo =liminfS, <limsupS, = oo

Demonstraciao. Comecamos observando que {w : limsupS,(w) = c} é um evento permutavel
para todo ¢ € R. Assim pela lei 0-1 de Hewitt-Savage,

P({w :limsup S, (w) =c}) € {0,1}

e logo limsup Sn é uma constante ¢ € [—00, 00] q.c.

Agora considere S) =S, —Xj, como S/ tem a mesma distribui¢do que S, tomando limsup em
ambos os lados temos
c=c—X;.

Assim, ou X; =0 ou ¢ € {—00, 00}. De modo anéalogo, liminfS, € {—0c0, co}. <

8.9 * Teorema de Extensiao de Kolmogorov II

Nessa secio generalizamos o Teorema de Extensdo de Kolmogorov para produtos quaisquer de
espagos de medida. Ou seja, nessa se¢do queremos construir uma medida no espago produto

2 =] [
acA

para familias arbitrarias de conjunto {Q,},eca, onde os elementos nos espacos sdo x4 = (X4)gen-
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De modo correspondente, temos as aplicacdes de projegdo nas coordenadas 7g : 24 — €2, que
leva x, para x . Também podemos definir a composta de tais aplica¢des de projecdo de coordenadas.

Por exemplo, dados B C A, podemos definir a projecdo parcial ©tg : Q4 — Qp de modo natural.
Mais geralmente se C C B C A, podemos definir 7. _p : 25 — (. Entdo temos as leis de composi¢ao

Tpe—c ©Tc—B = DB
seDcCCBCA

Podemos definir a o-algebras pullback para cada § € A
nz(%Q) = {ngl(E) :E € Ba}

e o produto infinito de o-algebras
Ba=] |85 = (| m5(8p)).
BeA peA

Novamente, esta ¢ a menor o-algebra tal que 75 e de modo mais geral 7z sdo mensuraveis.
Os elementos em %,, por definicdo de geradores de o -algebra,sao obtidos através de um nimero
enumeravel de operagdes de conjuntos.

Em particular, isso significa que se E € %,, entdo existe um conjunto enumeravel B C A
e um conjunto Ez € %p tal que E4 = TEEl(EB). Consequentemente, se f : Q4 — [0,4+ 00] é
mensuravel, isso significa que existe um conjunto enumeravel B C A e uma fun¢do mensuravel em
Bg fp: Qg — [0, + oo] tal que
f=fgoms.

A formulacdo acima pode acomodar a situacdo na qual temos uma familia infinita de variaveis
aleatodrias ,, cada uma definida como uma fun¢do mensuravel em um espaco amostral de Borel
Hausdorff localmente compacto Q,. Entdo podemos expandir as varidveis aleatdrias para espaco
produto [ [,c4 Q4 através das projecdes

Q,=Q,0m,

e, portanto, todas as variaveis aleatorias da familia podem ser consideradas definidas no mesmo
espaco, se pudermos transformar esse espaco produto em um espago de medida "compativel". Ou
seja, se tivermos uma medida de probabilidade u, definida no produto o -algebra, entio induzira
uma medida induzida ug em Qg para qualquer B C A, por

up(Ep) := (1p), tta = pa(rg" (Ep))

para todos Eg € %Bp. Segue entéo

(Tcep)ilip = Uc
seC CBCA
Teorema (Teorema de Extensao de Kolmogorov)
Seja ((Qg> Ba)»T ) gea uma familia de espacos mensuraveis (4, %, ), munidos com uma topologia
T, Para cada B C A, seja ug uma medida de probabilidade “inner regular” em 9g, onde o espaco
produto Q5 é equipado com a topologia produto, e satisfaz a condicio de compatibilidade

(Teep)dp = g
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sempre que C C B CA, com C e B finitos. Entdo existe uma tnica medida de probabilidade u, em
B, que satisfaz (115),us = Up para todo B C A finito.

Exercicios

Produto

Suponha que E C ; X 5. Dado x € Q; definimos a x-secdo E* C Q5 como
E*={y€Qy:(x,y) €E}

Ex.8.1— Se E,F C Q1 X, e x € £2; , mostre que
1. (ENF)*=E,NF,,
2. (E)y = (Ey)",
3. (UE,), = U(E,)", onde (E,) é uma sequéncia de subconjuntos ; x ,.

Ex. 8.2 — Se u; e Uy sdo medidas o-finitas, mostre que a medida produto m; x m, também é
o -finita.

Ex. 8.3 — Mostre que AR = ®?:1 BR,
Ex. 8.4 — Prove a existéncia da medida produto usando o Teorema da Extensdo Compacta.

Ex. 8.5 — Seja F uma distribui¢do em R, entdo existe uma sequéncia de variaveis aleatérias inde-
pendentes X1, ...,X,,... com distribui¢io F.

Ex. 8.6 — Suponha que X seja uma variavel exponencialmente distribuida com densidade
f(x)=ae™™

e Y uma variavel aleatdria independente que tenha distribuicdo uniforme U(0,1). Encontre a
densidade da soma Z =X +Y.

O seguinte exercicio demonstra que a independéncia probabilistica é analoga a independéncia linear:

Ex. 8.7 — Sejam V um espaco vetorial de dimenséo finita sobre um corpo finito F e X uma variavel
aleatoria uniforme em V. Seja (-,-) : V x V — F uma forma bilinear ndo degenerada em V, e
sejam vq,...,V, vetores ndo-nulos em V. Mostre que as variaveis aleatérias(X,v;), ..., (X, v,) sdo
independentes se e somente se os vetores vy, ..., V, sdo linearmente independentes.
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Capitulo

Modos de Convergéncia

Nesse capitulo apresentaremos e compararemos diferentes nocdes de convergéncia. E de fundamental
importancia ressaltar que estamos tratando de convergéncia em espacos de probabilidade.
Alguns resultados desse capitulo sdo falsos se a medida néo for finita.

Convergéncia Pontual

Seja 2 um conjunto e X,, : 2 — R uma sequéncia de func¢des que compartilham do mesmo dominio
Q Dizemos que X,,(x) converge pontualmente para uma fungio X : 2 — R se:

lim X, (x)=X(x),
n—,oo

para todo x € Q.

Exemplo ) 1 se 0<x<1/n
Para n € N definimos X,(x) = .
0 caso contrario

Essa sequéncia converge pontualmente para a fun¢io constante.

Convergéncia Uniforme
A distancia uniforme entre duas funcoes X e Y é definida como

X =YIl, = sup [X(x) = Y(x)|

160
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Figura 9.1: A sequéncia {X,}°°, converge pontualmente para a fun¢do constante 0. Assim para

todo ponto x, y,z € X, temos limX, (x) =0, limX,(y) =0 e limX,(z) = 0.

Essa distancia mede o afastamento maximo de X e Y.

Uma sequéncia de fun¢des {X,,}°2; converge uniformemente para X se lim ||X,, —X]|, = 0.

Isso significa ndo s6 que lim X, (x) = X(x) para cada x € X, mas além disso, que as fung¢des X,
convergem para X em todos os lugares com uma "velocidade minima comum".

9.2 Exemplo
Se X,,(x) = 1/n para todo x € [0, 1], entédo a sequéncia {X,} -2, converge para zero uniformemente
em[0,1].
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Exemplo 1 se 0O<x<1/n
Para n € N definimos X,,(x) =

0 caso contrario

Essa sequéncia converge pontualmente para a fungio constante, mas nio uniformemente.

Convergéncia em Distribuicao

A convergéncia em distribuicio é, em certo sentido, o tipo de convergéncia mais fraco. Tudo o
que este tipo de convergéncia nos diz é que a distribuicdo de X, converge para a distribuicdo de X,

quando n vai para o infinito.
Definicdao ( Convergéncia em Distribuicao)
Uma sequéncia de varidveis aleatdrias {X,}°2., converge em distribui¢io para uma variavel

n=1’

d
aleatoria X, fato denotado por X,, — X, se
lim Fyx (x)= Fx(x), (9.1)
n—0Q n
para todo x tal que Fx(x) é continua.

Exemplo
O exigéncia de que apenas os pontos de continuidade de F devem ser considerados na definicéo
acima é essencial.

Considere X,, uniformemente distribuidas nos intervalos (0, 1/n), entdo essa sequéncia converge
em distribuicdo para uma variavel aleatéria degenerada X = 0. De fato, Fn(x) = 0 para todo n
quando x < 0 e Fn(x) =1 para todo x > 1/n quando n > 0.

No entanto, para a variavel aleatoria limite F(0) = 1, enquanto que F,(0) = 0 para todo n.

Assim, a convergéncia de distribuicio falha no ponto x = 0 em que F é descontinua.
<

Ao trabalhar com variaveis aleatorias que tomam valores inteiro, o seguinte teorema é frequen-

temente util.
Teorema

Considere a sequéncia {X,,}
tomem valores inteiros.

oo

noq € a variavel aleatéria X. Suponha que X e X,, sejam nao negativas e

. d
Entdo X,, — X se e somente se

nll)ngo Py (k) =Px(k), parak =0,1,2,---. (9.2)

Demonstracao.
Como X é de valor inteiro, seu fun¢do de distribui¢io, Fx(x), é continua em todo x € R —

d
{0,1,2,...}. Se X,, — X, entdo
lirgo Fx (x) = Fx(x), para x € R—{0,1,2,...}. (9.3)
n— n
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Assim, para k =0,1,2,- -, temos

1

1
n1—1>Holo Py (k)= nli)rgo [Fxn (k + E) —Fy, (k - 5)] (X, toma valores inteiros)

1 1
n—oo N 2 n—oo “n 2
1 1 d
=Fx(k+§)—Fx(k—§) (pois X, — X)
=Py (k) (uma vez que X toma valores inteiros).
Para provar a reciproca, suponha que
nlingo Py (k) =Px(k), parak =0,1,2,---.
Entéo, para todo x € R, temos
lim Fx (x)= lim P(X, < x)
n—00 n n—oo

Lx]
= lim, 2 P, (4)

163

(9.9)

(9.10)

onde | x | denota o inteiro maior menor ou igual a x. Uma vez que, para qualquer x fixo, o conjunto
{0,1,---,|x |} é um conjunto finito, podemos alterar a ordem do limite e a soma, entdo obtemos

Lx]
Jim By ()= 2, lim Py, ()

[x]
= Z Px (k) (por hipotese)
k=0

=P(X < x) = Fx(x).

9.7 Teorema
Seja {X;}7°, uma sequéncia de variaveis aleatorias tal que

) A
X, ~Bin[n,— ], paraneN,n> A,
n

onde A > 0 é uma constante. Mostre que X,, converge em distribuicio para Po(A).

Basta mostrar que

lin(}o Py (k) = Px(k), para todo k =0,1,2,--- .

(9.11)

(9.12)

(9.13)

<

(9.14)

(9.15)



CAPITULO 9. MODOS DE CONVERGENCIA 164

Temos

k n—k
lim Py (k)= lim (”) (&) (1—&)
n—oo “n n—oo \ k n n
! 1 A\k
noo k!(n—k)! \_nk n

2 (e 2] 2],

Para k fixo, temos

lim nn—1)(n—2)....(n—k+1) _

n—>oo nk

2 —k
lim (1 — —) =1,
n—oQ n

n
lim (1 — &) =e
n—oQ n

1

2

Logo
e Ak
k! -

i, P, )=

9.4 Convergéncia em Probabilidade

9.8 Definicao (Convergéncia em Probabilidade)
Uma sequéncia de variaveis aleatorias {X, } ,>1 converge em probabilidade para a variavel aleatéria
X se
Ve>0 P(|X,—X|>e¢e)— 0quandon — oo.

P
Denotaremos tal fato por X, — X.

A ideia béasica por tras desse tipo de convergéncia é que a probabilidade de um resultado
"incomum"torna-se menor a medida que a sequéncia cresce.

9.9 Exemplo .
Dado X,, ~ Exp(n), entdo X,, — 0.

Pois
lim P(IX,—0| > ¢) = lim P(X, > ¢) (poisX,>0) (9.16)
j— 3 —ne . ~
= nll)rgo e ( pois X,, ~ Exp(n) ) (9.17)
=0, para todo € > 0. (9.18)

<
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20+
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Figura 9.2: Distribuicdo exponenciais de parametros 1/2,1,2

9.10 Exemplo

9.5

9.11

Seja X uma variavel aleatoria e X, =X +Y,,, com

1 o?
E[Yn] = E: Var[Yn] = 7; (919)

P
onde o > 0 é uma constante. Entdo X, — X.

Pela desigualdade triangular para Y,, — E[Y,,] + E[Y,,], temos

1
|Yn| < |Yn - E[Yn]| + ; (9'20)
Entéo para todo € > 0, temos
P(IX,—X|>¢)=P(]Y,| > €) (9.21)
1
<P (lYn —E[Y,]|l+-> e) (9.22)
n
1
=P(|Yn—E[Yn]| > e——) (9.23)
n
VarlY,
< % (pela desigualdade de Chevyshev)
(e=3)
(9.24)
o2
=—75—0 quando n — ©0. (9.25)
n(e—3
P
Logo X, — X.
<

Convergencia Quase Certa

Definicdo (Convergéncia Quase Certa)
Sejam X uma variavel aleatoria e {X, } ,>1 uma sequéncia de variaveis aleatérias definidas no mesmo

1 . L q.c.
espaco de probabilidade. Dizemos que X, converge quase certamente para X, isto é, X,, — X se
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P( lim Xn=X)=1

n—.00
ou, equivalentemente, se

P(w €0 lim X,(w) = X(a))) ~1

A convergéncia quase certa é uma convergéncia pontual em um conjunto de medida 1, ou seja,
X, (w) = X(w) para quase todo w, exceto aqueles dentro de um conjunto de medida nula

/N\

f,

oo

Figura 9.3: A sequéncia {X,} 2, converge quase certamente a 0.

Exemplo 1 se xe€Q
Para n € N definimos X,,(x) =

1/n caso contrario

Essa sequéncia nio converge pontualmente para a fungio constante 0, mas converge quase
certamente para O.

Heuristica (math.exchange)
Considere um homem que joga trés moedas todas as manhas. Todas as tardes, ele doa um real para
uma instituicdo de caridade para cada cara que aparecer nos lancamentos. Porém, a primeira vez

que o resultado for trés coroas ele ira parar de doar permanentemente.
Seja {X,,}°2; o montante diario que a instituicdo de caridade recebeu dele.

Podemos ter quase certeza de que um dia esse valor sera zero e permanecera zero para sempre
depois disso.

No entanto, quando consideramos qualquer nimero finito de dias, existe uma probabilidade
diferente de zero, de a condic¢do de término nio ter ocorrido ainda.

Teorema (Critério de Convergéncia Quase Certa)
Sejam {X,, },>1 € X variaveis aleatorias. Entdo X,, converge quase certamente para X se, e somente

iv. ) =0

se, para todo k > 1

|

P(|xn—x| >
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Demonstracao.
Um sequéncia de func¢des converge se para todo k > 1, existe n > 1 tal que m > n implica

() —X(@)] <

equivalentemente

_ )3

[lX —X| < 1]
" k

(X, —>X:ﬂU

k= n

m

—_

[y
=

Logo,

[X, —HX=

6@[94 —X|= } G[IX xlz% i.v.]

||C8

Se X, 1 X, entdo P[X,, + X] = 0 o que implica que

1
P(an —X| = o i.v.) =0, paratodok>1
1 . <
Por outro lado, se P| |X,, —X| = % iv.]| =0, paratodok > 1 entdo
S 1
P[X, /A X] < ZP(p{n —X|> =, i.v.) =0
k
k=1
<
9.15 Teorema
Considere a sequéncia {X,,}-2,. Se para todo € > 0, tivermos
o
> P(1X, —X| > €) < 00 (9.26)
n=1
qg.c.
entdo X, — X.
Demonstracao.
Pelo Teorema e pelo Primeiro Lema de Borel Cantelli
<
9.16 Exemplo
i = ,+++ } tal que

Considere uma sequéncia {X,,n =1,2,3
com probabilidade %

X, =
com probabilidade %

S
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q.c.
Entao X,, — 0.

Pelo teorema anterior basta mostrar que

P(|X,| > €) < oo. (9.27)

n=1

Observe que |X,,| = % Logo, |X,| > € se e somente se n < % Logo temos

o0 1)
D IP(1Xal > €) < D P(IX, | > €) (9.28)

n=1 n=1
=1} < co. 9.29)

€

9.17 Exemplo (Corcovas Deslizantes)
Agora apresentaremos o exemplo da "corcova deslizante". Para construir essa funcéo o que faremos
é dividir [0,1] em dois intervalos [0,1/2] =I; e [1/2,1] = I,. Em seguida, definimos X; =1, e
Xy =1,,. Entéo, dividiremos [0,1] em trés intervalos, e consideraremos as fungdes caracteristicas
desses trés intervalos. Sejam X3, X4, e X5 as fungdes caracteristicas desses intervalos. Repetiremos
este processo paran=1,2,....

E facil ver que {X,}°°, converge para a funcdo 0 em probabilidade. A sequéncia de funcdes
nao converge em quase todos os pontos (na verdade néo converge em nenhum ponto) porque cada
ponto pertencera a infinito dos intervalos menores, e assim ficara fora de infinitamente muitos.

N . o0 ~
Portanto, para cada ponto podemos encontrar subsequéncias de {X,} 2, que vao para O e
subsequéncias que vio para 1.

9.6 Convergéncia em Média

9.18 Definicao
Uma sequéncia de variaveis aleatorias {X,}°2; converge em £* para a variavel aleatéria X se

IX;, = XI|, = 0 quando n — oo.

Em outras palavras
E|X,, —X|P — 0 quando n — oo.

9.19 Exemplo P
Seja X, ~ Uni(O, ,11) Mostre que X,, — 0, para todo p > 1.

A funcdo de distribuicio de X, é dada por

n 0<x<

Sl=

fx,(x) =

0 caso contrario
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Entao

1

n

E(|Xn—0|p)=J xPn dx
0
1

“prome

9.20 Proposicao
q P
Seq=peX,— Xentio X, — X

Demonstracao.

Consideramos q = p + s pela desigualdade de Jensen temos que

1 1
(E[X, —X[P)? < (E[X,—X|?)7 -0

9.21 Exemplo
Considere uma sequéncia {X} tal que

n? com probabilidade %

X, =
0 com probabilidade 1 — %

Mostre que

I:IXHL 0.

o X, ndo converge na p-media para qualquer p > 1.

o Para mostrar que X, o0, podemos escrever, para qualquer € > 0
i > = i =n2
im Pl = €) = lim PO =)
= lim —
n—oo n
=0.
. P
Assim X, — 0.
o Para qualquer r > 1, podemos escrever

1 1
lim E(|X,[P)= lim (nzP -—+0- (1— —))
n—oo n— o0 n n

= lim n?®7!
n—oo

=00 (pois p >1).

0, para todo p > 1.
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Portanto,X,, ndo converge na p-média para qualquer p > 1. Em particular, é interessante

p ~
notar que, embora X,, — 0, o valor esperado de X,, ndo converge para 0.

9.7 Comparando os Modos de Convergéncia

Nas sec¢Oes anteriores, introduzimos varias noc¢oes de convergéncia de uma sequéncia de variaveis
aleatdrias (também denominados de modos de convergéncia). Existem varias relacdes entre os varios
modos de convergéncia. No que se segue apresentamos os principais. Essas relacdes estdo resumidas
no seguinte diagrama:

<P p>q=1 <1
—_—S >

momentos
finitos
q.c. P d
— — —

Figura 9.4: Relacdo entre os modos de convergéncia em espacos de probabilidade.

Convergéncia quase certa implica convergéncia em probabilidade

9.22 Teorema (Convergéncia q.c. e em Probabilidade)
Dados X,, e X variaveis aleatorias.

X,, = X q.c. implica X,, — X em probabilidade.

Se X,, — X em probabilidade, entédo existe uma subsequéncia X, — X quase certamente.

Demonstracao. s

Suponha X,, — X q.c. Seja € > 0. Entdo 0 = P(|X,, — X| > € iv.) = P(limsup{|X,, —X| > €}).
Pelo teorema de continuidade, P(lim sup{|X,, — X| > €}) = lim sup P(|X,, — X| > €). Portanto,
X,, — X em probabilidade.

Suponha X, — X em probabilidade. Queremos encontrar uma subsequéncia que converge
quase certamente. Tomaremos uma sequéncia que decresga rapidamente.

Podemos escolher uma subsequéncia X, tal que

1
P(|X,, —X| > E) <2 K parak=1,2,...
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Como ), 27k converge, o Lema Borel-Cantelli nos fornece que
1.
P(|X,,, —X[> X iv)=0.

Portanto, Xnk — X quase certamente.

Convergéncia em Média implica convergéncia em Probabilidade

9.23 Pr%osigio

X, = X implica X,, - X.

Demonstraciao. Usando a desigualdade de Chebyshev

E|Xn _le
eb

P(|X,—X| > €) < P(|X, —X|P > eP) < - 0.

171

Vimos que se a sequéncia X,, converge em £P para X entdo a sequéncia também converge em

probabilidade, porém a reciproca nem sempre é verdadeira.

9.24 Teorema

P ¥P
Se X,, = X e existe Y tal que E[YP] < 00 e |X,| <Y para todo n > 1, entdo X,, — X

Demonstracao.

. A . A . q.c.
Seja uma subsequéncia ny. Escolhemos uma subsubsequéncia My de modo que X, —X—0.
J

or hipétese

p
Como |X,,, —X|P <(|X,, |+ |X|)P < (2Y)P < o0
lej lej

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos que

E[X,, —XI"] 0.

Provamos a convergéncia para alguma subsubsequéncia de uma subsequéncia arbitraria ny.

E logo podemos concluir que E[|X,,, —X[P]— 0.
J

9.25 Teorema

Seja (X,,) uma sequéncia de variaveis aleatorias nao negativas tal que
q.c 1
X, = X e E[X,] — E[X], entdo X, — X

Demonstracao. Paran suficientemente grande temos que E[X,,] < 00 e que
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E[lxn _X|] = E[X_Xn]l{XnSX} + E[Xn _X]]]-{XH>X} = 2E[X_Xn]]]-{Xn5X} + E[Xn _X]

Mas 0 S |Xn —Xlﬂxnsx S X.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos que

LmE[X—X,]lix <xy=0 e E[X,]—E[X],

Convergéncia em Probabilidade implica Convergéncia em Distribuicao

Teorema
Se uma sequéncia de variaveis aleatérias X, converge em probabilidade para uma variavel aleatéria
X, entdo X,, também converge em distribui¢io para X.

Demonstracao. Exercicio. <

Teorema de Representaciao de Skorokhod

Teorema (Teorema de Representacao de Skorokhod)
Suponha que X,, — X. Entdo, existem variaveis aleatorias X' distribuidas de forma idéntica a X,, e
uma variavel aleatéria X’ distribuida de forma idéntica a X, e tal que

Demonstracao.

Seja F,, a fungdo de distribuicédo de X, e F a funcéo de distribuicdo de X. Suponha que X,, — X
em distribuicéo. Seja

X/ (w) =inf{x : F,(x) > w}, e X'(w) = inf{x : F(x) > w},

de modo que
{F(x) 2 0} = {X[(0) < x}, e {F(x) 2 0} = {X'(w) < x},
logo
Fi(x)=P/(X; <x)=P{w: we(0,F,(x)]} = F(x),
F'(x)=P X <x)=P{w: we(0,F(x)]} = F(x).

Até agora, encontramos variaveis aleatérias com as distribui¢des corretas. Para provar a con-
vergéncia, seja w € (0,1) e € > 0 e tome x um ponto de continuidade de F, de tal modo que

F(x)<w<F(x+¢)
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Por hipétese, F,(x) — F(x) quando n — 00, logo existe n, tal que
F,(x) < w < F(x + ¢) para todo n > ny,.

E logo
X'(w)—¢ < x <X (w) para todo n > n.

Devido as escolhas arbitrarias de w e ¢, segue que
s / /
liminfX (w) = X'(w) para todo w. (9.39)

Agora, seja w* € (w, 1), € > 0 e escolha x um ponto de continuidade de F, tal que

F(x—¢g) < w* < F(x).
De maneira analoga teremos

F(x—¢) < w* < F,(x) para todo n > ng,

e logo
X (0*) < x <X'(w*) + € para todo n > n,,.

Além disso, o fato de que w < w*, implica que
X/n(co) < x < X'(w*) + & para todo n > ny,

e assim
. / /
limsupX; (w) < X'(w*) para todo w* > w. (9.40)

Das equagdes 9.39) com 9.40, temos que X,,(w) — X(w) quando n — 00 para todo w ponto de
continuidade de X. Para concluir observamos que X possui no maximo um numero enumeravel de
descontinuidade e assim temos convergéncia quase certa. <

Teorema de Selecao de Helly

O Teorema de Selecdo de Helly, nos diz que é quase verdade que, para cada sequéncia de variaveis
aleatorias, ha uma subsequéncia que converge em distribuicdo. Esta é uma afirmacao que é analoga
a compacidade.

Teorema (Teorema de Seleciao de Helly)

Seja F,, uma sequéncia de fung¢des de distribuicio, existe uma subsequéncia F,, e uma funcio
limitada, direita-continua, ndo decrescente F tal que

Fp, (x) = F(x) em todos os pontos de continuidade x de F.
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Observamos que F nio é necessariamente uma funcéo de distribuicdo. Os limites em £00
podem nio ser os corretos. Ou seja, F(x) 7 0 quando x — —00 e F(x) / 1 quando x — ©o.

Demonstracio. Comecamos considerando uma enumeragio dos racionais. Isto é Q =
{91,92,93,--- }-

Seja q;, entdo como 0 < F,(q;) < 1 pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, ha uma subsequéncia

1 . . A . o
n, paraa qual F”i (q1) converge. Podemos repetir esse argumento, extraindo uma subsequéncia ny

de modo que Fo1 (q1) e Fy2 (g2) converge. Repetindo, obtemos subsequéncias Fyr que convergem no
conjunto {xq,...,Xn}.

Pelo Método da Diagonal de Cantor, podemos encontrar uma subsequéncia Fnz; tal que
Fox (q) converge para todo q € Q.
Nos chamamos esse limite F. Isto €,

Frr(q) = Foo(q), Vg € Q.

Para extender a todos os reais definimos
F(x):=inf{Feo(q): q € Q,q > x}.
A funcio F esté definida em R e é ndo decrescente. E finalmente, F é continua a direita. Pois
lim F(x,) = inf F(y),
Jim F(x,) = inf F(y)
e como F ndo é decrescente temos

=inf{F,.(q) : q > x} = F(x).

Logo a Unica coisa que precisamos demonstrar é a convergéncia. Pela definicdo de F, existe um
q > x racional que
Foo(q) < F(x)+e. (9.41)

Entéo, pela defini¢io de Fo,(q),
Fox(q) = Foo(q)-
Como q > x, F”li (x) < F”Ii (q). Esse fato juntamente com a equacéo (9.41) implicam que
Fni(x) <F(x)+e

para k suficientemente grande.
Agora precisamos de um limite inferior para F (2).

Seja x um ponto de continuidade de F. Ou seja, pela continuidade esquerda de F, existe r < x
tal que
F(r)>F(x)—e.
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Escolha r’ € Q tal que r < r’ < x. E logo
Foe(r) = Foo 1)

Agora, queremos comparar isso com x. Foo (") = F(r) = F(x) — € pois F(r) é o minimo de todos
os valores. Além disso, F”E (x)= Fni(r’) porque Fn1k< néo é decrescente. Assim, provamos o limite
inferior

F”f (x) = F(r) — € para k suficientemente grande.

Ao combinar nossas desigualdades, temos:
F(x)—e < Fnz;(x) <F(x)+e.
Logo limsup Fni(x) <F(x)+e€elim ian“'i > F(x)—e€. Como € > 0 é arbitrario, concluimos

lianzI:(x) =F(x).

<
Convergéncia Fraca de Medidas
Definicao
Dadas as medidas de probabilidade de Borel uq,us,us, ... dizemos que u, converge fracamente
para U, se

deunﬁjfdu
R R

para todas as funcdes continuas limitadas f : R — R.

Destacamos que na definicio anterior a convergéncia precisa ser testada apenas para fungoes
continuas. Ou seja, a topologia de R esta desempenhando um papel importante aqui, e ndo somente
propriedades de espacos mensuraveis.

Medidas Tight

Definicao
Dizemos que uma colegdo {u,} de medidas de probabilidade em R é tight se para todo &€ > 0,
existem a < b com u,([a,b]) > 1 — ¢ para todo n € N*.

Isto é, todas as medidas possuem a maioria de sua massa no mesmo intervalo finito. A massa
néo "escapa para o infinito".
Teorema (Teorema de Prokhorov)
Se {u,} é uma sequéncia tight de medidas de probabilidade entéo existe uma subsequéncia {up,, } e
uma medida u tal que {u,, } converge fracamente para u.
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Demonstracio. Seja F,(x) = u,((—o0,x]). Logo existe uma subsequéncia F,, e uma funcio
F tal que F, (x) — F(x) em todos os pontos de continuidade de F. Além disso, 0 < F < 1.
Agora afirmamos que F é, na verdade, uma funcéo de distribuicdo de probabilidade, isto é, que
lim,_,_oo F(x) =0 e lim,_, o, F(x) = 1. Para isso considere € > 0. Entdo como a medida é tight,
podemos encontrar pontos a < b que sdo pontos de continuidade de F, de modo que u,((a, b]) > 1—¢
para todos os n. Logo

xlggo F(x) —xginoo F(x)>=F(b)—F(a) (9.42)
= lim [Fy(b) = Fy(a)] = lim p,((a,b])>1~e. (9.43)

Isso é verdade para todo € > 0, entdo devemos ter

lim F(x)— limooF(x) =1
X——

X—0Q
Portanto, F é de fato uma funcéo de distribuicdo de probabilidade. Assim, podemos defina a medida
de probabilidade u por u((a, b]) = F(b)—F(a) paraa < b. E u, = u.

Claramente temos que {u,, } converge fracamente para u, pois a esperanca s6 depende da
distribuicéo, pelo Teorema 7.6.

<
Exercicios
Ex. 9.1 — Deixe X;,X5,X3,- - ser uma sequéncia de variaveis aleatorias, de modo que
A
X, ~Gel|—], forn=1,2,3,---, (9.44)
n
onde A > 0 é uma constante. Defina uma nova sequéncia Y,, como
1
Y, =-X,, paran=1,273,--. (9.45)
n

Mostre que Y,, converge em distribuicdo para Exp(A).

Ex. 9.2 — Ex. 9.3 — Deixe {X,,n=1,2,---} e {Y,,n=1,2,---} serem duas seqiiéncias de varia-
veis aleatorias, definidas no espago amostral £2 . Suponha que nés saibamos

X, 5 X, (9.46)
Y, 5 v. (9.47)

Prove que X, +Y, 2 X+v.

Ex. 9.4 — Considere a sequéncia {X,,n =1,2,3,---} tal que

. 1
X, = { n . com probabilidade -5 (9.48)

com probabilidade 1 — %

Mostre que
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1. X, 5 0.
Lr
2. X, —0,parar <2

3. X, ndo converge para 0 na r-média para qualquer r > 2.

q.c;
4. X,— 0.

Ex. 9.5 — Suponha que Xn—r>X para r > 1. Mostre que E[X] | — E[X"|.
D P , D
Ex. 9.6 — Suponha que X,,—X e Y,,—c, onde ¢ é uma constante. Prove que cX,,—cX

Ex. 9.7 — Prove o Teorema da Aplicacdo Continua para 2

X, HX = gX,)>gX)

Ex. 9.8 — Deixe X, ser uma sequéncia de variaveis aleatorias independentes que converge em
probabilidade para X. Mostre que X é constante quase certamente.

2
Ex. 9.9 — Prove que se X,—X para r > 1. Mostre que Var[X,] — Var[X].

Ex. 9.10 — Convergéncia em probabilidade e convergéncia em L? Mostre que a convergéncia
em L? implica convergéncia em Probabilidade para todos p > 0. Mostre que o reciproca néo é valida.
(Prove por exemplo para p = 1).

Ex. 9.11 — Considere as variaveis aleatdrias X1,Xs, ... com fun¢des de distribuicéo Fq, F,,.... Su-
ponha que X,, — X em distribuicéo, e a funcéo de distribuicido F de X seja continua. Prove que
F, — F na norma sup, i.e.

IF, — Flloo :=sup|F,(x)—F(x)| — 0.
x€R

Ex. 9.12 — Considere as variaveis aleatorias a valores inteiros X;, X5, ..., e uma variavel aleatoria
X. Mostre que X, — X na distribuicéo se e somente se

P(X, =k) > P(X=k) para todo k € Z.

Ex. 9.13 — Considere variaveis aleatorias independentes X1, X, ... uniformemente distribuidas em
[0,1], e deixe Z,, = max;<, X.
1. Prove que Z, — 1 em probabilidade.

2. Prove que Z,, — 1 quase certamente.
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Teoremas Limites

10.1 Lei Fraca

10.1 Teorema (Lei Fraca dos Grandes Numeros)
Sejam X1, X, ... variaveis aleatorias independentes com E[X;. ] = u para todo k, e Var(X;) < ¢ < oo.
Considere S, =X; +X, + --- + X,,. Entéo

S, p

__)'b,“

Logo a média de n variaveis aleatorias independentes converge para a média comum.

Sy 22
Demonstragcio. Provaremos, na verdade, algo mais forte: que — = . Isto é
n

S 2
E|:—”—,u:| —0? (10.1)
n

S
Observamos que pela linearidade da esperanca E |:—n] =u
n

Entao
S, 2 S, 1
E o —u| = Var(;) = EVar(Sn) (10.2)
1

= — (Var(Xy) +---+Var(X,)) < = = < 0. (10.3)

n2 n2 n
<

1

A demonstra anterior nos fornece também a taxa de convergéncia: —.
n

178
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Observaciao

Como ja observamos a convergéncia é em .2, em vez de simplesmente em probabilidade.

O teorema é valido para variaveis aleatorias X; néo correlacionadas e ndo independentes. O
Unico lugar onde precisamos que as variaveis sejam nao correlacionado é para demonstrar
que as somas das varidncias é a varidncia da soma.

A demonstracido anterior generaliza de maneira 6bvia para vetores aleatorios.
Teorema (Lei dos Grandes Numeros de Bernoulli)
Considere S,, uma variavel aleatéria binomial com parametros (n,p), isto é, S,, é o niimero de
sucessos em n lancamentos independentes, onde a probabilidade onde a probabilidade de sucesso
em cada lancamento € p.

Entdo S, é soma de variaveis aleatorias independentes X, que sdo variaveis aleatérias de
Bernoulli com pardmetro p.Entéo

em probabilidade, quando n — ©o.

Exemplo
Lan¢amdo uma moeda n vezes: Entdo

P(0.49n < namero de caras < 0.51n) -1 quando n — oco.

<

Agora, tentaremos melhorar a Lei Fraca dos Grandes Numeros. Primeiramente vamos remo-
ver a condicdo de varidncia finita. Mas, entdo, pediremos que as variaveis aleatérias X sejam
identicamente distribuidas.

Nos exercicios, removeremos essa hipotese.

Para lidarmos com o fato que no temos variagio finita usaremos o método de truncamento que

remonta a Markov.
Teorema (Método de Truncamento de Markov)

Considere X uma variavel aleatéria, com média finita. Considere M > 1 o nivel de truncamento.

Defina
X, se|X|<M
M._ > _x.
X1 '_{ 0, selX|>M }‘X Lixi<my-

Entao
o |[XT™| < M pontualmente, e || X]Y| < |X|
o |XT — X pontualmente quando M — 00,

o A variavel | X1 possui todos os momentos finitos.
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0 Pelo Teorema da Convergéncia Dominada E[|X]™] — E[X] quando M — oo. Mais ainda,
E|[X]Y —X| — 0 quando M — oo. (10.4)

10.6 Corolario
Dado uma variavel aleatéria X com média finita

E[|X| . 1{|X|>M}:| — 0 quando M — ©o0.

Demonstraciao. Observe que

X—X(M) =X- 1{|X|>M}'

10.7 Teorema (Lei Fraca dos Grandes Nuiumeros)
Sejam X1, Xs, ... variaveis aleatorias independentes identicamente distribuidas com E[X; ] = u para

todo k.
Considere S, =X; + X5 +---+X,,.

Entao

em probabilidade (quando n — ©0).

Demonstracao. Comecaremos truncando. Dado M > 1, considere
M._ (M) _ (M) (M
X =X L, <mys Sy )—Xl +--+ X ),

Entéo
Var[x\"] = E[(x{") 2 — (B[x("1)? < M2,

Entao, podemos aplicar a versao antiga da Lei dos Grandes Nimeros com variancia finita:

(M) "
L - E[xM™)]
n

em £2 quando n — oo esse fato implica também convergéncia em probabilidade.

s(M)

M
~— —E[X{")]

E — 0 quando n — oo.

Agora aproximamos ST(IM ) por S, e X(lM) por X;. Pela desigualdade triangular

(1)

S — s
- E[x{"]

n n

S

E|2" —E[X,]|<E +E +E[1x, —=x{"].
n
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Agora estimaremos o primeiro termo

$ui=SM| 1% (n) )
Bl < = > EX - X =Elx, —x{).
nk=1
Logo
E g”—lE[Xl] < 2E|X; —X™| +E ”T—E[x(l"“]

Tomando n — ©0. Entio

S
limsupE ’—” —E[X,]| < 2E[x; —xt™).
n

Seja M — 0o Entéio E[X; —X{"| - 0. <

Lei Forte

Considere X;,X,, ... variaveis aleatdria independentes e identicamente distribuidas com esperanca
finita u. Seja S, :=X; + --- +X,,. A Lei Fraca dos Grandes Numeros afirma que

S
LN u em probabilidade.
n

Por outro lado, a Lei Forte dos Grandes Numeros que provaremos a seguir afirma que

S

- > uqec
n

Comecaremos apresentando uma demonstragéo simples da Lei Forte dos Grandes Nimeros sob
o pressuposto de que o quarto momento é finito.
Teorema (Lei Forte dos Grandes Nuimeros - I)
Sejam X1, X,, ... variaveis aleatérias i.i.d. com esperanca u e assuma E [Xi] < o0. Entao, S, =
X1+ X5+ -+ X, satisfaz

- >u quase certamente.
n
Demonstracao.

o Passo 1. Primeiro, podemos assumir, sem perda de generalidade, que a esperanca u = 0. Na
verdade, faca X] = X; — u. Entdo,

ZZ:1(Xk _.u) _ Sn

n n
Portanto, podemos supor que y = 0. Vamos provar que para qualquer € > 0,

p(s

n
n

>¢ i.v.) =0. (10.5)
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o Etapa 2. Consideramos o quarto momento de S,,.

n
E[S}]=E [(Zxk)‘*] = > E[(XXXX)] (10.6)
k=1 1<i ),k 0<n

Temos n* termos, mas apenas 3n% — 2n sio diferentes de zero.

De fato, se i, j,k,{ sao distintos, entdo, pela independéncia, E[X‘?X]] = E[X‘?]E[X]] =0
porque assumimos que o valor médio é 0. Da mesma forma, temos E [X?Xj] = 0. Claramente

E[XinXkXe] =0sei,j,k,{ forem diferentes. Desta forma os inicos termos que nio sio
zero sdo da forma:
4 232
E[x{] e E[x22].

Agora uma contagem simples nos mostra que existem apenas 3n% — 2n termos dessa forma.

Observe, temos n termos da forma E[Xi]. Para contar os termos da forma E [X?Xi] observe
que esses termos podem ser formados escolhemos 2 elementos de um alfabeto de n letras,

entdo a combinacéo é (g)
(20 (Z) () (2]
k=1 k=1 k=1 k=1
4
2

Uma vez que escolhemos j e k, o nimero de maneiras de escolher dois j e dois k s é ( ) pois
estamos escolhendo um termo em cada fator na expressao acima.

(o))

temos 3n2 — 2n termos diferentes de zero.

Assim, temos

Como

o Etapa 3. Cada termo diferente de zero é limitado por C =E [Xi]

Pelo teorema de Cauchy-Schwarz,

NI

E[xx2 ] <B[x!"E[x¢]’ =c.

Portanto, E[S*] < C - (3n* —2n) < 3Cn?.

o Etapa 4. Pela desigualdade de Chebyshev, temos

P(s! > e*n?) (10.7)

\

™
N

Il

4

E
< 4—n4 por Chebyshev (10.8)
e4n

3C
== pela Etapa 3 (10.9)
e4n
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(o]

3C
A série Z 75 converge, entao pelo Lema de Borel-Cantelli,
€

nz
p[ |
n

n=1

>¢ i.v.) =0.

A demonstracéo anterior generaliza facilmente para vetores aleatorios
10.9 Teorema (Lei Forte dos Grandes Numeros) .
Para uma sequéncia de vetores aleatorios i.i.d. X', n € N com quarto momento finito E(X(V™) < oo
entdo

n
1 S7xO L B,
n#“
i=1

10.10 Proposicao (Esperanca Finita é Necessaria)
Sejam X;,X,, ... variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas com esperanca
infinita: E|X;| = 00. Entdo S, = X; + X, + -+ + X, satisfaz

(G comers )
Pl — convergir | =0.
n

o
Demonstracao. Como E|X;| = 0o entdo ZP(|X1| > n) diverge.
n=0
Como as variaveis aleatérias X sdo identicamente distribuidas P(|X;| > n) = P(|X,| >

o0
n)paran=1,2,... Logo Z P(|X,,| > n) = o0. E pelo Lema de Borel-Cantelli,
n=0

P(|X,|>n iv)=1.
Agora, definimos dois eventos:

A={X,|>n iv} (Logo,P(A)=1)

L comvere

B := { — convergir .

n

Provaremos que AN B = (). Se essa afirmagcao for verdadeira, entdo
P(B)<P(Q2\A)=1-PA)=1—-1=0.

Para provar que AN B = (}, vamos supor por contradi¢do que AN B # (.

Consideremos a diferenca

S_n_Sn+1 — Sn _Xn+1
n n+l1 nn+1) n+1
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Como AN B # () entdo, para algum evento,

Sn

—— —0.
n(n+1)
Por outro lado,
X
MLI> 1 v,
n+1
entdo quando n é suficientemente grande,
S, S 2
Sn_ Tnil)g 2 iv.,
n n+l 3

S .S )
Portanto, — nio é de Cauchy. Ou seja, — ndo converge, o que ¢ uma contradi¢do. Portanto, a
n

n
intersecdo de A e B esta realmente vazia. <

10.11 Teorema (Lei Forte dos Grandes Numeros de Kolmogorov)
Sejam X;,X,,...X,, variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas com esperanca
finita, i.e. EX; = u. Entao, S, =X; + -+ + X,,, satisfaz

n
— — U quase certamente.
n

Demonstracao.

o Passo 0. Podemos assumir que X; > 0. Na verdade, se dividirmos X;
—wtax—
X; = X! +X;
em uma parte positiva e uma parte negativa, entdo E|X]| < 0o e E[X; | < 00.

o Passo 1 (truncamento). Definimos

%, = Xy seXp <k
K710 Xe>k

Agora provaremos que P(X; # X; i.v.) = 0.
Observamos que P(X; # X;) = P(X; > k). Calculando

oo (e ] o0

D IP(X > k)= Y P(X; > k) < f P(X; > x) dx = EX; < +00.
k=1 k=1 0

Pelo Lema de Borel-Cantelli, a afirmacéo é verdadeira.

Se demonstrarmos que

}_(1 +)_(2+"'+Xn
n

— U quase certamente,
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entao
Xl +X2+"'+Xn

n

—H
quase certamente.

No restante da demonstracio vamos assumir que X; < k. Ou seja, estamos truncando as
variaveis aleatérias.

o Passo 2.
10.12 Lema
oo
Var(X
PR
k=1
Demonstracao.

Var(X;) = E(X?) — (EX;)?
<E(X?)

=f P(X; > x) d(x?)

0

= J 2xP(X; = x) dx
0

e}
:f ]l{xsk}ZxP(Xk ZX’) dx.
0

Entéo, calculando o somatorio

0o o o

Var(Xy) iid Dxsky
E 7 = E f 2 2xP(X; > x) dx
k=1 k=1J0

Fubini xX=s
= J;) kE 2 2xP(X; = x) dx
=1

1 Cdt 1
usaremos agora que Z ﬁ < t_2 = ; Consequentemente
k>x x

o0

Var(X °
> 32(2 3 sJ 2P(X; > x) dx = 2E[X;] < +00.
k=1 0
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o Passo 3. Controle ao longo de uma subsequéncia

Seja k(n) ser a subsequéncia de k, tal que k(n) = [a"], onde @ > 1 e [@"| = a"/2.Entéo,
afirmamos que:

Sk(n) S bac
km) e

Para a prova dessa afirmacédo, também usamos o Lema de Borel-Cantelli. Para cada £ > 0,
calculamos

Skm)
k(n)

2

8) = Z; P(ISk(m) —E[Skmy |1 > € - k(1))

< i Var (Sk(n))

= L1 (ek(m)?

pela desigualdade de Chebyshev. Finalmente, o ultimo termo pode ser escrito como

1 o0

k(n)

Z Var(X;).

k=

Por outro lado, considere

= ZVar(Xk) Z

2°
nek(m)=k k(n)

Aqui, mudamos a ordem de soma, e por enquanto ndo temos certeza de que esses dois valores
sdo os mesmos. Para garantir que sejam iguais, precisamos verificar a convergéncia absoluta.
Verificamos que a soma interna
Z 1
k(n)?’

n:k(n)=k

é limitada por (substituindo k(n) por [a™])

1 1
Z PO :Z — (10.10)

n:an>k n:at>k
1
< > — (10.11)
n>log, k
progressdo geométrica 2(12
(10.13)

Na progressao

1 © 1 Var(Xk)
?évar(xk) 2 T s 82(a2—1)2

n:k(n)=k

Logo
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S [ [ Sk Var(Xk)
;P( K(m) _“’ ”) 2(0@—1)Z

Logo, pelo Lema de Borel-Cantelli
>¢ i.V.) =0

P (
— U quase certamente.

Sk(n)
k(n)

—u

assim
Sk(n)

k(n)

o Passo 4. (Preenchendo lacunas na sequéncia).

Comecaramos observando que se k(n) < k < k(n+ 1) entéo
Sk(n) < Sk = Sk(n+1)
Entdo, temos a seguinte férmula:

1 Skm) _ Sk

a k(n) k(n+1)

Como k(n)=a". E

l_Sk(n) Sk(n) &<Sk(n+1)< Sk(n+1)

a k() kn+1D) - k = k() % k(n+1)

portanto

1 Skm) W
— — quase certamente.
a

a k(n)

Consequentemente,

QI‘Q

111n1nf— <limsu S <a
com a probabilidade um.

.S .
Uma vez que a > 1 é arbitrario, podemos fazer o — 1. Entéo, o limite lim Tk existe, e é igual

a u quase certamente.
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Integraciao de Monte-Carlo

Considere uma fungéio integravel f : [0,1] — R.

O problema que colocamos nessa secéo é descrever um método numérico para integrar f. Ou

1
seja, calcular f f(x) dx. Ressaltamos que a escolha do intervalo [0,1] aqui é arbitraria.
0

A ideia classica seria aproximar a integral por somas de Riemann, ou seja fazer uma particéo
equidistribuida de pontos em [0,1]. Ou seja escolhemos uma sequéncia de pontos equidistantes
X1,...,X,. Em cada ponto X, determinamos o valor da fung¢io nesse ponto. Entdo esperamos que
integral possa ser bem-aproximada pela média:

1 n
f F) dxn = ).
0 L

Esta é uma integral Riemann, porque o tamanho da malha % vai para zero. Em situag¢des muito
simples, funciona. Mas quase sempre falha nos problemas dificeis da computacao cientifica. Por
que? Existe um problema com essa abordagem.

A priori ndo conhecemos nada sobre esta funcéo, exceto que é integravel. Em particular, se f
é complicada, podemos sempre escolher os pontos errados. Ou seja a estrutura de f pode levar
a informacoes erradas sobre a integral dos pontos f (x;). Por exemplo, existem muitas funcoes
"oscilantes"(de senos e cossenos).

O resultado que vamos provar permite a integracéo de funcdes arbitrarias f. Ndo iremos tomar
pontos equidistribuidos mas em vez disso, usaremos pontos aleatorios.

Consideramos variaveis aleatorias x1, ..., X, independentes e distribuidas uniformemente em
[0,1].

Entao, esperamos que

L= Y F ()
k=1

1
seja uma boa aproximacao de J f(x)dx.
0

Bem, isso é apenas uma reformulacao da Lei Fraca dos Grandes Numeros. Em outras palavras,
Teorema (Integracio de Monte-Carlo ) 1

Se cada xj, é uma variavel aleatéria independente uniforme em [0,1] entéo I,, — f f(x)dx em
0

probabilidade.

Demonstraciao. Comecamos observando que f é uma variavel aleatéria no espacgo de probabi-
lidade Q =[0,1] com a o-algebra de Borel e a medida de probabilidade uniforme.

d.
Entao f = F(Xk)
1
Uma vez que vemos isso é verdade, entdo Ef = | f(x) dx. Entdo, a Lei Fraca dos Grandes

0
Nuameros aplicada as variaveis aleatorias f (x;), ..., f (x,) completa a prova. <



10.4

CAPITULO 10. TEOREMAS LIMITES 189

Este é um dos primeiros algoritmos randomizados em computacéo cientifica. A principal forca do
método é que ndo exige nenhum conhecimento sobre f. Exigimos apenas que f seja integravel.

Polinomios de Bernstein e o Teorema de Weierstrass
Esta se¢do é adaptada de [23]

Polinémios de Bernstein

Os polindémios de Bernstein sdo definidos como
n . w
by j(x) = ( .)xl(l —x)"
’ J
paraj=0,1,...,n.

o Os polinémios de Bernstein b, ; sdo uma familia de n + 1 polinémios de grau n.
o Cada polindmio de Bernstein com j # 0, n tem um valor maximo tnico que ocorre em j/n.
o Os polindmios de Bernstein de grau n formam a base para os polinémios de grau n.

0 Os polindmios de Bernstein possuem a simetria by, j(x) = b, ,—;j(1—x), positividade b; ,(x) =
. ~ n
0 em [0,1] e normalizacéo ijo b, i(x)=1.

Figura 10.1: Polinémios de Bernstein b; g parai = 1,...,8. Em pontilhado o polindmio b3 g. Observe
que as somas dos valores em um ponto é 1.
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Teorema de Aproximaciao de Weierstrass

Agora apresentaremos uma demonstracio elegante Teorema de Aproximacdo de Weierstrass. Este
teorema afirma que se f é uma funcédo continua, entéo a sequéncia de polinémios de Bernstein

B,[f1(x)= Z f(%,...,%d)li[(.n)xl‘;k(l_xk)n—ik

k=1 \k

0<iy,...,ig<n

aproxima f.

flz)

Figura 10.2: Aproximacdo com n = 10,50

A estrutura e a origem dos polindmios tornam-se muito mais claras quando é apresentada a
interpretacdo probabilistica subjacente. O coragdo dessa conexdo é a formula

B 100 =E| £ (2]

A ideia geral da demonstragéo € a seguinte: seja X;; uma variavel aleatoria de Bernoulli, para
1<i<dej>=1talque

onde S, é um vetor binomial.

P[X;j=1]=x e P[X;=0]=1—x;
Seja

n
Sin = ZXU
=1

S, =(S1,...,8)-
Pela Lei Fraca ou pela Lei Forte de Grandes nimeros podemos afirmar que S,,/n ~ X em algum
sentido. Por continuidade, f (S, /n) ~ f(x). Entdo, temos E[f(S,/n)] ~ f(X). Mas esse fato é
equivalente a afirmar que B, [ f ](x) ~ f (x), e podemos ver que B, [ f ](x) é um polinémio em X.
Teorema (Teorema de Aproximaciao de Weierstrass)
Seja d ser um nuimero inteiro positivo e f : [0,1]¢ — C uma funcéo continua. Defina

BLfI= > f(%,...,%)ﬁ(;)x;(l_,{k)n_ik

0<iy,..ig<n k=1
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paran=12,...ex=(xq,...,X,) em [0,1]%, entdo B,[f]— f uniformemente em [0,1]%.

Demonstra¢io. Considere um nimero inteiro positivonex = (xq,...,x4) em[0,1]¢. Seja X;=
(X4, .--Xgq;) ser uma sequéncia finita de vetores aleatérios definidos em um espaco de probabilidade,
de modo que {X;;} sejam independentes e cada uma e assuma valores O ou 1 de acordo com a

distribui¢do de Bernoulli: P[Xij = 1] =x;eP [Xij = 0] =1—x;.
Escreva S;, = Z;l=1 Xij e Sy =(Sip,---,Sqn)- Entdo,

P[Sin/n = ix/n] = (i’Z)x;}(l )

Assim se

B,[f1(x)= Z f(%,...,%d) - (Z{)x;;ku_xk)n—ik

Osil,...,idSn

B, 100 =E| £ (2]

Provaremos esse fato agora utilizando a independéncia e a defini¢do da esperanca. Comecamos
observando que

entao

X (1—xy) <

1
2 _ _
o5, = Var([S;,,/n] = et

Também temos que E[S,,] = nx, de onde temos
B0 F0 =E[5 (2)-re| k[ (32) - 2 )]

Definimos ||x|| = max {|x;|} para x € R%. O evento que o maximo das coordenadas é maior do que
um valor esta contido na unido dos eventos em que cada coordenada é maior do que o valor.

Entdo, aplicando a desigualdade de Chebyshev, e a independéncia, obtemos para qualquer & > 0
o limite superior

P|: Sn

Skn
n

o2 d
on >65|< kn - .
no B ]_ Z 62 7 4nd?

1<k<n

E

1<k<d
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[

(1]

1<k<d

([0
-2

1<k<d

Gl

< Z P[ 25]
1<k<d

Agora seja £/2 > 0. Pela continuidade uniforme de f em [0,1]¢, existe um & > 0 tal que
|f (x) — f(y)| < €/2 sempre que ||x—y]|| < . Entéo

fllsn/n—x||<5 f( n ) f)|d

Ent4o, no evento complementar, usando a desigualdade triangular e estimativa da probabilidade

do evento complementar:
S
£(%)-sw > 5]
n

J‘IISn/fl—XIIZ5

Observamos que, para

S
St _

€
2

Sn
——X
n

dP <2 max |f(x)| -P[
x€[0,1]4

x |f(x)I.

~ 4n62 XE[O 1]d

d
n> Exén()aﬁd |f (x)]

e () G

Usando a desigualdade triangular para integrais para trazer o modulo para dentro da integral, e
dividindo o dominio de integracio em dominios complementares ||S,,/n—x|| > & e ||S,/n—x|| < §.
Agora aplicaremos as estimativas estabelecidas acima. Entdo, para

O lado direito é inferior a £/2.

Finalmente, considere

d
n> Exénoai(]d |f (I

el () (]

independente de x, temos

<eg
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e o teorema é estabelecido. <

» Teorema de De Moivre-Laplace

oo

Suponha que {X,,} 72,
S, =X, ++X,.
Teorema (Teorema de Moivre-Laplace)
Se a < b, entdo quando n — 0O

sejam variaveis aleatorias i.i.d. com P(X; = 1) =P(X; =—1) =1/2 e seja

1 (" .
lim P,[|S,—n|<xvn/2]=—= | e */%dt.

—x
Entdo a expressdo que queremos avaliar e estimar é
Py, [1Son —nl < xv/2n/2].
que pode ser calculada:
Z 2_2n(2n) _ Z 2_2n( 2n )
k n+j
|k—n|<x4/n/2 [il<x4/n/2

Seja P, = 2_2”(2,? ) ser o termo binomial central e entdo escreva cada probabilidade binomial em
termos desta probabilidade central P,, especificamente

(21 n(i=1)-(n—j+1)
2 (n+j)_ " (n+j)---(n+1)

Nomeie o fator fracionario acima como D; , e reescreva-o como

1
Djn= (1+j/n)(1+j/(n—1))---(1+j/(n—j+1))

e depois

1
log(D;,,) = — » ,log(1 + j/(n—k)).

j—
k=0

Agora use a expansdo assintdtica comum de dois termos para a fun¢io logaritmo log(1 + x) =
x(1+ €,(x)). Observe que

log(1 + x T (—1)k Lk
k=2

logo —x/2 < e1(x) < 0elim,_y€e(x)=0.

‘\IA.
—_
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Seja

Entédo podemos escrever

log(Dj,n) = _(1 + el,j,n)

Observe que j esta restrito ao intervalo |j| < x4/n/2 assim

j—1

k=0

n—

J

j n/2 X
n—k n—x4/n/2 2n—
e depois
€1jn= Mmax ( ) — 0 quando n — oo.
l<xy/niz  \M—k
Escreva )
J _J1.
n—k n

194

e, em seguida, expanda ﬁ =1+e,(k/n)ondeey(x)=1/(1—x)—1= Z,le x* entdo e,(x) = 0

quando x — 0. Mais uma vez k é restrito ao intervalo |k| < |j| < x4/n/2 entdo

n/2
n no
de modo que
k
€3jn = Max 62( ) — 0 quando n — ©0.
|k|<x4/n/2

Entdo podemos escrever

-
log(Dj ) =—(1+€1;,)(1+€9;,) Z
k=0

Simplificando

J—1 . -2

J J
IOg(Dj,n) =—(1+ 63,j,n)z —=—(1+ 63,1,’1)_
“in n

onde €3, = €1+ €gjn+t€1jn:€sjn Portanto €;;, — 0 quando n — o0 uniformemente em j.

Exponenciando

_i2
Dj,= el M1+4;,)

onde A; , — 0 quando n — 0 uniformemente em j.

Usando a formula de Stirling

p,=272"

(2n)
N!.

n! VJnm
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Resumindo

Py 1S3 —nl <xv2n/2]= > 2—2”( 2”_)

n+
lil<xy/n/2 !
> PDy,
ljl<x4/n/2
> PelMa+ay)
lil<xy/n/2
2
=(1+6 Ce ity 2
=48 Y, o= -
lil<xy/n/2

Faca a mudanga de variaveis t; = j4/2/n, At = t;,; —t; = /2/n entdo a soma esta acima do
intervalo —x < t; < x. Entao

—t2
e J12At.

Py [IS5, — 1l < xv2n/2] =(1+6,) >,

—x<t;<x 2n

O fator a direita é a soma aproximada para a integral de a densidade normal padréo ao longo do
intervalo [—x, x]. Assim sendo,

1 (7 e
lim P,,[|S,, —n| <xv2n/2|= — e U /2d¢.
Nn— 00 2Tl|: 2n :| m e

Exercicios

Ex. 10.1 — Prove o Método de Tuncamento de Markov:
Considere X uma variavel aleatoria, com média finita. Considere M > 1 o nivel de truncamento.
Defina
X, selX|<M
M ._ 4 — Y.
X" = { 0, selX|>M } =X Lix<my-

Entao
o[ XT| < M pontualmente, e || X]Y| < [X|
olX1” — X pontualmente quando M — oo,
oA variavel | X1 possui todos os momentos finitos.

oPelo Teorema da Convergéncia Dominada E[| X1 ] — E[X] quando M — co.

Ex. 10.2 — Sejam X;,X,, ... variaveis aleatorias independentes com distribui¢io comum No(0,1).
Prove que
2 2
X7+ +X5
(G — 12+ (X, — 1)2

converge quase certamente e determine para qual valor.
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Ex. 10.3 — Sejam X{,X,,... variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas, com
X1 ~ Uni[0,1]. Prove que a média geométrica

1)

converge quase certamente e determine para qual valor.
Dica: Aplique In.

Ex. 10.4 — Demonstracao da Lei Fraca usando Func¢oes Geradoras
O objetivo aqui é provar a lei (fraca) de grandes ntimeros usando fun¢des geradoras de momento.
Em particular, deixe X1,X,,...,X, ser ii.d. variaveis aleatorias com valor esperado

e funcdes geradoras de momento Mx(s) que é finito em algum intervalo [—c, c] onde ¢ > 0 é uma
constante. Seja

X =

Xl +X2+"'+Xn
n .

(10.14)

Prove
lim Mg(s) = e, para todo s € [—c,c]. (10.15)
n—00

Uma vez que esta é a fungio geradora de momento da variavel aleatoria constante u, concluimos
que a distribuicdo de X converge para .
Dica: use que para uma variavel aleatéria X com funcoes geradoras de momento bem definida,

Mx(s), temos
. ST E[X]
lim [MX(—)} = ™,
n—oo n

Ex. 10.5 — Sejam X{,X,, ... variaveis aleatorias independentes com E[X;] =0 e o; = Var(X;) <
00 para todo i, e seja S, = D X;. Prove que se Y. (Ti/k2 < oo, entdo S, /n 50.

[Esta é uma Lei Forte de Grandes Nuimeros para somas independentes, mas nio necessariamente
identicamente distribuidas.]

Ex. 10.6 — Seja X;,Xs, ... variaveis aleatorias i.i.d. com P[X; = 0] =P[X; =2]=1/2.
1. Prove que Z = Z;:Z 1 X/ 3k converge quase certamente.
2. Prove que Z tem distribuicdo de Cantor.

3. Use os itens anteriores para calcular a média e variancia da distribui¢do Cantor.
Ex. 10.7 — Integracio de Monte Carlo

Sejam f uma funcdo continua com imagem no intervalo [0,1] e X;,cq,X5,¢5 - -+ uma sequéncia de
variaveis aleatorias independentes uniformes no [0,1]. Tomamos
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Y. — 1, se f(Xi)>Ci
710, se fX) <.

Prove que:

1
1 n
- E Yl-—>J- f(x)dx, quase certamente
n
i=1 0



11.1

Capitulo

Teorema do Limite Central

Funcoes Caracteristicas

Nesta capitulo, estudaremos a convergéncia fraca de vetores aleatorios mais cuidadosamente e em
especial a relagéo entre funcdes caracteristicas e convergéncia fraca.

Nosso objetivo é desenvolver apenas o suficiente da teoria de funcdes caracteristicas para provar
o Teorema do Limite Central.

A motivacdo para a teoria que estamos prestes a desenvolver deriva da intuicdo que a maior
parte do comportamento de uma distribuigéo de probabilidade em R é capturada por seus momentos.
Grosseiramente partiremos do seguinte paradigma: se pudéssemos colocar a informacéo sobre todos
os momentos da distribui¢io em um unico pacote entdo o pacote resultante poderia “caracterizar”
a distribuicéo de probabilidade. Uma abordagem ingénua inicial poderia ser definir uma funcéo
fl) = Z:io M, t" onde M, indica o n-ésimo momento. Infelizmente, essa abordagem falha
miseravelmente, pois é muito raro que os momentos diminuam rapidamente o suficiente para que a
série de poténcia formal definida por f(t) convirja.

Uma abordagem melhor seria redimensionar os momentos para dar alguma chance para que a
série convirja. Por exemplo, poderiamos definir

f(t)= J eXdp = Z My in
— n!

Essa ideia tem muito mais mérito que a anterior e pode ser usada de forma eficaz, como ja vimos
na Secdo 7.8 mas tem a forte desvantagem de que sé funciona para distribui¢des que possuam
momentos de todas as ordens.

A ideia que exploraremos neste capitulo é que ao passarmos para o dominio dos nimeros
complexos, obtemos um caracterizacédo da distribuicdo que é sempre definida e (pelo menos, concei-
tualmente) captura todos os momentos.

198
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Ou seja, como usual, nos complexos as coisas sdo mais simples.

Especificamente, definimos

f(t)= f e'™Xdp

ou seja a Transformada de Fourier da distribuicio de probabilidade e dessa forma, como veremos,
conseguimos um objeto que determina exclusivamente a distribuicéo.

11.1 Definicdao (Funcao Caracteristica)
Dado uma variavel aleatoéria X definimos a funcao caracteristica de X, denotada por ¢y, como:

px:R—C

ox(0) = E[] = f

R

e'™ dFy(x) =J e fy(x) dp

R

Como veremos a seguir, a convergéncia em distribuicido podera entéo ser descrita como conver-
géncia pontual de funcdes caracteristicas e através dessa conexao, obteremos uma demonstracgéo
do Teorema do Limite Central.

Transformada de Fourier

problema problema transformado
resolucéo dificil Lresolugéo facil
v
solucéo solucéo transformada

Transformada Inversa

Neste capitulo, usaremos integrais de func¢des mensuraveis complexas. A teoria é completamente
analoga a teoria de integracdo real que apresentamos no Capitulo 5 Vamos nos limitar a apresentar
as defini¢des basicas e estabelecer alguns fatos principais:

Estamos considerando o conjunto dos nimeros complexos com os Borelianos provenientes da
norma complexa. Como espago métrico, esquecendo qualquer outra estrutura, temos que C e R? sio
isométricos e assim podemos identificar a o-algebra de Borel de C com a o-algebra de Borel de R?.

Como consequéncia da identificacdo temos a seguinte caracterizacio da mensurabilidade de
fung¢des complexas.

11.2 Proposicao
Uma funcio f : (2, %, u) — C é mensuravel se e somente se f = g +ihonde g,h: (Q,Z,u) >R
sdo mensuraveis.

Partindo da medida em 2 podemos construir uma integral para as funcdes (2, Z,u) — C
através de pequenas adaptacdes do maquinario que apresentamos no capitulo 5.

Outra abordagem, mais direta é definir a integral complexa como soma de duas integrais reais.
As duas abordagens sdo equivalentes.

11.3 Definicao
Seja f(Q,Z,u) = C uma funcdo mensuravel, entdo f = g + ih onde g,h : (2, Z,u) — R sio
mensuraveis. Definimos a integral de f como:
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ff duzfg d,u+ifh du

11.4 Proposicao

o Sejam f, g funcdes integraveis e a, b € C entdo af + bg é integravel e

f(af+bg) d,u:an d,u+ng du

o Se f for integravel, entao Jf du = f f du

Jf du Sflfl du.

Demonstraremos apenas (3.). Pela desigualdade triangular para a norma complexa, sabemos
que dadosz,we Cet €[0,1], |[(1—t)z+ tw| < (1—1t)|z| + t|w| e, portanto, a norma complexa é

o Se u(A) < oo, entio

Demonstracao.

convexa. Entdo, pela desigualdade de Jensen, temos ‘ f du’ < | If] du. <

11.5 Definicao
Seja u uma medida de probabilidade em R". A transformada de Fourier, denotada por [, é a
funcdo complexa em R" definida por

fi(w) = J el dy(x) = J cos((u, x)) du(x) +1i f sen({u, x)) du(x)

A primeira coisa que faremos sera estabelecer as propriedades basicas da transformada de Fourier
de uma medida de probabilidade, incluindo o fato de que a defini¢ao anterior realmente faz sentido.
11.6 Teorema

Seja u uma medida de probabilidade, entéo [ existe e é uma fungéo limitada uniformemente continua
com [u(0) =1.

Demonstracao. Para ver que Ul existe, usaremos representagio

p(u) = J cos({u, x)) du(x) + lf sen((u, x)) dp(x)

e que [cosO| < 1e|senf| < 1 para concluir que ambas as integrais sdo limitadas.

Para ver que {i(0) = 1, basta calcular

u(0) = f cos({0, x)) du(X)Jrif sen((0,x)) du(x) =f du(x) =1
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A limitacdo é um calculo simples

B! < f || du(x)=f du(x) =1

Por altimo, para provar a continuidade uniforme, primeiro observe que para qualquer u,v € R",
temos

ei(u,x) _ el(V,x) |2 — |ei(u—v,x) _ 1|2

= (cos({u—v,x))—1)% +sen?((u—v, x))

=2(1—cos({u—v,x))
2

<(u—v,x)
< flu—=v|P[lx]? por Cauchy Schwartz
Por outro lado, é claro a partir da desigualdade triangular que

|ei(u,x) _ ei(u,x)| < |ei<u,x>| + |ei(u,x>| <2

e, portanto, temos o seguinte limitante |ei(u’x) - ei<u’x>\ < [lu =vl|||x|| A 2. Observe que, em um
ponto, x € R*, lim,,_, o, %||x|| A2 = 0 e trivialmente %le IA2 < 2 entdo o Teorema da Convergéncia

1
Dominada mostra que limn_woJ- —llx|| A2 du(x) = 0. Dado um € > 0, escolha N > 0 tal que
n

1
f ~ 1l A2 du(x) < € entio para [lu—vil < x

PR [ :
[(w) —a(v)| SJ |ett) —ef®)] dp(x)

f
< ] llu = vllllxll A2 du(x)

(1
< | =lxl|A2 du(x)<e
J N
provando continuidade uniforme. <

11.7 Definicao
Seja X um vetor aleatdrio tomando valores em R™. A funcio caracteristica, denotada ¢y, é a
fung¢do complexa tomando valores em R" definida por

px(w) =E[e ]
= J el IPX( dx) = PX(u)
No inicio desse capitulo motivamos a defini¢do da funcéo caracteristica considerando como

podemos codificar informacdes sobre os momentos de uma medida de probabilidade. Para mostrar
que tivemos sucesso, precisamos mostrar como extrair os momentos da funcéo caracteristica.
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Para mostrar o que devemos esperar, vamos supor que podemos escrever uma série de poténcia:

N
. "X
eltX tn
n!

00 .p
n — itX — "M, n
u(t)—Je dp=),—"t

n=0

e desta forma

Ainda trabalhando formalmente, vemos que podemos diferenciar as séries com respeito a t para
isolar cada momento individual M,

dn
dtn

{i(0) = i"M,

Claramente, isso motiva o seguinte teorema:
Teorema (Momentos e Derivadas)
Seja u uma medida de probabilidade em R" tal que f(x) = |x|™ é integravel em relagdo a u. Entdo
U tem derivadas parciais continuas até a ordem m e

am’\ -m i(u
Max Ww=i f Xj, ...xjmel( ) dx)

ox; §

e

Demonstraciao. Primeiro, demonstraremos param = 1. Escolhal < j<netomev eR" o
vetor da base canénica, i.e., e; =1 ee; =0 parai# j. EntdioporueR" et > 0,
plu+te)—pw) 1

t ?J etlurtex) _ ollx) qp(x)

— lf ei(u,x) (eitxj . 1) dM(X)

t

Agora note que

2 2
%ei(u,x) (eitxj _ 1)

eith _ 1
t
cosz(txj) —2cos(tx;)+ 1+ senz(txj)

tZ
1 —cos(tx;
t2

2
< X7
_X]

Mas assumimos que |xj| é integravel, portanto, podemos aplicar o Teorema da Convergéncia
Dominada para ver

0 ; 1( . .
v j el(u,x) d,u(x) — }ll’l’(l) ? f el(u+tej,x) _ el(u,x) d,u(x)

an
i{u+te;,x) _ ,i{u,x)
= f lim ¢ : " ¢ du(x)

t—0

= iJ xjei<“’x> du(x)
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A continuidade da derivada segue da férmula que acabamos de provar. Suponha que u, —€ R".
Entdo

J . . ~
—fi(u,) =i | xje*) du(x)
) Xj
e assim temos o seguinte limitante \xjei(”"’x)| < \xj| com |xj~ integravel por hipotese. Aplicando o
Teorema da Convergéncia Dominada vemos que

0 .
lim a—ﬁ(un) = if nlirrolo xjel(”"’x) du(x)

n—o0 x]
= iijei(”’x) du(x)

J .
= 8_xj‘u(u)

A chave para a compreensdo da relagdo entre convergéncia fraca e funcdes caracteristicas é
uma propriedade basica de Transformadas de Fourier denominada de Teorema de Plancherel. Em
nosso caso particular O Teorema de Plancherel mostra que podemos calcular as integrais de fungoes
continuas em respeito as medidas de probabilidade bem como em respeito as Transformadas de

Fourier.
Teorema (Teorema de Plancherel)
2

Seja p.(x) a densidade gaussiana com variancia €*:

pe(x) =

Dado o espago de probabilidade (R, 8(R), u) e uma funcio integravel f : R — R, entdo para
qualquer € > 0,

f f %pe00) du(x) = f e FWiW dudu

—0Q0

Se além disso, f € C,(R) e f(u) é integravel entéo

f fdu=§f Fi@ dedu

Demonstracio. Faremos a demonstracéo utilizando o Teorema de Fubini (Teorema 8.9) para o

calculo da integral tripla
e2u? . .
f J f e 2 f(x)e™e™ du(y) dx du
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Observamos que pelo teorema de Tonelli,

f J f ‘ P e | du(y) dx du_f J f FIF (0l duly) dx du
:J |f ()| dxfe_# du < o0

e, portanto, podemos usar o Teorema de Fubini para calcular através de integrais iteradas

—f 2 f(u)u(u) du = —f (J flx)e™ dX) (f e du(y)) du
= —f f(x) (f (J ei”(x_Y)e_# du) d,u(y)) dx

Agora, a integral interna é apenas a Transformada de Fourier de uma Gaussiana com média O e
1
variancia Z. Entéo, por outra aphca(;ao do Teorema de Fubini e a definicido de convolucio,

(‘OO o0
=J f(x)U pe(x—y) du(y)) dx

—0Q

[ °°
=J U f)pelx—y) dx) du(y)

= frpe(y) du(y)

—0Q

A segunda parte do teorema é apenas uma aplicacdo de lema ?? e a primeira parte do Teorema.
Pelo lema, sabemos que por qualquer f € C.(R;R), temos lim,_,osup, |f * p.(x)—f(x)| = 0.
Entao temos,

lim
e—0

(o)
SlimJ |f =f *pel du < limsup|f —f xp.|=0
e—0 oo e—0

0
f=f*pedu
—00

e pela integrabilidade de F (), o fato de que || < 1 podemos usar o Teorema da Convergéncia
Dominada para ver que
(e9) o0
. 1 . 122 (3
lim f*pe du=—1im e 2% f(wp(u) du
=0 ) 21 e=0 |

oo

1 PR
lim e 2 Fw)i(w) du
€

T om

_ 1 f FE@ dudu
21 J_ o
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e, portanto, temos o resultado. <

Agora demonstraremos que a funcéo caracteristica caracteriza completamente as medidas de

probabilidade.

11.10 Teorema (Teorema da Unicidade de Fourier)

11.11

Sejam u e v medida de probabilidade em R" tais que I = ¥, entdo u = ».

Demonstracao. Considere f € C.(R), entdo sabemos pelo Lema 11.17 que lim,_,q ||p * f —
flloo = 0. Entéo, para cada € > 0, e usando o Teorema de Plancherel

Uf du—dev fpe*f du—fpe*fdv

< \% J e F )@ —3@) du
T ) oo

=2llpe*f = flloo

<

+J|pe*f—f| du+f|pe*f—f|dv

+2[lpe* f = flloo

Tomando o limite quando € vai para 0, vemos que J f du= f f dvparatoda funcio f € C.(R).

Agora, considere um intervalo finito [a, b] e aproximando a 1[a, b]

1 paraa <x <b

0 forx<a—%oux>b+%
falx)= n(x—a)+1 paraa—%3x<a

1—n(x—0>b) parab<be+%

E claro que f,(x) é decrescente em n e que lim,_, o, f,(x) = 1[a, b] assim pelo Teorema da Con-
vergéncia Monétona temos

u(la, b)) = lim f o du = lim f fudv="((a,b)
Como a o -algebra de Borel é gerada pelos intervalos fechados, vemos que u = v. <

Teorema
Seja X = (X4, ...,X,) um vetor aleatério com valores em R". Entdo as variaveis aleatérias X; sdo
independentes se e somente se

n
ox(uy,...,uy) = l_[ (PXj(uj)
j=1

Demonstracao.

Este é um corolario que permite calcular a fungéo caracteristica do produto e depois usar o fato
de que a funcio caracteristica define de forma exclusiva a distribui¢do. Primeiro suponha que as
variaveis X; sejam independentes. Entéo,

n

(PX(u) — E[ei(u,X)] —F |:l_[eiuka:| — l_[E [eiuka] — l_[ @Xk(uk)
k=1 k=1

k=1



11.12

11.13

CAPITULO 11. TEOREMA DO LIMITE CENTRAL 206

Por outro lado, se assumirmos que ¢x(uq,...,u,) = l_[;l:l (pxj(uj), entdo sabemos que se
escolhermos variaveis aleatoérias independentes Y; onde cada Y; tem a mesma distribuicio que X;
entdo pelo calculo acima ¢y(u) = @y(u). Pelo Teorema 11.10 sabemos que X e Y tém a mesma
distribui¢do. Assim, X; sdo independentes e temos a igualdade das distribui¢des de cada X; e Y;. <

Lema
Sejam X e Y vetores aleatorios independentes em R". Entao px,v(u) = px(u)py(w).

Demonstracao. Isso decorre do célculo

Pxay() = E[ /X ] = E[ !X i) ]
=FE [ei(u,X) ] E [ei(u,Y)] = oy (W) oy (u)

Exemplo )

—u
Seja X uma variavel aleatoria N(0,1). Entdo ¢x(u) = e™ . A maneira menos técnica de ver isso
exige um pequeno truque. Primeiro observe que como senux é uma fungéo impar temos que

I 2
ox(u) = — e"e2 dx
V2 f
)2( cosux dx+— ez senux dx
V f J

:— e%cosux dx
van f—oo

Por outro lado, pelo Lema 11.8 e pelo fato que x cosux é uma funcdo par que temos

dox(u i (T e
L() — xeluxeT dx
du V2T J—oo
i = 2
= xe 2 cosux dx—— xe > senux dx
Vam ) oo
-1 [ _e
= — xe2 senux dx
V2m ) oo
2
Esta ultima integral pode ser integrada por partes (faca df = xe™ dx e g = senux, portanto
2
f =—e™> edg =ucosux) para obter
dox(u —u [T e
L() = e 2 cosux dx
du Var
e, portanto, mostramos que a fungéo caracteristica satisfaz a equagao diferencial de primeira ordem
simples %‘(u) —upx (1) que tem a solugio geral ¢y(u) = Ce 2 para alguma constante C.

Deixamos a determinacdo dessa constante como exercicio.
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<
11.14 Lema
Seja X um vetor aleatorio em RY entdo para a € R" e Auma matriz r x d, temos
Pasax(t) = e oy (A*)
onde A* denota a transposicao de A.
Demonstracao. Este éum calculo simples
Pasnx(t) = E[e0+AX) ] = B[ ¢i{0a) ol @A ] = pifua) g [ iAuX)] = ¢ilan) o, (A%)
onde usamos o fato elementar da algebra linear que
(u,Av) = u*Av = (W*AV)" = v*A*u = (A*u,v)

<

11.15 Exemplo
Seja X uma variavel aleatoria. Entdo px(u) =e
N(0,1), entdo u+ oY é N(u, 02), entio pelo lema anterior 11.14 e Exemplo 11.13

L2 o2 , ., , .
T30 Sabemos que se Y é uma variavel aleatéria

. . 1.2 2
px() = e py(ou) = elth—h’

<

O ultimo pedaco do quebra-cabega que precisamos montar antes de demonstrar o teorema
do limite central é um resultado que mostra que podemos testar convergéncia em distribuicio,
observando a convergéncia fungdes caracteristicas associadas.

11.16 Teorema (Teorema de Continuidade Glivenko-Levy)
Se WU, 4y, Us, - .. sdo medidas de probabilidade em (R", 8(R™)), entdo u,, converge fracamente para
U se e somente se [i,(u) converge para [i(u) pontualmente.

Para a demonstragao desse Teorema usaremos o seguinte lema que nos diz que podemos aproxi-
mar uniformemente fun¢des continuas de suporte compacto por convolu¢des com Gaussianas.

11.17 Lema ,
Defina p(x) = ‘/%e_x /2 ¢ seja p,(x) =np(nx). Seja f € C.(R) entdo defina f,(x) = (f *p,)(x).
Entdo f,(x) € C7°(R) e f,, converge para f uniformemente.

Demonstragio. PeloTeorema 8.32basta demonstrar para f € C>°(R",R), temos lim,,_, o6 f f du, =

ff du. Por 11.17 sabemos que lim._,o ||p. * f — f |loo = 0. Escolha 6 > 0 e encontre € > 0 tal que



CAPITULO 11. TEOREMA DO LIMITE CENTRAL 208

lpe* f — flloo < O. Agora,

Uf dun—ff du’

< J(f—pe*f) dp| + i

J(Pe*f —f) du'

Jpe*f dun—fpe*f du

<5+ ‘ f F(0)e 2 (@, (0) — f(0)) de | + 6
21

onde usamos o Teorema de Plancherel (11.9) e a aproximagéo uniforme de f por p, * f.

Como f é compacta, sabemos que f(t) < ||flloo € junto com Lema 11.6 vemos que

‘f(t)e_%eztz(ﬁn(t)—ﬁ(t))‘ < 2f|f [looe™2¢""

onde o limite superior é uma funcéo integravel de t. Portanto, pelo Teorema da Convergéncia

Jf dun—Jf dp

ff dun=ff du. <

Dominada vemos que limsup,,_, o, < 26. Como 6 > 0 ¢é arbitrario, temos

11.2 Teorema do Limite Central

11.18 Teorema (Teorema do Limite Central)
Sejam X, X, X,, ... variaveis aleatorias i.i.d com yu = E[X] e 0 = Var[X,,] < 00, entdo

ﬁ(%;Xi —u) 4 N(0,02)

~ . . X:—,
Demonstragdo. Primeiramente observamos que usando o teorema em ==, basta supor que
. . d
u=0e o =1. Assim, s6 temos que mostrar que % > Xk — N(0,1).

Defina S, = ZZZI Xj. Pelo teorema 11.16 é suficiente mostrar que

lim E[e/*S/V7] = ¢*/2

n—,oo

Para calcular o limite, observamos que, por independéncia e i.i.d. temos
n
. . . n
o] T[] =[]
k=1

Para calcular o limite, tomamos a expansio de Taylor da fun¢do exponencial

. 1
e =1+ix— Exz +R(x)
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Pelo Resto de Lagrange e pelo fato que \%eiq < 1, temos que |R(x)| < % |x|*. Observe que essa
estimativa ndo é muito boa para valores grandes de |x/|, mas é facil de torna-la melhor para |x| > 1
usando a desigualdade triangular

X2

NN

. 1 1
e”c—l—ix+§x2 SZ+|x|+EXZS

Portanto, temos o limite |R(x)| < %(le3 A x2). Aplicando a expansio de Taylor e usando e hipotese
de média zero e varidncia um , obtemos

eleerm)=(a- 5ol (F)])

Pela estimativa do resto, podemos ver que

2 (R)

7 [e31x
SEE[ d /\t2X2i|

n
Jn
7 7t
< ZE[2X%]="—

2 2
Pela desigualdade acima mencionada e pelo Teorema da Convergéncia Dominada, podemos concluir
que

li E(R 2= 0
e il

__2n

entdo se definimos €, = 37 entdo temos lim,_,,, €, =0¢e

B[r( )]

n
lim E[e“sn/ﬁ] e= lim (1 — t—(l +e )) = lim e”log(l_é(l%nn = t°/2
n—oo 2n n n—oo

n—o0

Exercicios

Funcoes Caracteristicas

Ex. 11.1 — Prove a seguinte tabela:

Distribuicdo | Funcdo Caracteristica
Binomial [(1—p)+pe]
Poisson eMe' 1)
= (o)
int—
Normal e 2

Ex. 11.2 — Se X e Y sdo duas variaveis aleatdrias independentes entdo px.y = @x(t)ey(t).
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Ex. 11.3 — Prove que se X = aY + b, entio @y (t) = @ay45(t) = Py (at)

Ex. 11.4 — Sejam X;,X,,...,X,, variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas,
de Poisson de pardmetro A Calcule a distribuicdo de X7 + X5 +--- + X,

Ex. 11.5 — O objetivo neste problema é provar o Teorema do Limite Central usando fun¢des Fungoes
Caracteristicas.
Seja {X;};>1 sequéncia de variaveis aleatérias iid comE[X;] < 00 ,S, =X;+---+X, e E[X{] = u.

S
Entio =% u tal que para todo € > r0
n

1. Mostre que @ /,(t) = [¢ (%)]n
2. Mostre que se E[X|! < 0o, entfo:
p(t)=1+itu+r(t), quandot—0

t) t—
Comﬂt—())O

t
Dica: Polinémio de Taylor

3. Conclua que
ot 1. 7" ity
¢s,/n(t) = 1+IHM+T’(;) —e

4. Conclua o resultado.
Teorema do Limite Central

Ex. 11.6 — Vocé convidou 64 convidados para uma festa. Vocé precisa fazer sanduiches para os
convidados. Vocé acredita que um convidado pode precisar de 0, 1 ou 2 sanduiches com probabilida-
des ‘l‘, % e %, respectivamente. Vocé assume que o numero de sanduiches que cada hospede precisa
é independente dos outros hdospedes. Quantos sanduiches vocé deve fazer para que vocé tenha 95%
de certeza de que nio havera escassez?

Ex. 11.7 — Use o Teorema do Limite Central para mostrar que
n k

. _n

lim e Tlﬁ = 1/2

n—,oo
k=0

Ex. 11.8 — Seja Mx(s) finita para todo s € [—c,c]. Prove que

n
lim [Mx(i)] = ¢ BIX],
n—o00 n
Dica: Calcule s
lim nln (MX(—)) =sE[X].
n—oo n

usando L'Hopital.
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Ex. 11.9 — O objetivo neste problema é provar o teorema do limite central usando fung¢oes geradoras
de momento.

Em particular, sejam X;,X,,...,X, variaveis aleatorias i.i.d com valor esperado E[X;] = u <
oo,Var(X;) = 02 < 00, e funcdes geradoras de momento My(s) que é finito em algum inter-
valo [—c, c], onde ¢ > 0 é uma constante. Considere

_X—p X +Xp+--+X,—nu

=GR Vo

(11.1)

Prove
$2
lim M, (s)=e?, para todo s € [—c,c]. (11.2)
n—o00 n
Uma vez que este é a funcdes geradoras de momento de uma variavel aleatéria normal padrio,

concluimos que a distribuicdo de Z, converge para a variavel aleatdria normal padréo.
Dica: use o resultado anterior.



Capitulo

Medidas com Sinal e Teorema de
Radon-Nikodym

12.1 Medidas com Sinal

12.1 Definicao
Seja (2, Z) um espaco mensuravel. Uma fungéo v : & — [—00, 00 ] é uma medida com sinal se
o v(@)=0
o v s6 toma um dos valores {—00, 00}

o se {E;}7°, sdo uma colecdo de conjuntos mensuraveis disjuntos, entdo

o0

(| JE) = Z v(E;)
i=1

i=1
onde a soma converge absolutamente se Zfo v(E;) < 0.
12.2 Exemplo
Seja g € L1(Q, Z, 1) onde u é uma medida e defina

V(E)=J gdu=f g+du—f g du
E E E
12.3 Exemplo

Sejam U, e U, medidas finitas em (Q, %) e defina

YE) = u1(E) — uy(E)

212
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12.4 Definicao

12.5

12.6

o Um conjunto E € & é um conjunto positivo para a medida com sinal v se ¥(F) > 0 para
todosos F € Z com F CE.

o Um conjunto E € & é um conjunto negativo para a medida com sinal v se »(F) < 0 para
todosos F € # com F C E.

o Um conjunto E € % é um conjunto nulo para a medida com sinal v se ¥(F) = 0 para todos
osFe€Z comF CE.

O conjunto nulo é positivo e negativo. Observamos que a definicdo de conjunto nulo é mais
exigente que a defini¢do de conjuntos de medidas nula.

Se A é positivo entdo a medida com sinal u restrita aos subconjuntos de A mensuraveis é uma
medida.

Lema

Suponha que v seja uma medida com sinal e E é um conjunto positivo. Se F C E for mensuravel,
entdo F é um conjunto positivo. Além disso, se uma familia enumeravel E; € & é positiva, entéo
U(fo E; também é positiva.

Demonstracao.

A primeira afirmacéo segue imediatamente da definicéo.
Agora suponha que {Ei}i’o sdo conjuntos positivos e escreva U(fo E; como uma unido disjunta,
Ufo F; logo F; C E;. Além disso, se B C Ufo E; = Ufo F;, entdo

o0
B=|JBnE)
1
Entao,
oo
(B)= > v(BNF)>0
i=1
como para todo i, BN F; C E;. <
Lema

Sejam (£2, &) um espago mensuravel e ¥ uma medida com sinal. Suponha que temos um subconjunto
Ee€Z e0< v(E) < 0o. Entéo, existe um conjunto positivo P C E tal que »(P) > 0.

Demonstracao. Se E for positivo, faca E = P e a demonstragéo terminou.

Portanto, suponha que exista um subconjunto N C E tal que »(N) < 0. Seja /' (E) ={N € Z :
N CE, v(N) < 0}. Como E néo é positivo, A é ndo vazio.
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Seja n € N o menor numero natural, tal que existe N; € A(E) com ¥(N;) < —nl—l. Se E \ N; for
positivo, estamos finalizados.

Caso contrario, proceda indutivamente. Seja n, o menor niimero inteiro positivo, de modo que

. 1 : 1 .
existe N, € A (E) tal que v(N,) < —ns Repita para obter Ny, . .., N tal que »(N;) < > 1<j<k
e Ny é escolhido para ser o menor inteiro positivo, de modo que existe Ny € A (E \ Ul1( N;) tal

1
Mpet1

Observe que ny,q = ny e {N;} é uma familia de conjuntos disjuntos.

que V(Ngy1) <—

Seja
oo
P=E\ (U Nk)
k=1
Nos temos
oo
E=PuU ( Nk)
k=1
De modo a

v(E) = v(P)+ Y v(IV)
1

Como v(E) < 00, obtemos que a soma no direito converge absolutamente. Assim,
o0 oo
1
D= <> Nl < o0
Pl

Em particular, np — 00 como k — 00. Nos temos

»( [j Nk) <0
k=1

vW(E)>0
entdo v(P) > 0. Seja € > 0 e escolha K tdo grande que
1
—<¢e, Yk=>2K
Ny — 1

Sabemos que
K
PCE\ (U Nk) ,
k=1

entdo, por construgdo, P contém nenhum conjunto mensuravel F com

-1

wWF) < .
Mg —1

Portanto, P néo contém subconjuntos F € Z com v(F) < —e. Mas isso é verdade para todos € > 0,
entdo P deve ser positivo. O <
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Teorema (Decomposicao de Hahn)
Seja v ser uma medida com sinal em (2, ). Entdo, existe um conjunto positivo P C Q e um
conjunto negativo N C 2, tal que Q2 =PUN e PNN = 0.

Demonstracao. A medida com sinal v omite pelo menos um de +00, —00. Suponha v(E) =#
+00.
Deixe a = sup{v(A) : A€ S e A é um conjunto positivo }. Sejam a, € Rcom a, < a e a, — a.
Sejam P, € & conjuntos positivos de tal forma que a, < v(P,) < a para todos n (por nosso lema
anterior, podemos fazer isso). Seja

oo

p=|JP,.
n=1

Entéo P é um conjunto positivo assim ¥(P) < a. Mas, P \ P, C P, entéo

0> (P \P,)

az=zv(P)=v(P\P,)+ v(P,)
>y(P\P)+a,>a,

Por isso, tomando n — 00, ¥(P) = a. Porque v(P) # +00, a < 00.

SejaN =Q\P.
Suponha que E C N, E € & e ¥(E) > 0. Pelo Lema 12.6, existe um conjunto positivo E’ C E,
E’ € &. Entdo, E/’ U P é um conjunto positivo e E' NP = @ (da definicio de N). Portanto,
a < vE'UP)=vE')+ v(P)> a. Como a < 09, isso diz ¥(E’) = 0, uma contradicio. <

A decomposicdo de Q2 em P e N é denominada de Decomposicdo de Hahn Q. Em geral, esta
decomposicdo néo € Unica. Isto é devido a existéncia de conjuntos nulos.

Suponha que {P,N} seja uma Decomposicio de Hahn. Deixe v'(E) = w(ENP) e v (E) =
—v(ENN). Entdo, v e v~ sdo medidas em Q e v(E) = v*(E) — v (E).

Teorema de Decomposicao de Jordan

Nao s6 podemos particionar o espaco 2 em sua parte positiva e negativa, também podemos di-
vidir a prépria medida com sinal em duas ou mais pegas que, de alguma forma, sio disjuntas ou
perpendiculares

Definicao (Medidas mutuamente singulares)
Duas medidas com sinais u e v sdo ditas (mutuamente) singulares, denotado por u L v, se houver
uma particdo {E, F = Q \ E} de Q, de modo que:

o F é nulo para u

o E é nulo para v.
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Exemplo
A medida de contagem em N C R, e a medida de Lebesgue em R sdo medidas mutuamente singulares.

<

Teorema (Decomposicio da Jordan)

Uma medida com sinal v pode ser escrita de forma tnica como uma diferenga v = v* — v~ de duas
medidas positivas que sdo mutuamente singulares. Demonstracao. Seja P ser um conjunto
positivo para v obtido da decomposicdo de Hahn, e N = Q \ P ser o conjunto negativo.

Dado E um conjunto mensuravel E C €, faca:
yWE)=v(ENP), v =—v(ENN).

E claro entdo que vt e v~ sdo medidas positivas, v L v, e v=1vt—",

Estabelecer a unicidade é direto. Suponha que v seja uma diferenca v = u* — u~ de duas outras
medidas positivas com u* L u~. Por definigéo, existe um conjunto de P’ em que u* vive, e u~ vive
no complemento N. Entfo, para qualquer E mensuravel,

WENP)=u"(EnP), wWENN)=—u (ENN’),

e isso significa que P’ é positivo para v e N’ é negativo para v.

Mas a decomposi¢io de Hahn é tnica, entdo PP’ e N, N’ diferem em v-conjuntos nulos. Por-
tanto, v (E) = v(ENP) = v(ENP") = u*(ENP’) = u*(E), entdo v' = u*. Etambém v~ =u~. <

Decomposicao de Radon-Nikodym

Definicao (Continuidade absoluta de medidas)

Uma medida positiva ou com sinal ¥ em algum espaco mensuravel é absolutamente continua com
relacdo a uma medida positiva 4 no mesmo espaco mensuravel se qualquer conjunto mensuravel E
que tenha uy-medida zero também tem v-medida zero.

Nesse caso a medida v é dita ser dominada por u, fato que indicaremos simbolicamente por v < u.

Observacio
A continuidade absoluta é a propriedade oposta a de singularidade. Se v < y e v L u entdo v deve
ser identicamente zero.

Teorema (Decomposicio de Radon-Nikodym I)
Se v e u forem medidas finitas positivas em um espaco mensuravel €2, entdo v pode ser decomposto
como uma soma v = v, + ¥, de duas medidas positivas, com v, < e v; L u.

Além disso, v, possui uma fung¢éo de densidade em relacéo a u:

va(A)zjf duparaAe Z. (12.1)
A
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A funcao f geralmente é denominada de derivada de Radon-Nikodym de v, em relacéo

d
a U, e é denotada por f = 7 H . Podemos ainda pensar em (12.1) como uma verséo do Teorema

a
Fundamental do Calculo.
Demonstracao.
Demonstracao.

Seja A a classe das fun¢des ndo negativas, integraveis com respeito a u tal que f fdu < v(E)

E
para todo conjunto mensuravel E e defina

a:sup{ffd,uzeﬂ}.
Note que A # @) uma vez que 0 € 4. Mais ainda,
OSffduS Y(X) < oo paratoda f € A

o que implica que 0 < a < 0.

Como a é um ponto limite do conjunto f € A4/, entdo existe uma sequéncia de funcoes em A
tal que a = lim,_,, | f,du. Seja E um conjunto mensuravel e n um inteiro positivo. Defina a
funcio g, : X — [0,00], por

& = max{fl’fZ) cee )fn}'
Seja
n
A=En( (] (fi—fi) ' ([0,00)))
k=1,k#i

parai=1,2,... n. Defina

n—1
By =A,E,=Ay—Ay,.. B, =A,—| A
i=1

Assim, E = E; UE, U ---UE, é uma unido disjunta tal que g,(x) = f;(x) para x € E;. Note que g,
¢é uma funcio integravel visto que g, = er.l:l fillg,.

Consequentemente

Jgndu ZflnEdu Z f fillgdp=>Y" f fidp < v(E) = v(E).
i=1JE; i=1

Ei=1

Assim, temos que g, € A

Seja fy : X — [0,00] a fun¢io definida como

folx) =sup{f(x):n=12,---}
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Temos que fo(x) =1lim,_, o0 g,(x)

Como {g,} é uma sequéncia de funcdes néo decrescente que converge pontualmente para fj,
pelo teorema da convergéncia mondtona, temos que

Lfodu = lim L gndu
J grdu<a
X

L fodp = lim JX gndu < a.

f frdu < J gndu
X X

Como cada g, € &, entdo

para todo n, logo

Como f, < g, para todo n, temos

Assim

a= nlingoj frdp < nlirgOJ gndp = J fodu.

X X X
Portanto
f fodu = a.
X

Mais ainda,

L fodp = lim L gndu < lim v(E) = v(E).
Entédo fy € A

Seja M — [0,00] funcdo dada por
vo(E) = v(E) — f fdu.
E

Observacédo: vy é uma medida finita e que vy < p.

Vamos demonstrar que v, é identicamente zero. Suponha que nio. Entdo v satisfaz a hipotese
do lema e portanto, existe £ > 0 e um conjunto mensuravel A tal que u(A) > 0 e A é um conjunto
positivo para vy — € - U.

Seja E mensuravel, entdo E NA C A é mensuravel e como A é positivo para vy — € - U, temos que

vo(ENA)—e-uw(ENA)=>0,isto é, ¢ - W(ENA) < v,(ANE)=v(ENA)— fdu
EnA
Se g = f + 114, entdo g é integravel e

J‘ gdu=ffdu+£-,u(EﬂA)=f fd,u+f fdu+e-u(EnNA)
E e EnA E-A
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< f fdu+ v(ENA) < v(E—A)+ v(ENA) = v(E).
E-A

EntéogGﬂ.Mas,J

gdu = f fdu+¢€-u(A) > a, temos uma contradigio pois a é o supremo
X X

do conjunto

feNe J gdu e {f f d,u}. Entdo vy(E) = 0 para qualquer conjunto mensuravel E, isto é
X X

V(E)=J fdu
E

Agora, vamos demonstrar a unicidade de f. Seja g outra funcdo ndo negativa mensuravel satisfa-
zendo 1. Como ¥(E) < 00 para todo E € &, entéo

0= V(E)—V(E)=J gdu—J fdu=J(g—f)du
E E E

para todo E € &. Entéo, temos que f = g quase certamente. <

O teorema anterior pode ser generalizado:
Teorema (Decomposicio de Radon-Nikodym)
Seja u ser uma medida o-finita em um espaco mensuravel Q2. Qualquer outra medida com sinal ou
o-finita medida positiva v em  pode ser decomposto unicamente como v = v, + v,, onde v, <
e v, L u. Além disso, v, tem uma fun¢io de densidade em relagio a u.
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Capitulo

Acoplamento

E frequentemente necessario comparar as distribui¢des de duas variaveis aleatérias X e Y. Uma
vez que X e Y podem nio estar definidas no mesmo espago amostral , é, a principio, impossivel
comparar X e Y. Uma técnica extremamente 1til e moderna é construir copias X' e Y/, de X e Y
respectivamente, no mesmo espaco amostral e, em seguida, comparar X’ e Y’. Esta abordagem ¢é
conhecida como acoplamento, e tem diversas aplicagdes importantes. Como veremos ha mais do
que um possivel acoplamento de um par X e Y, e o segredo do sucesso na utilizacdo da técnica de
acoplamento é encontrar o acoplamento que é adequado para a aplicacio particular.

Vejamos um exemplo.

Imagine duas moedas com probabilidades de sucesso p, p € (0, 1) satisfazendo p < p’ . Clara-
mente, em um langamento é menos provéavel que a p-moeda seja bem sucedida do que a p’-moeda.
No entanto, se vocé jogar as duas moedas de forma independente, pode acontecer que a p-moeda
seja bem sucedida enquanto a p’-moeda néo o seja. Podemos jogar as duas moedas de um modo que
o resultado seja sempre ordenado?

A resposta é sim. Para ver esse fato considere p” = (p”—p)/(1—p) € (0, 1). Agora considere
uma terceira moeda com probabilidade de sucesso p”. Jogue a p-moeda e a p”’-moeda de forma
independente. Seja X o resultado da p-moeda e X’ o resultado da p”’-moeda, e deixe X’ =XV X”.
Como p’ = p+(1—p)p”, X’ tem a mesma distribuicio que a p’-moeda Mas X’ > X, como queriamos.

Variacao total

Dada uma medida com sinal limitada u em um espago mensuravel (2, &) tal que uw(E) = 0, a norma
de variacao total de u é definida como

lull7v == 2 sup u(A)
AeF
A distancia de variacio total entre duas medidas de probabilidade y e v é a diferenca maxima

220
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entre elas quando calculadas num mesmo evento. Formalmente:
|l — llry = 2 sup [u(A) — »(A)]
AeF

13.1 Exemplo
Para medidas num espagco finito temos

=Yl = =l = D lu(w) — (o)

weN

Esse exemplo motiva a escolha do fator 2 na defini¢io de distancia de variacéo total entre duas

medidas de probabilidade
<

Por considerar todos os subconjuntos possiveis de €2, pode néo ser simples calcular essa distancia.
As proximas duas proposicdes mostram meios alternativos de encontrar essa medida.

Dado a medida u— v, considere Q = D* + D~ a decomposicio de Hahn de u— v entio definimos
a medida

lu—=v=1p+(u—=2)=1p-(u—")
13.2 Proposicao
Sejam u e v duas medidas de probabilidade em Q. Assim,

=Yl = J d|u(x) — v(x)|
Q

Demonstracao. Claramente
= Yy = 2sup |u(A) — »(A)| = 2(u(D*) — »(D™))
(S

Como u(D*)— (D¥) = »(D7) —u(D")

|l = Vllry =2ilelg |u(A) — v(4)] (13.1)
= (WD’ = »(D*)) + (W(D7) — (D)) (13.2)

= L dlu(x) — v(x)| (13.3)

<

13.3 Proposicao
Seja u e v duas medidas de probabilidade em . Entdo a distancia de variagio total satisfaz:

[lu—|lry = sup {f f(X)u(X)—f FO)v(x) (13.4)
Q Q

f satisfazendo max|f (x)| < 1} (13.5)
X€N
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Demonstracao. Exercicio. Dica: Use a decomposi¢do de Hahn e a proposicdo anterior. <

Observacao
Da Proposicéao e da desigualdade triangular, temos, para distribuicdes u, v e Y, a seguinte desigual-
dade:

u—llry < =Yty + 1Y = ||ty

Acoplamento

Um acoplamento de duas distribui¢des (ou seja, duas medidas de probabilidade) néo é mais que uma
distribui¢do conjunta delas. Mais precisamente:

Definicdo (Acoplamento)

o Um acoplamento de duas medidas de probabilidade P e P’ no mesmo espaco mensuravel
(9, Z) é qualquer medida de probabilidade P no espaco mensuravel produto (2 x Q, Z ® F)
cujas marginais sao P e P’ isto é,

P=Po n_l,

P'=Porn !,
onde 7t e 7’ sdo as proje¢des, definidas por

(x,x’)=x,

m'(x,x)=x',
para todo (x,x’) € Q x Q.

o Um acoplamento de variaveis aleatdrias (X,Y) definidas no mesmo espacgo de probabilidade
Q,F é qualquer par de variaveis aleatorias (X,Y) que tomam valores em (Q x Q,.Z ® F) e

d 4 d &
cujas marginais tém a mesma distribuigao que (X,Y),isto é, X = XeY—Y

Vamos denotar por C(u, ¥) o conjunto de todos os acoplamentos de u e v. Obviamente, a medida
do produto yu ® v é um acoplamento de u e v, que é chamado de acoplamento independente. Este
acoplamento é muito simples mas pelo menos indica a existéncia de acoplamentos.

Exemplo (Acoplamento de Variaveis de Bernoulli)

Sejam X e Y variaveis aleatérias de Bernoulli com pardametros 0 < g < r < 1, respectivamente.
Ou seja,
P[X=1]=qeP[X=0]=1—¢q

P[Y=1]=reP[Y=0]=1—r
com Q=1{0,1} e F =2%.
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o (Acoplamento independente) Um acoplamento de X e Y é (X, Y’) onde X’ LxevLyexe
Y’ sdo independentes. Sua lei é

1-q¢)1-r) (1- CI)T)

P[(X,Y)=(i,j)]= ( q(1—r) qr

o (Acoplamento monétono) Outra possibilidade é escolher U uniformemente em [0, 1] e definir
X" =1y fegq € Y’ = 1y 1eqr- A lei do acoplamento (X”,Y") ¢ entdo

PI(X,Y) = (i,))] = ((1 e r;q)

<

Em aplicacdes, o desafio é encontrar um acoplamento que torne ||P— P/ |tv tdo pequeno quanto
possivel.

13.7 Exemplo
Os acoplamentos nédo sdo unicos. Dois exemplos triviais sio:

N / cp s e /o~ .
o P =P x P’ com P,P’ arbitrarias se e somente se X,X’ sio independentes,

o P =P’ e P aprobabilidade na diagonal se e somente se X = X'

13.8 Exemplo (Passeio aleatdorio enviesado em Z)
Para p € [0, 1], deixe (S,(p)) ser o passeio aleatério em Z iniciado no 0 e com probabilidade p de
saltar para a direita e probabilidade 1 — p de saltar para a esquerda. Ou seja, dado uma sequéncia
infinita de Bernoulli independentes em {—1,1} e de pardmetro p X;,X,,...:

Sn(p):X1+"'+Xn

Assuma 0 < g < r < 1. Usando o acoplamento das variaveis Bernoulli acima podemos construir
um acoplamento entre S(q) e S(r)

Seja (X7,Y/)*°. uma sequéncia infinita de acoplamentos monétonos de Bernoulli i.i.d. com
1271 Ji=1
parémetros q e r, respectivamente.

Seja S, (p) = X[ +--+Xe S.()= Y/ +---+Y, entio (8,(p),5,(q)) é um acoplamento de
(Sn(p),Sn(q)) de modo que S,(q) < S,(p)

13.9 Exemplo (Acoplamento de medidas discretas)
Dadas duas duas medidas discretas u e v.
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Um acoplamento de variaveis aleatorias (X,Y) satisfazendo
P{X=x}=pu(x) e P{Y=y}=»(y).

Dado um acoplamento (X,Y) de u e v, se q é a distribuigéo conjunta de (X,Y) em Q x £, ou seja
q(x,y) =P{X=x,Y = y}, entio:

D,axy)= ) PX=xY=y} =D PX=x]P{Y=y}=pu(x)

YEN YEN yEN

Doaley) =Y PX=xY=y}=> P(X=x}P{Y=y}=(y)

xeN xeN xXeN

Assim, dada uma probabilidade de distribuicio g no espago produto 2% que satisfaz yen q(x,y) =
u(x)e ern q(x,y) = v(y), existe um par de variaveis aleatorias (X,Y) que tem q como uma dis-
tribui¢do conjunta e, consequentemente, esse par (X,Y) é um acoplamento de u e v.

<
Desigualdades
13.10 Proposicao
Seja u e v duas medidas de probabilidade em Q. Entdo
[lu— ||y = Inf{P{X # Y} : (X,Y) é um acoplamento de ue v}
Demonstracao. Paratodo A€ &,
u(A) — v(A) = P[X € A] —P[Y € A] (13.6)
=P[Xe€AX=Y]+P[Xe€AX#Y] (13.7)
—P[Y€AX=Y]-P[Ye€AXF#Y] (13.8)
=P[XeAX#Y]-P[YEAX#Y] (13.9)
<P[X#Y], (13.10)
<

13.11 Exemplo (Acoplamento de variaveis aleatorias de Poisson)
Dado X ~ Po(A;) e Y ~ Po(A,) com A; > A,. Faremos o seguinte acoplamento: deixe ¥ ~ Po(2,),
Z ~ Po(A; — A,) independente de Y e deixe X = Y + Z. Como a soma de variaveis aleatérias de
Poisson é de Poisson, entdo ()A(,?) ¢ um acoplamento e

llux — pyllry SPR#AY]=P[2>0]=1—e M) <2, — 2,
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Acoplamentos Maximais

13.12 Definiciao (Acoplamento Maximal)
Dadas duas u e v duas medidas de probabilidade em 2 e um acoplamento (X,Y) de u e v é dito
acoplamento maximal se

|l = vllry = P{X # Y}

Acoplamentos maximais existem. Por simplicidade, provamos isso apenas no caso finito.
13.13 Teorema (Acoplamentos Maximais)
Suponha que € seja finito e seja & = 2. Sejam u e v duas medidas de probabilidade em . Entio,

[lu— v||rv =P{X # Y} : (X,Y) acoplamento de y e v

Demonstracao. SejaA={x€Q:u(x)>v(x)},B={xeQ:u(x)<v(x)}e

pi= D pCIAYR), ai=) [uE)—v(x)] pi= D [v(x)—p(x)]
X€A

XEQN X€E€B
Comecaremos provando dois fatos:
0P =) AVe)=1—]lu— 7y
oa—p=llu—rlv=1-p

Comecaremos demonstrando o primeiro fato:

20l =Yl = D ;x € QUu(x) = ¥(x) (13.11)
= xeAlu(x) = v(x)]+ Y x € B[v(x) — p(x)] (13.12)

:Zx eA,u(x)+Zx er(x)—Z,u(x)/\ v(x) (13.13)

x€N
=2—Zx€Bu(x)+Zx GAv(x)—Z,u(x)/\ v(x) (13.14)
XEN
= 2—22u(x)/\ v(x) (13.15)
x€N
(13.16)

A demonstragio do segundo fato. A primeira igualdade é imediata e a segunda é a segunda linha
da demonstracédo anterior.

Acoplamento maximal: O acoplamento maximal é definido como:

o Com probabilidade p escolha X =Y de y,;, onde

Ymin(X) = %M(X) Av(x), x€S
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o Caso contrario escolha X de v, onde

() = u(x) — V(X), v eA
1-p
E independente, escolha Y de
va(x) = V(X)—M(X), Y cB
1-p

Dessa forma a distribui¢do de X é
PYmin(2) + (1 = p)yale) = u(x)

De modo anélogo temos a distribuicdo de Y

Finalmente P[X #Y]=1—p = ||u— V||tv

13.14 Exemplo (Acoplamento maximal de variaveis de Bernoulli)
Sejam X e Y variaveis aleatdrias de Bernoulli com pardmetros 0 < q < r < 1, respectivamente. Ou
seja,
P[X=1]=qeP[X=0]=1—¢q

P[Y=1]=reP[Y=0]=1—r
com Q=1{0,1} e F = 2%

Para construir o acoplamento maximal como acima, notamos que: A= {x € Q : u(x) > v(x)} =
{0L,B={xeQ:u(x)<v(x)}={1}e

p=Zu(X)/\V(x)=1—r+q, a=f=1-p=r—gq

x€N

entao
1—r

1-r+q
_q
1—-r+q
ra(0)=1
re(1)=1

Ymin(o) =

Ymin(l) =

Logo a distribuicio do acoplamento maximal (X”,Y”) é

P[(X,Y)=(i,))]= (pym(i)“(o) & _ngzr(f(?)m(l)) (13.17)
:(“6” r;q) (13.18)
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13.3 Aplicacoes

Passeio Aleatorio



Capitulo

Esperanca Condicional

Seja (2, Z,P) um espaco de probabilidade. Suponha que X seja uma variavel aleatoria & -mensuravel
e seja ¥ C F ser uma o-algebra. Associado a sub-o-algebra ¢ temos um novo espaco de probabili-
dade (2, 9,P|y) com P|y a restri¢do de P para 9.

O conjunto de fun¢des mensuraveis e integraveis em relacdo a (2, %,P|y) é menor que o
conjunto de fun¢des mensuraveis e integraveis em relagdo a (£2, Z,P). Assim, de modo geral, a
variavel X ndo precisa ser ¢ mensuravel. E consequentemente a existéncia das integrais da forma

f X dP|4 onde G € ¢ néo pode,em geral, ser verificada.
G

Queremos encontrar uma variavel aleatoria Y que seja 4-mensuravel e que em algum sentido
seja a mais proxima de X. Para isso considere G € ¥, para esse conjunto podemos calcular as

integrais
J X dP f Y dP
G G

como essas integrais representam as médias locais sobre G, uma condi¢fo natural seria exigir que

fXdP=deP
G G

A fungfo Y é uma versdo desfocada de X e representa a "melhor estimativa possivel"do valor
de X, dada a informacéo limitada fornecida por ¢. A funcéo Y esta definida sobre uma colecéo de
eventos menor, mas para esses eventos ela fornece “a mesma informacio” que X.

restricio a 4 : (2, %,P) — (2, 9,Ply) (14.1)

J X dP —> J Y dp (14.2)
G G

228
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Definicao

Seja (2, ¢, P) um espago de probabilidade. Suponha que X seja uma variavel aleatoria mensuravel
9-mensuravel. Seja ¢ C ¥ ser uma o-algebra. A esperanca condicional de X dado ¥, denotada
E[X|¥] é uma variavel aleatoria Y tal que:

Y é ¢¥-mensuravel.

Para G € ¥,

JXdP=J Y dP.
G G

Vamos comecar provando a unicidade.
Teorema
A esperanca condicional de uma variavel aleatoria integravel X se existir é inica (a menos de um
conjunto nulo).

Demonstrag¢io. Suponha queY eY’ satisfagam as propriedades da esperanga condicional. Por
(2.), temos

JYsz J Y’ dP paratodo A€ 9.
A A

Entdo | (Y—Y’) dP = 0 para todo A € 4. Considere o conjunto A, em que Y —Y’ > € para

A
€ > 0. Entao
OZJ (Y=Y)dP>P(A,) €.
A

Entdo, P(A.) = 0 para todo € > 0. Como {Y—Y' > 0} = ﬂ:ilA;. Entéo, a propriedade de
continuidade das medidas de probabilidade implica em ’

P(Y-Y' >0)=0.

Da mesma forma, trocando as funcdes de Y e Y/, P(Y —Y > 0) = 0. Logo Y = Y’ quase certamente

<

Demonstraremos a existéncia da esperanga condicional de modo mais geral na secdo seguinte.
Antes disso vamos ver alguns exemplos nos quais conseguimos mostrar a existéncia exibindo a
variavel aleatoria.

Exemplo
Seja G ser um evento tal que P(G) > 0e ¥ = o({G}) = {0, G, G°,Q}. Entao,

D91 - { gty oo e | =Y

A variavel aleatéria definida acima é uma esperanca condicional.
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Demonstracao. A varidvel Y é ¢-mensuravel, porque {w : Y(w) € B} esta em ¥ para todo
conjunto de Borel B em R.
f X dP = J Y dP
G G

f Xszf Y dP.
Ge Ge

Esse exemplo pode ser generalizado:

E facil ver que

Exemplo
Considere (2, ¢, P) um espago de probabilidade e X uma variavel aleatéria em 2. Suponha que P
seja uma particdo de Q e que o (P) seja a sigma-algebra correspondente.

Entéo E[X|o (P)] é uma funcéo simples, constante em todo conjunto da particdo. E tal que
E[X|¥9](w) = E[X|A], onde A é o conjunto tal que w €A
Veja o exemplo unidimensional da Figura 14.1.

<
Heuristica

Imagine que X seja a variavel aleatoria que mede o quanto de dinheiro uma pessoa tem na sua conta
corrente ao final de cada dia.

Podemos pensar que controlar a quantia de dinheiro diariamente é desnecessario e dessa forma
podemos querer trocar a escala para semanal. Entdo Y sera a variavel que representa a quantia de
dinheiro em cada semana.

Veja que agora temos fundir a informacao de varios dias de modos para determinar quanto
dinheiro temos em cada semana. Nesse caso a esperanca condicional é o tinico modo de aglutinar
essas informacdes preservando as esperangas.

Existéncia e Unicidade de Esperanca Condicional

Existéncia em ¥?

Comecaremos provando a existéncia em um sentido um pouco mais fraco. A vantagem dessa
abordagem é tornar claro a interpretacdo geométrica da esperanca condicional.

Considere o espaco de Hilbert £2(2,.Z,P). A norma no espaco das variaveis aleatérias é
Xl = (B[X*])"/2.
Como é um espaco de Hilbert, a norma é realmente dada por um produto interno, que é

(X,Y) = E[XY].
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— X =E(X | A)
74 — E(X | B)
— E(X|0)

1 1 1 1

; T AL

Figura 14.1: A esperanga condicional em relacdo a uma o-algebra: neste exemplo, o espaco de
probabilidade (2, %, P) é o intervalo [0,1] com a medida Lebesgue. Definimos as seguintes o-
algebras: of = 9 ; 9B é a o-algebra gerada pelos intervalos com pontos finais 0, 1/4, 1/2, 3/4, 1; e
% é a 0-dlgebra gerada pelos intervalos com pontos finais 0, 1/2, 1. Nesse exemplo a esperanca
condicional é efetivamente a média sobre os conjuntos minimais da o-algebra.

Lema

£2(Q, 9,P) é um subspaco fechado de £2(Q, Z,P).

Projecao usando produto interno

H=2%Q,%,P) :

% P(X) := ProjyX

Teorema
Seja (€2, 9, P) um espacgo de medida, e ¢ uma sub-o-algebra de ¢. Seja

P:2%Q,7,P) > £*(Q,9,P)
a aplicacio de projecdo ortogonal. Entio, para qualquer X € £2(Q2, ¥, P), temos:
E[X,9] = P(X).

Demonstraciao. A projecdoem £%(0Q,9,P) é por definicdo uma funcdo ¢-mensuravel.

Além disso para G € ¥,

JXdP=f XJLGdP=J Y]lGdP=f Y dP.
G Q Q G

poisX=Y+ZcomZ L £2%(Q,¥%,P).
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Existéncia em &'

Provaremos agora que a esperanca condicional existe e é tinica em 2. Esse fato é consequéncia do
Teorema de Radon-Nikodym.
14.8 Teorema

A esperanca condicional de uma variavel aleatdria integravel X existe e é Unica (a menos de um
conjunto nulo).

Demonstracao.

Para provar a existéncia, aplicaremos o teorema de Radon-Nikodym. Em primeiro lugar, faremos
o caso para X = 0. Entdo, na notacdo do teorema de Radon-Nikodym para (2, ¢), u = P. E a medida
v é definida como

v(A) := f X dPparaA€ 9.
A
Na verdade, v é uma medida o-finita. Claramente v < u: se A for um conjunto nulo com respeito a
U, entdo a integracdo sobre o conjunto A da zero.

Assim, estamos nas hipo6teses do teorema de Radon-Nikodym. Concluimos que existe uma
fun¢ido mensuravel f tal que

v(A) = J f dP paratodo A€ 9.
A

Esta fun¢do serd nossa variavel aleatéria: Y := f. Essa funcio satisfaz ambas as propriedades que
definem a esperanca condicional. Isso prova a existéncia, para X néo negativa.

Para uma funcio X arbitraria, decompomos X = X* —X~ com X" > 0 e X~ = 0. Encontramos a
esperanca condicional de cada parte. Consideramos

Y, := E[X"|¥]
Y, :=E[X"|¥9],

que existem pelo acima. Entéo, defina Y = Y; —Y,. Entéo, claro, Y é ¢4-mensuravel. A segunda
propriedade segue por linearidade:

JYldP—JYZdP—JX“L dP—fX_dPZJXdP.
A A A A A

Alguns exemplos:

14.9 Exemplo

A o-algebra trivial 4 = {0, Q2}. Nesse caso uma funcio ser ¢¥-mensuravel é uma condicio
forte. A condi¢do 1. implica Y é constante (quase certamente). Na verdade, Y = EX.
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Na verdade, verificamos a condigio 2., ou seja, verificamos que

J(EX)szJXdP
A A

para A = Q. Isso é verdade, uma vez que o lado direito é uma esperanca. Assim, ambos os
lados sdo iguais a EX.

@ Considere a o-algebra completa ¢ = % . Entéo

E[X|9]=X.

A o-algebra discreta. Suponha que Q = | J, © é uma parti¢do de Q tal que P(€;) > 0. Gere
% por esses conjuntos: ¥ = o (2,9, ...). Ento,

E[X|¥9](w) = E[X|Q)(w) para w € Q.

A verificacdo deste item sera deixada como exercicio.

14.2 Esperanca Condicional em Relacdo a uma Variavel Aleatoria

14.10 Definicao
Dadas duas variaveis aleatorias definimos

E[X|Y] := E[X|o(Y)].
onde o(Y) = {{w : Y(w) € B}, B Borel }.

14.11 Exemplo
Por exemplo, se Y é uma variavel aleatéria que toma um conjunto finito de valores yq, ..., y,. Entdo
oY) =0(24,...,9,), onde Q, = {Y = y;}. Entéo, E[X|Y](w) = E[X|Q ](w) para w € .

Em outras palavras, E[X|Y](w) = E[X|Y = y; ], para w € Q.

14.3 Propriedades da Esperanca Condicional

14.12 Proposicao (Linearidade)
E[aX + bY|¥9] = aE[X|¥] + bE[Y|¥].

Demonstraciao. Iremos verificar que o lado direito da expressdo é a esperanca condicional de
aX + bY dada a o-algebra 9. Verificaremos as propriedades:

aE[X|¥] + bE[Y|¥] é 9Y-mensuravel, pois é uma combinagio linear de duas funcdes ¥-
mensuraveis.
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Paratodo A€ ¥,

J(aE[XI%] + bE[Y|¥4]) dP = af
A

E[X|4]1dP+Db f E[Y|¥%] dP por linearidade
A

A

= aJ XdP+ bJ Y dP por definicdo
A A

= f (aX + bY) dP por linearidade.
A

14.13 Corolario
A esperanca condicional é um operador linear em L(Q,.Z,P).

Uma observacédo fundamental a ser feita aqui é a diferenca entre a esperanca, que ¢ um funcional
linear, e a esperanca condicional é um operador linear.

14.14 Proposicao (Monotonicidade)
Se X <Y q.c., entdo E[X|¥] < E[Y|¥4] q.c.

Demonstracao. Considere um evento A € 4. Entdo
[
E[X|9]dP= | XdP
A J

A

< |YdP
J

.
= | E[Y|9]dP
Ja

Portanto, f (E[Y|¥¢]—E[X|¥]) dP > 0 para todoA € ¢ . Portanto, E[Y|¥4]—E[X|¥4] > 0 q.c..
A
<

14.15 Corolario
|E[X|9]| < E[IX| |91

Demonstraciao. Observe X < [X| e —X < [X]. <

Temos também um Teorema de Convergéncia Dominada para Esperancas Condicionais:
14.16 Teorema (Teorema da Convergéncia Dominada)
Suponha que as variaveis aleatdrias X,, convergem para X q.c. e |X,| <Y q.c., com Y integravel.
Entao,
E[X,|¥] — E[X|¥] q.c.
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Demonstracao.

|E[X,|¥]—E[X|9]| = [E[X, —X|¥]|
<E[IX,~X| | 4]
< E[Z,|¥9], onde Z, = sup |X; —X| e claramente Z, .

k>n
Na verdade, Z,, N\, 0 por hipdtese. Queremos mostrar que E[Z,|4] \, 0 q.c.

Pela monotonicidade das esperancas condicionais, temos que E[Z,|%] ndo aumenta q.c. Uma
vez que ndo é negativa, converge para um limite:

E[Z,|9]]Zq.c.

Se Z > 0, E[Z] = 0 implica Z = 0. Entéo, basta mostrar que E[Z] = 0. Para a esperanca,
podemos usar o Teorema de Convergéncia Dominada:

Dessa forma temos 0 < Z <Y + |X| < 2Y. Portanto

EZ=J Z dP
Q

< f E[Z,|9]dP

= EZ,, pela defini¢éo de esperanca condicional.
Como Z,, | 0, o Teorema de Convergéncia Monotona fornece
E[Z,]— 0.
Portanto, E[Z] = 0. <
Proposicao

Se X for ¥-mensuravel, entdo
E[XY|9] =X E[Y|¥]

se XY e X forem integraveis.

Demonstrac¢ao. Verificamos que X-E[Y|¥] é a esperanca condicional de XY dado ¥.
X -E[Y|¥9] é 9-mensuravel, porque X e E[Y|¥] sdo ¥-mensuravel.

Para todo A € ¥, precisamos verificar que

J XE[Y|9] dP = J XY dP. (14.3)
A

A

a) Se X = 1 para B € ¥, entdo (14.3) se torna

J E[Y|<5]dP=J Y dP
ANB ANB

o que é verdadeiro porque ANB € 9.
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b) Se X é uma variavel aleatéria simples, entdo (14.3) é verdadeiro por linearidade (da
integral).

c) Se X > 0, entdo existem variaveis aleatoérias simples X, T X q.c. Em seguida, usamos
(14.3) por X,, e apliquemos o Teorema de Convergéncia Mondtona para completar o
argumento e alcancar (14.3) por X.

d) Para X arbitrario usaremos a decomposicio X = X* — X~ e a linearidade para provar
(14.3).

Isso verifica a propriedade 2..

Essa propriedade se mostrara util quando lidarmos com martingales.

14.4 Esperanca Condicional como Projecao

14.18 Proposicao (Suavizaciao/Elevacao)
Se ¢, C %,, entdo

E[E[X|%]|%,] = E[X|¥9,].
E[E[X|%,]|% ] =E[X|9 ]

Demonstracio. Seja ¥ C %,.

Y = E[X|¥%; ] é ¢ -mensuravel. ¥; C %,, portanto, também é %,-mensuravel. Consequente-
mente
E[Y|%]=Y

Queremos mostrar que E[X|%; ] é a esperanca condicional de E[X|%,] dado ¥;.

a) Na verdade, E[X|%; ] é %;-mensuravel.

b) Para A € ¥, queremos mostrar que

JE[XI%]szJE[XI%]. (14.4)
A A

O lado esquerdo é a integral de X em A. O lado direito também pois A € ¥; € %, a
definicdo de esperanca condicional mostra que ambos os lados de (14.4) sdo iguais a

JXdP.
A

Assim, (1.) e (2.) sdo verdadeiras.
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Corolario

Ou seja, o corolario anterior mostra que a esperanga condicional P : X — E[X|¥] é uma projecéo
linear, isto é P2 = P em L(£2,%,P) o subespaco de todas as variaveis aleatorias ¥-mensuréaveis.
Teorema (A esperanca condicional é o melhor estimador)

Para qualquer variavel aleatéria ¢-mensuravel Y, temos

E[X —E[X|¥4]]?> <E[X—Y]2 (14.5)

Em outras palavras, para qualquer outra variavel aleatéria ¢-mensuravel, o erro quadratico sera
pior.

Comecaremos provando alguns fatos geométricos Primeiro provaremos que o erro X — E[X|¥]
é ortogonal & £2(Q,9,P).

Proposicao (Ortogonalidade)
X—E[X|¥] é ortogonal a £%(,%,P), ou seja, para todo Z € £2(Q,9,P), temos EZ(X—E[X|¥]) = 0.

Demonstracao. Na verdade, EZ(X — E[X|¥]) = EZX — E[ZE[X|¥]). Uma vez que Z é ¥-
mensuravel, podemos coloca-lo no interior do lado direito (uma vez que atua como uma cons-
tante). Assim, a expressdo é = EZX — E[E[ZX|¥4]). Pela propriedade de suavizacdo, temos que
=EZX—EZX =0. <

Como consequéncia temos uma nova demonstracdo do seguinte fato:

Corolario
A esperanca condicional E[ - | 4] é a projecéo ortogonal em £2(£2,.Z ,P) para o subespaco £2%(Q,%,P)
de todas as variaveis aleatdrias ¢-mensuraveis.

Demonstraciao. Agora provaremos o Teorema 14.20

Seja Y € £%(Q,9,P). Desejamos mostrar que E[X —Y]? > E[X — E[X|¢])?. Como

E[X|9]+2Z)?, Z=E[X|¢9]-Ye2%*(Q,%,P)

E[X—Y]* =E[X
E[X —E[X|9])? + EZ% + 2EZ(X —E[X|¥4])

[X

O segundo termo néo é negativo e o terceiro termo ja demonstramos ser zero. portanto
E[X—Y]?> > E[X—E[X|¢9])%

Isso completa a prova. <
Acabamos de demonstrar o Teorema de Pitagoras.



Apéndice

Integral de Riemann-Stieltjes

Lembre-se do calculo de que se f for continua no intervalo [a, b], entdo definimos a integral Riemann
de f em [a, b]como:

b n
J f)dx = lim > f(xf)Ax (A1)
a n—oo =
onde Ax = b—;a e x;[xy_1, X ] para cada subintervalo k € {1,2,...,n}. Se o limite acima existe,

b
escrevemos fa f(x)dx =A.
. ~ . , ~ b
Geometricamente, se f for uma fung¢io positiva e continua em [a, b], entdo fa flx)dx =A
representa a area abaixo do f, acima do eixo x, e delimitado pelas retas x =a e x = b.
Vamos agora olhar introduzir um conceito mais geral de integral denominada Riemann-Stieltjes.

Definicdo (Riemann-Stieltjes)

Deixe I = [a, b] ser um intervalo fechado e deixe f, a serem func¢des definidas em [a, b]. Além disso,
deixe P = {a = x¢, X1,...,x, = b} € P[a,b] e para cada k € {1,2,...,n} deixe t; € [x;_1,x,] (0
k™ subintervalo de [a, b] em relacfio 4 particio P) e deixe a; = a(x;) — a(x;_1).

A soma de Riemann-Stieltjes com relagio a particdo P e as funcdes f e a é definida como

S(Bf,0) =) f(ti)Aa.

k=1

A funcio f é dita ser Riemann-Stieltjes integravel em relacdo a a em [a, b] se existir L € R tal
que para cada € > 0 existe uma partigdo P, € #[a, b] tal que para todas as parti¢des P mais finas do
que P, (P, C P) e para qualquer escolha de t; € [x;_;, X ] nos temos que | S(P, f,a)—L |< €. Se tal

b
L € R existe, dizemos que esta integral de Riemann-Stieltjes existe e escreve f flx)da(x)=1L.
a
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As vezes, a notacio "f € R(a) em [a, b]"sera usada para indicar que f é Riemann-Stieltjes
integravel em relagdo a o em [a, b].

b
Se o limite L existe, a notacdo abreviada J f da = L também sera usada.
a

Além disso, a notacdo f € R(a) em [a, b] significa que f é Riemann-Stieltjes integravel em
relacdo a a no intervalo [a, b].



B.1

Apéndice

Historia da Teoria da Medida no século
XX

Esse texto é a tradugio de um trecho do artigo Historia da Teoria da Medida no século XX de Maurice
Sion [34].

Medida

A nog¢ido matematica de medida pretende representar conceitos como comprimento, area, volume,
massa, carga elétrica, etc., do mundo fisico. Os objetos a serem medidos sdo representados por
conjuntos e uma medida é uma funcéo aditiva de conjuntos, ou seja, o valor que atribui a unifo de
dois conjuntos disjuntos é a soma dos valores que atribui a cada um dos conjuntos.

Exemplos concretos de medidas e de métodos para calcular a medida de conjuntos especificos
sdo tdo antigos quanto a histéria registrada. A teoria foi introduzida pela primeira vez pelos gregos
antigos como parte do desenvolvimento de um sistema numérico. Uma teoria mais sistematica
apareceu na forma de integracéo no calculo de Newton e Leibniz, na segunda metade do século
17. Nesta teoria o grafico de uma funcéo f é usado para descrever a fronteira de um conjunto cuja
medida ¢é a integral de f. O teorema fundamental do calculo estabeleceu a conexéo entre a integral e
a derivada, ou seja, da area com a taxa de variacdo, e forneceu uma nova e poderosa ferramenta
para a computacdo e o estudo das propriedades de medidas.

No século 19, motivado em grande parte pelo trabalho de Fourier sobre a teoria do calor que
exigia a integracdo de expressdes mais complicadas do que as até entdo consideradas, foi levado a
cabo um programa para reexaminar as no¢des de funcéo, continuidade, integral e derivadas. Tal
tarefa foi empreendida por alguns dos principais matematicos da época. Isso levou a uma definigéo
geral de integral por Riemann no meio do século, mas também gerou a percepcdo de que o teorema
fundamental do calculo, bem como outros teoremas extensivamente usados no intercAmbio da
ordem de integracido com as operagdes limite ndo eram validos, sem inimeras hipoteses. Esse estudo
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levou também ao interesse por conjuntos muito mais complicados do que os que ja haviam sido
considerados, conjuntos estes que nio eram descritos por condi¢des geométricas ou fisicas intuitivas
mas sim indiretamente por expressdes analiticas. Por exemplo, o conjunto de todos os pontos em
que alguns funcdo dada é descontinua.

Como resultado, da generalidade das funcdes e conjuntos que agora precisavam ser incluidos, a
teoria da medida ou a integracéo ja nio tinham a simplicidade e facilidade de aplicagéo que prevalecia
na defini¢do mais elementar do passado. O trabalho nesta area, na segunda metade do século, estava
preocupado principalmente com a busca de uma nog¢ido mais adequada de medida e integral, que
renderia teoremas mais simples e mais poderosos.

Foi apenas nos dltimos anos do século 19 que E. Borel, finalmente, introduziu uma nocéo de
medida na reta real, o que levaria a uma das teorias mais belas e mais amplamente utilizada na
matematica. O desenvolvimento desta teoria, principalmente por H. Lebesgue nos estagios iniciais,
e suas aplicacdes subsequentes para quase todos os ramos de analise e as principais areas da fisica
constituem uma das partes mais importantes da historia da matematica no século 20.

Medida de Borel

Em 1898 Borel estendeu a no¢do de tamanho de intervalos para o conceito de uma medida sobre uma
ampla classe de conjuntos na reta real, que tem propriedades particularmente desejaveis. Esta medida
é agora denominada como medida de Borel. Sua principal ideia nova foi a nocéo de aditividade
enumeravel. Uma funcio de uma familia de conjuntos é enumeravelmente aditiva se o valor que esta
atribui a unido de uma sequéncia infinita de conjuntos disjuntos é a soma dos valores que atribui a
cada um dos elementos da sequéncia.

Comecando com a familia de intervalos e a fun¢éo que atribui a cada intervalo de seu compri-
mento, ele utilizou recursio para ampliar passo a passo o dominio de defini¢do da funcéo, adicionando
em cada cenarios conjuntos cujo complemento foi previamente definido ou que sio a unido de uma
sequéncia de conjuntos disjuntos anteriormente definidos.

A familia resultante no final é estavel sob as operagdes de complementacéo e unides enumeraveis
e a medida resultante é contavelmente aditiva. Agora, qualquer familia de conjuntos em qualquer
espaco com estas propriedades é chamado de uma familia Borel.

Medida e Integracao de Lebesgue

Em sua famosa tese publicada em 1902, Henri Lebesgue simplificou e generalizou a definicdo de
medida de Borel e desenvolveu uma teoria de integragio e diferenciacio em que grande parte da
analise dias atuais repousa.

Restringindo-se primeiramente aos subconjuntos de intervalo unitario e partindo de que um
conjunto aberto é uma unido disjunta de uma seqiiéncia de intervalos, ele definiu a medida de um
conjunto aberto como a soma dos comprimentos desses intervalos. Como um conjunto fechado é o
complemento de um conjunto aberto, ele definiu a medida de um conjunto fechado como 1 menos a
medida de seu complemento. Em seguida, ele definiu a medida exterior de qualquer conjunto como
o infimo das medidas de conjuntos abertos que o contenham e a medida interior do conjunto como
o supremo das medidas de conjuntos fechados nele contidos.
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Se a medida exterior e interior de um conjunto coincidem, este é chamado mensuravel e sua
medida é este valor comum. Ele mostrou que a familia de conjuntos mensuraveis contém os
conjuntos de Borel e que sua medida concorda com medida de Borel sobre a conjuntos de Borel. Sua
medida também ¢é contavel aditiva e a familia de conjuntos mensuraveis ¢ um sigma algebra. Ele,
entéo, estendeu essa medida para toda a linha real e, por analogia, introduziu medidas similares em
espagos euclidianos de dimens&o superior para representar a area no plano, o volume no espaco
tridimensional, etc.

Voltando a integracdo, ele primeiro definiu a integral de uma funcio positiva sobre os reais como
a medida da regido bidimensional sob o seu grafico, em seguida, a integral de qualquer func¢édo como
a diferenca das integrais da parte positiva e negativa. Ele chamou uma fun¢io de mensuravel se a
imagem inversa de um intervalo é um conjunto mensuravel e, em seguida, provou que a integral de
uma fun¢do mensuravel limitada em um intervalo limitado existe. Assim, ele ampliou a integral de
Riemann adequando o processo de integracdo a uma classe mais ampla de funcdes.

Depois de verificar propriedades algébricas elementares da integral, ele provou um dos resultados
mais profundos da anélise, o0 Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue: se uma seqiiéncia
de funcoes integraveis converge para uma funcéo integravel entéo a integral do limite é o limite das
integrais

Em 1904, voltando sua atencao para a diferenciacéo, ele recuperou o teorema fundamental do
calculo de uma forma particularmente simples. Dizemos que uma afirmacéao é verdadeira quase
sempre, se o conjunto de pontos em que nao é verdadeira tem medida zero. De posse desse conceito
Lebesgue primeiro provou que uma fun¢do mondtona, e, portanto, a soma ou a diferencga de duas
func¢des monodtonas, é diferenciavel em quase todo ponto. Em seguida, ele mostrou que a integral
indefinida de uma funcéo é diferenciavel em quase todo ponto.

Finalmente, ele caracterizou todas as func¢des que podem ser expressas como integrais indefinidas:
essas fungdes sdo absolutamente continuas, funcdes estas introduzidas anteriormente por G. Vitali.
Uma funcéo é absolutamente continua se a sua variagéo total num conjunto aberto tende a zero a
medida que a medida do conjunto aberto tende a zero.

Agora, uma funcéo cuja variagio total é limitada é a diferenca de duas fungdes monoétonas e,
portanto, é diferenciavel quase todos os pontos. No entanto, a integral indefinida de sua derivada ndo
precisa ser igual a ela. A diferenca é caracterizada pelo fato de que sua derivada é zero em quase todos
os pontos. Funcdes com esta propriedade sdo chamadas singulares e ndo precisam ser constante,
e na verdade, elas podem assumir todos os valores em um intervalo. Lebesgue mostrou que uma
funcédo de variagdo limitada pode ser decomposta em uma soma de uma funcio absolutamente
continua e de uma funcéo singular. Este é o famoso teorema de decomposicdo de Lebesgue.

Assim, nos primeiros anos do século, Lebesgue estabeleceu as bases de uma teoria da medida e
integragdo na reta real, que alargou o Ambito do calculo de uma forma inimaginavel antes dele e que
recuperou a liberdade para operar com integrais, derivados e limites com um minimo de restrigdes
naturais e simples. As proximas décadas foram para testemunhar o crescimento explosivo do campo,
as aplicacdes cada vez mais amplas destas ideias para outras areas, e o desenvolvimento novos ramos
da matematica inspirado por essas nocdes e resultados.
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Probabilidade

Até o advento da teoria da medida o campo de probabilidade foi principalmente uma colecéo de
problemas de azar e de métodos ad hoc para resolvé-los. O interesse de matematicos nestes problemas
remonta a Pascal e Fermat no século 17. No entanto, ndo havia nenhuma teoria geral, nem boas
defini¢des fundamentais em que se basearem. Esta é uma das principais realiza¢des do século 20 e é
inteiramente devido ao desenvolvimento da teoria da medida.

O uso de uma medida para descrever a probabilidade foi feita por E. Borel na virada do século.
Em 1920-1923 N. Wiener construiu uma medida sobre o espa¢o de curvas continuas para representar
a probabilidade que descreve o movimento de particulas suspensas num fluido conhecido como
movimento Browniano. Este fendmeno tinha sido objeto de estudo por fisicos ha algum tempo e de
tratamentos matematicos por A. Einstein e por M. Smoluchowski por volta de 1905. A ideia de usar
uma medida em um espago tdo complicado para descrever um fenémeno fisico abriu totalmente
novas perspectivas. Esta medida, agora referida como medida de Wiener, eventualmente, levou ao
estabelecimento de uma teoria geral da probabilidade e de processos estocasticos nas préximas duas
décadas.

Em 1930-1933 A. Kolmogorov lancgou as bases formais para a teoria da probabilidade O espaco
basico é um conjunto que representa todas as possibilidades do fenémeno a ser estudado. Um evento
¢ um subconjunto deste espago e uma probabilidade é uma medida positiva em uma algebra de
eventos que atribui o valor 1 para todo o espaco. A variavel aleatoria é uma fungdo mensuravel
neste espaco e a sua expectativa média é a integral dessa funcdo. Assim, a teoria das probabilidades
foi incorporada na teoria da medida e, assim, entrou na corrente principal da matematica. Por um
lado, isso permitiu probabilidade de crescer e ampliar seu campo de aplicacdes em novas direcdes,
desde a estatisticas até a teoria de potencial da fisica matematica, enquanto por outro lado, motivou
o estudo de problemas e utilizacdo de métodos de campos totalmente diferentes.

A medida de Wiener e o trabalho pioneiro relacionado de Paul Levy na década de 1920 e 30,
eventualmente, levou ao nascimento de um ramo de probabilidade conhecida como processos esto-
casticos, estabelecida inicialmente principalmente por JL Doob. Trata-se de medidas de probabilidade
em espacos de dimensdo infinita, como espacos de curvas. Esta area tem experimentado extraordi-
nario crescimento na segunda metade do século e tem encontrado aplicacdes a problemas em quase
todos os ramos de analise, nas ciéncias sociais, bem como nas ciéncias fisicas. Ela esta preocupada
principalmente com a evolucido de um sistema no tempo. O sistema é representado por um ponto em
um espaco S, o qual pode ser bastante complexa dependendo do fenémeno em estudo, e a evolucéo
no tempo por uma curva no espago S. A lei que rege esta evolugio é representado por uma medida
sobre o espaco das curvas. A construcido de uma dessas medidas a partir de algumas observacdes
primitivas ou pressupostos é geralmente um grande problema fundamental. Uma vez obtido, esta
medida torna-se uma das ferramentas mais eficazes para estudar o fendmeno.
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Respostas dos Exercicios
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