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Representacao Matricial dos Ho-
momorfismos




Teorema

Suponha que V e W sejam espacos vetoriais tais que dimV = n e dim W = m.
Sex={xX,,...,Xp} foruma basedeVey={y,,...,yn} foruma base de W
entdo o par (X,Y) determina uma transformacao linear

[ ]M : Hom(V, W) — My »(K)

definida como T — [T],, onde [T],, = ([T(Xx:)ly | --- | [T(xa)]y) € a matriz
cuja i-esima coluna é o vetor [T(x;)], Aléem disso, o diagrama comuta
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Matriz da Transformacao Linear

Definicao (Matriz da Transformacao Linear)
A matriz [T], , € denominada a matriz da transformacgdo linear T em relagdo
as bases xe .
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Como as setas verticais no diagrama e [ - |, , sao isomorfismos, V, W, Hom(V, W)
e T geralmente sdo identificados com Ky, Ky, Mm n(K) € A = [T],

7!‘
Assim, a distincao entre uma transformacao linear e uma matriz é
frequentemente obscurecida na literatura.



Exemplo

Seja V = K;[x] o espago de todos os polindmios de grau menor iguala 3. O
operador de diferenciacao formal D mapeia V em V, pois a derivagao diminui os
graus dos polinomios. Seja B = (p., P2, P53, P,) = (1,%, X%, X3) a base ordenada
canonica de V. Entao

Dp, = o, Dp, = op, + Op, + Op3 + Op,
Dp, =1, Dp, = 1p. + Op, + Op + Op,
Dp; = 2x, Dp; = op, +2p, + Op; + Op,

Dp, = 3%*, Dp, = Op + 0p, +3p; + 0p,



e logo a matriz de D na base ordenada B

[D]g =

O O O O
o O O -

O O N O

O w O O



Corolario
Seja v, w sejam bases para V e W, respectivamente. Seja T,S in Hom(V, W).

Entao

[1] [Ty, w = C[T]y, w
(2] [T+ Sl w=[Tly, w+ [S]v. w-



Sejam A uma matriz m x n com colunas a,,a,,...,a,eec= | _ | um vetor

em K,. Entdo, o produto de A por x é
AX — X1a1 +X232 + ct +Xnan.

Uma consequéncia imediata dessa representacao é



Teorema

Seja V um espaco vetorial dimensional n com base v, W um espaco vetorial
dimensional com base w e T : V — W uma transformacao linear. Entdo, para
um vetor arbitrariov € V

[T(W)]w = [Ty, w [V]v-



Produto de Matrizes

Seja A uma matriz m x n com colunas a,,a,,...,a, e Ba p x m matrix. Entao, o
produto de B e A é definido como a matriz p x n cuja coluna j é Ba;. Portanto,

BA = (Ba,Ba,dots Bay) .



Matriz da Composta

Teorema
Sejam V,W, X espacos vetoriais finito dimensionais com bases v, w ex
respectivamentee T :V — WeS: W — X transformacoes lineares. Entao

[SoTly, x = [Slw x[Tlv w



Para esse fim, calculamos o vetor de coordenadas de (S o T)(v;) em relagao a
base x. Vamos definir [T]y, w = A e [S]w, x = B. Pela definicao de composicao

(SoT)(vj) = S(T(vy)) .

Tomando vetores de coordenadas, obtemos
[(S o T)(v))lx = [S(T(v;))]x.

Segue que
[S(T(v))]x = BT(V))]w-



Pela definicao de [T],, w, Segue-se que
[T(V])]W - ajv

e, portanto, a j-ésima coluna de [S o T](v, X) é Ba;.



Essa € a motivagao para o produto de matrizes!!!



Mudanca de Base

A representacdo matricial [T],, de T depende, é claro, das bases especificas x e
y escolhidas. E facil acompanhar como [T],y muda comxey

Teorema (Mudanca de Base)

Seja V e W os espacos vetoriais de dimensao finita sobre K das dimensoes n e
m, respectivamente. Suponha que X e x’ sejam duas bases de Ve Yy e Y’ duas
bases de W. Entao, para cada T € Hom(V, W), temos

[T]K,L' = MLY' [T]g,x M);): (1)



Ja observamos que as matrizes de mudanca de bases sao invertiveis e,

consequentemente, todos os termos da equacao 1fazem sentido.

Para ver que 1 é de fato verdadeira, considere o seguinte diagrama:
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O diagrama 2 & composto de nossas partes, que rotulamos como [1],[2],[3],[4}

Logo os diagramas|[1],[ 2 | sao comutativos.
Por resultados anteriores, os diagramas (3] sao comutativos. Segue-se que

todo o diagrama 2 & comutativo. Em particular, Myy [T], , = [Ty, Mx
Resolvendo esta equagao para [T], , temos 1.



Exemplo

Seja V = K;[x] o espago de todos os polindmios de grau menor iguala3eD o
operador de diferenciagao.

Sejam B = (p1, P2, P3, Pu) = (1,X, X%, x3) e
C=1(91,92,95,9,) = (1,(x — 1), (x — 1)?,(x — 1)3) duas bases ordenadas de D.
Entao

G+ = Ppa

G2 = —1Pp1 + P2

Qs = P1—2P> + Ps

4y = —1Pp1 + 3P2 — 3P3 + Ps-



Por um video anterior temos que as matrizes de mudanca de base sao

1 -1 1 —1 11 1 1
o 1 -2 3 o1 2 3

MB: MC:
- o o 1 -3 - 0O 0 13
O 0O O 1 O 0 0 1

Sabemos que:
0100
0O 0 20
[Dle =
O 0 0 3
0O 0 0O



A matriz de D na base ordenada C sera

[D]c = Mgc[D]s Mcs

11 1 —1 0100 11 1 -1
o1 2 0020 o 1 -2 3
| o o 1 0 0oO0 3 o o 1 -3
(000 0 00O O 0 0 1
(01 0 0
oo 20
| o oo 3
0000

Logo D é representado pela mesma matriz nas bases ordenadas B e C.



E claro que poderiamos ter visto isso diretamente, pois

Dg1 =0
Dgz = 0
Dg; = 2g,

Dg, = 3g;.



Comentarios Finais.



