Lista O

Conjuntos e Fungoes e Relagoes

Exercicio 1. Sejam A, B, C' conjuntos. Prove as
seguintes afirmagdes

a) ANA=A

b) AUA=A

¢) ANBCB

d) ACAUB

e) ANBEAUB

f) AUP=A

g) ANP=0

h) AU(ANB)=A

i) B—(B—A)=ANB

j) AU(BNC)=(ANB)N(ANC)
k) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

1) P(A)NP(B)=P(ANB)

Exercicio 2. Dados A, B, C, D conjuntos. Prove
as seguintes afirmagoes:

a) Se ACBeBCC entao ACC

b) Se ACBeCCD entao AUCCBUD.
c) (A9 =4

d) (AnB)¢=A°UB¢

e) AC B¢ se e somente se ANB =

f) Se P(A)="P(B) entdo A= B.
g) AC B se e somente se AUB=DB.

h) A C B se e somente se P(A) CP(B).

i) Se ANB=ANCe AUB=AUC entao
A=B

j) A— B C B se e somente se A—B=1{)
k) P(A)UP(B)CP(AUB)
Exercicio 3. Prove ou dé um contra-exemplo
a) Se BCC entdo A x BCAxC
b) Se ACBe(CCDentao AXxCCBXD
c) Ax(BUC)=(AxB)U(AxC(C)
d) Ax(BNC)=(AxB)Nn(AxC(C)
e) Ax(B-C)=(AxB)—(AxC(C)
f) Se ANB=0 entao (AxC)N(BxC)=0

g) Se Ax BCAxC entao BCC

Exercicio 4. Dado uma fun¢do f: A — Be X,
YCAe Z,WCB. Prove que:

a) Se X CY entdo Im f(X) CIm f(Y).

b) Im f(XUY)=1Im £(X)UIm f(Y).

c) Se f & injetora entdo Im f(X N Y) =
Im f(X)NIm f(Y). Mostre que a igualdade
é falsa sem a hipotese de f injetora.

d) Se ZCW entdo f~1(Z)C f~1(W)

e) X Cf1(f(X))

f) Se f é sobrejetora entao f(f~1(2))=2

Exercicio 5. Dado um conjunto ndo vazio A.
Mostre que:

a) Se R = AxA, entdo R é reflexiva, simétrica,
transitiva e completa.

b) Se R = @ entdo R é simétrica, transitiva
assimétrica, antissimétrica.

¢) Se R={(a, a)lacA} entdo R & uma relagao
de equivaléncia e antisimétrica.

Exercicio 6. Prove ou fornega contraexemplos:
a) R é completa =R é reflexiva

b) R transitiva e irreflexiva = R é antisimé-
trica



¢) R é reflexiva = R néo é antisimétrica
d) R ¢é assimétrica = R nao é transitiva

e) R é uma ordem parcial = R ¢é antisimé-
trica e assimétrica

Exercicio 7. Dé exemplos se possivel de relagoes
R que sdo

a) Reflexivas e Simétricas mas nao transitivas
b) Simétricas e transitiva, mas nao reflexivas
¢) Simétricas e antisimétrica

Exercicio 8. Seja 7Z o conjunto dos conjuntos
naturais e melN. Definimos a seguinte relacao

R={(z,y):m|(z - y}.

Neste caso escrevemos x = y(mod m), x é congru-
ente a y modulo m.

1. Ache [3]3[2]3 [5]s

2. Ache duas solugbes das seguintes equagoes:
a) x=3(mod 14)
b) x2=2(mod7)
c) r2=3(mod?7)

3. Dado meN. Mostre que z, y, z€eZ, x

y(mod m) entdo z + z = y + z(mod m) e
xz =yz (mod m).

Exercicio 9. Dados A, B, C conjuntos e R uma
relagdo entre A e B e S uma relagdo entre B e C.
Entao

(SoR)"1=R-1oS5-!

Exercicio 10. Dado II uma particao de um con-
junto nao vazio A. Entdao A/Il é uma relagdo de
equivaléncia em A.

Exercicio 11. Dado R uma relacao de equiva-
lencia em A. Mostre que A/[A]r=R.

Exercicio 12. Dado @ = (a, b) com a, beZ. Defi-
nimos a relagdo R em Q por

(a,b)R(c,d)seead=cb

1. Mostre que R é uma relacao de equiva-
léncia.

2. Ache trés elementos em [(1,3)]r

3. Mostre que VneZ, n #+ 0, [(z, y)lr = [(nz,
ny|g.

4. Seja O a operagéo binaria em [Q]g definida
por:

[(z, y)]rRO[(m, n)]r = [(xm, yn)]r
Mostre que a operacao estd bem definida,

Le., se [(:17, y)]R: [(Zv w)]R € [(mv n)]R: [(p,
q)]r entao

[z, )] rO[(m, n)]r= (2, w)]| rO[(P; @)] r-

5. Desta vez tentamos definir uma relagao
binaria @ em [Q]r por:

(@, Y)]r®[(m,n)]r=[(x+m,y+n)]r

Mostre que @ nao estda bem definida, ou
seja nao é realmente uma operacao binaria

em [Q]R

6. Seja H a operagao binaria em [Q]g definida
por:

[(z, y)]rE [(m,n)]r=[(zn+ym,yn)|r
Mostre que a operacao esta bem definida.

7. O que é Q7



