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2 Anélise Vetorial, 13/07/2010

1 Algebra Linear.

Defini¢ao 1 Seja V um conjunto (“os vetores”) com uma operagdo + : V x V — V (a “adigdo
de vetores”) e - : R x V' — V (“multiplicacdo de vetores por escalares”). V é chamado de espago
vetorial (ou espago linear) se para todos u,v,w € V e s,t € R vale:

ut+tv=v+tu
ut+(v+w)=(ut+v)+w

(comutatividade); (

( (

(s+t) - u=s-u+t-u (dlstrlbutlmdade) (3
(— (

( (

(

associatividade);

t-(u+v)=t-u+t-v — )
s-(t-u)=(st)-u associatividade);
1l-u=mu.

Ademais, existe um vetor distinguido, 0 (“o vetor nulo”), t.q. w + 0 = u para todos u € V, bem
como para cada v um vetor —v, tal que v + (—v) = 0. O

Wy

E costume deprezar o e escrever tu em vez de ¢ - u. Os numeros reais, neste contexto, sao
frequentemente chamados de “escalares”. Os elementos de um espago vetorial sao chamados de
“vetores”. Uma soma de vetores da forma

n
Ztiui::t1u1+---+tnun

é chamado combinacdo linear dos vetores uq,...,u,. O conjunto de todas combinagoes lineares
dos vetores uy, ..., u, é chamado o gerador (ou a varredura linear) deles, denotado por
n
span{uy,..., Uy} = {Ztiui, tieR}. (7)
i=1
Defini¢ao 2 i) Um conjunto {u1, ..., u,} é chamado de linearmente independentese y ;| t; u; =
0 implica t; = --- = t,, = 0. No outro caso, ele é chamado de linearmente dependente.
74) Um conjunto {ai,...,a,} de vetores é uma base de V se ele é linearmente independente e
a sua varredura coincide com V. O

Teorema e Definicao 1.1 Cada espaco vetorial possui uma base. Todas bases de um dado espaco
vetorial V' tém a mesma cardinalidade. Esta cardinalidade é chamada a dimensao de V.

Dada uma base {ai,...,a,}, cada vetor v em V possui uma tnica decomposigao

b= va. ®)
=1

Os coefficientes v’ sio chamados as componentes (contravariantes) do vetor v com respeito & base
{ai,...,a,}. Eles claramente dependem da base, e agora discutiremos como eles se transformam
sob uma mudanca de base. Supomos entdo que {ai,...,a,} é uma outra base, e sejam ¥’ as
coordenadas (=componentes) correspondentes do vetor v, i.e. v = > v'a;. Cada @; possui uma
decomposigdo com respeito a base {ai,...,a,}:

dj = Z A; a;. (9)

(a; pode ser encarado como a imagem de a; sob uma aplicac@o linear A definida pela propria
equagio acima: a; = Aa; =y ", Aa;.)

Lema 1.2 (Mudanca de Base) Sejam as duas bases relacionadas conforme (9). Entdo vale

v =Y AL, (10)
j=1
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Observe que as componentes v* de um vetor transformam numa maneira “contraria” & trans-
formacao dos vetores da base. Dahi provem o nome “componentes contravariantes”.

Demonstragao.
n n n n n
— 5 a. — 57 s — 159
’U—E va]—g v E Ajal— (E Ajv)al.
j=1 j=1 =1 =1 j—=1
PN fizg
Isso mostra que v* = ., Aj07, como afirmado. O

Uma aplicacao ¢ : V' — W entre dois espacgos vetoriais V, W é chamada linear se ela satisfaz

o(su +tv) = sp(u) + to(v). (11)

Se ela é bijetor, ela é chamada de isomorfismo linear. Se existe tal aplicagao, os espagos V e W
s@o chamadas de isomdrficos. Observe que, dada uma base {a1,...,a,} de V, a aplicagdo

1 n
v (V... 0", (12)
onde v" sdo as componentes de v com respeito & base {aq,...,a,}, é um isomorfismo linear entre

V e R™.

Produto Escalar.

Definigao 3 Uma aplicagao - : V' x V' — R é chamada de produto escalar se ela é

simétrica: u-v=v-u (13)
bilinear: (su+1tv) w=s(u w)+tv- w); (14)

positiva definida: u-u >0, (15)
u - u = 0 se e somente se u = 0. (16)

a

(Por causa da simetria (13), a linearidade (14) também vale no segundo argumento.)
Um espaco vetorial com produto escalar é chamado de espago euclideano. Ele possui uma

norma, definida por
Jull == vVu-u =0, (17)

satisfazendo |[tu|| = [¢] ||u|]. O tnico vetor com norma zero é o vetor 0. Verifique-se que para dois
vetores u e v ortogonais, ie. u - v = 0, vale o “Teorema de Pitadgoras”:

lu+o]* = [Ju]? + (o] (18)
Se u - v = 0, nés chamamos os vetores u e v de ortogonais, em simbolos
u | v.

Para um subconjunto U C V, o conjunto de vetores que sao ortogonais a todos vetores em U é um
subespaco linear, chamado do complemento ortogonal a U, em simbolos U~:

Ut :={veV:v u=0vucU}.

Um conjunto de vetores {uq,...,u,} é chamado de sistema ortogonal se eles sdo mutualmente
ortogonais, i.e. u; -u; = 0 se i # j. E simples verificar que um sistema ortogonal sempre é
linearmente independente. O conjunto é chamado de sistema ortonormal (ou SON) se em adicao
todos u; sao normalizados, i.e. tém norma 1. Isto pode ser caraterizado em simbolos por

u; - Uj = (51']',
onde d;; é o chamado simbolo de Kronecker:

1, sei=1],

0ij ;:{ S
0, sei#j.
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Um conjunto de vetores {ey,...,e,} é chamado de uma base ortonormal (ou BON) se ele é uma
base e também um sistema ortonormal. Em outras palavras, se ele é um SON é o gerador dele
coincide com o espaco inteiro, V. Lembramos que as componentes v’ de um vetor v € V com
respetio a base sao definidos pela decomposigao

v= Zviei. (20)
i=1

Lema 1.3 As componentes v* de um vetor v com respeito a uma base eq, ..., e, ortogonal sdo
dadas por
. e; v
vt = (21)
e

Se a base for uma BON;, entéo claramente v* = e; - v.

Demonstrag¢do. Supomos que os vetores ey, . .. , €, sd0 um sistema ortogonal, i.e., e;-e; = |ley H25ki.
Multiplicando os dois lados da eq. (20) por e; d&

n ) n )
er-v=> vep-ei=» vel b =vF|ex].
=1

i=1
U

O exemplo principal de um espago euclideano é o R", cujos elementos denotamos por n-uplas

ordenadas, e.g. € = (z',...,2"). O produto escalar ¢ dado por

n
(.. 2™ - (. y") = Zmiyi.
i=1

A chamada BON candnica do R™ sao os vetores (1,0,...,0), (0,1,0,...,0), ..., (0,...,0,1). Qual-
quer espago vetorial euclideano V' de dimensao n é isomérfico ao R™ (i.e., pode ser identificado
com o R™). A saber, o isomorfismo linear definido na eq. (12) preserve o produto escalar se a base
(qual referem as componentes) for uma BON:

n
u.v:Zuivi: (ulv“wun)'(vlv"'vvn)?
=1

onde u’ e v’ sdo as componentes de u e v com respeito & BON.

Lema 1.4 (Projecao) Seja U C V um subespago linear. Entdao, cada v € V tem uma tnica
decomposicao
vV = v + V2 com v, €U evy €U . (22)

O vetor vy é determinado pela sequinte férmula. Seja {ei,...,e,} uma BON deV t.q. e1,...,e, €
U. Entao,

T

v = Z(ei -v)e;, €U (23)

=1

O vetor v; é chamado de projecio de v sobre U, em simbolos v; =: Pyv. Como (U1)t =U, a
decomposicio (22) pode ser encarada como v = vy +vs com vy € UL e vy € (UL)1, entdo vy é a
projecdo de v sobre UL: vy = Pyiv. Isto implica que

Py+Py.=1 (24)

Demonstra¢do. Existéncia da decomposigdo (22): Define v; como na eq. (23), e vy 1= v — v;.
Com isto, a eq. (22) é satisfeita e v; é claramente em U. Falta s6 mostrar que vy estd em U-.
Para estes fins, calcule para e;, 1 <17 <,

T T

ei-v2:e¢~{v—2(ej-v)ej}:ei-v—Z(ej-v)ei~ej:ei-v—ei-vzo,
j=1 j=1
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pois e; - ej = J;;. Isto mostra que vy € Ut

Unicidade da decomposicio (22): Supomos que existem outros vetores v} € U e v, € U~ tal que
v = v} +v}. Entao (v1—v})+(v2—v5) = 0e 0 = [|(v1—v])+(v2—0))[|* = o1 —vi|[*+[[v2—v5?,
onde temos usado o Pitdgoras (18). Isto implica v1 = v e vo = V). O

A aplicacao Py : v — Pywv é uma aplicagao linear, a chamada projecao ortogonal sobre U. No
caso U é unidimensional, gerado por um vetor w, escrevemos P, em vez de Py. Neste caso, o vetor
normalizado w/||u|| constitui uma BON de U, e entdo a eq. (23) implica que a projecao P, é dado
por

u-v
P,v = u. (25)
[Jw]?

O Lema tem uma consequéncia importante, a chamada desigualdade de Cauchy e Schwarz:

Lema 1.5 (Cauchy-Schwarz) Para todos vetores u,v vale
[u- o] < [lul| [[v]. (26)

A igualdade “=7 wvale se e somente se u e v sdo co-lineares.

Demonstracao. Dado u,v € V, decompomos v como
v = Py,v + v,

onde vy L P,v conforme o Lema 1.4. Pelo Pitdgoras (18), ||v||?> é a soma da norma quadrada
de P,v mais a norma quadrada de ve. Como esta norma é positiva, vale ||v|| > || Pyv||. Mas

|Pyv] = |u - v|/||u| pela eq. (25). Isto mostra eq. (26). A igualdade “=" vale obviamente se e
somente se vo = 0, 0 seja, se u e v sao co-lineares. O
Como

lw +)* = [[uf] + [[ol* + 2w - v < [Ju]]? + [0]* + 2|u - v|
2
<l + ol® + 2fulllv] = (lul + [v])",

nos temos a desigualdade triangular:

[w+ vl < [lul+ o] (27)
Orientagao de BONs.  Supomos que nos temos duas BONs {ei,...,e,} e {€,...,e,}. Fazendo a
decomposicao dos e; com respeito a base {ef,...,e;,}, temos
e; =Y Rjei, (28)
i=1

(compare com Eq. (9)). O fato que as duas bases sdo ortonormais implica que

by =ei-ej =Y RiRjer-er=)Y RIR; =(RTR)j, (29)
k,l k

onde nos consideramos R? como coefficientes de uma matriz R como na Eq. (31), e RT denota a matriz
transposta. A Eq. (29) significa que RT R é a matriz-unidade (que significa que R é uma matriz ortogonal,
R € O(n)), e implica que a determinante de R” R é um. Por outro lado, det(RT R) = det(R”) det(R) =
det(R)?, entdo a matriz R que relaciona as duas bases segundo Eq. (28) deve ter determinate 41 ou
—1. Ademais, composi¢gdo de mudangas de base corresponde ao produto de matrices, a saber: Vamos por
enquanto denotar a matriz R na eq. (28) de R%Ziiﬁ Se consideramos uma terceira BON {ef,..., e},
entao vale e e} el

R{ei,y...,ye:} = R{e'i ....... e{:r} o R{ei:e:}
Isto implica (exercicio!) que existem duas classes de BONs, onde cada par de BONs dentro de uma classe
é relacionado por uma matriz R com determinante +1. Por convengao, chamamos uma daquelas classes as

BONSs com orientagdo positiva (ou BONs orientadas), e a outra classe as BONs com orientagdo negativa.
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Determinante. Seja {ej,...,e,} uma BON com orientagdo positiva de V, e sejam uq, ..., uy,
n vetores in V' com decomposigoes

n
uj:Zu}ei, j=1,...,n. (30)
i=1
Seja A a matriz com coefficientes uz-, ie.,
u U
A= n (31)
u1]i7’ e uz
Entao definimos a determinante dos vetores u,...,u, por
det(uy, ..., up) = det(A). (32)
Isto realmente é independente da BON (orientada!), pela seguinte razao. Seja {€;,7 = 1,...,n} uma
outra BON orientada. Entdo ela é relacionada com {ey,...,e,} via Eq. (28), onde R é uma matriz com

determinate 1. Pelo Lema 1.2, as componentes u} e 4. do vetor u; com respeito & BON {e;} e {&;},
respectivamente, sdo relacionadas por @} = >, Rju}. Isto implica (exercicio!l) que a matriz A com
coefficientes @; e a matriz A da Eq. (31) s@o relacionadas por A = AR, que por sua vez implica que
det(A) = det(R) det(A). Mas det(R) = 1, entdo det(A) = det(A), mostrando que a defini¢do (32) é
independente da BON orientada.

Observagdes sobre a determinante: A determinante é uma aplicagdo n-linear e totalmente anti-simétrica
(i.e., trocar dois argumentos resulta num fator —1). Este fato, e a “normalizagao” det(ei,...,e,) = 1 para
uma BON orientada, fixa a aplicagdo completamente, ver eq. (33) abaixo. Em geral, temos:

Lema 1.6 Seja D : V*™ — R uma aplicagio n-linear, totalmente anti-simétrica (aqui, n é a dimensao de
V). Entdo existe uma constante ¢ € R tal que para todos v1,..., v, vale

D(vi,...,v,) =c det(v1,...,v,).

(Esse fator ¢ € o valor de D numa BON com orientag¢do positiva.)

Demonstragao. A n-linearidade e anti-simetria implicam

det(u1,...,un) = Z ult ol det(esy, ... e) =
in (3

D] yeees

i1 in
E ult U €4y iy, det(er, ..., en)
in

Lyeenst

— i1 in o
= E UL U Eiyeiny s (33)
in

D] yeees

onde uj sdo os componentes de u; no sentido da Eq. (30) com respeito a qualquer BON positiva, € &;,...4,
é o chamado sémbolo de Levi-Civita:!

0, se {i1,...,in} #{1,...,n},
€ipin =14 1,  se(1,...,n)— (i1,...,%n) é uma permutagio par, (34)

-1, se(l,...,n)~ (i1,...,in) é uma permutagao impar.

Para qualquer outra aplicagio D : V*™ — R n-liner e totalmente anti-simétrica vale o mesmo raciocino,
levando a conclusao

D(ui,...,un) = Z ult - uir Deiy, ... e:,) =
i

i1505in

i i
E ult o ut gy i, Dier,y .. en)
s in

1seeerl

= D(e1,...,en) det(u1,...,un).

1Observe que a anti-simetria implica que a determinante é zero se os argumentos sio linearmente dependentes.
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Produto Vetorial.

Lema 1.7 Seja V' um espacgo euclideano, e A : V. — R uma aplicagao linear. Entao existe um
unico vetor w em V t.q.
AMu)=w-u YueV (35)

Demonstragao. Seja {eq,...,e,} uma base ortogonal em V. Define

n

w = Z Ae;) e;. (36)

i=1

E fAcil ver que vale eq. (35). Para comprovar a unicidade, seja w’ um outro vetor que satisfaz
eq. (35). Entao w-u = w’ - u (= A(u)) para todos u € V. Isto implica que w — w’ é ortogonal a
todos vetores em V, inclusive a si mesmo: (w —w’) - (w — w’) = 0. Conforme a definigdo de um
produto escalar, ver eq. (16), isso implica w — w’ = 0, ou seja, w = w’. d

Vamos agora definir o produto vetorial, valente somente em trés dimensoes. Dado dois vetores
u,v € V, a aplicagdo w — det(u, v, w) claramente é linear.

Definicao 4 O produto vetorial u x v de dois vetores u,v € V é o unico vetor, conforme Lema 1.7,
t.q. para qualquer w € V vale
(u x v) - w = det(u, v, w). (37)

O

Em termos de uma BON {ej, es,e3} em V, u x v e dado, pela Eq. (36), por

3
uUXv= Zdet(u, v, €;)e;. (38)
i=1

Proposicao 1.8 i) O produto vetorial satisfaz

Anti-simetria: UXV=—vXU; (39)
Bilinearidade: (su+tv) x w=s(u x w)+t(vx w); (40)
Se {e1,ea,e3} é BON orientada : €] X €3 = e3,€3 X €3 = €1,e3 X €] = €3; (41)
Identidade de Grassmann: ux (vxw)=(u-w)v—(u-v)w. (42)

ii) O vetor u x v € caracterizado por: 1. Norma: Ela satisfaz’
lu > w]|* = Juf?[[o]* - (u-0)* = (|lul [[v]| seny)?, (43)

onde 7y € o dngulo entre u e v. 2. Dire¢ao: uxv é ortogonal a w e v, com sentido t.q. {u,v,uxv}
tem orientacao positiva.

Observe que as equagoes (39) e (40) implicam a linearidade do produto vetorial no segundo argu-
mento. Ademais, as equagoes (39) até (41) fixam o produto vetorial.

Demonstragao. Eq.s (39), (40) e (41) sdo verificadas direitamente a partir da definigdo. A identi-
dade de Grassmann (42) verifique-se num primeiro passo para uma BON. Para mostrar a eq. (43),
aplique a identidade de Grassmann no ultimo termo em

[ux v|* = (uxv) - (uxv)=det(u,v,u x v) = det(v,u x v,u) = (v x (uxv)) - u.

Na introdugao do rotacional a la geometria diferencial vamos usar o seguinte fato.

2Vamos ver depois (ver Eq. (47)) que a norma de u x v, dada pela Eq. (43), coincede com a érea do paralelogramo
gerado por u e v.
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Lema 1.9 Seja V um espacgo euclideano de dimensdo trés, em : V x V — R wma aplicagdo bilinear e
anti-simétrica. Entdo existe um unico vetor w em V t.q.

n(u,v) =w- (u X v) = det(w, u,v) Yu,veV. (44)

Demonstragio. Seja {e1, ez, e} uma BON orientada em V. Define
w = n(ez, e3) e1 +n(es, er) ez +n(er,er)es. (45)

Este vetor satisfaz Eq. (44), como se calcula direitamente. Para comprovar a unicidade, seja w’ um outro
vetor que satisfaz Eq. (44). Entdao w” := w — w’ deve satisfazer w” - (u x v) = 0 para todos u, v € V.
Mas cada vetor em V é da forma w X v para u,v apropriadas, entdo w’’ é ortogonal a todos vetores em
V, inclusive sim mesmo. Isso implica w” = 0, ou seja, w = w'. O

Volume de Paralelepipedos. Dado vetores uy,...,u, € V, o conjunto
H(ul,...7ur) = {Ztﬂ@ t; € [0,1]} (46)
i=1

é chamado o paralelepipedo gerado pelos vetores uq,...,u,. O volume pode ser definido iterati-
vamente como seguinte. Para iniciar, o volume do paralelepipedo gerado por um tnico vetor é a
norma dele. O volume do paralelepipedo gerado por ui,...,u,+1 € o volume do paralelepipedo
gerado por uq,...,u, (a “base”) vezes a norma da projegao de u,41 ao complemento ortogonal
dos vetores uy,...,u, (a “altura”), conforme Lema 1.4. (Observe que nos casos r = 1 e 2, o
“paralelepipedo” tambem é chamado segmento de reta ou paralelogramo, respectivamente, e o seu
“volume” é o comprimento ou drea, respectivamente.)

Vamos primeiro calcular a drea de um paralelogramo II(u,v) gerado pelos vetores u,v: A
“base” é a norma de u, e a “altura” e a norma do vetor vs | w na decomposigao v = P,v + vs.
Temos

(u-v)?
lo2* = v = Puvl* = [lo]* - :
B ]|
que implica
Vol TI(u, v) = base x altura = |[ul|||va|| = /|[u|?]v]2 — (u - v)2.

Mas pela Eq. (43), isto é a norma o vetor u X v. Entéo a drea do paralelogramo é dada por

Vol Il(u, v) = ||Ju X v||. (47)
Vamos agora calcular o volume de um paralelpipedo tri-dimensional II(u, v, w) gerado pelos vetores
u, v, w: A “base” é a drea do paralelogramo II(u,v), ||u x v||. A “altura” é a norma da projecao
de w sobre o complemento ortogonal de u, v. O ltimo é unidimensional, gerado por u x v. Entéao,
a altura é || Pyx, w||, € o volume é

Vol II(u, v, w) = base x altura = ||u X v|| || Pux» w||-

Mas os vetores u X v e Py x4, w sao colineares, entao o produto das normas € justamente o médulo
do produto escalar:

|l X V|| || Puxo w| = [( X ¥) - Pyxow| = (u X v) - w=|det(u, v, w)|.

(Na segunda equagao, temos usado o fato que u - P,v = u - v.) Resumindo a discussio, o volume
do paralelpipedo gerado por u, v, w é

Vol Il(u, v, w) = | det(u, v, w)|. (48)

Em geral, vale o seguinte (Bibliografia: [2]).
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Teorema 1.10 O wvolume do paralelepipedo gerado por wi,...,u, € dado por
Vol T(ui, ..., u,) = det(G)2. (49)
Aqui, G € a matriz
wl - UL e Ul - Uy
G — u2 . ul ... u2 . u"‘ (50)
Uy - UL Uy - Uy
No caso r = n = dimV, vale det(G) = det(u1, ..., un)?, entdo
Vol II(uq,...,un) = |det(wi, ..., un)| (51)
Demonstragio. Vamos mostrar a Eq. (49) via indugdo através r. Para r = 1, claramente det(G) =

|lu1||* =Vol M(u1)?. Supomos agora que a afirmacio vale para um certo r > 1, e mostramos que isto
implica que ela vale para r + 1. Sejam G e G as matrizes para r e r + 1 vetores, respetivamente. O vetor

U,4+1 POssul uma tnica decomposicdo u,+1 = v + a, onde v é na varredura dos vetores ui,...,U, € a €
ortogonal a estes vetores, conforme Lema 1.4. (Entéo a é a projegdo de ur+1 ao complemento ortogonal dos
vetores w1, ..., u,.) Agora um pequeno cilculo mostra que det(G) = det(G) ||a||®. Mas w1, ..., u, éa base

e ||a|| é a altura do paralelepipedo. Por hipétese da indugao, det(G)'/? é o volume da base. Entdo det(G)'/2

é igual ao volume da base vezes altura, ou seja, ao volume do paralelepipedo. Isto mostra a Eq. (49). Para
mostrar Eq. (51), verificamos por um pequeno calculo que a matriz G coincede com AT A, onde A é a
matriz da Eq. (31). No caso r = n, isto implica que det(G) = det(AT A) = (det A)? = det(u, ..., us)?, e
mostra Eq. (51).2

Demonstracao alternativa da eq. (51): O volume é invariante sob cisalhamento,

Vol II(wu1,...,u; +tuj,...,us) = Vol II(u1,...,un),
e ele é homogéneo em todos argumentos,

Vol Tl(w1, ..., tui, ..., un) =t Vol (u1,...,u,), t>0.

Isto implica que a aplicagdo D(u1,...,u,) := Vol II(u1,...,un), onde o sinal corresponde & orientagao
do argmento, é n-linear e totalmente anti-simétrica. Como o volume de um paralelepipedo gerado por uma
BON ¢ 1, isto implica eq. (51) pelo Lema 1.6. a

No caso r = 2, onde IT(u1,u2) é um paralelogramo, a determinante de G é dada por ||u1||?||uz]|® — (w2 -
u2)?. Mas pela Eq. (43), isto é a norma quadrada do vetor w1 X uz. Entdo pela Eq. (49) nos recuperamos
a Eq. (47).

2 O Espaco Fisico.

Denotamos o espago fisico por E, e pontos em E por o,p,q,... . Dado dois pontos o e p em
E, consideramos o segmento de reta orientado entre o e p (comecando em o e com ponta em
p). Aquela “flecha” chamamos o vetor deslocamento entre o e p, notado por dp. Na geometria
elementar aprendemos que as seguintes construgoes sdo possiveis com régua e compasso.

(1) Translacao paralela. Uma flecha ¢p comegando em o pode ser transportada de o para qualquer
outro ponto oy por translacao paralela. A ponta desta flecha marca um certo ponto pi, entao a
flecha transladada é da forma o1p3. (Figura!) Nos identificamos a flecha op e a flecha transladada
(Tpl> . A classe de todas flechas que provém de op por translacao paralela sera entao considerada um
vector deslocamento. Vetores deslocamento notamos generalmente por u, v, w, ..., e o conjunto de
todos vetores deslocamento denotamos por V.* Com isso, um ponto p € E e um vetor deslocamento
v € V determinam um tnico ponto ¢ t.q. pg = v (A saber, ¢ é marcado pela ponta da flecha v,
transladada tal que ela comega em p). Nesta situagio, escrevemos ¢ = p + v. Experimentalmente,

30bserva que isto implica de novo que | det(u1,...,u,)| é independente da BON.
4 Alternativamente, podemos discriminar um ponto o € E (a origem) e definir V' como o conjunto de todos vetores
deslocamento que comegam em o.
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verifique-se que a translacdo paralela é comutativa:®
(o+u)+v=(0+7v)+u. (52)

(2) Medir a distancia entre quaisquer dois pontos p, ¢, notado por dist(p,q). Com isso, também
podemos medir o angulo Z(u, v) entre dois vetores u e v.

(3) Construir a projecao ortogonal de um vetor v sobre um outro vetor w, notado por Pwv.
(Figural)

Estes fatos implicam que o conjunto V' de vetores deslocamento é um espago vetorial, com
norma e produto escalar. A adigdo de vetores é definida como seguinte: u + v é definido como a
Unica seta t.q. o+ (u +v) = (0 + u) + v. (A Eq. (52) implica a comutatividade u +v = v + u.)
O elemento neutral 0 é o vetor deslocamento “com comprimento 07, caraterizado pelo fato que
vale p + 0 = p para todos p € E. —u é o tnico vetor tal que —u +u = 0. Parat > 0, tu é o
vetor u, esticado pelo fator t. Isto, junto com a definicao do inverso —u, fixa operacionalmente a
multiplicacdo de vetores por escalares. (Exercicio: Verificar que V' realmente é um espago vetorial
com estas definigdoes.) A norma de vetores é dada por

Ipgl := dist(p, ). (53)
Esta norma realmente provem de um produto escalar, conforme Eq. (17), a saber:
u-v =& |ul| [ Puv|| = [Ju] [|v]| cosy, (54)

onde v = Z(u,v) é o dngulo entre u e v. (O sinal na primeira equacao é positivo se u e P,v tém
o mesmo sentido, e negativo no outro caso.)

Na linguagem dos mateméticos, tudo isso implica que o espago fisico E (se gravitacdo e acel-
eracao sdo despreziveis) tem a estrutura de um espaco afim euclideano (da dimensao trés).® Ob-
servamos finalmente que E pode ser identificado com V', depois de escolher um ponto o € E (a
origem ou referencial). A saber, dado o cada ponto p € E tem o seu vetor posi¢Go

r(p) :==0op €V. (55)

Como a correspondéncia p <> 7r(p) é univoca, E pode ser identificado com V dessa maneira.
Observe que o vetor deslocamento entre p e ¢ é dado por pg = r(q) — r(p), entdo temos

dist(p, q) = [[r(q) — r(p)|.

3 Sistemas de Coordenadas.

Coordenadas servem para especificar pontos no espago de uma maneira quantitativa: Depois de
especificar um sistema de coordenadas, todo ponto no espago tridimensional é unicamente especifi-
cado por trés numeros. A escolha de um sistema de Coordenadas depende da geometria e simetria
da situagdo. Por exemplo, as coordenadas Cartesianas sdo uteis em situa¢oes homogéneas (com
simetria translacional em todas dire¢ées). Em situagoes com simetria rotacional em torno de um
eixo, ou em torno de um ponto discriminado, as coordenadas cilindricas ou esféricas, respectiva-
mente, sao mais uteis. Em outras situacoes as vezes outras coordenadas sao mais tteis, adaptadas
a geometria da situagdo (coordenadas elipticas, hiperbdlicas, ... ).

5Realmente, tudo isso vale s6 se o campo gravitacional e a aceleracdo do laboratério sao despreziveis. Em geral, o
espaco (—tempo) é curvo. Neste caso, para cada ponto p ainda pode ser definido o conjunto de “vetores” comegando
em p (o chamado espago tangente em p), mas a translagio paralela depende do caminho, entdo os vetores comegando
em p e aqueles comegando num outro ponto ndo podem ser identificados. Também, a comutatividade (52) vale sé
aproximadamente.

6Um conjunto E é um espago afim se existe um espago vetorial V e uma aplicagdo E x V — E, (p,v) — p + v,
t.q. vale:

i) Para cada p,q € E existe um v € V t.q. ¢ = p + v. (Notagdo: v =: pg.)
ii) Parap€ E,u,v € Vvalep+ (u+v) = (p+u)+v.
1it) Para p € E, a equagdo p + v = p vale se e somente se v = 0.
Um espago afim E é chamado de espago afim euclideano se V possui um produto escalar. A dimensdo de E é
definido pela dimensao de V.
Observe que o vetor v = pg do item %) é tnico pelo item 4i3).
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Vamos recapitular primeiro as coordenadas Cartesianas, cilindricas e esféricas, e depois discutir
sistemas de coordenadas (curvilineas) em geral.

No seguinte, E e V denotam o espago fisico e o espago de vetores deslocamento, respetivamente.
Nos deixamos a dimensdo, n, aberta (na pratica, claramente n = 2 ou 3).

3.1 Coordenadas Cartesianas e Lineares.

Depois de escolher uma origem o € E e uma base {ej,...,e,} em V, para cada p € E o vetor-
posigao r(p) = 0p possui uma dnica decomposicao

r(p) =Y '(p)e:. (56)

=1

Os n nimeros x'(p) definidos de tal maneira sio chamados de coordenadas lineares do ponto p
com respeito & base {e;}. (Em outras palavras, aqueles coordenadas sdo os componentes do vetor-
posi¢ao com respeito & esta base.) No caso a base seja ortonormal (ou seja, uma BON), os 2% (p) sdo
chamados de coordenadas Cartesianas. (Neste caso, elas podem ser calculadas pela férmula (21):
2'(p) = e; - r(p).) No espaco tridimensional, vamos as vezes escrever ! = z, 22 =y, 2° = 2, e
correspondentemente

el =:1e;, ey=:e,; e3= €, (57)

Na literatura encontra-se também a notacao &, ¥y, 2 ou , j, k.
As coordenadas lineares se transformam sob uma mudanca de base como descrito no Lema 1.2:

Seja {ey,...,&,} uma outra base, relacionado com a velha base por
n
éj = Z A; €;, (58)
i=1

e sejam Z° as coordenadas (=componentes) correspondentes. Entao, pelo Lema 1.2 vale

n

al = Aba. (59)

j=1
Vamos agora considerar o caso quando as duas bases {e1,...,e,} e {€1,...,&,} sdo BONs. Neste
caso, vale
Sj=ei-ej=Y AfAle,-e =) AFAl=>"(A"); Ak = (AT A)}, (60)
e, k e

onde nos consideramos A;? como coefficientes de uma matriz A, e AT denota a matriz transposta.
A Eq. (60) significa que AT A é a matriz-unidade, ou seja, A~! = AT, Tal matrizes é chamada de
ortogonal. A aplicagao linear correspondente a ela via

Ae;) == ZAf e; (61)

(e extensdo por linearidade, A(v) = A} ;v'e;) = 3, ; v’ Al e;), preserve todas distancias (e
angulos), entdo é uma rotagao.

3.2 Coordenadas Cilindricas.

Em situages com simetria rotacional em torno de uma reta R (o eixo), e translacional na dire¢ao
do mesmo eixo, usamos coordenadas cilindricas: (ul,u?,u3) = (o, ¢, z) € (0,00) x [0,27] x R. Elas
s@o definidas (operacionalmente) em E'\ R como segue. Escolhemos eixos z,y e z tal que R coincide
com o eixo-z. Seja P, ,r(p) a projecdo do vetor r(p) ao plano z-y conforme Lema 1.4. Entdo para

p € E\ R definimos

o(p) := distancia entre p e R (62)
¢(p) := angulo de P, ,r(p) com o eixo dos x positivos (63)
Z(p) = ey ’l"(p), (64)
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onde e, é o vetor unitdrio na direcao dos z positivos. A relagao com as coordenadas Cartesianas
é a seguinte. Se o ponto p tem coordenadas Cartesianas x,y, z, entao

o(p) = Va* +y* ¢(p) =arctan(y/z), =z(p) ==z (65)

Inversamente, se p tem coordenadas cilindricas p, ¢, z, entao
xz(p) = pcosy, y(p) =psenp, z(p)==z. (66)

3.3 Coordenadas Esféricas.

Em situacoes com simetria rotacional SO(3) em torno de um ponto discriminado o, usamos coor-
denadas esféricas: (ul,u? u®) = (r,0,¢) € (0,00) x (0, 7) x [0, 27]. Elas sdo definidas (operacional-
mente) como segue. Escolhemos eixos x,y e z tal que o coincide com a origem. Entao para p em

F menos o eixo-z definimos

r(p) := dist(o,p) = [Ir(p)], (67)
O(p) := angulo de 7(p) com o eixo dos z positivos, (68)
¢(p) := angulo de P, ,r(p) com o eixo dos z positivos, (69)

onde P, ,r(p) é a projecdo do vetor r(p) ao plano z-y conforme Lema 1.4. A relacdo com as
coordenadas Cartesianas é a seguinte. Se o ponto p tem coordenadas Cartesianas x, ¥y, z, entao

r(p) = Va? +y* + 2%, (70)

z

f(p) = arccos ——————, 71
®) N (7D
o(p) = arctan(y/x). (72)
Inversamente, se p tem as coordenadas esféricas r, ¥, ¢, entao
x(p) =rsenf cosp, y(p)=rsend senp, z(p)=rcosb. (73)

3.4 Coordenadas Curvilineas em Geral.

Consideremos o exemplo de coordenadas cilindricas. A coordenada g pode ser encarada como uma
aplicagdo p — o(p) de E (ou um subconjunto de E) nos nimeros reais. Em outras palavras, a
coordenada p é uma fungao, e o mesmo vale para as outras coordenadas ¢, z. Ademais, dado um
ponto p, os trés ndmeros o(p), p(p), z(p) unicamente especificam p (i.e., ndo existe outro ponto
com as mesmas 3 valores de coordenadas).

Mais geralmente, um sistema de coordenadas é uma n-ésima de fungoes

w:E—-R, i=1,...,n

t.q. a aplicacio E — R", p — (ul(p),...,u”(p)) é localmente invertivel e diferencidvel (mais
precisamente, aquela aplicagdo deve ser um difeomorfismo entre um certo dominio D C E e sua
imagem em R™). Dessa maneira, o ponto p pode ser identificado com a n-upla de suas coordenadas
(ul(p),...,u"(p)). Por outro lado, depois de escolher uma origem o, um ponto p em E pode ser
identificado com seu vetor-posicao r(p) = op € V. Por isso, o vetor-posi¢ao r(p) de um ponto p
pode ser identificado com o n-ésimo das coordenadas do ponto, e nés podemos (e vamos) escrever

r(u',...,u") = r(p) (74)
se p tem as coordenadas ul,...,u™. Muito tteis e importantes sao as derivadas parciais dessa
aplicacao,

or 1 )
aui( ) = g% g{r(ul,...,ul +e,..,u) —rt . u)} (75)
d .
= —r',...,u +¢, ,u")|E:O
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r(u' +¢,u?)

or or

Figura 1: Os vertores da base 71, 5.1-

onde ul,...u" sdo as coordenadas do ponto p. (Observe que isso é um vetor em V', e a definicio
nao depende da origem o € E.) O vetor 8‘91; (p) tem a dire¢io de u’ crescente (com as outras
coordenadas fixas), e a sua norma é a taxa de crescimento métrico naquela dire¢do, ver Fig. 1.
Este vetor pode ser caracterizado pelo seguinte fato: O vetor deslocamento entre o ponto p com
coordenadas ul,...,u" e o ponto com coordenadas ul,...,u* +¢,...,u" coincede com & 2 (p)

out
médulo termos da ordem” &2

. or
1 7 1 n

yee o, U ) FE—

) ou’

r(u,...,u" +e,...,u")=r(u (p) + O(e?). (76)

E importante observar que 8‘91; (p) realmente depende do ponto p! A tnica excegdo sdo coorde-

nadas lineares, como por exemplo Cartesianas:

Exemplo 3.1 Se z!,...,2" s@o coordenadas Cartesianas, correspondente a uma BON
{e1,...,e,}, entdo o vetor-posicio de um ponto p com coordenadas (x!,...,z2") € R" é dado,
conforme equ.s (56) e (74), por r(z',...,z") =" | 2" e;. Consequentemente,

or d -

Ot (p) = dif;‘ {xlel +o (xl + g)ei + - .xnen}’820 = €, (77)
ou seja, o vetor g;; (p) é simplesmente e; — em particular, constante! O
O fato que a aplicacdo p — (ul,...,u") é invertivel implica que, para cada p fixo, o conjunto dos
n vetores P P

r T

é linearmente independente, entao uma base do espaco vetorial V. Vamos chamar ela de base de
vetores correspondente ao sistema de coordenadas {u',...,u"}.

Mudanga de Coordenadas. Muitas vezes é til saber como os vetores de base 9;r e as com-

ponentes de vetores transformam sob uma mudanga de coordenadas. Sejam entao {u',...,u"} e
{ut,...,u"} duas sistemas de coordenadas. Pela regra de cadeia, as respectivas bases em V sio
relacionadas como seguinte:

or 0w Or

5t P 2 o () 55 (@) (79)

Em particular em coordenadas Cartesianas, u/ = 27, vale pela eq. (77),

or " Ot

(p) €;. (80)

’U,i
=9

"Digamos que duas funcdes f(z) e g(z) coincedem médulo termos da ordem z™ para pequenos z, em simbolos
f(z) =g(z) + O@™), = =0,

se a fungdo (f(x) — g(x))/x™ é limitada em uma vizinhanga da origem. Por exemplo, se f é duas vezes derivével,
entdo vale f(x) = £(0) + zf’(0) + O(z?). Tsto implica eq. (76).
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Exemplo 3.2 (a) Se os dois sistemas sdo coordenadas Cartesianas (ou lineares), u* = z* e @* =

Z', e eles se referem & mesma origem o, entdo sabemos pela eq. (59) que eles sdo linearmente

relacionados,
n
zt = Z A; .
=1
5o 00 4 i AT ozT _ (A—1\J
Entdo 3% ¢ justamente o elemento da matriz Aj (e 57 = (A71)7).

(b) Se {ut,u? u*} = {x,y, 2} sdo coordenadas Cartesianas, e {u',u? u®} = {0, p, 2} coordenadas
cilindricas, entao

ax—COS a—gc——sen %—0
do v Do eseny 0z
ayzsenap @:QCOSS@ @:0
do Op 0z

0z 0z 0z

90 " ap " 9. !

Consequentemente, a decomposicao dos vetores da base correspondentes as coordenadas cilindricas
e esféricas, respetivamente, em termos da BON {e;, e,, e,} ¢ dada por

& or or
S = COspe; + seny ey, %:fgsencpeergcosgoey, 9

AR =e,. (81)

(c) Se {u',u? u} = {z,y, 2} sdo coordenadas Cartesianas, e {u', u?

esféricas, entao

,ud} = {r,0, ¢} coordenadas

ox Ox ox

— = senf cos — =rcosf cosp — = —rsenf senyp
ar 0 dp

dy oy dy

o sen f sen 89—TC089 sen a(p—rsenﬂ cos
%:cosﬁ %:—rsenﬁ SSZO:O

Consequentemente, a decomposi¢do dos vetores da base correspondentes as coordenadas esféricas
em termos da BON {e,,e,,e.} é dada por

or

r
5 = senf cospe, + senf senpe, +cosfe, = -, (82)
r ‘ r
or
%:rcose cospe; +rcosf senpe, —rsenfe,, (83)
or
a—:—rsenﬁ sen e, +rsenf cospe,. (84)
" :
O
Coordenadas Ortogonais. Um sistema de coordenadas {u!,... u"} chama-se sistema de co-
ordenadas ortogonais se, para cada p, os vetores 6‘91:} (p), i =1,...,n, sdo mutuamente ortogonais.

Dado um tal sistema, é costume usar os vetores normalizados

) = s @) o) = 5ol (%)

(ei(p) é o vetor unitério na diregao u® crescente.) Os n vetores ey (p),. .., e,(p) sio uma BON.
Notagao: Na literatura encontra-se também a notacao @', por exemplo 9, @, 2 no caso se coor-
denadas cilindricas e 7,0, ¢ no caso de coordenadas esféricas.
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Exemplo 3.3 Os sistemas de coordenadas cilindricas e esféricas sao ortogonais. As normas h; dos
vetores da base correspondentes sao

or
hg—H ||—1 ho =I5l =e z:—H o[ =1 (86)
no caso de coordenadas cih’ndricas7 e

—H =1 ha—|| il = =]l = rsent (87)

-1
no caso de coordenadas esféricas. O

Componentes de Vetores. Como os g; (p) sdo uma base, cada vetor em V pode ser decom-

posto conforme
v= Z v' 8u1 (88)

N

Os ntimeros v'(p) sdo chamados as componentes (contravariantes) de v com respeito & base

%(p),..., ain( )}, ou com respeito as coordenadas {ul,...,u"}.® No caso de coordenadas

ortogonais, as componentes podem ser calculados pela eq. (21).

v= Zvi(p) 61’} (p) < V'(p) = hi_2 88:; (p) - v. (89)

Vamos estudar a transformagao de componentes sob uma mudanga de coordenadas. Tal mudancga
implica uma mudanga da base correspondente conforme eq. (79). Aplicando agora o Lema 1.2
(substituindo eq. (9) do Lema por (79)), temos o seguinte

Lema 3.4 (Transformagao das Componentes) Seja v € V e sejam v' e ©° as componentes

de v com respeito as coordenadas {u',. .. ,u”} e {ul,...,u"}, respetivamente. Entio vale
. ot ,
" v’ (p). 90
(p) = 2 5w (p) v (p) (90)

4 Curvas.

Uma curva parametrizada é uma aplica¢do de um intervalo [a,b] C R para E, ¢t — 7(t). O vetor
tangente, em simbolos 7(t), no ponto r(t) da curva é definido por

(1) ;:% (£) = lim © {r(t +2) — r()). (91)

e—0 ¢
(Observe que isso é um vetor em V', e a definigdo nao depende da origem o € E.) Se o pardmetro ¢
tem o significado do tempo, o vetor tangente 7(t) tem a interpretagio da velocidade instantanea,
frequentemente denotado por v(t). Neste caso, a segunda derivada % r(t) = Li(t) = o(t) é a
aceleracao, denotado por a(t).
Na prética, uma curva r(t) é dada pelas coordenadas u'(t) := u’(r(t)). Aplicando a regra de
cadeia em Lr(u'(t),...), vimos que seu vetor tangente tem a decomposicao

dt
= i) (o), (92)

i=1

entdo os componentes contravariantes (definidas pela Eq. (88)) de 7(t) sdo dados por @'(t).? Se a
curva é dada em termos de coordenadas Cartesianas (z(t),y(t), z(t)), temos pela eq. (77)

() = i(t) eq + () ey + £(1) €.
80bs.: 1. Mesmo o vetor v sendo constante (nao dependente do ponto D), as suas componentes vt (p) dependem

i(p)

do ponto p, j

8
no ponto p do vetor v das coordenadas u’(p )
or

9N6s escrevemos S5 (t) em vez de T( r(t)).
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Exemplo 4.1 A curva reta passando pelo ponto p no tempo ¢t = 0 com velocidade v é dada por
r(t) =p+tv, e consequentenmente 7(t) =wv.

Escrevendo v = Y, v*(t)9;7(t) e comparando com eq. (92), vimos que neste caso as componentes
de 7(t) sdo dadas por , .
W'(t) = v'(p + tv). (93)

O

Aviso: Em constraste & eq. (92), vale

¢Z U auz

n
i=1

em geral! (Unica excegao: Coordenadas lineares, como por exemplo Cartesianas.)
Para derivadas de curvas num espago vetorial (como por exemplo a aceleracao) vale a regra do
produto nas seguintes formas.

Lema 4.2 Sejam u(t) e v(t) curvas no espago vetorial V, e f(t) uma fungdo. Entdo vale

L (styvi) = Foyv) + 10 5(0), (04)
0 () o) = i(0) - o) + ult) - 5(1), (95)

d

S (ult) x o() v(t) + ult) x b(1). (96)

|
=

=
N~—

X

5 Campos Escalares e Vetoriais.

Jé sabemos que as componentes de um vetor deslocamento v dependem do sistema de coordenadas,

e sob uma mudanga de coordenadas {u!,...,u"} — {@!,...,@"} se transformam sobre como
n
8u7
= vt (97)
— 8u1

i=1

Um aspecto importante é o seguinte: O objeto v, o vetor deslocamento, obviamente ndao depende
do sistema de coordenadas, mas as componentes dependem sim. Cada componente entdao é uma
grandeza que depende do sistema de coordenadas.

Em contraste, uma grandeza fisica unidimensional'® é chamada de escalar se ela nao depende
da escolha de um sistema de coordenadas no espago E. (Como acabamos de entender, um exemplo
de uma grandeza unidimensional que ndo é um escalar seria a componente-i, v*(p), de um vetor
deslocamento v com respeito a um sistema de coordenandas. Pois com respeito a um outro sistema
de coordenadas, a componente-i tem um outro valor ©°(p).) Depois da escolha de uma unidade,
os valores de uma grandeza escalar podem ser naturalmente identificados com os nimeros reais R.
Exemplos para escalares sao: intervalo de tempo (na fisica nao-relativistica); massa; densidade de
um fliido homogéneo; temperatura num dado ponto p; queda de potencial eléctrico numa pilha.

Uma grandeza fisica é chamada de um wvetor, se ela pode ser naturalmente identificada com
um vetor deslocamento v € V; mais precisamente: Se ela resulta da multiplicacao de um vetor
deslocamento por um escalar. Depois da escolha de uma unidade, uma grandeza vetorial pode
ser identificado com os vetores deslocamento, V. Uma defini¢ao equivalente, que frequentemente é
usada na literatura, é a seguinte. “Vetores sdo grandezas fisicas tri-dimensionais, cujas trés com-
ponentes se transformam sob uma mudanga de coordenadas como os componentes contravariantes
de um vetor deslocamento”, ver Eq. (97). Exemplos para vetores sdo: velocidade ou aceleragao
instantanea de um corpo puntiforme num dado instante de tempo; forca exercida a um corpo por
uma mola; campo eléctrico num condensador de placas planas.

110

10Unidimensional significa que um nimero (real) é suficiente para especificar o valor da grandeza.
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Tendo esclarecido as nogoes de escalar e vetor: O que sdo campos escalares e vetoriais? Em
geral, um campo é uma grandeza que depende da posi¢ao no espago. Mais precisamente: Um campo
escalar ¢ uma funcao f que vive no espaco F e tem como valores uma grandeza escalar. Entao,
depois da escolha de uma unidade do escalar respetivo, um campo escalar pode ser identificado
com uma funcao f : F — R. Exemplos: Densidade de um fliido; distribuicao da temperatura na
sala; potencial eléctrico. Um campo vetorial é uma aplicacao que vive em E e tem como valores
uma grandeza vetorial. Depois da escolha de uma unidade o campo vetorial pode ser identificado
com uma aplicacio A : E — V.'' Exemplos: Campo de velocidades instantdneas dos constituentes
moleculares de um fliido em movimento; campo eléctrico.

Por exemplo, o campo elétrico gerado por uma carga ) puntiforme no ponto o e dado por

_ k@ kQ kQ Or
“ P roFE T T e e @

p— E(p) op =
(Na segunda equagao temos identificado o com a origem, e na terceira equagao temos usado co-

ordenadas esféricas adaptadas.) Consequentemente, as componentes (esféricas) do campo E sio
E"=kQ/r? E’ =0e E¥ =0.

6 Integrais.

6.1 Integrais de Curva.

Se nos movimentamos um corpo de p até ¢ ao longo do caminho reto pg =: Al, aplicando uma
forga constante F, o trabalho gasto é W = F - Al. (Observe que a curva possui uma orientagao,
neste caso o sentido de Al.) Como calculamos o trabalho se o caminho néo é reto e a forga nédo é
constante? Nos dividimos o caminho C' em pequenos segmentos C,, que podem ser aproximados
por vetores Al,,, e aproximamos a forga ao longo de C), por seu valor F'(p,) num ponto p, € C,,. O
trabalho gasto ao longo de C, pode agora ser aproximado por W, = F(p,) - Al,. O trabalho total
ao longo de C é a soma das W,,. Fazendo os comprimentos dos segmentos C, cada vez menores,
resulta numa aproximagao cada vez melhor, e o valor exato do trabalho é o valor encontrado no
limite quando os comprimentos tendem para zero (e o nimero de pedacinhos para infinito).

Esta construcao pode ser feita com qualquer campo vetorial A, e o resultado é a chamada
integral de curva de A atravez C, em simbolo fc A-dl:

N
/CA~dl = lim ;A(py)-Al,j. (98)

Aqui, € é o comprimento maximal dos pedacinhos C, da curva, p, é um ponto no pedacinho C,,
e Al, é o vetor deslocamento entre as extremidades de C,, (com sentido conforme a orientagao da
curva). (Ne ~ comprimento da curva.) Se a curva C' é fechada, é costume escrever §, A - dr.

Calcularemos a integral em termos de coordenadas adaptadas & curva; a saber supomos que
a curva C é uma das curvas de coordenada, digamos da coordenada u!: As coordenadas u? e u?
tém valores constantes (digamos b e ¢, respetivamente) ao longo da curva, e sé u' varfa ao longo
da curva:

C = {r(u',b,c)| u' € [a,d]}.

Neste caso, Al, = %Aul + O(g?), e temos

(1, a
/ A-dl = / Ay (ut, b, c) du?, Aq(p) := Alp) - —Tl(p) (99)
C a ou
Os numeros (realmente, as fungdes) A; := A - 9;r sdo chamadas as componentes covariantes do

vetor A, veja Eq. (131) embaixo. Se {u'} é um sistema de coordenadas ortogonal, a relacdo entre
as componentes covariantes e contravariantes é obviamente A; = A’h?. Neste caso temos entio

/A-dl:/ Al(ut, b, ¢) hy(ut, b, c)? dut.
C a

11Em geral, os campos f e A precisam ser definidos somente num certo dominio D C E.
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Se a curva é parametrizada por uma aplicagéo derivavel ¢ — r(t), t € [a, b], podemos substituir
Al, por 7(t,) - At, na Eq. (98), resultando em

b
/CA dl = gg% Z:A(r(tl,)) -7(t,) - At, = /a A(r(t)) - 7(t)dt.

As seguintes propriedades da integral de curva sdo essenciais: Primeiro, se C. é uma pequena

curva com comprimento €, o erro feito na aproximacao como no inicio dessa secio é da ordem &2,

ou seja,

/ A-dl= A(p)-1. + O(), (100)
CE
onde p € C. e l. é o vetor deslocamento entre o ponto inicial e final de C..'2
Segundo, a integral é aditiva: Se C' é cortado em segmentos disjuntos C = C7 UCs U ..., entdao
/A-dl: A-dl+ A-dl+.... (101)
C Cy Cs

6.2 Integrais de Superficie.

Uma superficie é uma subvariedade bidimensional em E. O seu complemento em FE possui lo-
calmente duas componentes conexos (os dois lados da superficie). Uma superficie S é chamada
de orientada se um dos dois lados é discriminado. Isto pode ser feito por especificar um campo
vetorial n(p), que é perpendicular & superficie em todos pontos p € S. Tal campo é chamado
de campo vetorial normal de S, ou simplesmente vetor normal. (Existem exatamente dois tais
campos, correspondente aos dois lados.)

Exemplos: Uma hemisfera do raio R pode ser descrito em termos de coordenadas esféricas por

S={p: r(p) =R, 0(p) € [0,7/2], (p) € [0,27)}.

Um cilindro do raio R e comprimento L pode ser descrito em termos de coordenadas cilindricas
adaptadas por

S={p: olp) =R, ¢(p) €[0,2n), z(p) € 0,1], }.

Imaginamos um fliido em movimento, com velocidade v(p), e uma dada superficie S (imagi-
nada) no fliido. O fluzo do fliido através S é o volume do fliido atravesando S, no sentido da
orientagao de S, por unidade de tempo. (Se v tem o sentido oposto & orientacdo de S, o fluxo é
o negativo deste valor.) Num primeiro passo, supomos que v(p) = v é uniforme (independente de
p), e S é uma superficie plana. Entdo o volume do fliido atravesando S num intervalo de tempo
At é justamente o volume da regido G que tem “base” S e “tampa”’ S + Atw. O volume desta
regido G é igual a drea da base (i.e., a drea de S) vezes a altura. A altura de G é igual & norma
da projecao de Atv em n, a saber ||P,(Atv)| = Atv - n, ver eq. (25). O fluxo é entdo v - n|S|,
onde |S| := drea de S. Isto sugere a definigdo do vetor superficie, S, que tem norma igual & area,
|S], e tem a diregdo (e sentido) do vetor normal n de S:

S = |S|n. (102)

(Este vetor carateriza a superficie plana S junto com a sua orientacdo.) Com isto, o fluxo de v
através S pode ser escrito como v-S. Como calculamos o fluxo se a superficie nao é plana e o campo
de velocidade v(p) nao é constante? Nos dividimos a superficie S em pequenos pedacinhos AS,
que podem ser aproximados por superficies planas S,, e aproximamos a velocidade perto de AS,
por seu valor v(p,) num ponto p, € AS,. O fluxozinho através AS, pode agora ser aproximado
por v(p,) - S, onde S, é o vetor superficie correspondente a superficie plana AS,. O fluxo total
através S é a soma daqueles fluxozinhos. Fazendo os didametros dos pedacinhos AS, cada vez
menores, resulta numa aproximacao cada vez melhor, e o valor exato do fluxo é o valor encontrado
no limite quando os didmetros tendem para zero (e o nimero de pedacinhos para infinito).

12A mesma féormula vale para um vetor que coincede com I. moédulo termos da ordem e, por exemplo o vetor
tangencial a C em p, com norma igual € e com sentido igual & orientacao de C.
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Esta construgao pode ser feita com qualquer campo vetorial A, e o resultado é a chamada
integral de superficie de A atravez S, em simbolo fs A - do:

N2

SA~dcr = lim ;A(p,,) "AS,, AS,:=|AS,|n(p,). (103)

Aqui, € é o didmetro maximal dos pedacinhos AS, da superficie, e p, é um ponto no pedacinho
AS,. Se a superficie S é fechada (i.e., S é o contorno G de uma regiao G), é costume escrever
$sA-do. (Ne =~ didmetro de S, ou seja, N?e* ~ |S.|.)

Calcularemos a integral em termos de coordenadas adaptadas a superficie; a saber supomos

que uma das coordenadas seja constante ao longo de S, digamos u? = ¢:

S ={r(u',v® )| u' € la,d],u? € [bV]}.
Neste caso, o vetor superficie do pedacinho
AS, = {r(u',v? )| u' € [ay,a, + Au'],u® € by, b, + Au®] }
pode ser aproximado pelo vetor superficie do paralelogramo

or or

~ (9T O 1A, 2
AS, (8u1 X 6u2)(p,,)Au Au

médulo termos da ordem &3, entdo temos

a’ b’
/ A - do = / / (A (017 x Dor)) (u*,u?, €) du' du®. (104)
S a b
Agora observamos que

A - (017 X Dor) = A3031 - (017 x Oor) = A® det(D3r, 017, Do)
= A3v, onde v := det(dy7, O2r,O57), (105)

pois A'01r e A%20,r sdo ortogonais em 917 x 0,7 e os termos correspondentes se anulam. Com
isso, temos

a’ b’
/ A-do = / / (A%0) (u',u?, ) du' du®. (106)
S a b

Por exemplo, se Sr é uma esféra de raio R centrada na origem, usamos coordenadas esféricas, com

v =r2senf, e temos

27 I 27 T
A~da-:/ /(Arrzsenﬂ)(R,G,QS)deqﬁ:R2/ / A"(R,0,¢)senfdf dp.  (107)
Sk 0 0 0 0

As seguintes propriedades da integral de superficie sdo essenciais: Primeiro, se S, é uma su-
perficie pequena com didmetro €, o erro feito na aproximacao como no inicio dessa secao é da
ordem €3, ou seja,

/ A-do = A(p) - S.(p) + O(%). (108)
Se

Aqui, |S.| é a drea de S. (da ordem &2), n(p) é o vetor normal em p € S e S.(p) := |S:|n(p).
Segundo, a integral é aditiva: Se S é cortado em pedacos disjuntos S =57 US3 U. .., entao

/A-dcr: Adot | A-do+.... (109)
S S1 Sa
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6.3 Integrais de Volume.

Calcularemos a massa de um fluido ndo-homogéneo, da densidade o, numa regiao G. Nos dividi-
mos a regiao G em pequenos pedagos AG,, de volume AV, e aproximamos a massa pela soma
>, 0(p,)AV,, onde p, € AG,. O limite de pequenos volumes déd o valor exato da massa. Este
limite é a integral de . Em geral, definimos a integral de volume de uma funcao f atravez da
regiao G por

[ rav- liny 3 7 )V

onde € e AV, sdo o didmetro e o volume da regidao AG,, respetivamente, e p, é um ponto em G,,.
Calcularemos a integral em termos de coordenadas adaptadas a regidao. A saber supomos que G é
da forma

G = {r(u",v*,u®)| (u', v, u®) € [a,a] x [b,V] x [¢,c] }.

O volume do pedacinio
AG, = {r(u', v )| (u',u* u?) € [ay, a, + Au'] X [b,,b, + AU?] X [c), ¢, + Au®] }

pode ser aproximado pelo paralelepipedo gerado por Auldir, Au?dyr e Auddsr, médulo termos
da ordem &%, cujo volume é det(dr, dar, O37) Aut Au?Au?. Entdo temos

a’ b c
/ fdav :/ / / fut u? u®) vt u? u?) dutdudu?, (110)
G a b c
dV (u,u?,u®) (111)

onde v := det (81r, 0o, 837'). (A orientagao do sistema deve ser positiva para que a determinante
ser positiva.) Em termos de coordenadas esféricas, temos

dV(r,0,¢) = r* sen 6 dr df de. (112)

Obs.: Nas férmulas para a integral de superficie e de volume aparece o volume do paralelepipedo
fundamental

v = det (811'7827“, 6;;7“).
Observe que, pelo Teorema 1.10, isto pode ser escrito como
v = det(G)?,

onde G é a matriz com entradas g;- . 59:]- . Se as coordenadas forem ortogonais, temos v = hihshs.

7 Operadores Diferenciais.

7.1 A Derivada Direcional.

Seja f : D — R uma fungdo e A : D — V um campo vetorial, com derivadas parciais continuas.
A derivada direcional de f em p na diregdo v € V', em simbolos (va) (p), é definida por

(Do f)(p) == %f(pﬂv)!t:o. (113)

(Significado fisico: Taxa de variagdo de f na direcdo v; por unidade de comprimento se v é
unitdrio.) Similarmente, a derivada direcional (ou derivada covariante) de A em p na direcdo
v € V, em simbolos (D, A)(p), é definida por

(DyA)(p) = % A(p+tv)|,_,. (114)
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Proposigao 7.1 i) As derivadas direcionais (va) (p) e (DvA) (p) sdo lineares em v.
it) Em termos de coordenadas, vale

(D)) =3 V') 52 (0) e (DeA)) = D0 ') S o (115)

i=1 i=1

iii) Se r(t) € qualquer curva com r(0) = p e #(0) = v, entdo podemos substituir p+ tv por r(t) na
defini¢ao (113) e (114), i.e

(Do) = 5 Fr (D), (116)

Aqui, v* sdo as componentes (covariantes) de v € V com respeito a um sistema de coordenadas
1 : _ n i or
{u P ,un}7 .. v = Zi:l vl(p) out (p)

Demonstracdo. Aplicando a regra de cadéia da

d of

410y = g i(0) 2 (r(0).

im0 =
it 4 f(p + tv) |t _o Se a curva r(t) satisfaz a hipétese de 777). Isto mostra 7ii). Substituindo agora

O lado direito obviamente depende da curva 7(t) s6 atravez r(0) e 7(0), entdo 4 f(r(t))

4*(0) por v*(p) conforme eq. (93) mostra Eq. (115). Aquela prépria equacio mostra a linearidade
afirmado em 4). Isto conclui a demonstragéo. 0

Nas equacgoes da proposigao, % é a derivada parcial com respeito & coordenada u’, e.g.

0A d 1 i n
8ui(p) = %A('r(u B e ) ))’t:O’
onde u',...,u" sdo as coordenadas do ponto p. A proposicio afirma em particular que vale
of 0A
(Dan N)B) = 52(0). (Do A)(0) = s (). (117)

7.2 O Gradiente.

Lembramos que a derivada direcional (Dv f) (p) é linear em v. Entdo o Lema 1.7 afirma que ela
tem a forma de um produto escalar com w:

Definigcao 5 Seja f uma funcdo. O gradiente de f no ponto p, em simbolos ( grad f)(p), é o tinico
vetor t.q. para todos v € V vale

v - (grad f)(p) = (Do f)(p)- (118)
O
Os componenetes do gradiente podem ser calculados pela Eq. (36):

Lema 7.2 Seja {u',...,u"} um sistema de coordenadas ortogonais. Entio o gradiente de uma
fungdo f é dado por'?

"1 9f or 1 Of
df= — == - = — ——€;. 11
grad f ; hi ou' Ou' < h; Ou! € (119)

Demonstra¢do. Verificamos:

1 af 1 af N Lor, _Z B
Z aZ_U'

T ow & i heoou 06T — hi Out

Na segunda equacdo usamos v-e; = v'0;r - e; = v'h;. (Os outros termos séo nulos pois 9;7-e; =0
se j #1.) O

13N30 escrevemos explicitamente a dependéncia do ponto p.
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Explicitamente, temos em coordenadas Cartesianas, cilindricas e esféricas, respectivamente:

grad f = (0 f) ex + (Oyf) ey + (0. f) e, coord. Cartesianas
= (0,f) eo + é(@wf) e, + (0.f)e., coord. cilindricas
1 1
=(0-f) e, + ;(5‘9]”) e + m(&pf) e,, coord. esféricas.

Definigcao 6 Um campo vetorial A chama-se conservativo se a integral de linha de A sobre uma
curva depende somente dos pontos iniciais e finais da curva. O

E facil mostrar que um campo vetorial é conservativo se e s6 se a integral de linha sobre qualquer
curva fechada é nula.

Proposigcao 7.3 Um campo vetorial A € conservativo se e so se ele possui um potencial, i.e. existe
um campo escalar ¢ t.q. A = grad ¢.

Demonstracao. Se A = grad ¢, entao a integral de A ao longo de uma curva parametrizada
C:t—r(t),telab] é dada por

b ) b d
[ erado-ai= [ gradoiteyit= [ Lor®)di = ore) - otr(a).

independente da curva. (Na segunda equagao usamos a definigao (118) do gradiente e a Eq. (116).)
Inversamente, se a integral de curva de A é independente da curva, escolhemos um ponto fixo rg
e definimos

o= [ A-a

ao longo de qualquer curva de ro até r. Para uma curva parametrizada C : t — 7(t), t € [a,b],
com 7(a) = rg temos entao

o(r(t)) = / A(r(t)) - (1)) d,

que implica A(r(t)) - #(t) = £¢(r(t)) = grad¢ - #(t). Como isto vale para todas curvas e conse-
quentemente para todos 7(t), isto implica grad ¢ = A. O

7.3 A Divergéncia e o Teorema de Gauss.

A divergéncia de um campo vetorial A é a densidade de fontes de A, i.e., o fluxo de A através
uma superficie fechada, pela unidade de volume. Vamos fazer isso preciso. Dada uma regiao G,
consideramos a integral de superficie faGA - do, onde OG é orientado com vetor normal para
fora. Geometricamente, isto é o fluxo neto de A saindo de G, e descreve fontes de A na regiao G.
Dividindo pelo volume de G, e fazendo o volume cada vez menor, d4 uma medida para a densidade
de fontes de A, ou seja, a divergéncia de A, em simbolos div A. Mais precisamente, definimos

. . 1

div A(p) := Eh_% Vol @) hre A - do. (120)
Aqui, G., € > 0, é uma familia de regides tal que cada G, contém o ponto p e tem didmetro'* &,
em particular G contrai para o ponto p se € — 0. Observe que o volume de G. cai para zero como
e3, enquanto que o fluxo em geral sé cai como £2. Apesar disso, esperamos que o limite existe.
A razdo atraz disso é que a grandeza p(G) = faa A - do (o fluxo atravéz do contorno de uma
dada regidao ) é uma grandeza aditiva, e tal grandeza sempre possui uma densidade, definida por

w(G)/ Vol(G) no limite de pequeno volume.'?
Vamos agora calcular a divergéncia em termos de um sistema de coordenadas {u!,... , u"}.
(Como div A depende linearmente e apenas localmente de A, a divergéncia deveria ser um operador

diferencial. Isto realmente é o caso:)

140 diametro de um conjunto G é a maior distancia entre dois pontos em G.

15 interessante que estas consideragoes, em termos matematicos rigorosos, implicam o Teorema de Gauss junto
com a propria defini¢do da divergéncia ao mesmo tempo. O argumento funciona como segue. A aditividade implica
que u(G) = faG A - do define um medida. (Ela é definida primeiro sé para regides G com contorno suave, mas
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Proposigao 7.4 A divergéncia de um campo vetorial A € dada por
1< ,
divA = o Z 0;(vA*), onde v:=det(Or,...,0T). (122)
i=1

Aqui, A® sdo as componentes (contravariantes) de A com respeito s coordenadas u’ como definidas
na Eq. (88),

Alp) =Y A') ),

e 0;(-) significa %() (Exercicio: Verifique que o lado direito é independente do sistema de
coordenadas, ou seja, que a divergéncia é um escalar.) Explicitamente, temos em coordenadas
Cartesianas, cilindricas e esféricas, respectivamente:

divA = 0, A" + 0,AY + 0, A%, coord. Cartesianas
1
= —0,(0A%) + 0,A% + 0, A7, coord. cilindricas
0
1 1
= r—zar(r2AT) + Seneag( sen (0)A%) + 9, A%, coord. esféricas.

Demonstrag¢ao. (Em dimensdo trés.) Sem perder generalidade podemos supor que o ponto p tem

coordenadas (u',u?,u®) = (0,0,0). Seja G. um pequeno “cubo” centrado em p cujas arestas

coincedem com as linhas de coordenadas u’ € [—¢/2,£/2], ver Fig. 2:

Go o= {r(u,u?,u¥) u' € -2, 5]}
2°2
Como r(e/2,u? u®) — r(—¢/2,u*,u®) = &0;r(p) + O(e?), o paralelepipedo gerado por
ul = —¢/2 ul =¢/2
N ul =0 N /2
, T out=¢/2

u? = —¢/2

Figura 2: A face S5 da regido G.. (Todos pontos tém coordenada u® = ¢/2.)

€01r,edar, 037 é uma versao linearizada de G, e o volume dele coincede com o volume de G,
médulo termos da ordem €. Por isso,

Vol(G.) = e%v + O(e%). (123)

pode ser extendida unicamente para todos conjuntos Borel, pois aqueles sdo gerados, por exemplo, pelos cubos.)
Observe-se que Vol(G) = 0 implica u(G) = 0. O matemadtico fala neste caso que du é absolutamente continua com
respeito & nossa medida dV. Nesta situagdo, o teorema de Radon-Nikodym [8] affirma que existe uma densidade, a
saber uma fungao p tal que para cada regidao G vale u(G) = fG pdV, ou seja,

A -do = / pdV. (121)
oG G

Tal densidade p é tnica. Agora a divergéncia de A e definida justamente por div A := p, ou seja, div A é a Unica
fungdo caracterizada pela equagdo acima. Entdo a eq. (121) é o famoso teorema de Gauss, e pode ser considerada
como defini¢do da divergéncia ao mesmo tempo. Deve ser mencionado que um jeito de construir a densidade p, alias
div A, é justamente atravez da nossa defini¢ao (120), ver [9].
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O contorno de G, consiste de 6 faces S’ii, 1=1,2,3,onde S; e Sj sao faces opostas: Por exemplo
€ € ¢
Sg: = {r(ul,uz, :l:§)| u17u2 € [*§a 5] }

A drea de SSjE é aproximadamente (i.e., modulo termos da ordem &?) igual & drea do paralelogramo
gerado por €017 e edor no ponto (0,0, +e/2), respetivamente, ver Fig. 2. Como o vetor normal de
0G. aponta para fora, o vetor normal n?ﬂf de SijE tem a mesma direc¢do e sentido como £(017 X dar).
Por isso, S?jf tem como vetor superficie, no ponto (0,0, +¢),

SE;E = :l:Ez (811' X 827“)

moédulo termos da ordem &3, respectivamente. Com estas informacdes, o fluxo de A atravez ng é
aproximadamente (modulo termos da ordem &%) dada por

A-do =~ (A-87)(0,0,+¢/2) = +c* (A - (dir x 857)) (0,0, +¢/2)

S5

= +e? (A%0)(0,0, £¢/2).
onde temos usado a Eq. (105). O fluxo de A através de S; U S3 é entdo
/ Ado=[ Adot [ A doxc((A450)(0,0,6/2) — (4%0)(0,0, —¢/2))
Sy usy ST Sy

~ 2 03(A3)(p)

modulo termos da ordem &*, pois (A3v)(0,0, +£/2) — (A%v)(0,0, +&/2) = £05(A3v)(0,0,0) + O(?).
O fluxo de A através de S; U ST e Sy USS é dado por termos similares (com ’3” substituido por
"1’ ou ’'2’, respetivamente). Isto da

) A - do =3 (91(A ) + 92(A%v) + 95(A%v)) + O(e*)
G

= Vol(G.) = (91(A') + B5(A%) + 35(A%)) + O(eY), (124)

S|~

pois o volume de G. é igual v + O(e*). Isto mostra a Proposicao. d

Teorema 7.5 (Gauss) Seja G uma regiao cujo contorno OG é uma superficie fechada, e seja A
um campo vetorial com derivadas parciais continuas. FEntao vale

A - do = / div A dV, (125)
oG G

onde OG ¢é orientada t.q. o seu vetor normal aponta para fora de G.

(Vamos mostrar este teorema num sistema de coordenadas. Mas note que uma fungao div A que
satisfaz Eq. (125) é tnica. Entéo, a fortiori, este teorema implica que div A é independente do
sistema de coordenadas, ou seja, ¢ um campo escalar.)

Demonstragdo. Dividimos a regiao G em N? pequenas parcelas G. , com didmetroe; v =1,..., N3

onde N ~ e~ 1. (Ne é o didmetro de G.) Para cada G., vale pela propria defini¢ao (120) do

divergente
j{ A - do =Vol(G.,) div A(p,) + O(s*),
0G:c v

onde p, é um ponto em G .. (Ver também Eq. (124) encima.) Mas o fluxo através 0G ¢ a soma
dos fluxos através 0G. ., pois a divisa entre parcelas vizinhantes G. ., G¢ ,, é sendo percorrida duas
vezes, com sentidos opostos, tal que os termos correspondentes se cancelam. (Isto é a aditividade
mencionada apés Eq. (120).) Entéo, temos

N3 N3

N3
A-do = ij A-do =Y divA(p,) Vol(Gy.) + 3 0.

oG G, v=1 v=1
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Isto vale também no limite ¢ — 0. Naquele limite, o lado direito é justamente a integral de div A
através da regiao GG, concluindo a prova. O

O Teorema de Gauss tem um simples Corolario:

Corolario 7.6 i) Seja B um campo vetorial definido num dominio D C E. Se

?fB.dazo (126)
S

para todas superficies fechadas S C D, entao divB = 0.
ii) O inverso vale se D satisfaz a sequinte propriedade topoldgica: Cada superficie fechada S C D
€ o contorno de uma regiGo G C D.

Demonstrag¢io. A Eq. (126) implica pelo Teorema de Gauss que para qualquer regido G C D, a
integral de volume de div B sobre G é zero. Isto implica que divB = 0. Inversamente, dada
uma superficie S C D, pegamos uma regiao G C D t.q. S = dG (tal G existe por hipétese.) Pelo
teorema de Gauss, a integral de B sobre S coincide com a integral de volume de div B sobre G e
é zero se div B é zero. g

O item #i) do Coroldrio 7.6 realmente nao vale sem a condig¢ao topoldgica sobre D, como mostra o
seguinte contra-exemplo.

Exemplo 7.7 Seja D = R3 — {0}, e A(r) := r/r3. O divergente de A em D ¢é zero, mas o fluxo
através qualquer superficie fechada que contém a origem no interior é igual 4. O

Demonstra¢do. Em coordenadas esféricas, temos A = r~20,r, entdo a componente A" é dada por
Ar(r,0,0) =12 e
1
divA = ———0.(r’senfr—2)=0
r2sen a )

em D. Para calcular o fluxo, usamos num primeiro passo uma esféra S centrada na origem de
raio R. Calcula-se pela férmula (107)

27 T
A-da:RQ/ / A™(R, 0, $)sen § df dp = 4.
Sr 0 0

Num segundo passo, seja G arbitrario. Com certeza G contém uma esfera Si (para R suficiente-
mente pequeno). Chamamos a regido entre S e G de G. O contorno de G consiste de G e de
Sr. Em OG os vetores normais respetivas coincedem, porem em Sg eles tém sentidos opostos. Por
isso,

A do— A -do = A-do’:/divAdV:O,

oG Sk oG G

pois G é contido no dominio D, onde div A é zero. A equacdo acima significa que o fluxo atravez
0G coincede com o fluxo atravez Sg, a saber com 4. O

7.4 O Rotacional e o Teorema de Stokes.

O rotacional de um campo vetorial A é uma medida da circuitacao de A. A circuitacao de A sobre
um eixo n (um vetor normal) através uma curva C fechada, perfurada pelo eixo Rn, é a integral
fc A - do. Dividindo pela “4rea envolvida por C”, e fazendo o limite onde C contrai a um ponto,
resulta na densidade de circuita¢ao. Mais precisamente, definimos: A densidade de circuitacdo de
A sobre um eixo n num ponto p € F, em simbolos R(n), é dada por

1

Aqui, S;, € > 0, é uma familia de superficies tal que cada S. contém o ponto p, tem vetor normal
em p igual n, e tem didmetro'* ¢, e |S.| é a drea de S.. (A integracdo ao longo de 9S. deve
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ser tomada no sentido que obedece a “regra da méo direita” com respeito a m.) Veremos logo
(Lema 7.8) que a densidade de circuitagdo R(n) é da forma R(n) = R -n para um certo (tinico)
vetor R. Este vetor chamamos o rotacional de A no ponto p, em simbolos (rot A)(p). Com isso,
o rotacional rot A é caracterizado por

1
rot A)(p) - n =lim — A - dl, 128
(1ot A)p) - m= T 1o (128)

onde S é uma familia de superficies como especificada encima, e |S:| é a drea de Se.

Lema 7.8 FEziste um tnico vetor R tal que para todos n vale R(n) = R - n.

Demonstragdo. (Para simplificar o argumento, fazemos a prova sé para uma familia de superficies
planas.) Nos fixamos uma superficie S plana (ou seja, uma parte de um hyperplano em E) com
vetor normal n, que contem o ponto p no interior. Para € > 0, seja S a mesma superficie, esticado
pelo fator € com centro p. (Em outras palavra, S = {p + epg, ¢ € S}.) Seja S o vetor superficie
de S conforme Eq. (102), i.e.,

S :=|S|n e analogamente S. :=|S.|n.

Como a érea de S. é igual €2 vezes a area de S, podemos escrever

1 .. 1
R(n) = 5 ;I—I}(l) = u(Se), onde u(S.):= - A-dl. (129)

O vetor superficie, na notagao da eq. (102), de uma superficie com area 0 corresponde ao vetor 0.
Entao, obviamente 1(0) = 0, pois a curva 9S tem comprimento 0 neste caso. Ademais, o vetor
superficie S := |S.|n é dado por S. = €2 S pois |S.| = £2|S|. Usando estes dois fatos, podemos
escrever

S| Rm) = lim 5 (u(=S) — 4(0)) = “p(eS)]emo = (D) 0),

veja a defini¢do (113) da derivada direcional. Como a derivada direcional é linear em S, isto mostra
que a aplicacdo S = |S|n — S R(n) é linear. Isto implica, pelo Lema 1.7, que existe um tnico
vetor R tal que para cada n vale R(n) = R - n. Isto completa a prova do Lema. O

Vamos calcular o rotacional em coordenadas {u',... , u"}. (Isto também mostrara a ezisténcia do
limite (128), que nos nao temos mostrado ainda.)

Proposigao 7.9 O rotacional de um campo vetorial A é dado por

1 or or or
rot A = ; {(82143 — 83A2)w + ((93A1 — 81143)% + (81142 — 82A1)ﬁ}, (130)
onde v := det(01r, Oar, O37). Aqui, A; sdo as componentes covariantes de A definidas por
Ap) = A®) - 0 (1) (131)
ilp) = Ap) - 55 (p),
e 0;A; significa %25,
Explicitamente, em coordenadas Cartesianas, cilindricas e esféricas, respectivamente, temos:
rot A = (0,4, — 0, Ay)e, + (0, A, — 0. A )ey + (0, Ay — Oy Az )e., Cart.
1 or or or -
- E{(é)@AZ 0L G (0:A = 0,4 57+ (A, - awAQ)@} cilindr.
= @A —aA)@Jr(aA—aA)alﬂaA—aA)al} esfér
T r2seng L\ T TG, L ST PPy '

Demonstragao. Sem perder generalidade podemos supor que o ponto p tem coordenadas

(u',u?,u?) = (0,0,0). Num primeiro passo, pegamos uma familia de pequenos “paralelogramos”
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S. contidos na superficie {u® = 0} centrado em p, cujas arestas coincedem com as linhas de
coordenadas u' e u? (ver Fig. 2):

S, = {r(u*,u? 0)| u',u® € [—5, E] }.
22
Como 7(g/2,u%,0) — r(—¢/2,u?,0) = £d;r(p) + O(e?), o paralelogramo gerado por e r,cdor é
uma versao linearizada de S, e a drea dele coincede com a drea |S¢| de S. médulo termos da ordem
e3. Por isso,
1S, = £%||0rr x Darl|(p) + O(?). (132)

O contorno de S. consiste de 4 curvas Cii, i=1,2,onde C; e Cf sao arestas opostas; Por exemplo
€
Ct = {r(:l:i,uz,())| u? e [*ia 5] }

Junto com a orientacao certa, a curva orientada Cft pode ser aproximada pelo vetor
+e(0e1)(£e/2,0,0), respetivamente, ver Figura 2. Consequentemente, a integral de linha A
atravez C;" é aproximadamente (modulo termos da ordem £?) dada por +¢ (A - 9or)(¢/2,0,0) =
+e Ay(+e/2,0,0). Isto d&

/ A-dl~ = (Ay(e/2,0,0) — As(—2/2,0,0)) ~ 2> (81 As) (p)
cfucy

mddulo termos da ordem €3, pois Az(g/2,0,0) — Ax(—¢/2,0,0) = € (01 42)(0,0,0) + O(g?). Simi-
larmente, a integral atravez C5” U C; é dada por —e2 (02A4;)(p), entdo

- A dl =e* ((0142)(p) — (92A1)(p)) + O(%).

Como o vetor normal a S. é dado por ||017 x Oor|| ! 017 x dor (igual e se as coordenadas sdo
ortogonais), esta equacao implica pela definigdo (128) do rotacional que no ponto p vale

oLr X Oar Def ;. 1 A dl = O1As — D9 A4

I‘OtA' _— = 1m — _—
o1 x Gar||  e=0 [Se| Jas. [[O17 x Dar||

(onde temos usado a férmula (132) para a drea de S.), ou seja,
rot A - (017 X Oor) = 01 A2 — 02 A;. (133)

Mas como nos vimos antes, veja Eq. (105), o lado esquerdo da Eq. (133) é justamente (rot A)3v,
onde (rot A)" denotam as componentes (contravariantes) do vetor rot A. Com argumentos
andlogos podemos concluir que (rot A)lv = 9,43 — 9345 e (rot A)?v = 934, — 01 A3. Entdo
temos

3
rot A = Z( rot A)' O;r

i=1

1
= — (0245 — 0345)017 + (9341 — D1 A3) D7 + (D1 As — D2 A1)0s7),

como queriamos demonstrar. O

Teorema 7.10 (Stokes) Seja S uma superficie orientada cujo contorno S é uma curva fechada,
C =08, e seja A um campo vetorial com derivadas parciais continuas. Entdo vale

j{A-dl:/ rot A - do, (134)
c s

onde a integra¢do ao longo de C € tomada no sentido que obedece a “regra da mao direita” com
respeito ao vetor normal da superficie.
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Demonstracdo. Dividimos a superficie S em N2 pequenas pedacinhos S, com didmetro e, v =
1,...,N? onde N ~ ¢~ 1. (Ne é o didmetro de S.) Agora vale

N2
A-dl = A-dl,

porque a divisa entre pedacinhos vizinhantes S,, S, é sendo percorrida duas vezes, com sentidos
opostos, tal que os termos correspondentes se cancelam. Mas para cada S, vale pela prépria
defini¢ao (128) do rotacional

A-dl =1S,| rot A(p,) - n(p,) + O(*) = 1ot A(p,) - S, (p,) + O(e?),

as,
onde p, é um ponto em S, e S, (p,) := |S,|n(p,). Entdo, temos
N2 N2
A-dl=> rot A(p,)- Sulp,) + > _O().
aS v=1 v=1

Isto vale também no limite € — 0. Naquele limite, o lado direito é justamente a integral de rot A
através da superficie S, veja Eq. (103), concluindo a prova. O

O Teorema de Stokes tem um Corolario analogo com o Corolario 7.6 do Teorema de Gauss:

Corolario 7.11 Seja A um campo vetorial definido num dominio D C E. Se A é conservativo
(ver Defini¢dao 6 e Proposi¢io 7.3), entao vale rot A = 0. O inverso vale se cada curva fechada
C C D € o contorno de uma superficie S C D.16

Agora vamos mostrar um anélogo com a Proposigao 7.3:

Proposicao 7.12 i) Para cada superficie fechada S C D vale
7{ rot A - do = 0. (135)
s

11) Seja B um campo vetorial com dominio D satisfazendo

%B-da’zO
S

para toda superficie fechada S C D. Se D contem um ponto q tal que todos segmentos de retas qp,
p € D, sao contidos completamente em D,'7 entdo B possui um vetor potencial, i.e. um campo
vetorial A t.q.

B = rot A.

Demonstrag¢ao. Ad i) Lembramos que pelo Teorema de Stokes, a integral de superficie S do
rotacional de um campo A coincide com a integral de linha de A ao longo do contorno 95. Se S é
fechada, esta borda é vazia, e a integral deve ser zero. (Em mais detalhes: Cortando a superficie
fechada S em duas partes S; e So ao longo de uma curva C, a integral fs rot A - do é a soma
das duas integrais através de S7 e So. Conforme o Teorema de Stokes, os dois coincidem com a
integral de linha de A ao longo de C' = 957 = 9S>, mas com sinais opostos, entdo a soma é zero.)
Ad i7) Escolhemos como origem o ponto ¢ € D mencionado na proposicéo, e definimos

1
A(r) ::/O sB(sr) x rds.

Queremos mostrar que rot A = B. Dado uma curva fechada C' em D, com parametrizagao r(t),
t € [0,1], construimos uma superficie Sy pela parametrizacao r(s,t) := sro(t), (s,t) € [0,1] x [0, 1].

160 “inverso” no Corolério 7.11 realmente nio vale sem a condi¢io topolégica sobre D, como mostra o seguinte
contra-exemplo. Seja D = R3 — {eixo-z}, e A = grad ¢ (em coordenadas cilindricas). O rotacional de A é zero em
D, mas a integral de linha através qualquer curva que envolve o eixo-z é 2.

17Tal dominio se chama de “star-shaped”.
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So contém a origem ¢ e tem a curva C' como contorno. Usando os fatos dsr(s,t) = 7o(t) e
Or(s,t) = sro(t), calcula-se

(B da—/ / Blsro(t)) - (ro(t) x s - #o(t))dsdt = /Aro 1) - #o(t) dt

:%A-drz/ rot A - do.
c So

Mas a hipdtese implica que a integral de B através de qualquer outra superficie S com o mesmo
contorno C' coincide com a integral |, S B - do calculada encima. Entdo, as integrais de superficie
de B e rot A coincidem para qualquer superficie S C D. Isto mostra que rot A = B. O

Resumimos os conteudos das Proposicoes 7.3 (seta 1 embaixo) e 7.12 (setas 2), e dos Coroldrios 7.11
(setas 3) e 7.6 (setas 4):

3

A=gradgp <= f o A-dL=0 = rot A = 0
2 4
B=rotA —  $sB-do=0 = divB = 0.

(Aqui, as implicagoes “—” valem s6 se o dominio do campo for topologicamente trivial, como
discutido antes.) Em particular, temos

rot grad¢ =0 e divrotA=0. (136)

7.5 Operador de Laplace.
O Laplace de uma funcao f, Af, é definido por

Af := div grad f. (137)
Explicitamente, com respeito a coordenadas {u!,... , u"} vale
haoh hsh hih

Af == { V(TG0 S) + 0a(S0f) + 03T 0aS) | 0= b, (138)

Em coordenadas Cartesianas, cilindricas, e esféricas, respectivamente:

Af =03f+ 3§f + 02, coord. Cartesianas
1 1
= Eag(gagf) + ?a?pf + 02, coord. cilindricas
1 1
2 (.
= =0.(r°o.f) + m@g(sen 00 f) + Tsen (02 wf7 coord. esféricas.

7.6 O “Calculo-Nabla”.

O operador nabla, em simbolos V, é formalmente definido por

1
Vi=> e ;. (139)
1=1

Ele é um vetor e, a0 mesmo tempo, um operador diferencial. Aviso: Na aplicagdo de nabla num
campo vetorial > j Ale; deve ser tomado em consideragio que os vetores e;(p) nio sao constantes,
ie. 0;e; # 0! (Ver [1, Exercicio 2.2.3] para a formula explicita de 0;e; # 0.) Nés vamos usar o
nabla somente em coordenadas Cartesianas.

Usando esse operador, os operadores diferenciais grad, rot, div e A podem ser escritos como

grad ¢ = Vb, divA=V- A, (140)
Ap =V -V, rot A=V x A. (141)

Célculo-nabla: ...
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Proposicao 7.13

V(fg) =(Vf)g+ fVy, (142)

v (fA):(Vf)-A+fV-A, (143)
V- (AxB)=(VxA)-B A-(V x B), (144)
V x (fA) = (V) ><A+f(V><A) (145)

(Todas estas formulas podem ser mostradas facilmente usando o “célculo -nabla”. Alternativa:
Mostrar as formulas em coordenadas Cartesianas. Como elas sdo equagdes entre campos vetoriais,
devem valer em quaisquer coordenadas.)

Para um campo vetorial A definimos o Laplace por

AA := grad div A — rot rot A. (146)

Lema 7.14 (Identidades de Green.) Para qualquer regiao G e fungdes f,g vale
/ngdV:/ ng-ala'—/Vf-ngV7 (147)
G oG G
Jusa—oanav = [ (199-g91)-do. (148)

7.7 Equacgao de Poisson

A equacao de Poisson é a EDP
Af=h (149)

onde f e h sao funcoes numa certa regiao G. Normalmente, a funcao h é dada e nos procuramos
uma funcao f que satisfaz a EDP acima, junto com certas condigoes de contorno em 0G. Tal
funcido f é chamada de solucao da EDP. (Aqui, vamos considerar sé6 G = R?, e a condigao de
contorno serd que f cai para zero no infinito.)

Mostraremos que a equacao de Poisson possui uma solugao e que a solucao é unica.

Proposigao 7.15 Seja h uma fung¢do que cai para zero no infinito rdpidamente. A fungdo

- -1 h(r/) /
flr):= 471'/”7’—7"|dv (150)

€ uma solucao da equacdo de Poisson.

Demonstracao. Usando grad o —T’H Hroo_r GEE temos
1 . ro — 1’ 1 . 1 r—r
A :—d hMr' ) —————dV’' = — lim —— hr") ————=dV’) - d
(Atew) = gz [ W)= i 24 o, 1o ) e

-
-de)dV",
47rs—>0|G\/ f{ =P 7)

onde G é uma familia de regides que contrai ao ponto ry para ¢ — 0. Agora sabemos do exercicio

18 que
r—7r 4 ser’ € G,
T s 4o = /
oc. lr—7'll 0 ser ¢dG..
Entao na integral de volume dV' acima sé contribuem 7’ € G, e temos

(Af)(rg) = lim |G|/ h(r")dV' = h(ry).

e—0
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8 Tensores.

8.1 Algebra Linear de Tensores.
8.1.1 Produto Tensorial.

Seja V' um espagos vetorial de dimensao finita, sobre o corpo K = R ou C. O espago dual de V,
em simbolos V*, é o espago das aplicacoes lineares de V em K,

V*:={n:V =K, linear}. (151)

Tais aplicagoes lineares sio frequentemente chamados de formas (lineares) de grau 1, ou covetores
Este espago é um espago vetorial por sua vez (como cada espaco de fungdes), a saber pelas
definigoes

(m +n2)(v) :==m(v) +n2(v), (sn)(v):=sn(v). (152)

O zero é a aplicagdo 0(v) := 0 para todos v € V.

Existe um certo isomorfismo entre V e V* que, porem, ndo é canbnico pois depende de uma
escolha de base em V: Seja no seguinte {a, ..., a,} uma base em V (ndo necessariamente ortonor-
mal). Como sabemos, cada vetor v € V possui uma dnica decomposigéo

v=3 v (153)
i=1

definindo suas componentes (“contravariantes”) v¢. Para i € {1,...,n}, definimos uma forma (um
covetor) a’ € V* por ' _
a'(v) =", (154)

onde v’ é a componente de v com respeito & base {a1, ..., a,} comonaeq. (153). Equivalentemente,
a’ é caracterizado por

i 7 13 se i = j,
a'(a;) = 4; {0 it (155)
1 n

Proposicao 8.1 Os n covetores a*,...,a" sao uma base do espaco dual V*, a chamada base
dual. Em mais detalhes, cada n € V* € da forma

n=3 ma',  ondens = n(as) (156)
=1

Demonstragdo. (Independéncia linear dos a': evercicio.) Para mostrar que eles geram V*, seja
n € V* um covetor. Pela linearidade, temos para qualquer v € V com decomposicao como na
eq. (153):

n(v) = U(Zvi a;) = Zv n(a;) = Zn(ai)ai(v) = (Zn(ai) ai) (v), (157)

entao n realmente é uma combinagao linear como afirmado na eq. (156). O

Esta proposigdo mostra que V' e V* sdo isomérficos (porem nao numa maneira canonica). Agora
vamos conhecer um isomorfismo canénico (indenpendente de base) entre V e (V*)*. Dado v € V
e n € V*, o nimero n(v) (“n aplicado em v”) pode ser também encarado como “v aplicado em
7”. Em outras palavras, um vetor v € V pode ser identificado com uma forma linear em V* pela
definigao

v(n) = n(v).

Por outro lado, para cada ¢ € (V*)* existe um vetor v € V tal que para todas n € V* vale
#(n) = n(v), a saber v := Y, #(a’)a;. Desta maneira podemos identificar V' com (V*)*:

V = (V*)* = {aplicagdes V* — K, lineares}. (158)
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Agora estamos preparados para a definicao do produto tensorial. Seja U um outro espago vetorial
sobre K de dimensao finita. O produto tensorial de U e V|, em simbolos U ® V', é por defini¢ao o
espago das aplicacoes bilineares de U* x V* em K,

U@V :={U"xV* =K, bilinear}. (159)

Isto é um espago vetorial numa maneira andlogo com eq. (152). Dado w € U, v € V, define-se o
“produto tensorial” u ® v € U ® V pela aplicacao U* x V* dado por

(u@v)(n,p) = n(u)p(v), nelU*puecV*.

(Checkar que ela é bilinear!) Este produto satisfaz as seguintes relacoes:!®
() @v=u® (w) =c(u®v), cek, (160)
(U1 +u2) @V =u1 @V + U2 0, (161)
u® (V1 +v2) =u Qv +uQ vs. (162)

Teorema 8.2 (Propriedade de Universalidade) Seja W um terceiro espago vetorial. Para
cada aplicagao bilinear w : U x V. — W existe uma unica aplicagao linear n: U @V — W tal que
w(u,v) =n(u ®v). Desta maneira, temos um isomorfismo canénico

{UXV =W, bilinear} 2{U®V — W, linear}. (163)

(Esta propriedade do produto tensorial realmente caracteriza o produto tensorial unicamente.) No
caso W =K, o Teorema afirma que

{UxV =K, bilinear} = (U V)" (164)

Observe que, pela identificacdo (158), as aplicagdes bilineares U x V' — K podem ser também
identificados com o espago U* ® V*, entao temos

UV =UsV)". (165)

Proposicao 8.3 Seja {a;, i =1,...,n} uma base em U, e {bj, j =1,...,m} uma base em V.
Entao, {a; ®b;, i=1,...,n; j=1,...,m} € uma base en U Q V.

Demonstragao. SejaT : U*xV* — K € U®V, esejamn € U*, u € V*. Conforma a Proposi¢ao 8.1,
eles sdo da forma n =", n(a;)a’ e p = >_; 1(bj) b’. Consequentemente,

T(n i) = Y _nlai)u(b;) T(a', b)) = 3 _T(a',b)(a; @b;)(n, )

(2]

Entdo, T tem a forma 7' = 3, ; T% a; ® b, com T% = T(a’,b’), mostrando que os a; @ b;
geram U ® V. Agora seja Zi,j ¢ a; ®b; = 0. Agindo nesta equacio com a* ® b', mostra que os

kl

coeficientes ¢ sao todos nulos. Entdo, os a; ® b; sao linearmente independentes. O

Como consequéncia, cada tensor T em U ® V' pode ser escrito como uma soma finita de termos da

forma u ® v:
finito

T = Zul,@v,,.

Supomos agora que V possui um produto escalar'® w-v ou (u,v), i.e. ele é um espaco euclideano
(no caso K = R) ou unitdrio (no caso K = C). Neste caso, V pode ser identificado canénicamente
com V* pelo Lema 1.7: Com n € V* é associado unicamente um v € V tal que vale

n(w) =v-w (166)

I8Realmente, o espago U ® V pode ser caracterizado pelo seguinte fato: Ele consiste de combinagdes lineares
finitos de produtos (abstratos) u ® v, sujeito as relagdes (160), (161) e (162).

9No caso K = C ou dimV = oo, é costume escrever o produto escalar como (u,v). No caso K = C, ele é
anti-linear no primeiro argumento.
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para todos w € V. A associacdo v < 1) estabelece um isomorfismo?® V = V*. Seja agora U um
outro espago vetorial com produto escalar. Por esta identificagdo, a definicdo (159) se torna

UV ={UxV =K, bilinear}, (167)

eu®v €U ®YV éidentificado com a aplicagao dado por

(u@v)(u,v) = (u,u) (v,v'). (168)

Um produto escalar em U ® V é definido por
(u@v,u @v') = (u,u) (v,v'). (169)
Como na Proposicao 8.3 mostra-se: Se {a;, i =1,...,n} é uma BON (base ortonormal) em U, e

{bj, 7=1,...,m} uma BON em V, entdo {a; ®b;, i =1,...,n; j =1,...,m} é uma BON em
UxV.

Se U e/ou V tem dimensao infinita e os dois sdo completos (i.e., eles sdo espagos de Hilbert),
o produto tensorial deles é definido como seguinte. Definem-se primeiro os produtos 4 ® v como
aplicagoes bilineares U x V' — K pela equagao (168). Depois define-se U ® V' como o espago
das combinagoes lineares (finitas) de elementos da forma u ® v, e U ® V como a completacao de
U ®o V. E facil verificar que, se {ai,asq, ...} é uma base de V, entdo cada tensor T € U ®V é da
forma

TZZ’U@@G@, u; € U.
3

No caso de espacos do tipo L%(M), vale o seguinte Teorema.
Teorema 8.4 Sejam My e My C R™. Para f1 € L?>(M,), fo € L?>(Ms), o produto tensorial f1® fo

pode ser identificado com um elemento de L*(M; x Ms) por

(f1 ® f2)(@,y) == fi(z) fo(y), x € M,y € Moy.

Esta identificacdo estabelece um isomorfismo de espacos de Hilbert
L3(My) ® L*(My) = L*(M; x My).

(Comprovante: [7, p. 52].)

O produto tensorial de mais do que dois espagos vetoriais Vi, Vs, V3, ... constroi-se como
seguinte. Por definigao, (V4 ® Vo) ® V3 é o espaco das aplicagdes bilineares de (V4 ® Va)* x Vi
em K. Mas as aplicacoes lineares de (V4 ® V2)* — K sdo o espago (V3 ® V2)*)* =2V} ® Va, entdo
isomérficas com as aplicagdes bilineares de Vi* x V5" — K. Temos entao

(Vi @ Vo) @ Vs 2 {V;" x V5 x Vi =K, trilinear}.

O mesmo vale para V] ® (Vo ® V3). Isso mostra que o produto vetorial de espagos vetoriais é
associativo, entdo podemos escrever Vi @ (Vo ®@ V3) =: V1 ® Vo ® V3. Iterando este raciocino, temos

Vi@ @Vp ={V*x - x V* 5 K, n-linear}.

No seguinte, vamos fixar um espaco vetorial V' sobre K = R de dimensao finita, n (o papel
de V sendo o espago de vetores deslocamento associado com o espago afim E fisico). Neste caso,
chamamos os vetores v € V' de vetores contravariantes, e as formas lineares (ou covetores) n € V*
de vetores covariantes.

Definicao 7 Para r,s € Ny, r + s # 0, definimos o espago de tensores do tipo (r,s) sobre V, em
simbolos T (V'), por

Ty(V)=Ve - @VeV'e - --oV* (170)

T vezes s vezes (171)
={V*x- - xV*xVx--xV =R, multilinear }. (172)

(Na tltima linha usamos a identificagao (158).) Para r = 0 = s definimos 73 (V) := R. O

20 Anti-isomorfismo, no caso K = C.
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Os elementos em T2 (V) (ou seja, as aplicagoes s-lineares de V** — R) que sdo totalmente anti-
lineares sao chamadas de s-formas.
As equacgoes (153), (154) e (156) implicam o seguinte

Coroldrio 8.5 Uma base em TZ (V') € dada por
{ai1®---®ai7,®ajl®-~-®ajs, il,...,ir7j1,...7j5E{l,...,n}}. (173)

Em mais detalhes, cada T € T (V') é da forma

n

— 7,1’L - X . jl . ]
T= > T a, @ Qa;, @ @ ©a’, onde (174)
UyeenybryJ1,e-Js =1
Zl’L . il i ) ]
T —T(a ,...,ar,ah,...,ajs). (175)
Estes numeros sao as chamadas componentes do tensor com respeito a base {ai,...,a,}. Dois

tensores sao iquais se, e somente se, as suas componentes com respeito a uma dada base coincidem
(se, e somente se, as suas componentes com respeito a qualquer outra base coincidem).

Em particular, um tensor é zero se, e somente se, todas suas componentes com respeito a uma base
(arbitéria) sdo zero. Como consequéncia do Corolario, um tensor T' € T7 (V) ageem ny,...,n, € V*
e v1,...0s € V como

T, 001, 0s) = Y T (), e ()i, (01)7h - (vg). (176)

i1,..,s=1

8.1.2 Exemplos: Tensor Kronecker, Tensor métrico, n-Forma de Volume.

Tensor Kronecker. A aplicacdo

S:V XV =R, v :=n) (177)
é bilinear e por isso um tensor do tipo (1,1), o chamado tensor Kronecker. Suas componentes com
respeito a qualquer base {a,...,a,} sdo dadas por 5; = i(a’,a;) = a'(a;) = (5; Entao, suas
componentes (com respeito a qualquer base) sdo exatamente os simbolos de Kronecker:
% o ].7 se ’L = j,
5 — 5 = = (178)
0, sei#j.

Tensor Métrico. Lembramos que nosso V' é um espago euclideano, com um produto escalar
VxV =R, (u,v) — u-v. Esta aplicacdo é um tensor do tipo (0, 2):

Definicao 8 O tensor métrico g € T (V) é o tensor

g(u,v) :=u-v. (179)
O
Pelo Coroldrio 8.5, temos g(u,v) = >, ; giju'v?, onde g;; = g(a;,aj). A base {ai,...,a,} é

ortonormal (uma BON) se, e somente se, g;; = 0;;.
Lembramos que o espago euclideano V' pode ser identificado com seu espago dual V* por meio
do produto escalar via v — 1, ver eq. (166). Usando a férmula (156), temos

T = va(ai) a' = Z('v -a;) a'. (180)
i i
A aplicagao inversa é n — v, := o Unico vetor tal que
nw) =v, - w YweV.

Com esta identificagao, o produto escalar pode ser extendido para o espago dual V*, a saber pela
definigao

nep=vn v, = n(ve) = p(vy) (181)
para n, u € V*. Isto define uma aplicagdo bilinear de V* x V* — R, ou seja, um tensor do tipo
(2,0) que nés vamos denotar com o simbolo § € Tg(V).
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Proposicao 8.6 A matriz de componentes (contravariantes) de § coincide com o inverso da matriz
de componentes (covariantes) de g:

(g”j) = (gij)_l, ou seja, Zgij gk = 0" (182)
j=1

Demonstracao. Temos

J

S gV gim =Y (at-al)(a;-ar) = a' - (ar-a;)a’ = a' e, = ai(ay) = 0. (183)
j=1 J

Na terceira equagdo nds usamos a eq. (180), e na quarta equacdo usamos que i - 7, = u(v), ver
eq. (181). O

E costume identificar o vetor v e o covetor correspondente, 7,,, e escrever
v; := ()i,

considerando v; e v* como componentes contra- ou covariantes, respectivamente, de um sé objeto.
Consequentemente, para um covetor n € V* as componentes

77i = ('Un)i

sao consideradas como componentes contravariantes de 7. Também, as componentes §*/ sao con-
sideradas como componentes covariantes do tensor g:

g7 =g = gla',a’).

Lema 8.7 Temos v, = Zi 31y gji a; €My = Zij v Gji ai; ou seja,
vi=y Vg n'=) mig" (184)
J J

Demonstragao.

Vi

()i =mw(a;) =v-a; =Y via;-a; =Y vig.
j j

n' = (Un)i = ”n(ai) =n-a' = anaj cal = angji.
J J

Vale observar que o Corolario implica que o produto escalar pode ser escrito como
_ i, i
u-v—E uvi—g u; v
i i

Determinante como tensor: A n-forma de volume. Como a determinante é uma aplicagao
n-linear de V' x - -+ x V ndés ndmeros reais, ela é um tensor do tipo (0,n), que nds vamos denotar
por Q € T2(V) (o “elemento de volume”, ou a “n-forma de volume”):

Qvg, - ,vp) = det(vy, -+ ,vy). (185)

Para determinar as componentes deste tensor com respeito a uma base {a1,...,a,}, precisamos
os simbolos de Levi-Civita:

0, se {i1,...,in} #{1,...,n},
€iyoiy =< 1, se (1,...,n) ~ (i1,...,i,) é uma permutacao par, (186)

in

-1, se(1,...,n)+~ (i1,...,i,) é uma permutacdo impar.
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Aviso! Em contraste com os simbolos de Kronecker 6;, os simbolos de Levi-Civita nao sao as
componentes de um tensor! Definimos também |g| pela determinante (positival) da matriz (gij),
onde g;; = a; - a;,

|g| := det(gi;). (187)
Pelo Teorema 1.10, |g é o volume do paralelepipedo gerado por ai,...,a,. Observe que a
determinante |g| ndo é um escalar (ela depende da base)! Temos o

|1/2

Lema 8.8 As componentes de Q@ com respeito a uma base {ai,...,a,} com orienta¢ao positiva
sao dadas por
iy, = 191" €4y (188)

(Observe que nem a determinante |g| é um escalar, nem os simbolos de Levi-Civita sdo as compo-
nentes de um tensor — sé produto define um tensor, €2.)

Demonstragdo. Sabemos pela eq. (175) que €);,...;, = det(a;,,...,a;, ). Se alguns indices coinci-
dem, ou seja se o conjunto {i,...,i,} # {1,...,n}, a determinante se anula pela antissimetria. Se
todos indices sdo diferentes, ou seja se {i1,...,i,} = {1,...,n}, entdo o médulo | det(a;,,...,a;,)]

|1/2

coincide com |g pelo Teorema 1.10. O sinal afirmado segue da antissimetria da determinante.

O

Em trés dimensoées, o produto vetorial de dois vetores u,v € V é relacionado com a forma §2,
a saber, suas componentes covariantes sao dados por

(u xv) Z Qujr ud V. (189)

Demonstragao. , . .
(u X v)iw’ = (u X v) cw = det(u, v, w) = Qijkujvk w'.

8.1.3 Mudanca de Base.

Obviamente, as componentes dos tensores dependem da base. Vamos ver agora como eles se
transformam sob uma mudanca da base {a;, i = 1,...,n} para uma nova base {a;, i = 1,...,n}.
Cada a; é uma certa combingao linear dos a;,

=Y Ala, (190)
j=1

e amatriz A} charateriza a mudanga de base {a;} — {a;}. Como primeiro passo, vamos determinar
o comportamento da base dual sob esta mudanga. Temos

5t =a'(a;) = a’ ZA ar) :iAfaz(ak)
k=1

Lendo esta equagéo como 0% = Y, A¥Bj, inversao da matriz A d& Bl = Y, (A1)} = (A™1)i,
ou seja, a'(a;) = (A™")%. Substituindo isto na expansio (156) do covetor @’ com respeito a base

dual {@’}, a saber @’ = 3, a'(a;) @/, isto da

a' = Z(A—l);l a’. (191)

Pela eq. (154), as componentes v* de um vetor v = ), v’a; com respeito & base {a;} sao dadas
por v* = a*(v). A eq. (191) implica entao que as suas componentes 7' com respeito & nova base

{@;} sdo dadas por ¥ = a'(v) = Y., (A7 1)ia*(v) = 3, (A71)ivk, ou seja,

o= (AT (192)

k
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Da mesma maneira, para um covetor 7 vale, pela eq. (156), 7; = n(a;) = >, Aln(a;) = 3, Almi:
m = DAy (193)
k

Mais geralmente, o Corolario 8.5 sobre as componentes de tensores implica, com o mesmo raciocinio:

Proposicao 8.9 Seja T um tensor in TT (V) com componentes T]’;;: e T;;;: com respeito d
base {a;} e {a;}, respetivamente (conforme eq.s (174), (175)). Entdo vale

Sy Z1vi Z1vie gl ly ke ko

T = 3 (AT - (AT AR - AR TR (194)
ki,...,kr
l1,.ls

8.1.4 Operagoes com Tensores.
Vamos finalmente introduzir alguns operagoes com tensores.

Produto tensorial ou “externo”. A defini¢do do espago T7 (V') implica que este espago pode
ser identificado com

T;(V) =T} (V)@ T2(V), ser=r1+7r, s=s1+ 82,

S

a saber com a seguinte identificacdo: Para Ty € T (V) e Ty € T 2(V), definimos T ® Ty €
TI2(V) por

S1+S2

(Tl ®T2)(7717 sy Mrgdra, U1y e - ;vsl-i-sz) =
T1(7717 .. 777T17v17 .- '7v81) TZ(nT1+17 .. 7777’1+T27v81+17 L 7v51+82)' (195)

Equivalentemente:

(”1®"'®UT1®771®”'®7731) ® (v’1®...®v;2®77’1®...®77;2) =
VIQ QU VR QU QM D QN AN @@L, (196)

Produto escalar ou “interno”. Da mesma maneira como o produto escalar foi extendido de
V para V*, pode ser extendido para todos espagos tensoriais T7 (V') pela seguinte definicdo. Para
VIR QU QM Q- @1 ev’1®...®v;_®ni®...®n; emT;(V), definimos

9(’01®"'®Ur®771®"'®7)s,U/1®"'®U;®771®"'®772) =
g(v1,v7) - g(vr, v) g0, my) - - §(nssmy). - (197)

Esta definicdo extende por bilinearidade para o espago 77 (V) inteiro. Em componentes, temos
para T,S € Tr(V):

9(T,5) = > T30 Gisky - ik, G110 g SELR

il>~-<ir;k717~-'k7‘7j17'~~jsvllx~-7js
Contracgao. A aplicacao
v1®...®vr®n1®...®ns }_)771(1]1) 1;2®...®'UT®772®...®775

define uma aplicacio T7 (V) — T7 =} (V). Ela joga um tensor 7 € T7 (V') com componentes T;f;;

para o tensor T € T/ (V) com componentes
Prigein _ kg i
TjQ"'js - ZTka"'js ’
k

e é chamda, por isso, de contra¢do dos primeiros indices. O mesmo pode ser feito com qualquer
outro par de indices.
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Mudanga do tipo. A aplicagio V = Tg(V) — TY(V) = V*, v = 1y, induz uma aplicagao
Tr (V) — T (V), a saber

VIR QU MO N> V1 Q- QU1 QM Q- RN @ Ny,

Ela joga um tensor T' € T7 (V) com componentes T;ll ;7 para o tensor Te 7! (V) cujas compo-
nentes sao
iy i1 i1 ir—1k

JiJs41 JiJs Gkjs+1-
k

O mesmo pode ser feito com qualquer outro par de indices. Esta operacao chama-se abairar um
index. Similarmente, a aplicacdo inversa V* — V',  +— v,,, induz uma aplicacéo T; (V) — T v)
(chamado de levantar um index), resultando numa férmula do tipo

Tpt1 91 k]7,+1
Jl Js—1 ZTM Jq 1k '

Como exemplos, temos

Lema 8.10 i) A mudanca do tipo do tensor métrico, g € T9(V) para § € T (V') resulta no tensor
Kronecker:

gl =dl. (198)
ii) A n-forma do volume, ), satisfaz:
Qe = (g7 2 gy (199)
Em 8 dimensdes: ZQiijklm =4 ot = o 6;, (200)
Z Qijx 1 = Git Gim — Gim Gji1- (201)
k

Demonstragao. Eq. (198) segue da eq. (182). Para mostrar (199), calculamos

QU= Qi g g =g i, gt g = g7

pois a soma Y. &;,..;. gttt -+ g™ é nada mais do que a determinante da matriz (¢%), ou seja,
lg|~t. Junto com a anti-simetria de Q% isto implica a eq. (199). A eq. (200) vamos mostrar
numa base ortonormal. (Como os dois lados s@o componentes de tensores, isto ¢ suficiente pelo
Corolério 8.5.) Neste caso, |g| =1 e nds temos que mostrar

g €ijkEkim = 0i1 Ojm — Oim 0j1.
%

Isso é mostrado por exemplo em [3, p. 683]. Baixando os indices I e m na eq. (200) resulta na
eq. (201). O

Endomorfismos. O espago de tensores do tipo (1,1) pode ser identificado com o espago dos
endomorfismos lineares de V', denotado por End(V),
TH(V) = End(V),
como seguinte. Se A € End(V), define um tensor T € T} (V') por
T(n,v) = n(Av)

paran € V*, v € V. Inversamente: Dado T' € T}}(V), define Av := o tinico vetor tal que vale a
equagdo acima para todos n € V*. Isto define uma aplicagao linear A €End(V'). Verifique-se que
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a aplicagdo A correspondente a T':= u ® 7 é Av = n(v) u. Na notagao de Dirac, isto corresponde
literamente a equagao
(lu)(n]) lv) = (n]v) u).

Dado uma base {a1,...,a,} de V, define-se uma matriz A{ correspondente a A por
Aai = ZA‘z a;.
J

Verifique-se facilmente que os Af coincidem com os componentes Tij do tensor T € T} (V) corre-
spondenete a A €End(V'). Seguindo o costume, vamos identificar A e T, e Ag e TZJ

Por exemplo, o endomorfismo que corresponde ao tensor Kronecker 0, ver eq. (178), é a iden-
tidade I em V, pois 6(n,v) = n(v) = n(Iv). Os seus componentes §; coincidem com a matriz
correspondente a I (para qualquer base).

Defini¢ao 9 i) O adjunto de um endomorphismo A, em simbolos A*, é o endomorfismo unicamente
caracterizado pelo fato que para todos u,v € V vale

u-Av = (A"u) - v. (202)

O endomorfismo é chamado de simétrico (ou auto-adjunto) se A = A*, ou seja, se para todos
u,v € V vale u - Av = (Au) - v.
ii) O trago de um endomorfismo A, em simbolos Tr A, é definido por

TrA:=)a;- Aa; (203)
i=1
onde {a1,...,a,} é uma base ortonormal. O
(Exercicio: Verifique que a definicdo (203) ndo dependente da base!)

Lema 8.11 i) Um endomorfismo A € simétrico se, e somente se, a matriz de seus componentes co-

variantes, i.e. os componentes de A € T(V) correspondente a A € T} (V) ~End(V), € simétrica:*!

Aij = A]z

ii) O trago de um endomorfismo A coincide com o escalar que surge do tensor em TiL(V) pela
contragdo de indices, TrA =" AL

(Exercicio: Mostre que o trago é independente da base.)

8.2 Anadlise Tensorial.

No seguinte, seja E o espago afim fisico, e V o espago de vetores deslocamento correspondente.

Defini¢gao 10 Um campo tensorial do tipo (r,s) é uma aplicagdo E — T7 (V). O espago de tais
campos é denotado por 7. (E). O

Entao T € T7](FE) aplica um ponto p para um elemento T, € T7(V), que por sua vez é uma

aplicagao de V* x --- x V — R. E costume escrever o argumento p como index, para deixar espago
para os argumentos em V* x --- x V:

Tp:(n,...,v) = Ty(n,...,v) €R.

Em particular, 7! (E) sdo os campos vetoriais, e 7T (E) sdo os campos escalares, ou seja, as fungdes.
Os elementos de T(E), ou seja as aplicagoes E — V*, sao chamados de formas diferenciais de
grau 1. Um exemplo tipico é construido como seguinte. Lembramos que a derivada parcial D, f(p)
de uma funcdo é linear em v. Em outras palavras, a aplicacdo v +— Dy, f(p) é em TP (V).

21Tsto é equivalente com AZ = Ag- s6 se a base for ortonormal!
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Definicao 11 Seja f : E — R uma funcao diferenciavel. O diferencial de f, em simbolos df, é a
forma diferencial de grau 1 definido por

df € TUE),  (df),(v) = (Duf)(p)-

O
Verifique-se facilmente que vale a regra de produto
d(fg) = (df) g + f(dg).
Os diferenciais du’ das coordenadas u’(p) sdo de interesse particular:
Lema 8.12 Seja {u!,...,u"} um sistema de coordenadas, e {2%(p),i = 1,...,n} a base de V
correspondente. Entdo o conjunto dos covetores {(dui)p,i =1,...,n} € a base dual, i.e.
i i : i (O i
(du )p('v) =0,  ouseja, (du )p(%(p)) = 03. (204)

Consequentemente, cada forma diferencial de grau 1 é da forma

A, =3 Ailp) (du'), com Ai(p) = 4,07 ().

ver eq. (156) da Proposigao 8.1. As coeficientes A;(p) sao chamadas de componentes (covariantes)
de A com respeito ao sistema de coordenadas {u!,...,u"}. Em particular, temos pela eq. (117):

(=3 5% ) (@), (205)

Pelo Corolario 8.5, temos:

Corolario 8.13 Cada T € T](E) € da forma

n

T,= Y. Trmonr(p) @ @0,r(p) @ (du),® - ® (du'*),,  (206)
1 eeyir gy ja=1
onde
Ti i (p) = T (du™, ... du'r, 057, .., 05,7). (207)
Proposigao 8.14 Seja T € T7(E) um campo tensorial, sejam {u',... ,u™} e {ul,...,u"} dois

sistemas de coordenadas, e sejam T;llj“ (p) e T;llj“ (p) as componentes correspondentes de T, €
T7(V). Entao vale

=y eeed ik ouh ou'r oult Ouls
Thrw = > L0 o) s )5 (0) 5 (p). (208)

Demonstragio. Pela eq. (79), 25 =3, AL 9% com A} = ggj (p). Lembrando que a matriz inversa
é dada por (A_l)g = g—g;(p), a afirmacao segue agora da Prop. 8.9.
(Mais direitamente: Usar a mencionada eq. (79) e o fato que vale

S oIk
k=1

pela regra de cadéia, e imitar a prova da Prop. 8.9.)
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Tensor Métrico. O tensor métrico g € T9 (V) define um campo tensorial g € 73 (E) (nos usamos
o mesmo simbolo):

gp(u,v) :==g(u,v) =u-v.
Observe que este tensor é constante no sentido que em cada ponto p € E o valor g, € T9(V) é a

mesma aplicagao V' x V' — R. Em contraste, as suas componentes com respeito a um sistema de
coordenadas nao sao constantes em geral:

G5(0) = 5 (0) - o (o),

qual expressao é independente de p para todos indices i, j somente se o sistema de coordenadas é
linear (e.g., Cartesiano). Se o sistema de coordenadas é ortogonal, temos

9ij (p) = hi(p)* 6i;.
A n-Forma de Volume. A determinante define um campo tensorial constante Q € T.V(E):
Qp(v1,...,v,) :=det(ve,...,v,). (209)

(Usamos o mesmo simbolo como na eq. (185).) O Lema 8.8 implica:

Lema 8.15 As componentes de Q, com respeito a um sistema de coordenadas {ul,...,u"} com
orientacao positiva sao dadas por

iy (D) = |91 2(D) €0yt - (210)

Aqui, [g|(p) é o médulo da determinante da matriz (9;7(p) - 9;7(p)).

Derivada Covariante. A derivada covariante (ou direcional) de campos vetoriais definido em
eq. (114) pode ser generalizada para campos tensoriais de qualquer tipo: ParaT € T/ (E)ev € V,
definimos

d
(D'UT)p = %Tp_;,_tvh:o. (211)
g;i (p) coincide com a derivada parcial %,
0
(Do yT), = (57,

As componentes de D, T sao determinadas pelas derivadas parciais das componentes de T e os

simbolos de Christoffel Ff], definidos por

o} 5‘r ~
(8ui Bui Z F” 8u’~c (p). (212)

=1
A definigao implica o seguinte

Lema 8.16 As derivadas das formas diferenciais bdsicas du’ sdos dadas por

( a?u dul) = =" T (p) (du*) . (213)
k

Demonstracdo. Como du’ (Or) = 87}, = cte., temos pela regra de produto (aplicavel!)

0 = 0;(du! (Oxr)) = (9;du? ) (Opr) + du? (0;0m) = (0ydu? ) (Opr) + Zr du? (8;r)
=1
= (8;du? ) (D) + T,

Entdo, 8;du/ = Y, (8;dw? ) (dyr) du® = — ", T7, duF, como afirmado. O

Com a definigao (212) e o Lema 8.16 podemos calcular a derivada covariante de qualquer tensor.
Por exemplo, para campos vetoriais e formas diferenciais temos
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Lema 8.17 Seja A = 3, A'2% € THE) e A=Y, Aidu’ € TP(E). As derivadas covariantes
respectivas sao dadas por

3uz— Z {E;if ZA )} (du®) . (215)

Para calcular os simbolos de Christoffel num sistema arbitrario de coordenadas usaremos a chamada
formula de Koszul:

Lema 8.18 (Férmula de Koszul.) Para quaisquer sistema de coordenadas u®, ..., u™ vale:

or ?r 0 or Or o ,0r Or o ,0r Or

i e il wi & w il wo I wed v weile o) Bl wil € wllewr))

(216)
para i,j,k € {i,...,n}.

Demonstracdo. Aplicando a regra de produto

3(377'.677’)_ &r Oor  or Or
Oul \Oud  Ouk’ T Quidui  OuF T Oud OuiduF

aos trés termos ao lado direito da eq. (216), todos termos se cancelam menos os termos do lado
esquerdo. O

Vamos calcular os sii mbolos de Christoffel para um sistema arbitrario de coordenadas:

Proposicao 8.19 Sejam g;; as componentes do tensor mélrico g com respeito a um sistema de
coordenadas {ul,...,u"} (ndo necessariamente ortogonal), e 9; := 52. Vale

1
Ffj =3 Zglk {@‘ gt + 0; gi — Oy gij}- (217)
1
Demonstragao. Pela férmula de Koszul (216) temos
2 Z I gk = 0; gk + 05 gik — Ok gij-
1
Multiplicando com g*", somando sobre k, e substituindo &k + [ e r — k, d4 eq. (217). O

Proposigao 8.20 O rotacional e a divergéncia de um campo vetorial A e o gradiente e o Laplace
de uma funcdo f sdo dados, em componentes, por

rot A=Y QUF(0;A;)0pr (218)
N
=917 eiju(0:4;)0kr, (219)
i,7,k
divA = |g| 71/ i@(gl”2A”)» (220)
grad f = Z(ajf)zgji@ir, (221)
1,3
Af =1gI7> " 0i(191'%(0; £)g"). (222)

2%
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Demonstracdao. Por definicao do rotacional, temos

(&-r X 8]-7') -Tot A = &A . 8jr — 8JA . ai’l“ = &AJ — @AZ = Z(éddjm — 5im6jl)81Am
l,m
= Qi Y_ QMmO A,
k l,m

Na dltima linha temos usado a Eq. (200). Por outro lado, temos
(61-7" X ajr) - rot A = det(0;r, 0;7, rot A) = Q. (rot Ak

Comparagio dd >, Q™ A, = (rot A)¥, que mostra a Eq. (218) da Proposicdo. Na eq. (219),
usamos a eq. (199).7 A eq. (220) é comprovado da mesma maneira como na Proposi¢ao 7.4, lem-
brando que o volume v do paralelepipedo gerado pelos 9;r agora é dado por | g|1/ 2, Pela definicao,
(grad f)(p) é o vetor equivalente (pela métrica) com o covetor (df),. Entao, pelo Lema 8.7, temos

(grad f)' =Y (df); 9" = (9;f) ¢"".

J J

(Usamos a eq. (205) na dltima equacdo.) Isto d4 eq. (221). As equagbes (220) e (221) implicam a
eq. (222). O

8.3 Aplicagao: Tensores de Deformacao e Tensao, Lei de Hooke.

Tensor de Deformacao. Imaginamos um corpo sélido que sofre uma deformacao continua.
Antes da deformagdo ele ocupa uma certa regido, GG, no espaco, e depois uma regido G'. A
deformacao pode ser matematicamente descrita por uma aplicacao bijetiva continua, ¢, de G sobre
G’. A aplicagido ¢ consiste de uma parte que descreve um movimento isométrico (translagdo +
rotagdo) e uma parte que descreve a propria deformagdo. A descrigdo somente da tltima parte,
para pequenos deformagoes, é efetuada pelo tensor de deformacao.

Consideramos dois pontos vizinhos p e ¢ em G (antes da deformacao), e as imagens deles
em G’ sob da deformacdo, p' := ¢(p) e ¢’ := #(q). Sejam v = pj e v’ := p/q’ os vetores
relativos (deslocamento) entre os vizinhos antes e depois da deformacao, respectivamente. O que
nos interesse é a mudanga do vetor relativo

d:=v —w.

(Este vetor descreve a mudanca da posicao do ponto ¢ relativo a seu vizinho p sob a deformagao,
e ja é independente de qualquer parte translatéria contido em ¢. Vamos ver logo como jogar fora
a parte rotacional também.) Dado p, este vetor depende obviamente s6 de v, e é zero se v = 0.
Entao deve existir uma aplicagdo linear L, : V' — V tal que vale

d=L,v+O(|v|?). (223)
Vamos determinar esta aplicacao L,. Para estes fins, chamamos o vetor deslocamento entre um
ponto o e sua imagem ¢(0) (para qualquer o € E) de p(0). (Para a nossa linearizacao estes vetores
nem precisam ser pequeno.) Isto define um campo vetorial p:
o+ p(o) :=d(0), o€Qq.
Claramente temos (ver Figura 3) v’ — v = p(p + v) — p(p), entao temos

d=p(p+v) - p(p) = (Dup)(p) + O(||v[).

Entéo, como a derivada covariante é linear em v, a Eq. (223) realmente vale, com

Lyv = (Dyp)(p)-
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p p(p) p

Figura 3: Deformacao.

Igual qualquer aplicagdo linear em V, L, possui uma unica decomposi¢do L, = S, + R, numa
parte simétrica (ver Definicao 9), S, = (Sp)*, e uma parte anti-simétrica, R, = —(R,)*: A saber,
1
Sp = 9 (Lp + (Lp)),
e R, = % (Lp — (Lp)*). Como veremos logo, a parte simétrica S, descreve a deformacao, e a parte
anti-simétrica R, descreve a rotagao de L,. Por isso, a parte simétrica S, é chamado de tensor de
deformacao.

A saber, S, possui, como aplicagdo linear simétrica, uma BON de auto-vetores {eq,...,es}:
Spe; = A\ie;. Entdo S, descreve uma expansdo (A; > 0) ou compressao (A, < 0) nas diregbes
correspondentes, e por conseguinte nao exhibe rotagao. Para interpretar melhor o tensor S,
observamos que para pequenas deformagoes espera-se ||d|| < ||v||, o que implica v’ - v = ||[V/|| ||v]|.

Usando isto, temos
'U-Sp'vE'u-va:v-d%||'v’||—||'u||7 (224)
o] ol lof? o]l
ou seja, v - Spv ||v|| 72 descreve a deformagio relativa na diregao v.
Por outro lado, a matriz dos componentes de R, com respeito a uma BON apropriada
{e1,...,e3} tem a forma

0 XA O
-2 0 0
0 0 0

Mas isto é o gerador infinitesimal de uma rotacao em torno do eixo es, entdo R, descreve uma
rotagao infinitesimal. Um outro ponto de vista chega a mesma conclusao: A saber, para u,v € V
vale

u- Ryv = % (u-Lyv—Lyu-v) = %(u - Dyp(p) — Dup(p) - v) = % rot p(p) - (v X u).
Entao, u - R,v é proporcional 4 componente do rotacional do campo p na direcao v x u.

Obviamente, o tensor S corresponde a uma dilatacdo homogénea se ele é um multiplo da
unidade, S, = ¢(p)I. Pouco menos 6bvio é que ele corresponde a um cisalhamento puro se ele
tem trago zero, TrS, = 0 (ver Definicao 9). O trago do tensor de deformacéo S, descreve a
variagao relativa (infinitesimal) de volume feito pela deformacdo. Para ver isto, consideramos um
paralelepipedo, gerado por 3 vetores v, vs,v3 com vértice em p. A imagem sob a deformagao ¢
¢ aproximadamente?? o paralelepipedo gerado por v}, v} e v com vértice em p’ (com a mesma
notagéo p’,v; = (I+ L,)v,; como antes). Seja V e V' o volume do paralelepipedo antes e depois
da deformacao, respectivamente. Temos

V' =det((I+ Lyp)vy, I+ Ly)va, (I+ Ly)vs) = det(I + Ly) det(vy, va, v3) = det(I+ L) V.
Usando o fato que para pequenas deformagoes vale

det(I+ L,) =~ 1+TrL,=1+TrS),

22Realmente, os vertices da imagem s&o sim os pontos p’ + v;, mas o paralelepipedo é deformado.
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temos entao
V' -V

%

onde a aproximagao é bom para pequenos lados ||v;|| do paralelepipedo e para pequenos auto-
valores de S,. Em particular, Tr.S,, = 0 significa que a deformacao S), deixa invariante o volume
(proximo de p), entao é um cisalhamento puro.

Em geral, S, possui (igual qualquer aplicagio linear) uma unica decomposicao S, = D, + C,
onde D, é um multiplo da unidade e C}, tem trago zero. A saber,

~Tr S, (225)

1 1
Sp = F(TrS)I 4+ Sp— o (TrSy)I
= D, + Cp.

Isto significa que cada deformacdo infinitesimal pode ser decomposto (inicamente) em uma di-
latacao homogénea e um cisalhamento puro.

Tensor de Tensao. Consideramos a deformagao de um corpo sélido eldstico. Para deforméa-
lo sdo precisos forgos que agem na superficie do corpo (supondo auséncia de agdo a distancia).
Considerando agora uma regido arbitraria G no interior do corpo, perguntamos o seguinte: Quais
seriam as forgas necessdrias no contorno de G para manter a dada deformagao dentro de G se
cortassemos o complemento de G fora? A for¢ca AF(p) necessdria num elemento Ao (p) = n Ac
da superficie depende certamente da drea Ao, mas também da orientacao m(p) do elemento da
superficie. No limite de pequenas areas Ao ~» do, esta dependéncia da forca deve ser linear. Entao
temos

dF(p) = 7p do(p), (227)

onde 7, ¢ uma aplicacao linear de V em V', o chamado tensor de tensdo.
Mostra-se que, se o corpo estd no equilibrio com torque externo zero, este tensor é simétrico,
_ * . . . 4. .~

T, = (7p)* [3, p. 670]. Como mencionado acima, 7, possui uma tnica decomposigao

7 = p(p)I + 7,

onde 7, tem trago zero, a saber: p(p) = %Tr Tp , € T = 7, — p(p)I. Fisicamente, p(p) é a pressio
no ponto p, e 7, descreve uma tensao de cisalhamento.

Lei de Hooke generalizada. Num corpo sélido eléstico, a relagao entre tensao e deformacao
pode ser aproximada, para pequenas deformagoes, por uma relagao linear. Por isso, existe para
cada ponto p no corpo uma aplicagdo linear A, : T (V) — T (V) tal que vale

7 =My S, (228)

A aplicagao inversa A, ! descreve a deformagdo do corpo provocada por uma dada tensdo. A,
depende somente do material do corpo.

Em analogia com o isomorfismo End(V) 2 T} (V), tal aplicagdo A, pode ser identificado com
um tensor em T5(V): o chamdo tensor de elasticidade. Tal tensor em 3 dimensdes tem, em geral,
3% = 81 componentes. O fato que 7, e S, sdo simétricos, e o produto escalar também §é, implicam
as simetrias dos componentes covariantes deste tensor

Ariij = Nijr = Njim = Ay,

que reduzem o nimero de componentes independentes a 21. 3 graus de liberdade podem ser fixos
pela escolha de um sistema de coordenadas. Os outros 18 nimeros correspondem a 18 constantes
do material. No caso de um sélido policristalino ou isotrépico, o nimero se reduz a 2, os chamados
moédulos de compressao e de rigidez.

Vamos discutir em mais detalhe este caso de um sélido isotrépico, i.e., que nao possui nenhuma
diregao discriminada (em constraste a um cristal). Neste caso, se nés submetemos todos instru-
mentos em nosso laboratério a uma rotacao R (deixando o sélido fixo), as propriedades do sélido,
e entdo o tensor de elasticidade, ndo mudam. Matematicamente, isto significa que A, commuta
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com a representacdo T +— Tr do grupo das rotacoes em T} (V) dada por (v®@n)g := Rv® (R™1)'n,
onde RT é a aplicagio “transposta”, definida por (RTn)(v) := n(Rv). Em coordenadas:

(Tr)] = R (RN T

O espago T (V) contem 3 subespacos invariantes sob esta representacio, a saber os escalares
(os multiplos da unidade), os tensores anti-simétricos e os tensores simétricos com trago zero,
correspondente as representagoes irredutiveis do grupo de rotagoes com spin 0,1 e 2, respectiva-
mente. (No caso presente, tratamos s6 com tensores simétricos, entdo o subespago dos tensores
anti-simétricos é ausente.)

Como o nosso tensor de elasticidade A, comuta com a representagéo, o Lema de Schur implica
que ele age em cada uma destes dois subespagos (escalares e tensores simétricas com trago zero)
como um certo miltiplo da unidade. Por isso, existem duas constantes, K e p, tal que A,(S,) =
3K S, se Sp = cl, e Ap(S,) = 2uS, se S, tem traco zero. Usando a decomposigao (226), a
Eq. 7, = A, S, entao se reduz a equagéo

7, = 3KD, + 2uC,

= K(TrS,)I + 2u(S,— 1(TrSy)I). (229)

Isto é o Lei de Hooke generalizado, e as constantes K e p sao chamadas de mddulo de compressao
e de rigidez, respectivamente. Esta equagao pode facilmente ser invertido, S, = A L Tp, @ saber

1

1
Sp =55z (Tr ) I+ E(rp - 3(ﬂ ™)I). (230)
Isto da a deformagao causada por uma tensao.

~ _ Ap~
(N S DN
l

@

|

\/

- 2R —

Figura 4: Ap =~ al/R = kl.

Exemplo: Tor¢ao de um Bastdao. Um bastao (cilindro do raio R e comprimento | >> R)
é torto por um angulo « como na Figura 4. O homeomorfismo ¢ correspondente é dado (em
coordenadas cilindricas r, ¢, z) por

o r(r,p,z) = r(r,o+kz 2).

(Aqui, k =~ a/R, ver Figura 4.)

A Divergéncia e Rotacional na Geometria Diferencial.

A.1 Caracterizagao da Divergéncia na Geometria Diferencial.

Na geometria diferencial, é costume caracterizar a divergéncia de um campo vetorial A de uma
outra maneira, a saber: O campo A gera um “fluxo” (inglés: flow, a distinguir do fluxo atravéz
uma superficie!) em E, ver eq. (233) abaixo. Heuristicamente, div A é a taxa de variagao relativa
do volume Vol(G) de uma regiado G sob o fluxo gerado por A, no limite Vol(G) — 0. Como veremos
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abaixo, ver Eq.s (238) e (240), para um (pequeno) paralelepipedo (v, ..., v,) a taxa de variagao
do volume sob o fluxo é aproximadamente dada por

> det (v1,...,vi 1, Dy, A(D), Vig1, - -, V). (231)
i=1

Entao, a divergéncia de A no ponto p deveria ser esta expressao dividida pelo volume do par-
alelepipedo, det(vy,...,v,). Realmente, a expressao (231) é n-linear e totalmente antissimétrica
em vi,...,V,, € 0 Lema 1.6 afirma que ela é proporcional & determinante det(vy,...,v,). Entao,
o quociente é independente do paralelepipedo e depende s6 do campo A, e a seguinte definigao faz
sentido:

Definicao 12 (Alternativa) A divergéncia de um campo vetorial A é o campo escalar caracter-
izado pelo fato que vale

(divA)(p) det(vy,...,v,) = Zdet (vl, ey Vim1, Dy, A(P), vig1, - - . ,fvn) (232)
i=1

para quaisquer n vetores vy,...,v, € V. Il

Mostramos primeiro que isto coincide com a Defini¢ao (120) da divergéncia. Substituindo v; := 9;r
na Eq. (232), e considerando Dj,»A = 0; A e det(O17,...,0,7) = v, a Eq. (232) implica

v divA = det(01 A, Oar, 057, ...) + det(O1r, 02 A, D37, ...) + ...
= 01 det(A, dar, 057, ...) + O2det(O1r, A, D37, ...) + ...
= 61(141@) + 82(/121}) + 33(/131}),

com o0s mesmos argumentos como na prova da Proposigao 7.4. Isso mostra que a divergéncia, como
definida aqui, também satisfaz a Eq. (122) e entao coincide com a divergéncia como definida antes.

Vamos fazer a mencionada interpretagdo da Definicdo 12 em termos do fluxo de A precisa.
Primeiro, alguns definigoes: A curva integral de um campo A através um ponto p, em simbolos
t — :(p), é a curva caracterizada pela seguinte EDO e condigao inicial:

Sn) = A(), volp) =p, (233)

A familia de transformacoes p — 1¢;(p) de E definida dessa maneira é chamada o fluzo gerado pelo
campo A (inglés: flow of A). Para t — 0 vale

bi(p) = p+ tA(p) + O(12). (234)

Esta nogao de “fluxo” é relacionado com o “fluxo de A através uma superficie” S como seguinte.
Seja ST a parte de S que consiste dos pontos p onde o campo A(p) aponta para o mesmo lado de
S como o vetor normal n(p) da superficie, em férmulas A(p) - n(p) > 0 para p € ST. Seja 1; o
fluxo gerado pelo campo A como definido na Eq. (233). Para t > 0 consideramos o conjunto G
de pontos p cuja curva integral s — 1)s(p) atravessa a parte ST da superficie (na direcio n por
hipé6tese) no intervalo de “tempo” [0,¢], em férmulas

Gri= | wu(Sh) = {(wup)l se0,tpeST). (235)

s€[0,t]

Da mesma maneira definimos o conjunto Gy de pontos p cuja curva integral s — 1(p) atravessa
a superficie no sentido oposto ao vetor normal n. Entao, o fluxo de A através S é

d
/ A do = & {VOI(GF) = VOl (G )}, (236)
s
Consideramos agora uma regido G e a imagem G; := :(G) dela sob o fluxo ;. Sejam
{u',...,u"} coordenadas na regido G, com orientacio positiva, e com valores num certo cubo

Qo. Na regido G; definimos coordenadas u¢ por u! (z/;t(p)) := u'(p). Se entdo um ponto p € G
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tem valores de coordenadas (ul,...,u") € Qp, o ponto 9;(p) tem os mesmos valores em termos
das coordenadas ui. Nesta situacido, denotamos o vetor posi¢do do ponto p por r(u,...,u") e
o vetor posicao do ponto v;(p) por r¢(ul,...,u"). Conforme eq. (234), temos r¢(ul,... ,u") =

r(ul, ... u") +tA(ul, ... u") + O(t?), entdo
diri(ut, . u™) = Or(uly . u™) L A(r(ut, .. u™)) + O(t2). (237)

Consideramos agora o paralelepipedo gerado por Oir,...,0,7:, com vértice em .(p). Pela
Eq. (237), a taxa da variagao do volume (orientado) deste paralelepipedo é dada por

d n

o det (0174, . .. ,8nrt)|t=0 = Z det(O1r,...,0;A, ..., 0nTy). (238)
i=1

Mas 0;A coincide com a derivada covariante de A na direcdo 9;r, entdo pela definicdo da di-

vergéncia, temos

) d
div A(p) - det(Orr,...,0,7) = o det (017, . .. ,8nrt)|t:O. (239)
Para interpretar esta equacdo geometricamente, consideramos o pequeno “cubo” G. com vértice
r(ul,...,u"), ver Fig. 3:

Ge={r(u' +s',...,u" +s")| s €[0,e]}.

Como r(ul,...,u* +¢,...,u") = r(ut,...,u") + cd;r + O(¢?), o paralelepipedo gerado por
eorr,...,e0,r é uma versdo linearizada de G, e o volume dele coincide com o volume de G,
moédulo termos da ordem ”*!. Similarmente, o paralelepipedo gerado por €017y, ...,c0,r; é uma
versao linearizada da imagem, 1;(G¢). A Eq. (239) entdo afirma que div A(p) € a taza de variagcdo
relativa do volume da imagem de um pequeno cubo G, sob o fluzo gerado por A, no limite ¢ — 0.23

A Eq. (239) também implica a seguinte variante nao-infinitesimal desta afirmacao:

Proposigao A.1 Seja A um campo vetorial com fluxo 1y, G uma regiao em E, e Gy := ¢ (G) a
imagem de G sob o fluxo vy, com volume orientado Vol(G). Entao vale

_ d
/G divAdV = — Vol(Gy)|,_,- (241)

23 A Eq. (239) pode ser escrito numa maneira sem coordenadas, usando a nogéo da derivada de Lie da geometria
diferencial. Em detalhes: Seja II = II(v1,...,vn) o paralelepipedo gerado por n vetores v1,...,v, € V comegando
no ponto p. Para t fixo, define-se o chamado diferencial do difeomorfismo v; pela aplicagao linear V' — V' dado por

d
Tpi(v) == gwt(p + sv) |S:0.

(Esta aplicagdo joga nosso vetor 9;r em 0;7¢.) Tp¢(v) é o vetor deslocamento entre as imagens dos pontos vizinhos
p e p+ v, médulo termos da ordem ||v||2. Por isso,

g := I(Tppe(v1), - - -, Tpwe(vn))

é uma versdo linearizada ou infinitesimal (para pequenas v;) da imagem de II sob o fluxo, ¥ (IT). Agora calcula-se
%prt ('v)|t:0 = Dy A(p) (generalizando a Eq. (237)), e a regra de produto d&

d n
aVol Ht|t:0 = ;det (vl, .o, Vi—1, Dy, A(D), Vig1, - .- ,vn). (240)

A Definigdo (232) entdo é equivalente com a equagdo

, d
divA - Vol I = — Vol M|,

Vale mencionar que na geometria diferencial, % Vol Ht| +—o ¢ chamada a derivada de Lie com respeito a A da

determinante (ou seja, do elemento de volume), (L 4 det)(v1,...,vn).
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r(ut,u? + ¢)

Tt (u17 u2 + 5)
wt(Gs)

€0amy
eo17y

v
ri(ul + &, u?)
1 9 T’t(u , U
r(u' +¢e,u”)

Figura 5: Interpretacao da divergeéncia.

Demonstracio. Nés usamos coordenadas {ul, ..., u"} com vetores posicdo r(ul,...,,u") € G e
) b ) bl

ro(uly ..., u”) € G como acima. Conforme eq. (239), temos

VOth‘t 0 /// - det 81rt,...,8nrt)|t:0 duldu”
0

= // div A(u',...,u™) det(or,...,0n7) du' - du™
Qo

:/ div A dV.
G

O

A Proposicao A.1 implica diretamente o Teorema de Gauss, porque a taxa de variagao

Vol (Gy) ‘ 1o coincide com o fluxo de A através do contorno de G. Para ver isto, lembramos
dos conjuntos GtjE de pontos p cuja curva integral ¢ — 1;(p) atravessa a superficie na diregdo do
vetor normal n (G;") ou oposto (G} ), respectivamente, ver Eq. (235). A diferenca dos volumes
deles é o volume dos pontos que entram menos o volume dos pontos que saem durante o intervalo
[0,], e coincide com a diferenca dos volumes de G; e G:

Vol(G}F) — Vol(G}) = Vol(Gy) — Vol(G).

Mas a derivada com respeito a ¢, em ¢t = 0, do lado esquerdo é pela Eq. (236) justamente o fluxo
de A através OG. Entao temos

%A do = d—Vol (G|, (242)

Por outro lado, gracas a Proposi¢do A.1 o lado direito coincide com fG div AdV. Isto mostra o
teorema de Gauss se nds definimos a divergéncia como na Definicdo 12. Aquele teorema, por sua
vez, implica que a divergéncia satisfaz a Eq. (120). (Isto mostra de novo que nossas duas definigoes
da divergéncia, através Eq. (120) e (232), respectivamente, sao equivalentes.)

A.2 Caracterizagcao do Rotacional na Geometria Diferencial.

O rotacional de um campo vetorial é, na forma presente, s6 definido no espago afim de dimensao
n=3.

Defini¢ao 13 O rotacional de um campo vetorial A no ponto p, em simbolos (rot A)(p), é o tinico
vetor tal que para qualquer uw,v € V vale

(rot A)(p) - (u x v) = Dy A(p) - v — Dy A(p) - u. (243)

(Observe que o lado direito da eq. (243) ¢ bilinear e anti-simétrico em u e v, entdo linear em u X v.

O Lema 1.9 entdo afirma a existéncia e unicidade de um vetor (rot A)(p) satisfazendo a eq. (243).)
O
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A/

B —

Figura 6: Interpretacio de rot A -m. A figura mostra o plano n' e a projecio A’ do campo A

a este plano. rot A -mn é a taxa de variacdo da norma de A’ em direcio u L A’, neste exemplo
positivo.

Vamos interpretar o rotacional de A no ponto p, ver Fig. 4. Dado um vetor unitdrio n (nao colinear
com A(p)), consideramos o plano n* e a projecao do campo A neste plano, A'(q) := P,1(A(q))
para ¢ numa vizinhanca de p no plano p + nt. Seja u o (tinico) vetor unitario no plano n=*
ortogonal a A’(p) tal que u, A’(p), n sdo positivamente orientados. Nesta situacio a Definicao 13
implica?4

rot A(p) - = Dy || A’ (p)]], (244)

ou seja: A componente de rot A(p) na direcio n é a taxa de variagdo da norma de A’(p) em
direcdo u ortogonal a A’(p), ver Fig. 4.

Vamos calcular o rotacional em coordenadas. Seja {u!,...,u"} um sistema de coordenadas
ortogonais.

Proposicao A.2 O rotacional de um campo vetorial A, conforme Definicao 13, € dado em coor-
denadas pela eq. (130).

Demonstracio. Seja e; = 9;r /h;. Substituindo n(u,v) por Dy A - v — D, A-u no Lema 1.9, a
Eq. (45) implica

rot A =(De,A-e3— De,A-e3)er+
(De3A el — DelA . 63) e + (DelA s €y — DezA . 61) €3.

Tomando em conta que Dy,»A = 0;A, e 0;A-0;r —0;A-0;r = 0;(A-0;7r) — 0;(A - 0;r), isso da
Eq. (130). O

Vamos agora demonstrar o Teorema 7.10 de Stokes, usando a Defini¢ao 13 do rotacional.

Demonstra¢io do Teorema de Stokes. Seja, no primeiro passo, a superficie S : (s,t) — r(s,t) a
imagem de um retangulo K, i.e., (s,t) € K = [0, sg] X [0,%9]. O contorno 95 de S entao consiste

de 4 curvas suaves Cy : 7 — 1¢(7), k = 1,...,4, com a seguinte parametrizagao:
ri(7) :=r(1,0), 7 € [0, so), 71(7) = 97 (1,0)
ro(7) := (80, 7), 7 € [0, o], 72(7) = Os7 (50, T)
T3(T) = T(Ta to), TE [0, SO]a ":'3(7-) = (957‘(7', tO)
ry(7) :=7r(0,7), T € [0, 1], 74(7) = 0s7(0, 7)

As curvas C,Cs tem a orientacao de 0, e as curvas C3, () tem a orientagao oposta a 0S. Nos
escrevemos A(s,t) := A(r(s,t)), e tomamos em consideragdo que

Dy, A(r(s,t)) = 0sA(s,t), Dy, A(r(s,t)) = 0 A(s,t).

24Definindo v := A’(p)/||A’(p)||, temos n = u x v e A(p) -v = A’(p) - v = ||A’(p)||, pois A = A’ + cn. Usando
DyA(p) - u = Dy(A(p) - u) =0, a definigdo (243) implica Eq. (244).
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Temos entdo
[ rotado= [ [ vor w0y (2ur(s.0) < ur(s.0) dsa
- / / [@.A-0r)(5,1) (@A 0,0)(5,0)) } st
:/0:/0 0{8S(A.8tr)(s7t)—at(A.aSr)(&t))S} dedt
:/O:{(A-atr)(SOat)—(A~6tr)(0,t)}dt—/00E(A.@ST)(S’LLO)_(A_asr)(sao)}ds
_ /0 0{A(T2(t))-r'2(t)—A(r4(t))-r'4(t)}dt_ /0 { Alra(s) - #5(5) — Alr1(5)) - #1(5)} s

= A-dr — A-dr — A-dr+ A-dr = A -dr.
Ca Cy C3 Ch oS
Na terceiraa equagao usamos a regra do produto 9s(A - 0,r) = 9sA-9yr + (A - 0:0;7), e o Teorema
de Schwartz, 0;0;7 = 0;0sr. Na quarta equagao usamos o Teorema Fundamental do Célculo. Num
segundo passo consideramos uma superficie S arbitraria. Se nés dividirmos ela em duas superficies
parciais S7 e Sz, com contornos C; e Cs, vale por um lado

/rotA-da':/ rotA-d0'+/ rot A - do
S S, 52

porque a integral é aditiva. Por outro lado vale também

A-dr = A-dr+ A - dr,
a8 Cq Ca
porque a divisa entre S; e Sy é sendo percorrida duas vezes, com sentidos opostos, tal que os termos
correspondentes se cancelam. Por isso, se a Eq. (134) vale para S; e Ss ela também vale para S.
Iterando a subdivisao, podemos escrever S como unido (possivelmente infinita) de “retdngulos” S;
da forma considerada no primeiro passo. Isto mostra a Eq. (134) para S arbitréria. d

O teorema de Stokes implica que o rotacional pode ser caracterizado pela eq. (128). Entéo as
duas definigoes do rotacional, (128) e (243), sao equivalentes.

B Exercicios.

Ex. 1. (Espago Vetorial.) Seja C([0,1]) o conjunto de fungées continuas definidas no intervalo

[0, 1], com valores reais.

(a) Dado f,g € C(]0,1]) e s € R, define uma fungdo f + g e uma fungao s - f.

(b) Mostre que, com sua definicdo da soma e da multiplicacdo por os escalares, o conjunto
C([0,1]) constitui um espaco vetorial.

Ex. 2. (Espago vetorial.) Lembra que o seguinte dxiomo foi parte da nossa defini¢do de um
espago vetorial V:

“Para cada vetor u € V existe um vetor —u tal que w4 (—u) = 0.”

Usando os outros dxiomos, mostre que este vetor é dado por —u = (—1) - u.

Ex. 3. (Dependéncia linear.) Mostre que, no R?, os dois vetores {(1,0), (1,1)} sdo linearmente
independentes, mas os trés vetores {(1,0),(1,1),(1,2)} s@o linearmente dependentes.

Ex. 4. (Projegao ortogonal.) Seja V um espago euclideano de dimensao n, e ey,... e, (onde
r < n) um sistema ortonormal. Seja U a varredura deles (as combinagoes lineares), e seja Py o
projetor sobre U. Entao, para qualquer dado v € V', Pywv é o vetor definido por

-

Pyv = Z(ei -v)e;.

i=1
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Mostre que o vetor v — Pyv é ortogonal ao subespago U.
(Dica: Mostre primeiro que este vetor é ortogonal a e, ..., e;.)

Ex. 5. (Produto vetorial no R3.) Seja © = (z1,22,73) e y = (y1,¥2,¥3) em R3. Mostre que
o produto vetorial & X y é dado por

x Xy = (T2ysz — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1)-

Ex. 6. (Coordenadas polares no plano.) Supomos que no plano temos discriminado uma
origem o e uma BON de vetores deslocamento {e,e,}, com coordenadas z,y, correspondentes:
Recordamos que as coordenadas x,y de um ponto p sdo definidas por

r(p) =ve. +ye, (245)

onde r(p) é o vetor-posi¢ao do ponto p. Definimos agora coordenadas polares (r, ¢) implicitamente
pelas equagoes

T=Trcosp, Yy=rseny, (246)
com as restrigoes 7 > 0e 0 < p < 2.
(a) Escreve os vetores 9= e g—; (derivadas parciais) como combinagcao linear dos vetores {e,, e},

e determine a norma deles.
Dica: Vale a pena substituir z e y na eq. (245) em termos de r e .

(b) Mostre que, para qualquer dado (r,¢), os vetores % e g—; sdo uma base de R?.

Ex. 7. (Area e volume.)

(a) Os vértices de um tridngulo plano tém coordenadas Cartesianas (2,1,5), (5,2,8) e (4,8,2).
Calcular a drea do tridngulo, usando o produto vetorial. (Dica: Esta drea é a metade da
area do paralelogramo gerado por dois vetores convenientes.)

(b) Um paralelepipedo no plano tem vertices com coordenadas Cartesianas (0,0,0), (3,0,0),
(0,0,2) e (0,3,1). (Os 3 outros vértices sao fixados pela definicdo de um paralepipedo.)
Calcular o volume, usando a determinante de trés vetores comvenientes.

Ex. 8. (Coordenadas polares no plano.) Determinar as componentes Cartesianas, bem como
a norma, dos vetores

W e e e -5
para os seguinte pontos (em coordenadas Cartesianas, p = (z,y)):
(a) p=(1,0)ep=1(2,0),
(b) p=(0,1)ep=1(0,2),
() p=L(l1)ep=2(11).

Ex. 9. (Transformacao de coordenadas no plano.) Seja A um campo no plano dado (em

coordenadas polares) por
1 or
A == — .
(r,¢) = 3 a5 (r, )

Determine as componentes A% (z,y) e AY(x,y) de A(p) com respeito as coordenadas Cartesianas,
usando a formula de transformacao de componentes de vetores no Lema 3.4.

Ex. 10. (Coordenadas esféricas.)

(a) Para um ponto p arbitrdrio, calcule o vetor %(p) X g—;(p). Para este fim, use a BON
{e,(p),eq(p),e,(p)}. (Le., faz a decomposicao dos vetores %(p), g—;(p) com respeito a esta

base, e calcule o vetor 2% (p) x g—;(p) em termos da mesma base.) Calcule também a norma

deste vetor.
(b) Dito com o vetor %(p) X g—;(p). Considera em particular os pontos p com 6(p) =

ISJE]

(i.e.,
pontos no equador).



Andlise Vetorial, 13/07/2010 53

Ex. 11. (Coordenadas cilindricas.) O movimento de um elétron num campo magnético seja a
superposi¢ao de um movimento retilineo uniforme na diregao z com velocidade v,, e um movimento
circular uniforme no plano z-y com velocidade angular w e raio R.

(a) Achar a parametrizagio o(t), ¢(t), z(t) da curva em coordenadas cilindricas.

(b) Determinar a velocidade 7(¢) em termos da base g—z, g—;, %.

(c) Determinar as normas ||7(t)||, ||#(¢)|| da velocidade.

Ex. 12. (Comprimento de curvas.) O movimento de um elétron num campo magnético uni-
forme é composto por um movimento uniforme linear na direcdo do campo com velocidade con-
stante vy, e um movimento uniforme circular no plano perpendicular a vy, com frequéncia angular
w e raio R.

(a) Qual é o sistema de coordenadas melhor adaptado ao problema?
(b) Calcule o comprimento da curva percorrida pelo elétron depois uma periode T' (“periode”
refere a0 movimento uniforme circular no plano).

Ex. 13. (Integral de curva no plano.) Seja A o campo vetorial no plano dado por

1 or

A(r,p) = — —

(re)=733 "

(em coordenadas polares), e v : t — r(¢) uma curva fechada que faz uma volta em torno da origem

(um lago). Calcular a integral de A sobre a curva v! Commente sobre o resultado. (Obs.: Primeiro
tem que achar uma parametrizacdo de tal curva. Qual sistema de coordenadas?)

Ex. 14. (Area da hemisfera.) Calcular a afea da hemisfera com raio R, escolhendo uma
parametrizacao e usando a formula da aula para édreas.

Ex. 15. (Derivada direcional.)  Calcular (D, f)(p), onde f,v e as coordenadas (u',u?,u?)

de p sao dados por

(@) flz,y,2) =222 +3y° + 2, v=e, —2e,, (z,y,2) = (3,1,4);
(®) f(r,0,0) = sen () r2, v = 50,1+ 209 — 0,7, (r,0,0) = (1,7/2,7m/4);
(c) flz,y) =exp(z)cos(y), v=ey, (z,y) = (0,0).

Ex. 16. (Integral de volume.) Seja G a regidgo dos pontos com coordenada-z entre 0 e 1,
G =R? xR? x [0,1], e seja f : G — R a funcio dado por

fla,y,2) =z exp(—2® — y?).

Calcular a integral de f sobre G, usando a formula da aula. Como primeiro passo, escolha coor-
denadas bem-adaptadas!

Ex. 17. (Integral de volume.) Um corpo tem a forma de um paralelepipedo com vertices
(x,y,2) = (1,1,1), (3,1,1), (1,4,2) e (1,1,2) (os outros 3 vertices sdo fixados pela definigdo de
um paralepipedo). Ele tem a densidade o(z,y,2) = x + 2y + z. Calcular a massa do corpo. —
Dica: Um possivel jeito é o seguinte: Escolhendo um vértice py do paralelepipedo como origem,
os trés lados incidentes em py definem uma base {a@;,as,as} do R3. Isto d4 coordenadas u’ no

paralelepipedo pela defini¢ao
3

pop =: »_u'(p) a;.
i=1
(Quais valores tém estes coordenadas para pontos no interior do paralelepipedo — ou seja, com
a notacao da aula: qual é o dominio Gy das coordenadas u‘?) Escreva as coordenadas Carte-
sianas (z,y, z) usadas inicialmente, bem como a densidade g, em termos das novas coordenadas
(ul,u?,u3). (Cuidado! O origem escolhido inicialmente # py!) Determine g;",- (p) e use a formula

da aula sobre integrais de volume. Nicht eindeutig!!
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Ex. 18. (Fluxo do campo elétrico.)
(a) Seja S a esféra do raio R, com orientacao tal que o vetor normal aponta para fora, e seja
kq
Bw) =z %P
o campo elétrico no ponto p gerado por uma carga puntiforme na origem o. Calcular o fluxo
de F sobre a superficie S. Comente sobre o resultado!

(b)* Seja agora S uma deformagcao continua da esféra, mais precisamente: uma superficie fechada
que contem a origem o, e que tem a propriedade que cada raio comegando em o passa por S
exatamente uma vez. Determine uma parametrizagao para S, e calcule o fluxo de E sobre
S. Comente!

Dica: Escolha a parametrizagao analogamente com a esféra em termos de coordenadas
esféricas, mas sem fixar r(s,t) = R!

Ex. 19. (Campos conservativos no plano.) No plano, seja C' uma curva fechada que segue

somente as linhas de r e de ¢, e nao contem o origem no interior. Entao, ela consiste de 4

segmentos, a saber entre 4 pontos com coordenades respectivas (1, ¢1), (12, 1), (r2,92) e (r1,¥2),

onde 0 <7y <ryel <y <o <27,

(a) Achar uma parametrizagao da curva C.

(b) Seja A um campo vetorial da forma A(r) = f(r) g—; (em coordenadas polares). Calcule a
integral de A sobre a curva C do item (a). Mostre: Os integrais sobre todas curvas fechadas
da mesma forma?® como C sdo zero se e somente se f(r) = cr~2 para uma constante c.

(c)* Seja E um campo vetorial da forma E(r) = f(r) %. Mostre: Os integrais de E sobre todas

curvas fechadas da mesma forma como C sdo zero se e somente se f é da forma f(r) = f(r).

Ex. 20. (Campo conservativo e gradiente no R2.)

(a) Seja A o campo vetorial dado (em coordenadas polares) por A(r, ) := = g—;. No dominio
D :=TR?\ {(z,0),2 < 0} o campo A é conservativo [isso segue do exercicio 5.1.(b)]. Entao
deve existir uma funcgao ¢ t.q.

A=grad¢ em D. (247)

Calcule este “potencial” ¢, e faz o check que realmente vale eq. (247), usando a formula
explicita do gradiente em coordenadas polares.

(b) Fazer o mesmo com o campo E(r) = f(r) %, que também é conservativo.

(c) Visualizar os campos A e E dos items (a) e (b), respectivamente, e as “superficies” (neste
caso bidimensional, as linhas) de nivel dos potenciais ¢ correspondentes. Faz 2 commentérios
sobre a direcao dos gradentes em relagao a estes linhas de nivel.

Ex. 21. (Gradientes.) Calcule os gradientes das seguintes fungdes, em termos de coordenadas
indicadas®® em parenteses:

(@) f(z,y,2) =222+ 3> + 2 (Coordenadas Cartesianans),

(®)  f(r,0,p) = sen (0) r—2 (Coordenadas esféricas),

(c) flo,p,2) =exp(—p)sen(p)z? (Coordenadas cilindricas).

Ex. 22. (Superficie de nivel.) Seja f(p,p, z) := 0*> — z (em coordenadas cilindricas), e seja S
a superficie de nivel f = 0 desta fungao, i.e. o paraboldido

S:={p: f(p) =0}

(a) Calcule o gradiente de f, em termos de coordenadas cilindricas?.

(b) Achar uma parametrizagao de S, e calcule o vetor normal (unitério) n(p), p € S.

(c) Para qual lado (fora ou dentro) do paraboldide S aponta n(p)? Achar outra parametrizagao
com a orientacdo inversa (i.e., com n apontando para o outro lado)!

(d) Qual relagdo temos entre os vetores n(p) e ( grad f) (p), para p € S? Por que isto deve ser
assim?

25mais precisamente, com winding number 0

261.e., em termos da base {%} se as coordenadas {u’} foram indicadas.
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Ex. 23. (Corpo rigido em rotagdo.) O campo de velocidade de um corpo rigido em rotagao
em torno de um eixo fixo n, com velocidade angular w, é dado por v(r) = w X r, onde w := wn,
e r é o vetor posi¢ao com respeito a um origem no eixo.

(a) Calcule v e rotv em coordenadas cilindricas. Dica: Usar o fato que as coordenadas

cilindricas satisfazem 5 5
r r
r(p) = o(p) %(p) +2(p) 5 (0)- (248)

(b) Integrar fc v - dr ao longo de um circulo C no plano ortogonal a n que faz uma volta em
torno do eixo m no sentido contra-horario. Verifique que

$ov-dr

y =rotv-e,.
area

Ex. 24. (Rotacional.) Calcile o rotagional dos seguintes campos.

(a) Ao, 0,2) = f(o0) g—; (em coordenadas cilindricas).
(b) Ao, p,2) =02 g—; (em coordenadas cilindricas).
(c) E(r,6,p)=f(r % (em coordenadas esféricas).

(

)
(d) E(r,0,¢) =% 2" (em coordenadas esféricas).

Ex. 25. (Divergéncia.) Calcular a divergéncia do campo elétrostatico E gerado por uma esféra
uniformemente carregada, com carga total @ e raio R.

(a) No interior, onde E é dado por

Q
E(T) = kﬁ Ter.
(b) No exterior, onde E é dado por
Q
E(T) = kﬁ €.

(c)* Pelos resultados dos itens anteriores: div E é proporcional a qual grandeza fisica?

Ex. 26. (Aceleracdo em coordenadas cilindricas sem simbolos de Christoffel.) Seja
t — r(t) a curva de uma particula. Achar as componentes da velocidade v := 7 e da aceleragao
a = ¥ em coordenadas cilindricas. (Ou com respeito & base {d,7, 0,7, 0,7}, i.e., as componentes
v? definido por v = 3~ v% 9;7; ou com respeito a base {e,, e,, €.}, i.e., as componentes v(® definido
por v = > v e;.) Tome em consideracio que e, (p) e e, (p) (em contraste a e,) dependem do
ponto p (e por conseguinte, de t)! — Dica: Use a eq. (248), e %(ei -e;) = 0 (Por que?) para
determinar esta dependencia de t.

Ex. 27. (Potencial-vetor do fio reto infinito.) O campo magnético de um fio condutor infini-
tamente extendido no eixo-z e com corrente I na diregao das z positivas é dado, em coordenadas
cilindricas, por

1
B(r)=1"¢,. (249)
Mostre que um potencial-vetor do campo magnético é dado por

pol 1
A(T) = ? H(E)ez

Ex. 28. (Grad e rot do vetor posigao.)

(a) Calcule divr. Use o resultado para calcular

]{ r-do,
aG

onde a superficie G é o contorno de uma regiao G.
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(b) Calcule rotr. Use o resultado para calcular

7{ r-dr,
as

onde a curva 35 é o contorno de uma superficie S.
(c) Mostre que grad (1/r) = (=1/r?)e,.
(d) Use a equagao do item anterior para mostrar A% =0 se r # 0, enquanto

/ N Ta— (250)
G T

para qualquer regido G que contém a origem. (Em outras palavras, A% é —4m vezes a
distribuigao-delta.) Dica: Mostre eq. (250) primeiro para uma bola do raio R centrada na
origem, e depois para regioes arbitrarias.

Ex. 29. (Potencial-vetor do solenéide.) O campo magnético de um solenéide do raio R,
infinitamente extendido na diregao e, é dado por

B(r) pwonl e  mno interior, e (251)
rT)=
0 no exterior do solendide,

onde I é a corrente e n é o nimero de espiras por metro. Calcular o potencial-vetor A do campo
magnético (satisfazendo B = rot A), usando nossa formula geral

1
A(r) ::/O sB(sr) x rds : (252)

(a) No interior do solendide. (A eq. (252) depende, via r(p) = 0p, da escolha da origem o. Onde

voce esolha 07) Escreva o resultado em termos de B e 7, sem usar coordenadas.
(b) No interior do solendide, usando coordenadas cilindricas. (Escolha o eixo-z apropriada-
mente!) Dica: Use a formula
r(0,0,2) = pe, + ze,. (253)
(c) No exterior do solendide, usando coordenadas cilindricas. Dica: Mostre primeiro que a
coordenada g satisfaz

o(sr) = so(r). (254)

Ex. 30. (Regras para Nabla.) Mostre: Para uma superficie S com contorno 95 e fungoes f, g
vale

% (fgradg)-dr:/(gradfx gradg) - do.
s s
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