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Lista 1 - Funções de Variáveis Complexas

Números Complexos

1 � Expresse os seguintes números 
omplexos na

forma x+ yi

a) (−1+ 3i)−1

b) (1+ i)(1− i)


) (7+ 7πi)(π + i)

d) (i+ 1)(i − 2)(i + 3)

e)

1+ i

i

f)

i

3− i

2 � Mostre que:

a) Re (iz) = −Im z

b) Im (iz) = Re z.


) a+ b = a + b

d) a · b = a · b

e)

(a

b

)

=
a

b

f)

∣

∣

∣

z1+z2
z3+z4

∣

∣

∣
≤ |z1 |+|z2 |

||z3 |−|z4 ||

3 � En
ontre a parte real e imaginária de (1+ i)70

4 � Prove que:

a) Re (
∑n

i=1 zi) =
∑n

i=1Re (zi)

b) Im (
∑n

i=1 zi) =
∑n

i=1 Im (zi)

5 � Prove que

∣

∣

∣

∣

a + b

1+ ab

∣

∣

∣

∣

= 1

se e somente se |a| = 1 ou |b| = 1

6 � a) Mostre que o 
onjunto:

C =

{(

a b

−b a

)


om a, b ∈ R

}

munido 
om as operações usuais de soma e mul-

tipli
ação de matrizes é um 
orpo.

b) Mostre que C e C são isomorfos 
omo 
orpos.


) Qual é a operação de 
onjugação em C?

7 � Mostre que os 
omplexos não são ordenáveis.

(Di
a: suponha que fosse então i > 0 ou i < 0 então...)

8 � Mostre que

a) Arg zw = Arg z+Argw

b) arg z = − arg z

9 � Dados a, b ∈ R, c ∈ C 
om |c|2−ab > 0. Mostre

que a equação

azz+ cz+ cz+ b = 0

des
reve uma linha ou um 
ír
ulo no plano 
omplexo.

10 � Mostre que

a) |z| ≤ |z−w| + |w|

b) |z|− |w| ≤ |z−w|


) |z|− |w| ≤ |z+w|

d)

√
2 |z| ≥ |Re z| + |Im z| .

11 � Des
reva geometri
amente os 
onjuntos de

pontos z que satisfazem:

a) |z− i+ 2| = 4

b) |z− i+ 2| ≤ 4


) |z− i+ 2| > 4

d) Im z > 0

e) Im (z− 4i + 2) > 0



f) Im z+ 1 > 0

g) Im z = 1

h) |Rez| < |z|

i) Re
(

1
z

)

< 1
2

12 � Para os 
onjuntos do exer
í
io anterior deter-

mine quais são abertos, fe
hados.

13 � Des
reva os seguintes números 
omplexos na

sua forma polar:

a) i+ 1

b) −6i


) −1− i

14 � Mostre que:

a)

∣

∣eiθ
∣

∣

=1

b) eiθ = e−iθ


) se z = reiθ mostre que zm = rmemiθ

15 � Prove que dois números 
omplexos possuem o

mesmo módulo se e somente se existem c1, c2 tais que

z1 = c1c2 e z2 = c1c2

16 � Prove que a equação zn = 1 tem exatamente

n soluções 
omplexas e desenhe-as todos no plano 
om-

plexo.

17 �

a) Des
reva todos os números 
omplexos tais que

ez = 1

b) Dado que eα = w Des
reva todos os números


omplexos tais que ez = w


) Des
reva todos os z tais que ez = ew

18 � Dados a, b ∈ C prove o Teorema Binomial :

para 
ada n ∈ N
∗
, vale a expressão

(a + b)n =

n
∑

i=0

(

n

i

)

an−ibi

19 �

a) Prove que:

1+ z+ z2 + · · · + zn =
1− zn−1

1− z

b) Use a expressão anterior para deduzir a identi-

dade de Lagrange:

1+ cos θ + · · · + cosnθ =
1

2
+

sin ((2n + 1θ/2)

2 sin(θ/2)

20 �

a) Use a fórmula binomial e a identidade de de

Moivre para mostrar que:

cosnθ + i sinnθ =

n
∑

k=0

(

n

k

)

cosn−k θ(i sin θ)k

De�na m 
omo:

m =

{

n/2 n par

(n − 1)/2 n ímpar

e usando a expressão anterior mostre que

cosnθ =

m
∑

k=0

(

n

2k

)

(−1)k cosn−2k θ sin2k θ para n = 1, 2,

b) Dado −1 ≤ x ≤ 1. Use x = cos θ 
om 0 ≤ θ ≤ π

para provar que a função

Tn(x) = cos(n cos−1 x)

é um polin�mio de grau n na variável x.
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