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Lista 2 - Funções de Variáveis Complexas

Limites e Derivadas de Funções Complexas

1 � Calule:

a) (1+ i)n

b) 81/6

) (1+ i
√
3)−10

d) (−1)1/5

2 � Dados {z0, . . . , zn−1 as raízes de zn = a. Dado

m ∈ N, alule

n−1∑

j=0

zmj

3 � Dado a função f(z) = 1
z
. Determine e desreva:

a) a imagem dos írulos entrados na origem de

raio r por f(z)

b) a imagem dos raios passando pela origem pela

ação de f(z)

) a imagem das retas horizontais e vertiais pas-

sando pela origem.

d) a imagem da região abaixo pela ação da função

f(z) = 1
z
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4 � Determine a imagem da região anterior pela ação

da função f(z) = z2.

5 � Mostre pela de�nição os seguintes limites:

a) lim
z→z0

c = c.

b) lim
z→z0

z = z0.

) lim
z→0

z2

z = 0.

6 � Suponha que exista M tal que |g(z)| ≤ M para

todo z numa vizinhança de z0 e que

lim
z→z0

f(z) = 0.

Mostre que

lim
z→z0

f(z)g(z) = 0

7 � Suponha que existam os limites lim
z→z0

f(z) e

lim
z→z0

g(z), Mostre que:

a) lim
z→z0

(f(z) + g(z)) = lim
z→z0

f(z) + lim
z→z0

g(z)

b) Suponha que lim
z→z0

g(z) 6= 0 então lim
z→z0

f(z)
g(z)

=

lim
z→z0

f(z)

lim
z→z0

g(z)

8 � Mostre que os polin�mios P(z) = a0+ · · ·+anz
n

são funções ontínuas.

9 � Mostre rigorosamente que se f(z) e g(w) são

funções ontínuas em z e w = f(z) respetivamente en-

tão g(f(z)) é ontínua em z.

10 � Projeção Estereográ�a

a) Determine as expressões para a projeção estere-

ográ�a φ : S \ {(0, 0, 1)} → C.



b) Mostre que a projeção estereográ�a φ : S \

{(0, 0, 1)} → C é uma bijeção.

) Mostre que existe uma bijeção entre os írulos

da esfera de Riemann e as retas e írulos do

plano.

d) Seja C um írulo na esfera de Riemann. Então,

φ(C (0, 0, 1)) é um írulo no plano se e somente

se (0, 0, 1) ∈ Ce é uma linha em ontrário.

11 � Mostre que a função f : C → C de�nida omo:

f(z) =






1
z se z 6= 0

∞ se z = 0

0 se z = ∞

é ontínua em todos os pontos.

12 � Usando as propriedades de limite no in�nito,

prove que:

a) lim
z→∞

1
z2+1

= 0

b) lim
z→1

1
(z−1)3

= ∞

13 � Dado a função f(z) = exeiy mostre que:

a) Mostre que se w0 6= 0, existe um número in�nito

de pontos z em ada vizinhança de ∞ tal que

f(z) = w0.

b) Mostre que lim
z→∞

não existe.

14 � Calule as seguintes derivadas:

a)

(1+ z2)4

z

b)

1

z

) (1− 4z2)3

15 � Mostre que as seguintes funções são diferen-

iáveis utilizando as equações de Cauhy-Riemann

a) iz+ 2

b) z2

) z3

d) cos(x) cosh(y) − i sin(x) sinh(y)

16 � Deduza as equações de Cauhy Riemann em

oordenadas polares.

17 � Determine os pontos nos quais f ′(z) existe e

ahe seus valores:

a) f(z) = zIm z

b) f(z) =
√
reiθ/2 para r > 0,−π < θ < π

) f(z) = e−θ
cos(ln(r)) + ie−θ

sin(ln(r))

18 � Mostre que a função f(z) = Re (z) não é difer-

eniável em nenhum ponto.

19 � Mostre que a função f(z) = z não é diferen-

iável em nenhum ponto.

20 � Mostre que a função

f(z) =

{
z2

z se z 6= 0

0 se z = 0

não é difereniável no 0.

21 � Mostre que uma função analítia tal que seu

valor absoluto é onstante é uma função onstante.

22 � Mostre que f(z) e f(z) são simultaneamente

analítias.

23 � Mostre que uma função harm�nia satisfaz:

∂2u

∂z∂z
= 0

24 � Suponha que f e g sejam difereniáveis em z.

Mostre que:

a) (cf(z)) ′ = cf ′(z)
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b) (f(z) + g(z)) ′ = f ′(z) + g ′(z)

) (f(z)g(z)) ′ = f ′(z)g(z) + f(z)g ′(z)

d) Suponha que g(z) 6= 0, então

(

f(z)

g(z)

)

′

=
f ′(z)g(z) − f(z)g ′(z)

g(z)2

25 � Mostre rigorosamente que se g(w) e f(z) são

funções analítias então g(f(z)) também é analítia.
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