UNIVERSIDADE FEDERAL DO ABC

Lista 2 - Funcoes de Variaveis Complexas

Limites e Derivadas de Fungoes Complexas

1 — Calcule:
a) (1+1)"
b) 81/6
¢) (14+1iy/3)71°
Q) (-1
2 — Dados {z¢,...,zn_1 as raizes de z™ = a. Dado
m € N, calcule
n—1
2h
j=0
3 — Dado a funcao f(z) = ]Z Determine e descreva:

a) a imagem dos circulos centrados na origem de
raio r por f(z)

b) a imagem dos raios passando pela origem pela
acao de f(z)

c) a imagem das retas horizontais e verticais pas-
sando pela origem.

d) a imag?m da regiao abaixo pela agdo da fungao
flz) = ;

z

4 — Determine a imagem da regido anterior pela acao

da funcéo f(z) = z%.

5 — Mostre pela definicao os seguintes limites:

a) lim c=c.
Z—Zo

b) lim z = z;.
Z—Zo

c¢) limZ =0.

6 — Suponha que exista M tal que |g(z)] < M para
todo z numa vizinhanca de zy e que

lim f(z) = 0.
Z—Zo
Mostre que
lim f(z)g(z) =0
Z—Zo
7 — Suponha que existam os limites lim f(z) e
Z—Zo
lim g(z), Mostre que:
Z—Zo
a) lim (f(z) + g(z)) = lim f(z) + lim g(z)

Z—Zo Z—Zo Z—Zo

b) Suponha que lim g(z) # 0 entdao lim fz) -
z—z0 (z)

Z—7Z0
lim f(z)
ZHZO
2z, 9
8 — Mostre que os polindomios P(z) = ag+-- -+ apnz"™

sao funcdes continuas.

9 — Mostre rigorosamente que se f(z) e g(w) sao
fungoes continuas em z e w = f(z) respectivamente en-
tao g(f(z)) é continua em z.

10 — Projecao Estereografica

a) Determine as expressoes para a projecao estere-
ografica ¢ : S\ {(0,0,1)} — C.



b) Mostre que a projecao estereografica ¢ : S\
{(0,0,1)} — C é uma bijecéo.

c) Mostre que existe uma bije¢ao entre os circulos
da esfera de Riemann e as retas e circulos do
plano.

d) Seja C um circulo na esfera de Riemann. Entao,
®(C (0,0,1)) é um circulo no plano se e somente
se (0,0,1) € Ce é uma linha em contrério.

11 — Mostre que a funcao f: C — C definida como:

1 sez#0

z

fz) =<o0 sez=0

0 se z =00

é continua em todos os pontos.

12 — Usando as propriedades de limite no infinito,
prove que:
. 1 _
a) Jim, iy =0
. 1 _
b) lim oy = o0
13 — Dado a funcao f(z) = e*e®¥ mostre que:

a) Mostre que se wy # 0, existe um nimero infinito
de pontos z em cada vizinhanca de oo tal que
f(z) = wy.

b) Mostre que lim ndo existe.
Z—00

14 — Calcule as seguintes derivadas:
(1+22)*
a) ———
z
1
b) -
) z
c) (1—42%)3
15 — Mostre que as seguintes funcoes sao diferen-
cidveis utilizando as equagoes de Cauchy-Riemann
a) iz+2
b) 22

¢) 23

d) cos(x)cosh(y) — isin(x) sinh(y)

16 — Deduza as equagoes de Cauchy Riemann em
coordenadas polares.

17 — Determine os pontos nos quais f’(z) existe e
ache seus valores:

a) f(z) =zlmz
b) f(z) = /1e®? parar >0,—-mt<0@<m
c) f(z) = e ®cos(In(r)) +1ie ? sin(In(r))

18 — Mostre que a funcao f(z) = Re(z) nao é difer-
enciavel em nenhum ponto.

19 — Mostre que a fungao f(z) = Z nao é diferen-
cidvel em nenhum ponto.

20 — Mostre que a funcao

f(z):{% sez#0

0 sez=0
nao é diferenciével no 0.

21 — Mostre que uma funcao analitica tal que seu
valor absoluto é constante é uma funcao constante.

22 — Mostre que f(z) e f(z) sdo simultaneamente
analiticas.

23 — Mostre que uma funcéo harmonica satisfaz:

o%u B
0202

24 — Suponha que f e g sejam diferenciaveis em z.
Mostre que:

a) (cf(2)) = cf(2)



b) (f(z) +g(z)) =f'(z) + ¢'(2)
c) (f(z)g(2)) = f'(z)g(2) + f(2)g'(2)
d) Suponha que g(z) # 0, entao

( Z) )9(2)
Z

25 — Mostre rigorosamente que se g(w) e f(z) s@o
funcoes analiticas entdo g(f(z)) também é analitica.




