UNIVERSIDADE FEDERAL DO ABC

Lista 5 - Funcoes de Variaveis Complexas

Integracao e Residuos

1 — Mostre que uma funcao que é analitica em todo
plano e possui uma singularidade nao essencial em oo é
um polinémio.

2 — Mostre que as funcoes €* e sen z possuem singu-
laridades essenciais no infinito.

3 — Mostre que qualquer fun¢do meromérfica no
plano estendido é racional.

4 — DProve que se f(z) é analitica em U entdo

f(z)dz
z—a

wly, a)f(a) = J
)

Para todo circulo que é homologo a zero em LL

5 — Prove que duas curvas homotopicas sao homolo-
gas.
6 — Para cada func¢io abaixo ache o ponto singular,

determine se é um polo, uma singularidade removivel ou
essencial e calcule a parte principal:

a) zel/?
2
z
b
) 1+z
7 — Mostre que os pontos singulares das funcgoes

abaixo sao polos, determine a ordem de cada polo e
o residuo.

a) tanhz
1 —exp(2z)
by —_ P
)
z
2 cosz
Q) expz

22+

8 — Ache a série de Laurent para:

m em tornode z=1

2
M em torno de z =0

para 0lz] < 1

(z—1)(z—2)

1
z(z—1)(z—2
1
1 2
2z Nz_2) para 1z] <
1
2
2z Nz 2 para |z| >

1)(z—2)

9 — Expanda senhz em poténcias de z — 7i para

provar que:

. senhz
lim — =1
z—m Z — T

10 — Suponha que f é analitica em zg e que f(zy) = 0.
Use séries para mostrar que:

f(z
lim (z) :f/(Zo)
Z—z20 Z — Z9
11 — Prove a forma de L’Hopital para funcoes
analitica em zy usando séries.
12 — Prove a forma de L’Hopital para funcoes

analitica em zy usando que numa vizinhanga do zero
uma funcdo analitica pode ser escrita como f(z) =
(z—2z0)™g(z) com g(z) analitica.

13 — Prove que se Y é uma curva regular, f é uma
funcdo meromorfica dentro e sobre y e que Y ndo passe
nem por polos e nem por zeros, entao:

*I /
mi ), f

sendo:



Z o namero de zeros dentro de y contado com multipli-
cidade;
P o niimero de polos dentro de vy contado com multipli-
cidade;

f/

Dica: veja o que é Res (f)

14 — Conclua que: (Principio do Argumento)
Se f é analitica dentro e sobre a curva y e nao é zero

sobre y entdo
1 i
— ¢ — =Z(f
2mi i f ()

sendo

Z(f) o numero de zeros de f dentro de y contado com
multiplicidade;

15 — Prove o Teorema de Rouche:
Suponha que f e g sejam analiticas dentro e em y e que
If(z)] > |g(z)| entdo:

Z(f+g)=Z(9g)

dentro de 7.
Dica: escreva f+ g = f(1 + g/f) e use o Principio do
Argumento.

16 — Ache os numeros de zero de
a) 3e*—zem |z|] <1
b) z*—5z+1em 1<z <2

¢) 28 —5z*+322 —Tem |2/ <1

17 — Dado um polinémio da forma p(z) = ap+ajz+

-+ anz™ com com todos a; reaise com 0 < qp < a1 <

- < an. Prove que todos os zeros de p(z) estdo no
disco unitario.

Dica: Use o teorema de Rouche para (1 —z)p(z).

18 — Prove que para todo p < 1 o polinémio 1+
2243224+ (n+1)z" néo tem zeros dentro do disco
|z| < p se n ¢ suficientemente grande.

19 — Prove o teorema fundamental da algebra us-
ando o teorema de Rouche.

Residuos

20 — Ache os polos e residuos das seguintes fungoes:
) 1
) -
z2+5z2+6
1
b) —
) (22 —1)?
1
¢
) senz
1
4 -—
) zm(1T —z)n
21 — Calcule as seguintes integrais pelo método de
residuos:
p7’[/2 dX
a) ————— para |a| > 1
Jo a-+sen“x
[° x%dx
LY R s B
Jo X" +5x*+6
) [*° xsenx
C —
Jo X¥*+a?
Q) [ log xdzx
Jo 14+ x
) (%™ sen? xdx
e e —
Jo S5+ 3cosx
o) oc—]d
f) X x para 0 < x < 1
Jo 14+x
) [ cos axdx
K CERAE
h) [° XS4611 ax N
Jooo X +4
rTT
1) sen’" 0d0
Jo
22 — Calcule 5
O o
J sem2 de
0 X

Dica: Integre (e —1—2iz)/z? ao longo de um grande
semi-circulo

23 — Calcule

J'°° dx
0 ]+Xn

paran e Nen > 2.
Dica: Use o contorno:



2x/n

24 — Mostre que:

J‘X’ dx 135 (2n—T)m
oo (T X2 2-4...2n

n 2
25 — Calcule Z (E) :
k=0

Observando que:
a) (le) ¢ o coeficiente de z* na expansio de (14 z)"

b) (E) ¢ o coeficiente de 27 na expansio de (14+1/z)"
n

2
C)Z (2) é o coeficiente do termo constante de
k=0
(T+2)"(1+1/2)"

dz

n 2
d)logo, Y~ (2) — % L(] + 21+ 12"

n 2 2n
n 1 (1+2)
Jlogo, ) (k) o)
k=0

n 2
f)logo, Z (2) é o coeficiente de z™ em (1 + z)*"

26 — Mostre que se f(z) é analitica e limitada para
todo |z| < 1 e se |l < 1 entao:

B l f(x)dxdy
f(Q) = - HZK] 0-z07

Dica: Use coordenadas polares e residuos.

Teorema da curva fechada de Jordan

27 — O teorema da curva de Jordan afirma que cada
curva de Jordan no plano determina exatamente duas
regides. A noc¢ao de winding number leva a uma prova
rapida de uma parte do teorema, ou seja, que o com-

complementar de uma curva de Jordan tem, pelo menos,
duas componentes.

Este serd o caso se existir um ponto a com um w(y, a) >
0

a) Prove que Podemos supor que Rez > 0 em 7.

b) Prove que podemos assumir que existem pontos
z1, zg em y com Imzl < 0, Imz2 > 0. Estes
pontos podem ser escolhidos de modo a que néo
existem outros pontos de y sobre os segmentos
de linha de 0 a z; e entre 0 a z;.

c) Seja vy e yz serem os arcos de y ligando z1 a z
(excluindo os pontos da extremidade).
Deixe o7 ser a curva fechada que consiste no seg-
mento de reta de 0 a z; seguido por y; e o seg-
mento que liga zp a 0, e 03 a curva que pode ser
construida da mesma forma, com vy, no lugar de
v1. Entao mostre que 01 — 0 =ty
Notagao: O eixo real positivo cruza ambas as
curvas y7 e y2 (porqué?). Escolha a notagao de
modo que a intersecgao x; mais & direita seja com
z
Prove que:

d) w(or,x2) =0 logo w(oy,z) =0,Vz €y,
e) w(or,x) =w(02,x) =1 para x > 0 pequeno.

f) A primeira intersec¢ao xq com o eixo positivo real
com Y fica em y;

g) wl(oz,x1) =1 logo w(oz,z) =1 para todo z € vy,

h) Conclua que como existe um segmento do eixo
real positivo com um final em vy e outro em vy,
e nenhum outro ponto em vy, entdao os pontos x
do segmento acima satisfazem
w(y,x) = £1

—

) Conclua.

28 — Mostre que se z pertence a uma componente
conexa ilimitada de C \ y entéo:

W(Y) x) =0



