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Areas entre duas Curvas

Area entre duas curvas.

Se f e g sdo fungdes integraveis em [a,b] e g(x) < f(x) para cada x € [a,b]
entdo 0 < f(x) — g(x) é integravel em [a, b].
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Exemplo 1

Ache a drea do gréfico delimitado pory =e*,y=x,x=0ex =1

Integrais - Aplicagdes I 17 de novembro de 2015 4745



Exemplo 2

Ache a drea delimitada pelas curvas y = x — 1 e a parabola y> =2x+6
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Areas entre duas Curvas

Exemplo 3 - Area do Circulo

Area do Circulo
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Volume por Se¢des Transversais

Volume por Secoes Transversais

Volume de Cilindros Retos: Area da Base x Altura
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Volume por Se¢des Transversais

Secao Transversal

Seja S um sé6lido qualquer. Quando interceptamos o sélido S com um plano,
obtemos uma regido plana que € denominada de seccao transversal de S.

Denotaremos por A(x) a drea de seccdo transversal perpendicular ao eixo x e
passando pelo ponto x, com x € [a,b]
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Volume por Se¢des Transversais

Seja P = (x) uma parti¢do de [a,b]. Vamos dividir o s6lido S em n fatias
utilizando os planos Py ,---,Px, . Escolhemos pontos x € [xi_1, %i]

Animagao
Ver slices.gif J
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slices.gif

Volume por Se¢des Transversais

Entéo temos que o volume da i-ésima fatia S; € aproximadamente o volume
do cilindro um cilindro com drea de base A(x) e altura Ax;.

AXi_

A(x¥)

1

O volume deste cilindro é A(x})Ax;; assim, uma aproximagao para o volume
da i-ésima fatia S; €
V(Si) = A(x])Axy.

Somando os volumes destas fatias obtemos uma aproximacio para o volume
total

n
V ZA(xf)Axi.

i=1
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Tomando o Limite

vV = A(x)dx 3)
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Exemplo - Volume da Esfera

Mostre que o volume da esfera de raio r é %7’0‘3.
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Exemplo 2

Calcule o volume da regido obtida rotacionando a area delimitada pela curva
y=+xcom0<x<1.

Integrais - Aplicagdes I 17 de novembro de 2015 15745



Exemplo 3

2

A regido delimitada pelas curvas y =x e y = x~ é rotacionada em torno do

eixo x. Determine seu volume.

0.0 x o NoRL |
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Cascas Cilindricas
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Cascas Cilindricas

Qual o volume do sélido obtido rotacionando a regido em torno do eixo y?
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Cascas Cilindricas

Animagao
Ver rotacao.gif J
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rotacao.gif

Cascas Cilindricas

Seja P = (x{) uma parti¢ao do intervalo [a,b] e seja x} € [xi—;,xi] o ponto
médio do i-ésimo intervalo, x} = (xi +xi—1)/2.
Se fizermos a aproximacao por retdngulos e rotacionarmos:
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Se o retangulo € girado ao redor do eixo Yy, entdo o resultado € uma casca
cilindrica cujo volume é

V = nR?—r’)h
(R+71)

= 2nr*Arh

Vi = (27txi ) f(xi ) Ax; = [circunferéncia][altura][espessura].
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Cascas Cilindricas

V= Z 2mei Axif(ci)

i=l1

b
V= J 27txf(x) dx.

a
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Exemplo 4

Calcule o volume do sélido obtido rotacionando em torno do eixo y a regido

delimitada por y = 2x

2—x

3 .
e pelo eixo x.

y=2r—xt
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Cascas Cilindricas
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Cascas Cilindricas
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Comprimento de Arco
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Comprimento de Arco

Comprimento de Arco

Se a curva C é dada pela equagéo y = f(x), com f derivavel e a < x < b.
Seja P = (x{) uma parti¢do de [a,b]. Entdo a poligonal com vértices
(xi,f(xi)) é uma aproximacéo para C.

y y
1+ 1+
vz |
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Comprimento de Arco

O comprimento da poligonal é

LP) =3/ lx—xin )2+ (Fxi) — Fxi)2

i=1

Aplicando o TVM em cada intervalo [x;_1,xi], existe um Xi € (xi_1,%4) tal
que
fxq) —fxi—1) =/ (x7) (xs —xi—1) = ' (x]) Ax;.
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Comprimento de Arco

Logo

Z\/Ax1 AXIZ—Z\/ (14 (7 (xF))?Ax;.

Entdo, definimos o comprimento da curva C por

L= hm Z\/ (1+(f'(x ZAXI—J 1+ [f/(x)]? dx.

b
Comprimento = J 1+ [f"(x)]12dx

a
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Exemplo 5

Exemplo

Calcule o comprimento de arco de y =x*/2, 1 < x < 4.

X3/2

Integrais - Aplicagdes IT 17 de novembro de 2015 30/45



Comprimento de Arco

3
Como y = f(x), temos f'(x) = X

Sl )
L= 1+- .
L ~|—4xdx

9 9 13
Fazendo, u =1+ —x, entdo du = de. Quandox=1,u= ?; quando

10 3/2
_ 38 103/2—<13> / :
s 27 4

x =4, u = 10. Portanto,

4 10 42
L:J Vudu=--u/?
13/4
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Area Superficial

Area Superficial

N6s ja vimos como uma curva de y = f(x) em [a, b] pode ser girada em torno
de um eixo para formar um sélido. Em vez de calcular o seu volume,
consideraremos agora a sua drea superficial.

> B
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Area Superficial

Se denotarmos por L o comprimento da curva

~ ! *
Ly /147(x]),

para algum x; no i-ésimo subintervalo. Entdo
R="f(xir1) e r=~f(xi).

Assim, a drea da superficie de um dos tronco do cone € de aproximadamente

1
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Area Superficial

Como f é uma fun¢@o continua , pelo TVI temos que existe di em [xi,Xi1]

f(xi) +f(xiq1)

tal que f(di) = 5

; Logo:

2nf(dy)y/ 1+ (x5)?

i

Somando sobre todos os subintervalos temos

n
Area Superficial ~ Z 27f(dy)y /1417 (x)?
i=1

i

que € uma soma de Riemann. Tomando o limite temos

Area Superficial = 27'tf f(x)/1+f/(x)%dx |

A drea da superficie do s6lido formado pela rotagao do grafico de y = f(x) ao

redor do eixo y, com a,b > 0, é

< . b
Area Superficial = 27rfa xy/1+f/(x)2dx|.
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Exemplo

Determine a 4rea de superficie do s6lido formado pela revolugdo da curva

y = x> em [0,2] em torno do eixo x.
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Area Superficial

2
A:J 23 (14-9x4) /2 dx
0

Substitui¢io u =1 —9x* du =27x°

* ul/Z
=2 —d
“L 27
2

~ 203.04
0

s

4\3/2
27(1+9x )
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Exemplo

Determine a area de superficie do s6lido formado pela revolugdo da curva

y =x%em [0, 1] em torno do eixo y.
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Area Superficial

Uma vez que estamos girando em torno do eixo y, o “ raio ” do s6lido ndo é

f(x), mas sim x. Assim, a integral para calcular a drea de superficie é:
1

A= 27’[J x4/ 1+ (2x)2dx.
0

Substitui¢do 1w = 1 +4x?; novos extremos u =1 to uw = 5.

5
:ﬂJ Vudu
4 )y
5
_ 2.5
Tt
=5 (5v5-1)

~ 5.33.
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Trabalho

No caso de uma forga constante F, o trabalho realizado € definido pelo
produto da forca pela distancia d que o objeto se move:

T=Fd, trabalho = for¢a x distancia.

Consideremos o deslocamento da particulade x =aaté x=bcoma<be
suponhamos que F(x) seja continua no intervalo [a,b]. Seja P = (x;) uma
particdo do intervalo [a,b] e escolhemos x} € [xi—1,xi], i=1,...,n.

Se Ax; = x4 —xi_ for suficientemente pequeno, F serd praticamente
constante no intervalo, e entdo podemos dizer que trabalho realizado pela
forca de xi_; até xi serd aproximadamente

Ty = F(x?)Axi.
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Trabalho

Logo podemos aproximar o trabalho realizado por F de a até b pela soma
dos trabalhos realizados nos intervalos [x;_1,xi],1=1,2,...,n, isto é

n

TR ZF(xf)Axi.

i=1
A intui¢do acima nos motiva a definirmos trabalho como:
Definic¢ao

O trabalho T realizado por uma forca F sobre uma particula no deslocamento
de x = a até x = b é dado por

b
T= lim F(xi*)Axi—J F(x)dx.
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Exemplo 8

Exemplo
Sobre uma particula que se desloca sobre o eixo x atua uma forga paralela ao

1
deslocamento e de componente f(x) = —. Calcule o trabalho realizado pela
X

forca no deslocamento de x =1 até x = 2.
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Trabalho

Exemplo

Considere uma mola sobre uma superficie horizontal com uma das
extremidades fixa num anteparo . Suponha que a origem x = 0 coincide com a
extremidade livre quando a mola nfo estd comprimida nem distendida. Agora,
suponha que a mola seja distendida e que uma particula seja presa a sua
extremidade livre. Considere que a forca exercida sobre a mola obedece a Lei
de Hooke: F(x) = —kx, onde k € a constante eldstica da mola. Calcule o
trabalho realizado pela mola quando a particula se desloca das posicoes
x=0,5atéx=0ex=0,5até x =—0,5.
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Trabalho

0 210 k
TZJ —kxdx=—k>| ==
1/2 2 1/2 8
—1/2 x2 —1/2
T:J —kxdx =—k— =0.
1/2 2 1/2
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