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TRI



A Teoria de Resposta ao Item & um conjunto de modelos
matematicos (probabilisticos e estatisticos) que possibilita a
construcdo de um sistema de comparacio de tracos latentes. A

construcdo desse sistema de comparacio é feita por meio de

variaveis observaveis relacionadas ao traco latente.



Traco latente

S&o caracteristicas implicitas de um ser humano.

e Ansiedade
e Nivel de estresse
e Habilidades cognitivas

e Proficiéncia em uma determinanda area do conhecimento
humano



Variaveis observaveis de um traco latente

Ansiedade

Constantemente estd preocupado ou tenso com alguma coisa?
Frequentemente tem célicas intestinais?

Vocé tem facilidade para dormir?

Constantemente tem taquicardia ou palpitacdes?

Raramente fica nervoso?

Tem facilidade em permanecer concentrado?

Em uma conversa, vocé geralmente fala mais do que o outro?
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Em uma conversa, vocé geralmente escuta mais do que o

outro?

9. Vocé acredita que algo ruim vai acontecer se certas coisas ndo
forem feitas de uma determinada maneira?

10. Frequentemente tem falta de ar ou fica ofegante?



Analogia com a altura

Imagine que duas pessoas, A e B, responderam o questionario.

. Uso roupas do tamanho pequeno? A Sim - B Ni3o
. Uso roupas do tamanho grande? A N3o - B Sim

1
2
3. Compro calcados de numeracdo abaixo de 367 A Sim - B Ni3o
4. Compro cal¢ados de numeragio acima de 427 A N3o - B Sim
5

. Numa fila por ordem de tamanho, vocé sempre é um dos
altimos? A N3o - B Sim
6. Numa fila por ordem de tamanho, vocé sempre é um dos
primeiros? A Sim - B N3o



Hipétese da unidimensionalidade

A unidimensionalidade é a hipétese de que existe um traco latente
dominante responsavel pelas respostas dada ao conjunto de
peguntas. Por exemplo, em uma avaliacio de Matematica, é
natural supor que o traco latente predominante & o conhecimento
que o individuo possui em Matematica.



Por que utilizar a TRI?

1. O desempenho é consequéncia apenas do conhecimento do
individuo, ou seja, o instrumento de avaliacdo n3o interfere no
resultado final;

2. Monitorar a evolucio das habilidades desenvolvidas ao longo
da trajetéria escolar;

3. Acompanhar o progresso de um sistema educional
estabelecendo comparagdes entre grupos de alunos submetidos
a provas diferentes e entre alunos em anos escolares distintos.



Exemplo: SAEB

Evolucdo dos resultados do Brasil no Saeb (1995 a 2015)
Proficiéncias médias em Matematica
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A palavra item na TRI significa questdo ou pergunta. A TRI
fornece um modelo para representar a probabilidade de um

individuo dar uma certa resposta a um item em funcio do traco
latente em estudo e dos pardmetros do item. Em avaliacdes de
larga escala, é utilizado o modelo logisitco de trés parametros.



Modelo logistico de trés parametro

(1*C,')
P(X;l0)) = ci
(Xild) = i + 1+ exp[—Da; (6 — b;)]

Probabilidade
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Figura 1: Curva Caracteristica do Item - CCl
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Modelo logistico de trés parametro

4 (1 = C,')
1+ exp [—Da,- (Gj — b,)]

P (Xiil6)) = ci

Probabilidade

|
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e ¢; € o parametro de acerto ao acaso do item /;
e 3; é o pardmetro de discriminag3o do item J;
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Acerto ao acaso - parametro c

O valor de ¢ é dado quando a habilidade 6 em estudo tende a —oo,
ou seja:

lim P(X=1/0)=c
60— —o00
Na pratica, o pardmetro ¢ quantifica a probabilidade que um

individuo, sem a habilidade minima necessaria, tem de acertar a
questao.
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Dificuldade do item - pardmetro b

Indica o nivel de proficiéncia 6 que um sujeito precisa possuir para
ter uma probabilidade de % de solucionar corretamente a quest3o.

Quando a proficiéncia 6 de um individuo coincidir com o valor do
pardmetro b do item que ele esta resolvendo (6 = b), a
probabilidade dele acertar o item é igual a probabilidade dele errar.
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Dificuldade do item - pardmetro b

(1-o¢)
(X=10=b) = ct+ 1 D@ b)
= c+ (1=c)
N 1 +exp[—Da(b— b)]
B (1-¢)
N C+1+exp0
B (1-20¢)
= c+ 5
_1+4c
2
P(X=0/0=b) = 1-P(X=1/§ = b)
14+c
= 1- >

1 =@
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Dificuldade do item - pardmetro b

Na curva caracteristica do item, os valores de b e de % sdo as

coordenadas do ponto de inflexdo.

Probabilidade

___________________ Ponto de inflexdo

Habilidade
1 2 3 4

o
B
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Dificuldade do item - pardmetro b

O pardmetro b é medido em uma escala padronizada em que o
namero 0, origem da escala, representa a proficiéncia média dos
individuos submetidos ao teste e a unidade de medida é 1 desvio
padrdo. Teoricamente, a escala varia de —oo a +o00. Na pratica,
varia de —3 a 3. Valores de b préximos a —3 indicam quest&es
faceis e proximos de 3 dificeis. Um valor de b fora do intervalo de

—3 a 3 sugere um item com problema de elaborac&o.

Probabilidade
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Dificuldade do item - pardmetro b

Em uma avaliacdo educacional em larga escala, é recomendada a
distribuicdo de niveis de dificuldade dentro de uma curva normal. A
tabela a seguir mostra a distribuicdo e a classificacdo adotada pela

maioria dos autores.

Classificacio Valores de b Y%esperado

Muito faceis até —1,27 10%
Faceis de —1,27 a —0,51 20%
Médias de —0,51 a 0,51 40%
Dificeis de 0,51 a 1,27 20%

Muito dificeis acima de 1,27 10%
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Discriminacao do item - parametro a

A discriminacdo é a capacidade que o item tem de distinguir
pequenas diferencas de habilidades. Um item com alto poder de
discriminacdo pode diferenciar individuos com habilidades préximas
do grau de dificuldade do item.

Probabilidade

Ponto de inflexdo

0 Habilidade
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
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Exemplo

Probabilidade

Probabilidade
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Geralmente, apenas itens que apresentam valores de discriminacdo
superiores a 0, 70 sdo considerados. Alguns autores categorizam os
itens de acordo com a seguinte tabela.

Valores Discriminacio

a=0,00 Nenhuma
0,00 < a<0,35 | Muito baixa
0,35 < a<0,65 Baixa
0,6b<a<1,35 Moderada
1,35 <a<1,70 Alta

a>170 Muito alta




Exemplos

A quest3o foi aplicada no ENEM de 2007.

Representar  objetos
fridimensionais em uma folha
de papel nem sempre ¢ farefa
facil. O artista holandés
Escher (1898-1972) explorou
essa dificuldade criando vérias
figuras planas impossiveis de
serem  construidas  como
objetos  tridimensionais, a

exemplo  da litografia
Belvedere, reproduzida a0
lado.

Considere que um marceneiro tenha encontrado algumas
figuras supostamente desenhadas por Escher e deseje
construir uma delas com ripas rigidas de madeira que
tenham o mesmo tamanho. Qual dos desenhos a seguir
ele poderia reproduzir em um modelo tridimensional real?
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e discriminagdo do item: a = 1, 31; (moderada)

e dificuldade do item: b = 0,96 (dificil) e

e acerto ao acaso: ¢ = 0,15 (baixo).

0.8

0.6

04

0.2

Probabilidade

Habilidade

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
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Exemplos do SAEB

Questio classificada no nivel 300 da escala do SAEB aplicada para

alunos do 9° ano.

O nimero 0,25 pode ser representado pela fracao
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proficiéncia
—f ==p =C —D
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Exemplos do SAEB

Questdo classificada no nivel 375 da escala do SAEB aplicada para
alunos do 3° do EM.

A (&)
-3 —2 — L) 1 2 3
B D

Na reta acima, qual letra indica a localizacio da fracio —2?
(A) A
(B) B

(C) C

(D) D 030 100 130 300 33

00 350 400 450 500

D
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Exemplos do SAEB

Questdo ndo adequada aplicada para alunos do 5° ano.

Para fazer um refresco, Mariana misturou 1 copo de suco concentrado com 3
copos de dgua. Quanto de suco concentrado existe na mistura total?

(A) 3
(B) 4
© 1
(D) &
g 1 =
208
5 06 \
- \/
= 04 v 2
£02 h
0

1 23 4567 8 910111213141517
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Escala de proficiéncia

Uma caracteristica importante da TRI é que tanto o pardmetro b
de dificuladade do item quanto a habilidade 6 (trago latente) do
individuo s3o medidos em uma mesma escala, isso permite uma
interpretacdo pedagégica da proficiéncia em estudo.
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Figura 2: Escala de proficiéncia
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Escala de proficiéncia

A origem da escala &€ a média das proficiéncias dos individuos
submetidos ao teste e a unidade de medida é o desvio padrio,
escala comumente representada por (0,1). Teoricamente, a escala
(0,1) varia de —o0 a +oo. Na pratica, no intervalo de:

e —0,5a 0,5 estdo cerca de 38% dos casos;
e —1,0a 1,0 estdo cerca de 68% dos casos;
e —1,5a 1,5 estdo cerca de 86% dos casos;

e —2 0a 2,0 estdo cerca de 95% dos casos;

—2,5a 2,5 estdo cerca de 99% dos casos €;

e —3 a 3 estdo cerca de 99, 7% dos casos.
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Exemplo

O ENEM criou sua escala de proficiéncia com média igual a 500 e
desvio padrdo 100 em 2009.

21,02%

0.32% 004%

250 300 350 400 450 500 550 600 650 700 750 800 850

Figura 3: Distribuicio do ENEM 2009
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Escala de proficiéncia: interpretacido pedagogica

A interpretacdo pedagégica € uma analise qualitativa que consiste
na descricdo de habilidades de cada faixa da escala e sua execucdo
consiste em dois procedimentos basicos.

e identificacdo de itens representativos em cada faixa da escala,
denominados de itens ancoras;

e apresentacdo dos itens ancoras para um grupo de especialistas
interpretarem pedagogicamente cada um desses itens.
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Escala de proficiéncia: interpretacido pedagogica

O critério geralmente adotado para identificar um item 4ncora de

um nivel o é:

e 65% ou mais dos estudantes com habilidades em torno de o

acertam o item;

e menos de 65% dos estudantes posicionados no nivel anterior

acertam o item;

e 0 ajuste da curva caracteristica é bom.
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Exemplo: item ancora faixa 461.7

ENEM 2012

Jogar baralho é uma atividade que estimula o raciocinio. Um jogo tradicional € a Paciéncia, que utiliza
52 cartas. Inicialmente sdo formadas sete colunas com as cartas. A primeira coluna tem uma carta, a
segunda tem duas carlas, a terceira tem firés cartas, a quarta tem quatro cartas, e assim
sucessivamente até a sétima coluna, a qual tem sete cartas, e o que sobra forma o monte, que séo as
cartas n&o utilizadas nas colunas

A quantidade de cartas que forma o monte &

A 21
2
© 26
D) 28
(E) 31
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Exemplo: escala de proficiéncia do ENEM

Matematica e suas tecnologias
Valor | Descricdo

495.8 | Interpretar dados fornecidos por grafico linear obtendo

informacdes sobre um evento.

461.7 | Calcular utilizando operacdes fundamentais com nimeros
naturais na determinacdo de uma quantidade de objetos.

448.6 | Reconhecer a planificacdo de sélidos geométricos que re-

presentam embalagens.
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Estimacao dos parametros

A TRI determina tanto os valores dos pardmetros dos itens quanto
os valores das proficiéncias por meio de técnicas estatisticas de
estimacdo. Existem maneiras diferentes para se fazer isso, um
desses procedimentos que consiste em:

1. determinar as probabilidades de cada item de forma empirica
pelos dados coletados;

2. estimar pelo método de Maxima Verossimilhanga os
pardmetros a, b e c de cada item;

3. estimar pelo método de Maxima Verossimilhanca as
habilidades 6 dos respondentes.
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Método de Maxima Verossimilhanca

Definicdo ~

A estimativa de maxima verossimilhanca de 6, ou seja, 0, baseada
em uma amostra aleatéria X1, Xo, ..., X, é aquele valor de 6 que
torna maxima L(Xy, Xa, ..., Xp,), considerada como uma funggo de 6
para um dada amostra X1, X5, ..., X, onde L é definida por:

L(X1, Xo, ... Xp: 0) = F(X1;0)F (X2; 0)...£(Xp: 0)

e se X for discreta, L(X1, Xz, ..., Xn; ) representara
P[X1 = x1, Xo = x2, ..., Xp = Xa]

e se X for continua, L(X1, Xy, ..., Xn; 0) representara a fungdo
densidade de probabilidade conjunta de (X1, Xz, ..., X»)
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Pesquisa Estatistica

Populacéo

: ~" . Probabilidade

/ — Amaostra
|'I .II
I .
1 II

p & —

SR . Estatistica Estatistica

Inferencial Descritiva
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Seleciona-se uma amostra aleatéria de 20 pegas (X1, X, ..., X20) de
um lote de 10.000. Suponha que as 10.000 pecas tenham a mesma
probabilidade p de serem defeituosas e uma peca defeituosa ndo
interfere na probabilidade da outra. Estime pelo método de maxima
verossimilhanca a probabilidade p de uma peca ser defeituosa nesse
lote se na amostra foram encontradas 4 pecas defeituosas.
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As probabilidades P (X = k) das 21 amostras possiveis em fun¢do
do paradmetro p é dada pelo modelo probabilistico binomial, em que
k & o nimero de pecas defeituosas.

P(X_O):O.(;(P!_O),(l—P)QOPO
P(X =1)= 1|(2%°!_ i (L= P) "
P(X=2)=5 (2%0!_ ) (1—-p)®p?
20! 17 3
P(X=3):m(1—l?) P
20! 16 4
P(X_4):m(1—P) p
P(X =20) = - 200 (1 p)0 20

20! (20 - 20)



Foram encontradas 4 pecas defeituosas, logo X = 4.
L (X17 X27 X37 ceey X207 p) =P (X - 4)

20!
L (X1, X2, X3, ..., X20, p) = 4120 — &) (1-p)°p*

20! 16 4
In L (X1, X2, X3, ..., X =In|{———+(1-
n L (X1, X2, X3, ..., X20, p) “<4!(20_4)!( [

In L (X1, X2, X3, ..., Xa0, p) = In4.845 + In (1 — p)*® + In p*
In L (X1, X2, X3, ..., X20,p) =In4.845+ 16In(1 — p) + 4Inp

16 4
InL'(p) = —1) +
(p) (1—p)( ) p
16 4
“1)+-=0
(1—p)( ) P
4 —4p =16p
4
= 2
20 0

Logo. a estimativa de p é 0. 2.
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Observe que para p = 0,2, a probabilidade P (X =

valor possivel entre as 21 possibilidades.

P(X =0)=
P(X =1)=
P(X =2) =
P(X =3) =
P(X =4) =
P(X =5) =
P(X =6) =

20!
m(zooo)( —0,2)%°0,2° ~ 0,01152922
20! 19 4 Al
TTa0 — 1 (1~ 0:2)'0,2" ~ 0,05764608
20! 18 n A2
5120 —2y1 (1~ 0:2)"°0,2° = 0,1369043
20! 17 A3
m(1—0 ,2)170,2% ~ 0,20536414
20! 16 n A4
a0 —ay (1~ 0:2)'°0,2 ~ 0,21819940
20! 15~ 4
57730 5 (1~ 0:2)/70,2* ~ 017455052
20!

6120 6)1 (1—0,2)"0,2% ~ 0,10909970

4) terad o maior
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“Para ilustrar os passos usados pelo método de Maxima
Verossimilhanca, suponhamos que X sujeitos tenham res-
pondido a Y itens que compéem um teste qualquer. S3o
desconhecidos tanto os pardmetros dos itens como as ha-
bilidades dos respectivos sujeitos, entdo o primeiro passo
consiste em separar os sujeitos em grupos ao longo de uma
escala de habilidade hipotética, cada grupo tem Z sujeitos
de habilidades iguais. A probabilidade de os sujeitos de
cada grupo responderem adequadamente a um item espe-
cifico serd dada pelo quociente entre o niimero de sujeitos
que realmente acertaram ao item e o ndmero total de su-
Jjeitos daquele grupo.
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Dessa forma as probabilidades de acerto em cada nivel de
habilidade ao longo da escala podem ser calculadas, isto
é, tem-se uma curva empirica para cada item. A partir
disso tenta-se manipular os pardmetros do item, produzindo
uma curva tedrica que mais se aproxime da empirica. O
processo de estimagdo dos pardmetros se encerra quando
os valores estimados convergirem, ou seja, quando a partir
de n interacdes n3o se consegue produzir mais melhorias
na reproducdo dos dados empiricos por meio das variacdes
nos valores dos pardmetros dos itens” [3]
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Uso de Estatisitica em Processos
Avaliativos




Uso de Estatistica em Processos Avaliativos

Algumas indagacdes e reflexdes que podemos fazer sobre os
instrumentos de avaliac3o utilizados para composicdo da média

escolar s3o:

1. Qual é a relacdo que existe entre os instrumentos de avaliacio?

2. E possivel, por exemplo, inferir a média final de um estudante
analisando os resultados parciais de seus exercicios avaliativos?

3. Sera que os critérios adotados por uma escola para correcio
das reda¢des dos alunos do 3° do ensino médio sdo os mesmos
de um determinado vestibular?

4. Qual é o grau de discriminacdo de cada questdo que compde
uma prova, isto &, até que ponto cada questdo consegue
diferenciar estudantes com proficiéncias distintas?

5. Em uma prova, como identificar uma questdo que tem
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Coeficiente de correlacdo

Definicdo
Dada uma amostra aleatéria bidimensional
(X1, Y1), (X2, Y2), ..., (Xn, Yn) o seu coeficiente de correlagio

P(x,y) € definido por:

1 (X = X) (Y~ V)
VI (X=X’ Tg (V- V)

¥ 1 y 0.8 Y A y -0.8 y -1
| % % % ®
v 4 1 v oA 1 vk 1 v & -1 v & L v & -1
- i
x w x x x w

P(X,Y) =
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Exemplo: coeficiente de correlacdo

Uma professora olhou cinco licdes ao longo de um trimestre e
aplicou uma prova trimestral valendo de 0 a 10.

A 8 c D 3 F G H

1 Aluno Nimero de licies Prova trimestral

2] A 5 9.0

PR 2 60 Grafico de dispersdo

a| c 3 6.0 wer—

5| o 4 7.0 80 7 *

6| E 3 8.0 - 80 —’—27
e 7.0 '—x—

7 F 2 45 % 60 .

8| G 0 35 £ oo |

9| H 1 35 E a0 1 *

0] | 2 40 B0t ® ¢

u J 5 75 20 4 L

12 K 2 45 D

3] L 2 35 00 -

14 M 3 5.0 o 2 4 3

5 N 4 65 Nimero de ligses

6 O 5 80

17| P 1 40

18| Q 1 35

19 R 2 65

20| s 0 20

n| T 1 25

2

23 Correlagao 0,89
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Exemplo: coeficiente do correlacio

Meédia final dos alunos formados no 3° ano do ensino médio de uma
escola e as notas de redacdo desses alunos no ENEM.

A B C D E F G H
1 Notas de Redagio
2 [Alune  Média final ENEM
3 A 65 711.0 Grafico de dispersdo
2 B 80 815,0 2000
5 ¢C 7.0 7214

$9°

56| D 85 536,0 800,0
7| E [ 591,0 ' 3
8 F 9.0 680,0 £ 000 e ? 3
s G 95 674,0 g * $ ¢
1| H 10,0 756,0 L, P .
1 1 85 825.0 6000
12| J 75 816,0 .
13 K 8.5 6253 5000 +
14 L 65 5153 50 6,0 7,0 80 50 100
15 M 65 685,2 Média final
6 N [ 598,7
17 0 75 801,2
1 P 95 689,1
19 Q 10.0 14,2
20| R [ 6475
2 s 7.0 7465
2| T 5.0 6235
23

2 Correlagao 031 [ 1
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Minimos Quadrados

Definicdo

Seja (X1, Y1), (X2, Y2), ..., (Xn, Yn) uma amostra aleatéria e a
relacio E(Y) = a- X + 3, em que « e [ sdo constantes reais. As
estimativas de minimos quadrados dos pardmetros o e 8 sdo os
valores que tornam minima a expressdo:

Y IYi— (o X+ B)
1
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Exemplo: minimos quadrados

Média final de redacdo dos alunos do 3° ano do ensino médio e as

notas de redacdo desses alunos no ENEM.

A B [ D E F G H
Notas de Redagio
Aluno Média final ENEM
A 65 5147 Gréfico de disperséio
B 8.0 839.2 9000
c 70 7214 b
D 85 682,1
E 60 5452 Bo00 74 *
F 9.0 ws | 5 |
5 95 st12 | Brooe RS
H 0.0 856,2
I 85 762,1 000
4 75 700,1 e
K 85 758.2 R
L 65 648,2 =000
M 65 660,7 50 6.0 7.0 80 90 100
N 6.0 6054 ¥=70,371x+181,18 Média final
o 75 801.2
P 95 908.2
a 0.0 898,1
R 6.0 598.4
s 70 689.2
T 50 553,1
Correlagao 0,87
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A relac3o obtida pelo método de minimos quadrados foi

y = 70,371x + 181, 18, onde y representa as notas no ENEM e x
as médias finais. Por meio dessa relacio, é possivel construir a
tabela com os valores esperados da nota no ENEM.

y = 70,371x + 181, 18 y

y =70,371-6+ 181,18 | 603,4
y =70,371-7+ 181,18 | 673,8
y =70,371-8+ 181,18 | 744,1
y =70,371-9+181,18 | 814,5
10 | y =70,371-10 + 181,18 | 884,9

O |N|O| X




Grau de dificuldade de uma questao

Um modo de determinar o grau de dificuldade d; de uma quest&o é
calculando o seu percentual de acertos, ou seja, d; € igual ao
namero n; de alunos que acertaram a questdo dividido pelo total t

de alunos que fizeram a prova.

Exemplo

Quest3o 1 2 3 4 5 6 7 8
d; 0,411 0,28 | 0,76 | 0,93 | 0,35 | 0,49 | 0,56 | 0,62
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Ponto Bisserial

O coeficiente de correlagdo ponto bisserial é a ferramenta
Estatistica recomendada para mensurar o potencial de
discriminacdo de uma questdo.

Definicao .
O coeficiente de correlacdo ponto bisserial ppp, é definido por:

M, —M p
Ppb = o 1-p

M, é a média dos individuos que acertaram a quest3o;

Onde:

e M é a média de todos que resolveram a prova;

e o é o desvio padrdo da média de todos que resolveram a prova;

a n b~ arain Ao Aificiilldada A. A~ ~niact3A Al coin A A
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Exemplo: ponto bisserial

Correcdo de uma prova com 10 questdes de mdltipla escolha, onde

1 indica que o aluno acertou a questdo e 0 que ele errou.

A B C D E F G H 1 J K L
Cormegéo da prova

Alunos Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 Q6 Q7

0

2

Q9 Q10 Nota
1

0
0
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

JEFGEG PG G G B N I I
QG I N N I
QI
fdi A s s Lo scccoccccecce s
fhid s Lsccccocccccccocce s
D hiscccocccocccoccccocce s
Lfcocccoccccocccoccccccce s

0
1
0
1
1
1
1
1
1
1
1
1
0
1
1
1
1
1
0
1
1

© @ o NN e Rk N o o

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

45 49 51 60 69 72 75 80 85 90
47 47 47 47 47 47 47 47 47 47
260 2,60 2.60 2,60 2,60 2,60 2.60 2.60 2.60 2.60

-
&
a 25 <CcCHOWDOTVOZZ-~X"e—TIOTMOOD>
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