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Apresentacao

A avaliagdo educacional passou a ser, embora tardiamente, um dos pon-
tos privilegiados das politicas educacionais. J&4 sao inimeros os projetos de
avaliagao conduzidos por érgaos responsaveis pelos destinos da Educacao em
nosso pais. Reclamava-se, porém, por uma metodologia mais sofisticada e pre-
cisa, que permitisse nao s6 a avaliacao pontual mas, sobretudo, a construgao de
escalas de habilidades que pudessem levar a um acompanhamento do progresso
do conhecimento adquirido pelos alunos ao longo do tempo.

A Teoria Cléssica, baseada em resultados obtidos em provas através de
escores brutos ou padronizados, largamente utilizada até entao, padece de
varias limitacoes, como, por exemplo, ser dependente do conjunto de itens que
compoem o instrumento de medida, limitando assim, a sua aplicabilidade.

A Teoria da Resposta ao Item (TRI), que vem sendo progressivamente in-
troduzida em nosso meio, é um instrumento poderoso nos processos quantita-
tivos de avaliacao educacional, pelo fato de permitir, inclusive, a construgao
de escalas de habilidade calibradas. No entanto, a aplicabilidade da TRI tem
encontrado algumas dificuldades, tanto do ponto de vista tedrico, devido a
problemas de dificil solu¢do no campo da estimacao, como do ponto de vista
computacional.

O livro de Dalton F. Andrade, Heliton R. Tavares e Raquel C. Valle, vem ao
encontro de uma real necessidade dos pesquisadores clarificando alguns pontos
essenciais da teoria, trazendo um exemplo pratico de aplicagao em larga escala,

como é o caso do Sistema de Avaliacao do Rendimento Escolar do Estado de
S.Paulo (SARESP).

Escrito de forma extremamente diddtica, nao requerendo do leitor conhe-
cimentos muito aprofundados do ponto de vista matemaético-estatistico, com
excecao de algumas partes dos capitulos de estimacgao, aborda os principais
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modelos matematicos utilizados, os problemas de estimacao e equalizacao, e
aponta os recursos computacionais adequados.

Certamente, o texto se tornara um referencial obrigatério para todos aque-
les interessados em contribuir para o progresso dos aspectos quantitativos e
metodoldgicos da Educacgao Brasileira.

Rubens Murillo Marques
Prof. Titular Estatistica-Matematica da UNICAMP
Diretor Presidente da Fundacao Carlos Chagas
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Prefacio

A idéia de escrever um texto introdutério sobre a Teoria da Resposta ao
Item — TRI, até agora tao pouco conhecida pelos especialistas em avaliagao
e pelos estatisticos no Brasil, surgiu da necessidade de se divulgar o poten-
cial dessa teoria tanto no seu aspecto estatistico-matemadtico quanto na sua
aplicacao e interpretagao na avaliagao da aprendizagem e em outras areas.

Nosso envolvimento com a TRI comegou em 1996, com a andlise dos dados
gerados pela pesquisa AVEJU, da Secretaria de Estado da Educacao de Sao
Paulo, e continuou no Sistema de Avaliacdo do Rendimento Escolar do Estado
de Sao Paulo — SARESP e no Sistema de Avaliagdo da Educagao Bésica —
SAEB do INEP/MEC. Esses dois sistemas de avaliagdo possuem a sua base
metodolégica fundamentada na TRI e sao, atualmente, os grandes exemplos
no Brasil da sua potencialidade.

Nossa maior preocupacao foi a de escrever um texto que pudesse ser utili-
zado nao sé pelos estatisticos, mas também pelos especialistas em avaliagao.
O sucesso da TRI passa necessariamente pelo trabalho conjunto de especia-
listas dessas duas areas. Devido a enorme abrangéncia da TRI. Nesse sentido,
procuramos detalhar alguns pontos que achamos importantes.

Muito do material e idéias apresentadas nesse livro foram desenvolvidos
durante o planejamento e a andlise do SARESP e nos treinamentos que minis-
tramos para técnicos da Secretaria de Estado da Educacao de Sao Paulo, da
Fundagao para o Desenvolvimento da Educacao - FDE e da Fundagao Carlos
Chagas, aos quais queremos agradecer a paciéncia e dedicacao. Gostariamos
também de expressar os nossos maiores agradecimentos a Yara Licia Esposito,
Ruben Klein e Heraldo Vianna pelos longos papos e discussoes sobre os as-
pectos tedricos e aplicados da TRI e a Profa. Rose Neubauer, Secretaria de
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Estado da Educacao de Sao Paulo, pela utilizacao de parte dos resultados do
SARESP.

Devido a enorme abrangéncia da TRI, procuramos detalhar os pontos que
achamos mais interessantes para um texto introdutodrio e fornecer o maior
nimero possivel de referéncias bibliograficas que cobrissem os outros pontos.

Este trabalho foi parcialmente financiado pelo CNPq, pela CAPES, pelo
Projeto Temético da FAPESP no. 96/01741-7 e pelo PRONEX no. 76.97.1081.00.

Fevereiro 2000

Dalton Francisco de Andrade
Heliton Ribeiro Tavares
Raquel da Cunha Valle
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Capitulo 1

Introducao

Resultados obtidos em provas, expressos apenas por seus escores brutos ou
padronizados, tém sido tradicionalmente utilizados nos processos de avaliagao
e selecao de individuos. No entanto, os resultados encontrados dependem do
particular conjunto de itens (questdes) que compdem o instrumento de me-
dida, ou seja, as andlises e interpretagoes estdo sempre associadas & prova
como um todo, o que é a caracteristica principal da Teoria Classica das Me-
didas. Assim, torna-se invidvel a comparacao entre individuos que nao foram
submetidos as mesmas provas, ou pelo menos, ao que se denomina de for-
mas paralelas de testes. Maiores detalhes sobre essa metodologia, incluindo
sua fundamentagao matematica, podem ser encontrados em Gulliksen (1950),
Lord & Novick (1968) e Vianna (1987), entre outros.

Atualmente, em varias areas do conhecimento, particularmente em avaliagao
educacional, vem crescendo o interesse na aplicacao de técnicas derivadas da
Teoria de Resposta ao Item — TRI, que propoe modelos para os tragos la-
tentes, ou seja, caracteristicas do individuo que nao podem ser observadas
diretamente. Esse tipo de varidvel deve ser inferida a partir da observagao de
varidveis secundérias que estejam relacionadas a ela. O que esta metodologia
sugere sao formas de representar a relagdo entre a probabilidade de um in-
dividuo dar uma certa resposta a um item e seus tragos latentes, proficiéncias
ou habilidades na area de conhecimento avaliada.

Uma das grandes vantagens da TRI sobre a Teoria Cléssica é que ela permite
a comparacao entre populagoes, desde que submetidas a provas que tenham
alguns itens comuns, ou ainda, a comparacao entre individuos da mesma po-
pulagao que tenham sido submetidos a provas totalmente diferentes. Isto por-
que uma das principais caracteristicas da TRI é que ela tem como elementos
centrais os itens, e nao a prova como um todo.

Assim, vérias questoes de interesse pratico na area da Educacdo podem
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ser respondidas. E possivel por exemplo, avaliar o desenvolvimento de uma
determinada série de um ano para outro ou comparar o desempenho entre
escolas publicas e privadas.

Os primeiros modelos de resposta ao item surgiram na década de 50, e eram
modelos em que se considerava que uma unica habilidade, de um tinico grupo,
estava sendo medida por um teste onde os itens eram corrigidos de maneira di-
cotoémica. Estes modelos foram primeiramente desenvolvidos na forma de uma
fungdo ogiva normal e, depois, foram descritos para uma forma matematica
mais conveniente, e que vem sendo usada até entao: a logistica.

Lord (1952) foi o primeiro a desenvolver o modelo unidimensional de 2
parametros, baseado na distribuigdo normal acumulada (ogiva normal). Apds
algumas aplicagoes desse modelo, o proprio Lord sentiu a necessidade da incor-
poracao de um parametro que tratasse do problema do acerto casual. Assim,
surgiu o modelo de 3 parametros. Anos mais tarde, Birnbaum (1968) substi-
tuiu, em ambos os modelos, a funcdo ogiva normal pela funcao logistica, ma-
tematicamente mais conveniente, pois é uma funcao explicita dos parametros
do item e de habilidade e nao envolve integragao. Independentemente do tra-
balho de Lord, Rasch (1960) propds o modelo unidimensional de 1 paradmetro,
expresso também como modelo de ogiva normal e, também mais tarde descrito
por um modelo logistico por Wright (1968).

Samegima (1969) propds o modelo de resposta gradual com o objetivo de
obter mais informacao das respostas dos individuos do que simplesmente se
eles deram respostas corretas ou incorretas aos itens. Bock (1972), Andrich
(1978), Masters (1982) e Muraki (1992) também propuseram modelos para
mais de duas categorias de resposta, assumindo diferentes estruturas entre
essas categorias.

Recentemente, Bock & Zimowski (1997) introduziram os modelos logisticos
de 1, 2 e 3 parametros para duas ou mais populagoes de respondentes. A
introducao desses modelos trouxe novas possibilidades para as comparagoes
de rendimentos de duas ou mais populacées submetidas a diferentes testes
com itens comuns, conforme discutido em Hedges & Vevea (1997) e Andrade
(1999), por exemplo.

Um ponto critico na TRI é a estimacao dos parametros envolvidos nos
modelos, em particular quando necessita-se estimar tanto os parametros dos
itens quanto as habilidades. Inicialmente, a estimacao era feita através do
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método da maxima verossimilhanca conjunta que envolve um nimero muito
grande de parametros a serem estimados simultaneamente e, consequente-
mente, grandes problemas computacionais. Em 1970, Bock & Lieberman in-
troduziram o método da maxima verossimilhanca marginal para a estimagao
dos parametros em duas etapas. Na primeira etapa estimam-se os parametros
dos itens, assumindo-se uma certa distribuicao para as habilidades. Na se-
gunda etapa, assumindo os parametros dos itens conhecidos, estimam-se as
habilidades. Apesar do avanco que esse método trouxe para o problema, ele
requeria que todos os parametros dos itens fossem estimados simultaneamente.
Em 1981, Bock & Aitkin propuseram uma modificagao no método acima, utili-
zando o algoritmo EM de Dempster, Laird & Rubin (1977), de modo a permitir
que os itens pudessem ter seus parametros estimados em separado, facilitando
em muito o aspecto computacional do processo de estimacao. Mais recente-
mente, métodos bayesianos foram propostos para, entre outras coisas, resolver
o problema de estimacao dos parametros dos itens respondidos corretamente
ou incorretamente por todos os respondentes, e também o problema da es-
timacao das habilidades dos respondentes que acertaram ou erraram todos os
itens da prova.

Nas ultimas décadas, a TRI vem tornando-se a técnica predominante no
campo de testes em varios paises. Aqui no Brasil, a TRI foi usada pela primeira
vez em 1995 na andlise dos dados do Sistema Nacional de Ensino Bésico -
SAEB. A introdugdo da TRI permitiu que os desempenhos de alunos de 4a.
e 8a. séries do Ensino Fundamental e de 3a. série do Ensino Fundamental
pudessem ser comparados e colocados em uma escala tinica de conhecimento.
A partir dos resultados obtidos no SAEB, outras avaliagbes em larga escala,
como por exemplo o Sistema de Avaliacao de Rendimento Escolar do Estado
de Sao Paulo - SARESP, também foram planejadas e implemementadas de
modo a serem analisadas através da TRI. Uma lista das principais aplicagoes
da TRI no Brasil em avaliagdes educacionais pode ser encontrada em Andrade
& Klein (1999).

O objetivo desse livro é introduzir os principais conceitos, modelos e resul-
tados que podem ser obtidos a partir da aplicagdo da TRI. No Capitulo 2
sao apresentados os modelos, com suas interpretagoes e suposicoes bdsicas.
No Capitulo 3 discute-se o processo de estimacao dos parametros dos itens
e das habilidades dos respondentes pertencentes a uma unica populacao. O
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conceito de equalizacao e suas diferentes formas de obtencao sao discutidos
no Capitulo 4. Os métodos de estimacao sao retomados no Capitulo 5 com o
modelo para duas ou mais populagoes. No Capitulo 6 discute-se a criacdo de
escalas de habilidade e suas interpretagbes e uma aplicagdao a dados reais. No
Capitulo 7 apresentam-se os principais recursos computacionais e no Capitulo
8 apresentam-se comentarios sobre a utilizacao da TRI, inclusive em outras
dreas, e possiveis tépicos para pesquisa. Por tultimo, apresentam-se demons-
tragoes de alguns dos resultados do Capitulo 3 no Apéndice e uma bibliografia
com outras referéncias além daquelas citadas no texto, com o objetivo de for-
necer ao leitor o maior niimero de informacoes sobre a TRI.

Os autores recomendam fortemente a leitura de Lord (1980) e Hamble-
ton, Swaminathan & Rogers (1991) para maiores detalhes dos fundamentos e
aplicacoes dessa teoria.
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Capitulo 2

Modelos Matematicos

2.1 Introducao

A TRI é um conjunto de modelos matematicos que procuram representar a
probabilidade de um individuo dar uma certa resposta a um item como func¢ao
dos parametros do item e da habilidade (ou habilidades) do respondente. Essa
relagdo é sempre expressa de tal forma que quanto maior a habilidade, maior
a probabilidade de acerto no item. Os véarios modelos propostos na literatura
dependem fundamentalmente de trés fatores:

(i) da natureza do item — dicotomicos ou nao dicotémicos;
(7i) do ntmero de populagoes envolvidas — apenas uma ou mais de uma;

(731) e da quantidade de tragos latentes que estd sendo medida — apenas um
ou mais de um.

Nesse livro estaremos somente considerando modelos que avaliam apenas um
trago latente ou habilidade, os chamados modelos unidimensionais. Modelos
que consideram que mais de uma habilidade estd sendo medida, os chamados
modelos multidimensionais, podem ser encontrados em Linden & Hambleton
(1997), por exemplo.

Na Secgao 2.2 apresentaremos os modelos unidimensionais mais utilizados
para um tnico grupo. Os modelos para dois ou mais grupos serao discutidos
na Segao 2.3.
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2.2 Modelos envolvendo um tnico grupo

Em primeiro lugar, é importante definir os conceitos de grupo e populacao,
que serao largamente utilizados neste e nos demais capitulos. Quando usarmos
0 termo grupo, estaremos nos referindo a uma amostra de individuos de uma
populacdo. Neste trabalho, o conceito de grupo estd diretamente ligado ao
processo de amostragem — e estaremos sempre considerando o processo de
amostragem aleatéria simples. Portanto, quando falarmos em um tnico grupo
de respondentes, nos referimos a uma amostra de individuos retirada de uma
mesma populagao. Consequentemente, dois grupos — ou mais — de respondentes
sao dois conjuntos distintos de individuos, que foram amostrados de duas — ou
mais — populacoes.

Na drea de Avaliagdo Educacional é comum que uma populacao seja definida
por determinadas caracteristicas que podem variar, dependendo dos objetivos
do estudo, e portanto, podem ou nao ser relevantes para a diferenciacao de
populacoes. Por exemplo, pode-se considerar que a 5.% série do Ensino Funda-
mental de Sao Paulo é a populacao alvo. Dai, toma-se uma unica amostra dos
alunos dessa populagao, composta de alunos do periodo diurno e do noturno.
Nesse caso, temos entao um unico grupo de respondentes. J4 em outro es-
tudo, poderiamos considerar a 5.% série diurna e a 5.* série noturna do Ensino
Fundamental de Sao Paulo como duas populacoes de interesse. Entao, seriam
tomadas duas amostras: uma dos alunos do periodo diurno e outra dos alunos
do noturno. Nessa situagao, teriamos dois grupos de alunos. Portanto, é pelo
préprio processo de amostragem do estudo que identifica-se quantas (e quais)
populacoes estao envolvidas.

Exemplos do que usualmente sao consideradas como populagoes distintas
sao: séries distintas (3.% série e 4. série); perfodos distintos (diurno e noturno);
uma mesma série, mas em anos distintos (3.% série de 1996 e 3. série de 1997),
etc.

A seguir, apresentaremos os modelos mais utilizados quando um teste é
aplicado a um tnico grupo de respondentes.

2.2.1 Modelos para itens dicotomicos ou dicotomizados

Os modelos apresentados nesta subsecao, podem ser utilizados tanto para
a andlise de itens de multipla escolha dicotomizados (corrigidos como certo
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ou errado) quanto para a andlise de itens abertos (de resposta livre), quando
avaliados de forma dicotomizada.

Na pratica, os modelos logisticos para itens dicotomicos sdao os modelos de
resposta ao item mais utilizados, sendo que hé basicamente trés tipos, que se
diferenciam pelo nimero de parametros que utilizam para descrever o item.
FEles sao conhecidos como os modelos logisticos de 1, 2 e 3 parametros, que
consideram, respectivamente:

(i) somente a dificuldade do item;
(i) a dificuldade e a discriminagao;

(747) a dificuldade, a discriminacao e a probabilidade de resposta correta dada
por individuos de baixa habilidade.

Neste livro, daremos maior énfase a explicacdo do modelo logistico de 3
parametros, uma vez que é o mais completo e portanto os outros dois podem
ser facilmente obtidos a partir dele.

O modelo logistico de 3 parametros (ML3)

Defini¢cdo

Dos modelos propostos pela TRI, o modelo logistico unidimensional de 3
pardametros (ML3) é atualmente o mais utilizado e é dado por:

1
1 + 67Da¢ (Gj 7b1‘)

P(Ui; =1/0;) = ci + (1 — ) , (2.1)

comi=1,2,---,1, e j=1,2,--- ,n, onde:

U;j € uma varidvel dicotomica que assume os valores 1, quando o individuo j
responde corretamente o item 4, ou 0 quando o individuo j nao responde
corretamente ao item 1.

6; representa a habilidade (traco latente) do j-ésimo individuo.
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P(U;; = 1|6;) ¢é a probabilidade de um individuo j com habilidade 6;
responder corretamente o item 7 e é chamada de Funcao de Resposta do
Item — FRI.

b; ¢ o parametro de dificuldade (ou de posi¢ao) do item 7, medido na mesma
escala da habilidade.

a; ¢ o parametro de discriminacao (ou de inclinac¢ao) do item 4, com valor
proporcional a inclinagdo da Curva Caracteristica do Item — CCI no
ponto b;.

¢; € o parametro do item que representa a probabilidade de individuos
com baixa habilidade responderem corretamente o item i (muitas vezes
referido como a probabilidade de acerto casual).

D é um fator de escala, constante e igual a 1. Utiliza-se o valor 1,7 quando
deseja-se que a funcao logistica forneca resultados semelhantes ao da
funcao ogiva normal.

Interpretagdo e representacdo grifica

Note que P(U;; = 1|6;) pode ser vista como a proporcao de respostas cor-
retas ao item ¢ dentre todos os individuos da populacao com habilidade ¢;. A
relacdo existente entre P(U;; = 1|6;) e os parametros do modelo é mostrada
na Figura 2.1, que é chamada de Curva Caracteristica do Item — CCI.

O modelo proposto baseia-se no fato de que individuos com maior habilidade
possuem maior probabilidade de acertar o item e que esta relagao nao é linear.
De fato, pode-se perceber a partir do grafico acima que a CCI tem forma
de “S”com inclinacao e deslocamento na escala de habilidade definidos pelos
parametros do item.

A escala da habilidade é uma escala arbitrdria onde o importante sdo as
relagoes de ordem existentes entre seus pontos e nao necessariamente sua
magnitude. O pardmetro b é medido na mesma unidade da habilidade e o
parametro ¢ nao depende da escala, pois trata-se de uma probabilidade, e
como tal, assume sempre valores entre 0 e 1.

Na realidade, o parametro b representa a habilidade necessaria para uma

Andrade, Tavares & Valle SINAPE 2000



2.2 Modelos envolvendo um tnico grupo 11

Figura 2.1 Ezemplo de uma Curva Caracteristica do Item — CCI
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probabilidade de acerto igual a (1 + ¢)/2. Assim, quanto maior o valor de b,
mais dificil é o item, e vice-versa.

O parametro c representa a probabilidade de um aluno com baixa habilidade
responder corretamente o item e é muitas vezes referido como a probabilidade
de acerto ao acaso. Entao, quando nao é permitido “chutar”, ¢ é igual a O e b
representa o ponto na escala da habilidade onde a probabilidade de acertar o
item é 0,5.

O parametro a é proporcional a derivada da tangente da curva no ponto
de inflexdo. Assim, itens com a negativo nao sao esperados sob esse modelo,
uma vez que indicariam que a probabilidade de responder corretamente o item
diminui com o aumento da habilidade. Baixos valores de a indicam que o item
tem pouco poder de discriminagao (alunos com habilidades bastante diferen-
tes tém aproximadamente a mesma probabilidade de responder corretamente
ao item) e valores muito altos indicam itens com curvas caracteristicas muito
“Ingremes”, que discriminam os alunos basicamente em dois grupos: os que
possuem habilidades abaixo do valor do parametro b e os que possuem habili-
dades acima do valor do parametro b.
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12 Modelos Matematicos

Funcao de Informacdo do Item
Uma medida bastante utilizada em conjunto com a CCI é a fun¢do de in-
formagao do item. Ela permite analisar quanto um item (ou teste) contém de

informacao para a medida de habilidade. A funcao de informagao de um item
é dada por:

onde,
I;(6) ¢é a “informagao”fornecida pelo item i no nivel de habilidade 8;
Pi(0)=P(X;;=110) e Qi(0)=1—P(0).

No caso do modelo logistico de 3 parametros, a equagao pode ser escrita
como:

= D%d? Qi(0) [Pi(e) - Ci]Q‘

L0 =Dl 1

Esta equacdao mostra a importancia que tém os trés pardmetros sobre o
montante de informacao do item. Isto é, a informacgao é maior:
(1) quando b; se aproxima de 6;

(7i) quanto maior for o a;

(791) e quanto mais ¢; se aproximar de 0.

Funcdo de Informacdo do Teste

A informagao fornecida pelo teste é simplesmente a soma das informagoes
fornecidas por cada item que compoe o mesmo:
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Outra maneira de representar esta funcao de informacao do teste é através
do erro-padrao de medida, chamado na TRI de erro-padrao de estimacao, que
é dado por

E importante notar que essas medidas de informacao dependem do valor de
0. Assim, a amplitude do intervalo de confianca para 6 dependerd também do
seu valor.

Alguns exemplos de curvas caracteristicas e de curvas de informagao (tragado
pontilhado) de itens com diferentes combinagoes de valores dos parametros a
e b sao apresentados na Figura 2.2.

Comparando-se os itens 2 e 4 (e também os itens 1 e 3) pode-se perceber
que os itens com maior valor do parametro a tém a curva caracteristica com
inclinacdo mais acentuada. A consequéncia disto é que a diferenga entre as
probabilidades de resposta correta de dois individuos com habilidades 2,00
e 1,00, por exemplo, é maior no item 4 (0,37=0,88-0,51) do que no item 2
(0,25=0,80-0,55). Em outras palavras, o item 4 é mais apropriado para discri-
minar estes dois individuos do que o item 2. Por este motivo é que o parametro
a é denominado de pardmetro de discrimina¢ao (ou de inclinag¢ao) do item.

Por outro lado, comparando-se os itens 1 e 2 (e também os itens 3 e 4), pode-
se perceber que os itens com maior valor do parametro b exigem uma habilidade
maior para uma mesma probabilidade de resposta correta. Por exemplo, a
habilidade requerida para uma probabilidade de resposta correta de 0,60 é
igual a -0,20 no item 1 e igual a 1,20 no item 2. Isto é, o item 2 é mais
dificil do que o item 1. Assim, o pardmetro b é denominado de pardmetro de
dificuldade (ou de posi¢do) do item.

Note que a cada item esta associado um intervalo na escala de habilidade
no qual o item tem maior poder de discriminacao. Este intervalo é definido
em torno do valor do parametro b e esta mostrado nos graficos pelas curvas
de informacao (tragados pontilhados). Deste modo, a discriminacao entre bons
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Figura 2.2 Curvas caracteristicas e de informagdo de vdrios itens
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alunos é feita a partir de itens considerados dificeis e nao de itens considerados
faceis.

Apesar de receberem a mesma denominacao da Teoria Clédssica de Medida,
o parametro de dificuldade do item ndo é medido por uma proporgao (valor
entre 0 e 1) e o parametro de discriminagao ndo é uma correlagao (valor entre
-1 e 1). Na TRI, estes dois parametros podem, teoricamente, assumir qualquer
valor real entre —oo e 4+00. Porém, como ja foi dito, ndao se espera um valor
negativo para o parametro a.

Na pratica, as habilidades e os parametros dos itens sao estimados a partir
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das respostas de um grupo de individuos submetidos a esses itens, mas uma
vez estabelecida a escala de medida da habilidade, os valores dos parametros
dos itens nao mudam, isto é, seus valores sao invariantes a diferentes grupos de
respondentes, desde que os individuos destes grupos tenham suas habilidades
medidas na mesma escala.

A FEscala de Habilidade

Diferentemente da medida escore em um teste com I questoes do tipo
certo/errado, que assume valores inteiros entre 0 e I, na TRI a habilidade pode
teoricamente assumir qualquer valor real entre —oo e +o0o. Assim, precisa-se
estabelecer uma origem e uma unidade de medida para a definigdo da escala.
Esses valores sao escolhidos de modo a representar, respectivamente, o valor
médio e o desvio-padrao das habilidades dos individuos da populacao em es-
tudo. Para os graficos mostrados anteriormente, utilizou-se a escala com média
igual a 0 e desvio-padrao igual a 1, que serd representada por escala (0,1). Essa
escala é bastante utilizada pela TRI, e nesse caso, os valores do parametro b
variam (tipicamente) entre -2 e +2. Com relagdo ao parametro a, espera-se
valores entre 0 e 42, sendo que os valores mais apropriados de a seriam aqueles
maiores do que 1.

Apesar da frequente utilizacao da escala (0,1), em termos praticos, nao faz
a menor diferenca estabelecer-se estes valores ou outros quaisquer. O impor-
tante sao as relacoes de ordem existentes entre seus pontos. Por exemplo, na
escala (0,1) um individuo com habilidade 1,20 esta 1,20 desvios-padrao acima
da habilidade média. Este mesmo individuo teria a habilidade 248, e conse-
quentemente estaria também 1,20 desvios-padrao acima da habilidade média,
se a escala utilizada para esta populacao fosse a escala(200;40). Isto pode ser
visto a partir da transformacao de escala:

a(0 — b) = (a/40)[(40 x 0 + 200) — (40 x b+ 200)] = a*(6* — b*),

onde a(f — b) é a parte do modelo probabilistico proposto envolvida na trans-
formacao. Assim, tem-se que:

1. 6* =40 x 6 + 200,
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2. b* = 40 X b+ 200,
3. a* =a/40,
4. P(U; = 1|0) = P(U; = 1]6*).

Por exemplo, os valores dos parametros a e b do item 1 mostrado anterior-
mente, na escala (0,1) sao, respectivamente, 0,80 e -0,20 e seus correspondentes
na escala(200;40) sao, respectivamente, 0,02 = 0,80 / 40 e 192 = 40 x (-0,20)
+ 200. Além disso, um individuo com habilidade 8 = 1,00 medida na escala
(0,1) tem sua habilidade representada por * = 40 x 1,00 + 200 = 240 na
escala(200;40) e

1

+ e~ 1,7x0,80x(1—(=0,20))
1

+ —1,7x0,02x(240—192)

P(Uy = 1]6 = 1) = 0,20 + (1 - 0,20)

= 0,20+ (1 - 0,20)
— P(U; = 1/¢* = 240) = 0,87,

ou seja, a probabilidade de um individuo responder corretamente a um certo
item é sempre a mesma, independentemente da escala utilizada para medir a
sua habilidade, ou ainda, a habilidade de um individuo é invariante a escala
de medida. Assim, nao faz qualquer sentido querermos analisar itens a partir
dos valores de seus parametros a e b sem conhecer a escala na qual eles foram
determinados.

Suposicoes do Modelo: Unidimensionalidade e Independéncia Local

O modelo proposto pressupoe a unidimensionalidade do teste, isto é, a ho-
mogeneidade do conjunto de itens que supostamente devem estar medindo
um unico trago latente. Em outras palavras, deve haver apenas uma habili-
dade responsavel pela realizacao de todos os itens da prova. Parece claro que
qualquer desempenho humano é sempre multideterminado ou multimotivado,
dado que mais de um trago latente entra na execucao de qualquer tarefa. Con-
tudo, para satisfazer o postulado da unidimensionalidade, é suficiente admitir
que haja uma habilidade dominante (um fator dominante) responsével pelo
conjunto de itens. Este fator é o que se supoe estar sendo medido pelo teste.
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Tipicamente, a dimensionalidade do teste é verificada através da andlise
fatorial, feita a partir da matriz de correlagoes tetracéricas. Mislevy (1986b)
discute as deficiéncias da aplicacdo deste procedimento e sugere um outro
procedimento baseado no método de méxima verossimilhanga.

Uma outra suposicao do modelo é a chamada independéncia local ou in-
dependéncia condicional, a qual assume que para uma dada habilidade as
respostas aos diferentes itens da prova sao independentes. Esta suposicao é
fundamental para o processo de estimacao dos parametros do modelo. Na re-
alidade, como a unidimensionalidade implica independéncia local (veja Ham-
bleton & Swaminathan (1991)), tem-se somente uma e nao duas suposicoes a
serem verificadas. Assim, itens devem ser elaborados de modo a satisfazer a
suposicao de unidimensionalidade.

As vantagens da utilizagao da TRI dependem fundamentalmente da ade-
quagao (ajuste) dos modelos e seus pressupostos. Por exemplo, somente a
partir de modelos com bom ajuste é que pode-se garantir a obtencao de itens
e habilidades invariantes. Uma excelente discussao das consequéncias da uti-
lizacdo de modelos inadequados aos dados e de métodos para verificacdo do
ajuste e dos pressupostos do modelo utilizado, estd apresentada no Capitulo
4 de Hambleton, Swaminathan & Rogers.

Outros modelos para itens dicotomicos

Dois outros modelos podem ser facilmente obtidos a partir do modelo
logistico de 3 parametros. Por exemplo, quando nao existe possibilidade de
acerto ao acaso, pode-se considerar ¢ = 0 no modelo anterior e tem-se o cha-
mado modelo logistico unidimensional de 2 parametros (ML2), dado por:

1
14 e—Dai(Hj—bi)’

P(Uy = 1]6;) = (22)

comi=1,2,---,1, e j=1,2,--- ,n.

Se além de nao existir resposta ao acaso ainda tivermos todos os itens com
o mesmo poder de discriminacao, tem-se o chamado modelo logistico unidi-
mensional de 1 parametro (ML1), também conhecido como modelo de Rasch.
Este modelo é dado por:
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1

PG =1105) = T =55

(2.3)
comi=1,2---,I, e j=1,2,--- ,n.

2.2.2 Modelos para itens nao dicotomicos

Aqui sao incluidos os modelos tanto para a andlise de itens abertos (de
resposta livre) quanto para a anédlise de itens de multipla escolha que sao
avaliados de forma graduada, ou seja, itens que sao elaborados ou corrigidos
de modo a ter-se uma ou mais categorias intermedidrias ordenadas entre as
categorias certo e errado. Nesse tipo de item nao se considera somente se o
individuo respondeu a alternativa correta ou nao, mas também leva-se em
conta qual foi a resposta dada por ele.

Modelo de Resposta Nominal (Nominal Categories Model)

Bock (1972) desenvolveu um modelo baseado no modelo logistico de dois
parametros que pode ser aplicado a todas as categorias de resposta escolhidas
em um teste com itens de multipla escolha. O propédsito deste modelo de res-
posta nominal foi maximizar a precisao da habilidade estimada usando toda
a informacao contida nas respostas dos individuos, e nao apenas se o item foi
respondido corretamente ou nao. Bock assumiu que a probabilidade com que
um individuo j selecionaria uma particular opgao k (de m; opgdes avalidveis)
do item ¢ seria representada por:

+ +
eai,k(ej_bi,k)

Pik(0) = — AT (2.4)
h=1
comi=12---.1I j=1,2,---,n, e k=12,---,m;. Em cada 0;, a soma

das probabilidades sobre as m; opgoes, > ", P;;(6;), é 1. As quantidades
(b;rk; ajk) sao parametros do item ¢ relacionados a k-ésima opgao. O modelo
assume que nao hd nenhuma ordenacdo a priori das opgoes de resposta.
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Modelo de Resposta Gradual (Graded Response Model)

O modelo de resposta gradual de Samejima (1969) assume que as categorias
de resposta de um item podem ser ordenadas entre si. Este modelo, como o
modelo de Bock, tenta obter mais informacao das respostas dos individuos do
que simplesmente se eles deram respostas corretas ou incorretas.

Suponha que os escores das categorias de um item i sdo arranjados em
ordem do menor para o maior e denotados por k = 0,1,--- ,m; onde (m; + 1)
é o ntimero de categorias do i-ésimo item. A probabilidade de um individuo j
escolher uma particular categoria ou outra mais alta do item i pode ser dada
por uma extensao do modelo logistico de 2 parametros:

1
- 1 4+ e~ Dai(0j=bix)’

TANCH) (2.5)

comi=1,2---,1, 7=1,2,---,n, e k=0,1,--- ,my, onde:

bir ¢ o parametro de dificuldade da k-ésima categoria do item .
Os demais parametros no modelo sao analogos aos ja definidos anteriormente.

No caso dos modelos para itens dicotomicos, o parametro de inclinagao
do item pode ser chamado de discriminagao do item. Entretanto, no caso
de modelos para itens nao dicotomicos, a discriminacao de uma categoria
especifica de resposta depende tanto do parametro de inclinacdo, comum a
todas as categorias do item, quanto da distancia das categorias de dificuldade
adjacentes.

Cabe ressaltar que, da definicao, devemos ter:

bi1 <bi2<...<bim,,

ou seja, devemos ter necessariamente uma ordenac¢ao entre o nivel de dificul-
dade das categorias de um dado item, de acordo com a classificagdo de seus
escores.

A probabilidade de um individuo j receber um escore k no item i é dada
entao pela expressao:

Pz‘,k(ej) = PiJ,rk:(ej) - PiJ,rkJrl(ej)-
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Samejima também define P;B(Qj) e P

m;+1(07) de modo que:

Ply(0;) =1
e
Pi—,i_mﬂrl(e') =0
Portanto,
Pi,O(QJ) = P:E)(QJ) - P:'l(Gj) =1- ]D:_l(e])
e

Pym(05) = P (0;) — P 1(65) = B (85).
Entao, temos que:

1 1
T 14 e Dail0j=bix) 14 eDail0j—bigi1)

P; 1(0;)

Note que em um item com (m; + 1) categorias, m; valores de dificuldade
necessitam ser estimados, além do parametro de inclinacdo do item. Assim,
para cada item, o nimero de parametros a ser estimado serd dado pelo seu
nimero de categorias de resposta. Se, por exemplo, tivermos um teste com I

(2.6)

itens, cada um com (m;+ 1) categorias de resposta, teremos entao [ZZ'I:1 m;+

1 } parametros de item a serem estimados.

Modelo de Escala Gradual (Rating Scale Model)

Um caso particular do modelo de resposta gradual de Samejima é o modelo
de escala gradual. Analogamente ao modelo de resposta gradual, este modelo
também é adequado para itens com categorias de resposta ordenadas. No en-
tanto, aqui é feita uma suposicdo a mais: a de que os escores das categorias
sao igualmente espacados.
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Este modelo, proposto por Andrich (1978), é dado por:

1 1
Pir(6;) = 1+ e~ Dai(bj=bi+dx) — | y o=Dai(0;~bi+drs1)’

(2.7)

comi=1,2,---,1, 7=1,2--- ' n, ek=0,1,--- ,m, onde:
b; é agora o parametro de locacao do item i e
dj, é o parametro de categoria.
Como Pijrk(Gj) — PiJ’FkH(Gj) > 0, entao, di — di11 > 0. Ou seja, devemos ter:
dy > dy >+ = dp.

Note que a maior distincao entre o modelo de resposta gradual e o modelo
de escala gradual estd na hipétese de nesse ultimo os escores das categorias
de resposta devem ser equidistantes. Assim, no modelo de escala gradual o
parametro b; , € decomposto em um parametro b; de locagao do item e num
parametro de categoria dj, isto é:

bi . = b; — d.

Cabe ressaltar que os parametros de categoria di nao dependem do item,
isto é, sao comuns a todos os itens do teste. Logo, se os itens que compoem
a prova tiverem suas proprias categorias de resposta, que podem diferir no
namero, entao este modelo nao é adequado.

Em um teste composto por itens com (m + 1) categorias de resposta cada
um, m parametros de categoria necessitam ser estimados, além dos parametros
de inclinacao e de locagao de cada item. Logo, se o teste tiver I itens, teremos
[2] + m| parametros de item a serem estimados.

Na Figura 2.3 temos a representacao grafica do modelo de escala gradual e
do modelo de resposta gradual para alguns itens com 4 categorias de resposta.

Em todos os itens, o parametro a; foi mantido igual a 1,0. Dessa maneira,
podemos verificar a importancia dos parametros de categoria b; ;. Os itens 1
e 4, por terem os parametros de categoria igualmente espacgados, podem ser
representantes do modelo de escala gradual. J4 o modelo de resposta gradual
poderia ser representado por qualquer um dos itens acima.

Observando o item 1, podemos notar que individuos com habilidade até -
2,0 tém maior probabilidade de responder apenas a categoria 0. Ja individuos
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Figura 2.3 Representacao grifica dos modelos de escala gradual e de resposta gradual
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com habilidades entre -2,0 e 0,0, tém mais chance de alcancarem a categoria 1.
Para habilidades entre 0,0 e 2,0, a maior probabilidade é que os individuos
respondam até a categoria 2. Finalmente, individuos com habilidade acima de
2,0, devem alcangar a tltima categoria de resposta (que deverd representar o
acerto total).

Note que do item 1 para o 2, a distancia entre b; 2 e b; 3 tornou-se menor. A
consequéncia disto é que aumenta a faixa de habilidade em que os individuos
deverao responder somente até a categoria 1: de -2,0 a 0,0 no item 1 para
-2,0 a 0,5 no item 2. Em outras palavras, a categoria 2 ficou mais dificil de
ser alcancada, uma vez que no item 1 individuos com habilidades entre 0,0 e
2,0 tém maior probabilidade de conseguir responder a essa categoria do que
individuos com habilidades entre 0,5 e 2,0 no item 2.

No item 3, praticamente nao ha chance dos individuos responderem até a
categoria 2: individuos com habilidade entre -2,0 e 0,0 tém mais chance de
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conseguir responder somente a categoria 1, enquanto que os individuos com
habilidade maior do que esse valor ja tém maior probabilidade de atingir a
dltima categoria do item.

Finalmente, o item 4 é um exemplo de item onde a maioria dos individuos
ou responde somente a primeira categoria, ou consegue chegar até a ultima.
Apenas individuos com habilidades entre -2,0 e 0,0 apresentam uma chance
maior de responderem somente as categorias 1 e 2.

Modelo de Crédito Parcial (Partial Credit Model)

O modelo de crédito parcial foi desenvolvido por Masters (1982) e é também
um modelo para andlise de respostas obtidas de duas ou mais categorias orde-
nadas. Nesse sentido, esse modelo ¢é utilizado com os mesmos propdsitos que
outros ja citados, inclusive o modelo de resposta gradual. O modelo de crédito
parcial difere do gradual, entretanto, por pertencer a familia de modelos de
Rasch. Na verdade, o modelo de crédito parcial é uma extensao do modelo
de Rasch para itens dicotomicos. Logo, todos os parametros no modelo sao
de locagao, sendo que o poder de discriminacao é assumido ser comum para
todos os itens.

Supondo que o item i tem (m; + 1) categorias de resposta ordenaveis (k =
0,1,...,m;), temos que o modelo de crédito parcial é dado por:

ex k_ 0; — b
Piy(8;) = P 6~ i) : (2.8)

T e Yot — bi)]

comi=12---,1, 7=1,2,--- ,n, k=0,1,--- ,m; e bjp=0, onde:

P; 1.(0;) é a probabilidade de um individuo com habilidade §; escolher a ca-
tegoria k, dentre as (m; + 1) categorias do item i.

b; ;€ o parametro de item que regula a probabilidade de escolher a catego-

ria k em vez da categoria adjacente (kK — 1) no item i. Cada parametro
b; 1. corresponde ao valor de habilidade em que o individuo tem a mesma
probabilidade de responder & categoria k e a categoria (k — 1), isto é,
onde PZ"k(aj) = f)i’k_l(ej).
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Assim, para itens com (m; + 1) categorias de resposta, serd necessario esti-
mar m,; parametros de item. Note que para itens com apenas 2 categorias de
resposta, este modelo fica andlogo ao modelo de Rasch para itens dicotomicos.

Modelo de Crédito Parcial Generalizado (Generalized Partial Credit
Model)

O modelo de crédito parcial generalizado — MCPG foi formulado por Mu-
raki (1992), que se baseou no modelo de créditos parciais de Masters, relaxando
a hipotese de poder de discriminacao uniforme para todos os itens. O modelo
de crédito parcial generalizado é dado por:

exp [ZZ:O Da;(0; — bw)}
Pik(05) = — ; (2.9)
D uto €Tp [ZLO Da;(0; — bi,v)}

comi=1,2,---, 1, 7=12--- n, ek=0,1,--- ,m,.

Se o numero de categorias de respostas é (m; + 1), somente m; parametros
de categoria do item podem ser identificados. Qualquer um dos (m; + 1)
parametros de dificuldade das categorias pode ser arbitrariamente definido
com qualquer valor. A razao é que o termo incluso no parametro é cancelado
no numerador e no denominador do modelo. Em geral, definimos b; o = 0.

Os parametros de categoria do item, b; 1, sao os pontos na escala de j em
as curvas de P ;_1(0;) e P; (6;) se interceptam. Essas duas funcoes se inter-
ceptam somente uma vez, e a intersecgao pode ocorrer em qualquer ponto da
escala 6;. Entao, sob a hipdtese de que a; > 0,

® se 9j =b;r entao Pi,k(ej) = Pi,k—l(ej)a
® Sc 9j > b@k entao Pi’k(gj) > Pi’kfl(gj),
® se 9]' < b@k entao Pl7k(9]) < Pi,k,l(ﬁj).

Da mesma maneira como no modelo de escala gradual, no MCPG o parametro
b; ;. pode ser decomposto como:
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bi k. = b; — d.

Mas, é importante ressaltar que, diferentemente do modelo de escala gra-
dual, aqui os valores de di nao sao necessariamente ordenados sequencialmente
dentro de um item. O pardmetro dy é interpretado como a dificuldade relativa
da categoria k em comparagao com as outras categorias do item ou o desvio
da dificuldade de cada categoria em relagao a locacao do item, b;.

Assim, em testes compostos por itens com (m; + 1) categorias de resposta,
m; parametros de categoria necessitam ser estimados, além dos parametros de
inclinagao e de locacao de cada item. Logo, se tivermos um teste com I itens,

teremos [Zle m; + 21| parametros de item a serem estimados.

2.3 Modelos envolvendo duas ou mais populagoes

Alguns modelos j4 foram desenvolvidos para serem aplicados quando um
teste envolve mais de uma populacao, sendo basicamente, extensoes dos mo-
delos até aqui apresentados. No entanto, um dos poucos modelos que ja se
encontram implementados computacionalmente e que portanto, ja estao sendo
utilizados na pratica, quando um teste é aplicado a dois ou mais grupos de res-
pondentes, é uma generalizagdo dos modelos logisticos unidimensionais de 1,
2 e 3 parametros, que foi recentemente proposta por Bock & Zimowski (1997).
O modelo é dado por:

(2.10)

Uijr € uma varidvel dicotomica que assume os valores 1, quando o individuo j
da populacao k responde corretamente ao item ¢, ou 0 quando o individuo
nao responde corretamente ao item.

01 representa a habilidade do j-ésimo individuo da populagao k.

P(Uiji, = 1]0j1) é a probabilidade de um individuo j da populacdo k, com
habilidade 6}, responder corretamente ao item ¢.
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Os demais parametros ja foram descritos anteriormente.

Em geral, individuos pertencentes a diferentes populacées nao sao submeti-
dos todos aos mesmos itens. Mas, para que seja possivel a comparacao entre
populacoes, é necessario que haja pelo menos alguns itens comuns entre elas.
Assim, I representa o ntimero total de itens distintos apresentados.

A recente implementagdo computacional desse modelo para mais de um
grupo de respondentes foi um dos maiores avangos da TRI nos tltimos anos.
Através dele a comparacao de individuos de grupos distintos, submetidos a
provas diferentes mas com itens comuns, passou a ser feita de uma maneira
bem mais eficiente do que era feito até entdo, uma vez que diminui possiveis
erros de modelagem que a metodologia anterior poderia vir a ter. Algumas
das questOes mais importantes envolvendo a comparacao de duas ou mais
populacdes, incluindo os métodos de estimacao, serao discutidas no Capitulo 5.
No préximo capitulo apresentaremos os principais métodos de estimagao dos
parametros dos modelos para uma unica populagao.
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Capitulo 3

Estimacao: uma tunica populacao

3.1 Introducao

Uma das etapas mais importantes da TRI é a estimacao dos parametros dos
itens e das habilidades dos respondentes. Como foi visto no capitulo anterior,
a probabilidade de uma resposta correta a um determinado item depende
somente da habilidade do individuo e dos pardmetros que caracterizam o item.
Mas, em geral, ambos sao desconhecidos. Apenas as respostas dos individuos
aos itens do teste sao conhecidas.

Assim, nos modelos de resposta ao item temos um problema de estimacgao
que envolve dois tipos de parametros, os parametro dos itens e as habilidades
dos individuos. Entao, do ponto de vista tedrico, podemos dividir o problema
em trés situacoes, quando ja conhecemos os parametros dos itens, temos apenas
que estimar as habilidades; se ja conhecemos as habilidades dos respondentes,
estaremos interessados apenas na estimacgao dos parametros dos itens e, por
fim, a situacdo mais comum, em que desejamos estimar os parametros dos
itens e as habilidades dos individuos simultaneamente. Na TRI, o processo de
estimacao dos parametros dos itens é conhecido como calibragao.

Em qualquer uma das situacoes citadas acima, geralmente a estimacao ¢ feita
pelo Método da Maxima Verossimilhanca através da aplicagao de algum pro-
cesso iterativo, como o algoritmo Newton-Raphson (ver Issac & Keller (1966),
por exemplo) ou “Scoring”de Fisher (ver Rao (1973), por exemplo). Alguns
procedimentos bayesianos também sao aplicados com bastante freqiiéncia (ver
Mislevy (1986a), por exemplo).

Na situagao em que desejamos estimar tanto os parametros dos itens, quanto
as habilidades, ha duas abordagens usuais: estimacao conjunta, parametros dos
itens e habilidades, ou em duas etapas, primeiro a estimacao dos parametros
dos itens e, posteriormente, das habilidades. No caso da estimacao conjunta,
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o numero de parametros a serem estimados simultaneamente pode ser ex-
tremamente grande (3] + n, para o ML3), levando a uma enorme exigéncia
computacional que envolve a inversao de matrizes dessa ordem. Para contor-
nar esse problema, Birnbaum (1968) propos um processo vai e volta (“back-
and-forth”), que é iniciado com estimativas grosseiras das habilidades (esco-
res padronizados, por exemplo) e envolve a estimacao dos parametros dos
itens considerando as habilidades conhecidas; apds a obtencao das estimati-
vas dos parametros dos itens, as estimacoes das habilidades sao feitas consi-
derando conhecidos os parametros dos itens. Esses passos sao repetidos até
que algum critério de parada do processo seja alcancado. A grande vantagem
desse método é que ele permite, a partir da Independéncia Local discutida
no Capitulo 2, que os itens sejam estimados individualmente, o que exige o
tratamento de matrizes 3 x 3 para o ML3. De forma similar, a partir da inde-
pendéncia entre as respostas oriundas de individuos diferentes, as habilidades
também sao estimadas individualmente, e com isso a exigéncia computacio-
nal diminui drasticamente. Entretanto, esse procedimento tem um problema
sério: sabe-se que, para os parametros dos itens conhecidos, os Estimadores de
Mdazima Verossimilhanga (EMV) das habilidades convergem (ver Sen & Sin-
ger (1993), por exemplo) para os seus verdadeiros valores quando o nimero de
itens cresce; com as habilidades conhecidas, os EMV dos parametros dos itens,
¢;, convergem para os seus verdadeiros valores quando o nimero de individuos
cresce. Na estimagao conjunta, as habilidades sdao denominadas de parametros
incidentais, pois o nimero destes parametros (f;) cresce com o numero de
individuos; os parametros dos itens sao denominados de pardmetros estrutu-
rais, e o numero desses parametros nao se altera quando a amostra cresce.
Essas denominagoes sao devidas a Neyman & Scott (1948), que notaram, em
um contexto diferente ao da TRI, que na presenca de parametros inciden-
tais o EMV dos parametros dos itens pode ser assintoticamente viesado. Esse
problema de falta de consisténcia dos pardmetros dos itens (ou habilidades)
na presenga de um nimero muito grande de individuos (ou itens) foi notado
por Andersen (1973) e demonstrado para o modelo de Rasch (ML1). Porém,
quando o numero de itens e o nimero de individuos crescem, os EMV dos
parametros dos itens e das habilidades podem ser nao-viciados, como sugerido
por Lord (1968) e demonstrado apenas para o modelo de Rasch por Haber-
man (1975). Resultados numéricos obtidos por Lord (1975) e Swaminathan &
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Gifford (1983) reforgam a conjectura de que os EMV dos parametros dos itens
e das habilidades sao nao-viciados, quando o ntimero de itens e o nimero de
individuos crescem.

O problema de possivel inconsisténcia dos estimadores obtidos em uma etapa
levou ao desenvolvimento da estimagao em duas etapas por Bock & Lieber-
man (1970). Este método baseia-se na existéncia de uma distribuicao (latente)
associada a habilidade dos individuos da populacdo em estudo II (ver Ander-
sen (1980) para maiores detalhes). Isso possibilita que a estimacao dos itens
seja feita pelo Método da Mdxima Verossimilhangca Marginal, ou seja, consi-
derando uma determinada distribuicao para a habilidade dos individuos de
I1, cuja funcao densidade de probabilidade (fdp) é g(f|n), onde n é o con-
junto de parametros associados a 11, e integrando a fungao de verossimilhanga
com relagao a 0. Apds a estimagao dos parametros dos itens, as habilidades
sao estimadas individualmente por maxima verossimilhanca ou pela moda ou

média da distribui¢do condicional de 6; dado w; = (uj1,--- ,u;r), o vetor
de respostas do individuo j, j = 1,---,n, com ¢; = (a;,b;,¢;), o vetor de
parametros do item ¢, ¢ = 1,--- , I, conhecidos. Embora este método tenha a

vantagem de envolver, na primeira etapa, apenas a estimacao dos parametros
dos itens, a estimagao é feita através de aplicagao de métodos numéricos que
dependem das derivadas segundas da log-verossimilhanca com relacao a ¢; e
¢y, i,k =1,---,I, que podem ser nao nulas para ¢ # k. Com isso, ha a ne-
cessidade da inversao de matrizes de ordem 31 x 31 para o ML3, o que ainda
pode ser bastante exigente do ponto de vista computacional. Para contornar
esse problema, Bock & Aitkin (1981) fizeram uma modificacdo no modelo de
Bock & Lieberman adicionando a suposigdao de independéncia entre os itens,
de forma que as derivadas segundas citadas acima para i # k sejam nulas.
Com isso, a matriz 3/ x 3] (no ML3) de derivadas segundas torna-se bloco-
diagonal, o que possibilita que os (parametros dos) itens sejam estimados in-
dividualmente. Adicionalmente, Bock & Aitkin propéem que a obtencao das
estimativas de méxima verossimilhanga seja feita com a aplicagao do algoritmo
EM introduzido por Dempster, Laird & Rubin (1977).

Embora existam outras propostas de estimagao para os parametros dos itens
e habilidades, as citadas acima podem ser consideradas as mais importantes
e, portanto, serao exploradas nesse texto. Na Secao 3.2 consideraremos o caso
da estimacao dos parametros dos itens quando as habilidades sao conhecidas.
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Na Secao 3.3 consideraremos a situagao contraria: estimacao das habilidades
com os parametros dos itens conhecidos. Em complemento a essas duas segoes,
na Secao 3.4, trataremos da estimacao conjunta: parametros dos itens e ha-
bilidades, em uma etapa. Na Secao 3.5 também consideraremos a estimagao
conjunta dos parametros dos itens e habilidades, mas agora em duas etapas
através da maxima verossimilhanca marginal. Na Secao 3.6 complementare-
mos a etapa de estimagao considerando a abordagem bayesiana, tanto dos
parametros dos itens quanto das habilidades. Recomenda-se a leitura de Ba-
ker (1992) para maiores detalhes das idéias e resultados que serao apresentados
nesse capitulo.

Em todos os métodos de estimacao descritos a seguir, algumas notagoes e
suposigoes serao necessarias para o desenvolvimento do modelo. Em particular,
sejam ¢; a habilidade e Uj; a varidvel aleatéria que representa a resposta
(binéria) do individuo j ao item i, com

U — 1, resposta correta,
771 0, resposta i t
, posta incorreta.

Sejam U ;. = (Uj1,Uja, - - - ,Ujr) o vetor aleatdrio de respostas do individuo j
eU. = (U, - ,U,) o conjunto integral de respostas. De forma similar, re-
presentaremos as observagoes por uj;, w;. € w.. Ainda, @ = (61, -- ,6,) repre-
sentard o vetor de habilidades dos n individuos e { = ({y,---,{;) o conjunto
de parametros dos itens.

As duas principais suposi¢oes que usaremos em todo o restante deste texto,
sao as seguintes:

(S1) as respostas oriundas de individuos diferentes sdo independentes,

(S2) os itens sdo respondidos de forma independente por cada individuo (In-
dependéncia Local), fixada sua habilidade.

A suposigao (S2) necessita de uma discussao um pouco mais detalhada: ela
garante que, para cada valor de 6, se tomarmos um conjunto de individuos
com habilidade #, as covariancias entre as respostas para cada par de itens
serao nulas. Entretanto, se for considerado um conjunto de individuos com
habilidades variadas, estas covariancias nao necessariamente serao nulas. Na
verdade, elas serao positivas (ver Lord & Novick (1968, pag. 361)).
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Quando necessarias, outras suposigoes serao adotadas. Em algumas situacoes
usaremos notagoes simplificadas. Por exemplo, as probabilidades P(Uj;
= uj;|.) poderao ser representadas por P(u;;|.); o mesmo valendo para os veto-
res de observacoes. Poderemos, ainda, usar algumas expressoes simplificadas,
tais como “estimacgao dos itens” ao invés de “estimagao dos parametros dos
itens”. As demonstracoes dos principais resultados apresentados nesse capitulo
poderao ser encontradas no Apéndice A.

3.2 Estimacao dos parametros dos itens

Nesta secao trataremos da estimacao dos parametros dos itens pelo método
da méxima verossimilhanca, quando as habilidades sao conhecidas. Embora
qualquer modelo descrito no Capitulo 2 possa ser adotado para fins de aplicagao,
o ML3 tem sido amplamente empregado e, por isso, o usaremos para efeito
de exemplificacao. Os modelos ML1 e ML2 siao casos particulares do ML3; a
escolha desse ultimo leva a resultados que servem para os dois primeiros.

Pela independéncia entre as respostas de diferentes individuos (S1) e a in-
dependéncia local (S2), podemos escrever a verossimilhanca, L(¢) = P(U . =
u_|0,¢), como

L) = [[PW; =wu;lb;¢)
j=1

n I
= H HP(UJ'Z' = sz"eja Cz)v

j=1i=1

onde na ultima igualdade usamos que a distribuicao de Uj; s6 depende de ¢
através de ¢;. Usando a notacao Pj; = P(Uj; = 1105,¢;) e Qji = 1 — Pj;, temos
que

PUji = ujil0;,¢;) = P(Uji =1]6;,¢;)" P(Uji = 0[6;,¢,)' %
PlUiQLt (3.1)

Jt Jji

Portanto,

Andrade, Tavares & Valle SINAPE 2000



32 Estimacao: uma tnica populagao

HHP"” Qi (3.2)

Jj=1li=1

Segue que a log-verossimilhanga pode ser escrita como

logL(¢) = D> {ujilog Pji + (1 — uj:) log Qji}. (3.3)

j=1i=1

Os Estimadores de Maxima verossimilhanga (EMV) de {;, i =1,---, I, sdo
os valores que maximizam a verossimilhancga, ou equivalente, sao as solugoes
da equagao

Notemos que

dlog L(¢) _ d(log Qji) }
o¢; — o¢;

" 1 0P;; 1 OPj;

- ;{“ﬁPﬁ(acjl-)_“_“”‘)%(aci)}
1 1 0P;;

= - {wig - a-wig | (5)

= Z{ o }<8<ﬁ->‘ (34)

Por conveniéncia, consideremos a seguinte ponderagao:

P
PjiQyi’
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onde

Pi={l+e Pulli=by=1 o @t =1- P} (3.6)

Com isso, podemos reescrever a Equagao (3.4) como

dlogL(¢) _ ¢ o Wy | (9P
A

J=1

Para obter as equagoes de estimacao, precisaremos das seguintes expressoes:

8(;@- = D(l - Ci)(ej - bi)Pinjiv (3~8)
OP;; .

= 1
- (3.10)

Para o parametro de discriminagao, temos de (3.7) e (3.8) que

dlogL(¢) IP;\ Wi
T oa Z{Wﬁ‘Pﬂ)(aai)P;é;}

Jj=1
n W
= Z {(uji = Pji)D(1 = ;) (6 — bi) Py Q3 Pfé,f‘ }
7j=1 Jr v
= D(1—c)) (uji — Pyi) (05 — b)) W (3.11)
j=1

Para o parametro de dificuldade, temos de (3.7) e (3.9) que
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OlogL(¢) oP;\ Wi
— = Z{(Uji—Pji) <8b]1> Pfié;i}

7j=1
n o Wi
= ) {(Uji — Pji)(—=1)Das(1 - ci)PinjiP*é*}
j=1 Jivgi
= —Dai(l — CZ‘) Z(uﬂ — Pﬂ)Wﬂ (312)
J=1

Para o parametro de acerto ao acaso, temos de (3.7) e (3.10) que

dlogL(¢) OP;;\ Wiy
o Z{(“ﬂ‘%i)<ac§)%zé;i}

j=1
n W
= (uji — Pji) Qi 5o }
;{ S TR
n W..
= Z{(uﬁ—Pji)P;}. (3.13)
j=1 Ji

Em resumo, as equagoes de estimagao para os parametros a;, b; e ¢; sao,
respectivamente,

n

a; - D(l — Ci) Z(uﬂ — P])(QJ — bz)Wﬂ = 0, (3.14)
j=1
bi : *Dai(l - Ci) Z(uﬂ - f)j)W] == O, (315)
7=1
n W,
¢ o Z(uﬂ — Pji)P—i =0. (3.16)
j=1 Ji

Embora as constantes antepostas aos somatérios em (3.14) e (3.15) possam
(em principio) ser eliminadas nas apresentacao das referidas equagoes, vamos
manté-las por todo o restante do texto.
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Agrupamento das habilidades

Um procedimento alternativo de estimacao é considerar as habilidades
agrupadas em ¢ categorias. Isso é possivel porque estamos considerando as
habilidades conhecidas, logo podemos agrupa-las definindo um conjunto de g
intervalos cujos valores centrais (ou alguma medida central dessas habilidades)
sejam denotados por 0, k= 1,--- ,q. Para fins de desenvolvimento, podemos
supor que todos os individuos pertencentes & categoria k tém habilidade 6y,
o que pode reduzir bastante a exigéncia computacional tornando este método
mais atrativo.

De forma geral, consideremos que ¢q grupos de fi;, k=1, - ,q, individuos
com habilidades conhecidas 0}, sao selecionados ao acaso da populacao II em
estudo para responder ao item i. Seja r; 0 nimero de individuos do grupo k
que responderam corretamente ao item ¢. Vale notar que em algumas situagoes
os mesmos grupos de individuos responderao a todos os itens, e portanto
poderemos representar as quantidades fr; e rx; por fr e g, respectivamente.
Ocorre que pela independéncia local, podemos tratar da estimacdo de cada
item individualmente e, por isso, é conveniente usar um indice relativo ao
item a ser estimado. Entretanto, o motivo principal para o uso desta notacao
estd no fato de que, na pratica, é comum que alguns individuos nao respondam
(ou anulem de outra forma) alguns itens. Isso possibilita que um grupo com
ny individuos apresente ny; respostas ao item ¢ e ng ao item [ com ng; #
ng;. Dessa forma, mesmo considerando (em principio) que todos os individuos
respondam a todos os itens, para tornar o tratamento mais geral adotaremos
o indice 7 nas quantidadas fi; e 7x;.

Pela independéncia entre as respostas dos diferentes individuos, podemos
assumir que r;, k=1,--- ,q, tem distribuicao Binomial com parametros f;
e Pp;, onde Py; representa o ML3, com 6; substituida por 0. De acordo com

isso, a verossimilhanca serda
[ (!
ki \ prei o) fri—Tka
() reapn)
-1 ki

L) =1]

k=11

e a log-verossimilhanca,
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q I
logL(¢) =C + Z Z {rgilog Pri + (fxi — ki) log Qi } (3.17)

k=1 1i=1

onde C = 22:1 ZiI:1 log (f :Z) é constante com relacao a . Tomando a deri-
vada de (3.17) com relagao a ;, teremos

dlog L(¢) - 1 (0P 1 (0Qu
¢, ; {T’“'Pki < ., ) Ukl ( o, >}
R ‘ (0P
= ; PO (Tki — friPri) < ac, >
S Whi (8Pk:i)
= ;(Tkz sz kz)P* le acl ’

onde a tltima igualdade é devida a (3.5). Usando as expressoes (3.8) a (3.10),
temos que as equagoes de estimacao para os parametros a;, b; e ¢; sdo, respec-
tivamente,

q
a; 1 - CZ Z Tkz f]mP]m k —b; )sz = 0 (3.18)
k=1
q
bz' : —Dal 1-— C; Z Thki — f]ﬂP]“ sz = 0 (3.19)
k=1
. Wi
C; Z Tki — fk:zpkz) P* =0. (3.20)
k=1

Estas equacoes, bem como (3.14) a (3.16), nao possuem solucao explicita e
por isso precisaremos de algum método iterativo para a obtencao das estima-
tivas de méaxima verossimilhanca dos parametros dos itens. A seguir, damos
uma breve descrigao do algoritmo Newton-Raphson e do método “Scoring”de
Fisher.
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3.2.1 Aplicagao do algoritmo Newton-Raphson

Sejal(¢) =log L(¢) a log—verossimilhanca onde ¢ = ({y, -+ ,¢),com (; =
(0) 5(0) (0)ys

z’z’z

(1)

para ¢;, entao uma estimativa atualizada serd ;

) podem ser encontrados

(@i, bi, ;). Se valores iniciais EE = (a

dgl) _ A§0)+A&§0)a
R AN (3.21)
= &Y ad?,

~(0 £(0 RO . ~ .
onde Aag ), Abg ) e Acz( ) sdo erros de aproximacao. Usando a expansao em

série de Taylor de 9l(¢)/0¢; em torno de EEO), teremos

~(0) 2 5(0) (0)
oue) _ ol ) PUC) | A 0PUC ) | A0 ) 2(0)
fa. = o tAu “aaz A% Gaan TR ape a6
e _ NE) | oY) | GodiE) | oE) e
b, ob T db;da; © T Obide bl

0) (0) 4(0) (0)
a¢) _ A ) ()32( Ci A(O)aQZ(Ci ) 40)821(@ ) ~(0)
861' N 8ci A (912 +Abi 8018% +Aci 801(9[)1 +Rc¢(Ci )7

onde 8l(Ei) /Oa; representa a fungao 0I({;)/0a; avaliada no ponto {; = El
Nessas expressoes estamos usando que 01(¢)/9¢; é funcao apenas de ¢;, nao
dependendo de {; para [ # i. Por isso, poderemos representé-la de forma
simplificada por 9I(¢;)/9¢;. Fazendo

Al¢) _ UG _ IS _
(9(11' N 8bz B 801- -

usando a notacao
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~(0) ~(0) ~(0) ~(0)
Loty e ey o)
YT O N ga2 2T 0a0b;, T Bade

~(0) (0) ~(0) ~(0)
Loac” ey e e
2 8()@‘ 2 abiaai 22 8[)12 23 8bi8ci ’

=(0) ~(0) ~(0) ~(0)
Lo ey ey )
3 807; 31 Gci&zi 32 Oczabz 33 0612 ’

e desprezando os restos Rai(é(o)), Rbi(@(o)) Rcl.(é’;(o)), teremos

0 = L1+ LuACALZ(O) + LlQAZ;Z('O) + L13Aéz(0)7
0 = LQ -+ ngA&EO) + LQQAZ;,EO) + L23A650)7
0 = Ls+ L34\ + LosAD™ + L33Aé§0)'

(0

Ly L1 Lip L AAE :

— Lo =|La Ly Los| | b
L3 L31 L3y Lsg A@EO)

~(0
Resolvendo o sistema para A¢ 5 ), teremos

(0 _
AAZ( : L1 Lig Li3 Y
Abz(»o) =— | Lot Loo Lo3 Ly |,
A@EO) L3 Lz L33 Ls

(0 —1
E ‘}f ) Liy Lip L3 Ly
bgl) = bgo) — | Lo1 Loz Las Ly | .
51(1) égo) L31 L3z Lss L3
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~(1
Apés obtido CZ(- ), este é considerado um novo ponto inicial para a obtengao

~(2
de CE ), e assim por diante. Este processo é repetido até que algum critério
~(t (t—1
de parada seja alcancado. Por exemplo, até que ACE = CZ- — CZ ) seja

suficientemente pequeno ou que um ndmero pré-definido, t,,4., de iteragoes
seja cumprido.

As expressoes Ly, k =1,2,3 sdo dadas por (3.11) a (3.13), respectivamente
e as expressoes Ly, k,l =1,2,3, sao obtidas de

“ese = Xl (5 (%)~ (5a) (seoe))
d¢;0¢; : ¢; \ PjiQji a¢; PjiQj; 9¢,;0¢;

j=1
_ - 81}]1 0Pﬂ ! 82Pﬂ >}
R ; { [9@} (8@ ) o <ag ac (3.22)
onde
_ uwii— Py 23
o 5iQji (3.23)
e

Qvji _ 9 (M)_

¢, 0\ PiQji )

_ v s, (9P B OP;Qj;
- (Pinﬁ)?{ PJZQ”(@@) (s PJ”( o, >}

- w1 () - [(%iﬁ
}

- (]ngz)Q{PyzQﬂf(“ﬂ_ 5i)(1 = 2F5) <8Pﬂ>

_ -1  po2 (O
= B b <ac]i)’

= v} (%?) . (3.24)
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7 . . _ 2
A tltima igualdade segue do fato que u;; = uj;.

~(t
Considerando CE ) a estimativa de ¢, na iteracao ¢, entao na iteragao t + 1
do algoritmo Newton-Raphson teremos que

~t+1) () ~(t)

(1)
Ci

=¢ —[H(& )R (3.25)

onde, ver Apéndice A.1 para as demonstragoes dos resultados,

_ 0Olog L(C)
h(¢) = o
n W
= > {(uji - Pji)ipféﬁ } (P5; Qi) hji
=1 i ji
= ) (uji — Pj)Wihy;. (3.26)
j=1
(§]
Olog L
H(() = W
a i — Pji ® M)k i — Pji 2 * )k /
-2 { (e ) o= (g)) <PﬂQﬁ’2hﬂ"ﬂ}
=
= ) (uji — Pi)Wyi {Hji — (uji — Pji)Wiihyihly } (3.27)
j=1
com
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D(l — CZ')(GJ' — bz)

« yxn—1 [ OFji
hji = (sz‘jS) ! <8CJ- ) = _Dai(ll —¢i)
7 Pfi
e
v 1 [ O*Py

D2(1 - Ci)(ej - bl)Q(l - 2P]*z) .
= | =D = c){1 + Day(0; — b;)(1 = 2P%)}  D%a;(1 —¢;)(1 - 2P%)
—D(Hj — bz) Dai 0

Para a abordagem utilizando as habilidades agrupadas em ¢ categorias, as
expressoes para (3.26) e (3.27) sao

q
h(C) = > (ki — friPri) Wiihi,
k=1
q
H(;) = Z(Tki — [1iPri)Wii { Hpi — (i — friPei) Wiihihi; § -

b
Il
—

3.2.2 Aplicacao do método “Scoring”’de Fisher

Para aplicacao do método “Scoring”de Fisher, devemos substituir os com-
ponentes da matriz de derivadas segundas usadas no processo iterativo de
Newton-Raphson pelos seus valores esperados. Notando que a varidvel Uj; s6
pode assumir dois valores: 1, com probabilidade Pj; e 0 com probabilidade
Qji, entao Uj; tem distribuigdo Bernoulli(Pj;). Segue que E(Uj;) = Pj; e
E(U] - Pji)Q = VCL’F(UJ‘Z') = f)ﬂQﬂ LOgO, de (327), temos que
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A(¢) = E(H(G))

N

= Y {EUji - P)WjiH i — E(Uji — Pji)*Wihyih;;}
=1
]N

— Z{ P;iQjiWihjih/y; }
]:1

- _Z{ Q5 Wihjihl; ) (3.28)

Para as habilidades agrupadas, a expressao acima fica

q
A(g) =— Z {Pl:iQZiWkihkih;ci} .
k=1

A expressao para estimativa de ¢; na iteragao t + 1 sera

N GREVIIEN()

¢! s (1)

(1)
)-

— AR

3.2.3 Erro-padrao

Os estimadores de maxima verossimilhanca gozam de propriedades as-
sintdticas conhecidas, tais como vicio nulo e eficiéncia. Sob algumas condigoes
de regularidade (ver Sen & Singer (1993), por exemplo) a distribuicao as-
sintética do estimador de maxima verossimilhanca, ¢,, ¢ normal com vetor de
média ¢; e matriz de covariancias dada pela inversa da matriz de informacao

2 (o)
1¢) = -5 (D5t ) = -ac. (3.29)

onde A((;) é obtida de (3.28). As raizes quadradas dos elementos diagonais
e [I(¢;)]~! fornecem os erros-padrio dos estimadores @;, b; e G
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3.2.4 Escore nulo ou perfeito

Alguns problemas ocorrem na estimacado por maxima verossimilhanca. Se
o item 4 é respondido incorretamente por todos os individuos, isto é, u;; =
0, j=1,---,n, entdo a verossimilhanga (3.2) resume-se a L({) = H?Zl Qji-
Considerando os valores a;, ¢; e 6; fixos, temos que mudangas no valor de
b; apenas transladam ()j;, sem alterar seus valores méximo e minimo. Com
isso, fixando a;,¢;, @ = 1,---,1, by, | # i e 0}, o valor que maximiza a ve-
rossimilhanca (EMV) serd b; = —oo. Por outro lado, se o item ¢ é respondido
corretamente por todos os individuos, isto €, u;; = 1, entao a verossimilhanca
(3.2) resume-se a L(¢) = [[j_; Pji- Com o mesmo argumento anterior, temos
que o estimador de maxima, verossimilhanca serd b; = +o00. Problemas simila-
res a esse ocorrem com os parametros a; e ¢;. No Capitulo 7, algumas formas
de tratar esses problemas serdao abordados.

3.2.5 Estimativas iniciais

Um ponto importante no processo de estimacao é a obtencao de valores
iniciais para os parametros. Se o item i tem m,; alternativas possiveis, um
chute razoavel para o parametro de acerto ao acaso é ¢; = 1/m;. Richardson
(1936) e Tucker (1946) mostraram que se adotarmos a FRI Normal, entao

Q;

pT,Ui = T
\/1+a?

onde pr,y, € o coeficiente de correlacao bisserial, utilizado na Teoria Classica de

Medidas. Este coeficiente é estimado pelo coeficiente de correlagao de Pearson
entre os escores, T}, e as respost it . C i bt a9
, 1y, postas ao item 7. Com isso, obtemos a; .

Em complemento, Tucker (1946) expressou o parametro de dificuldade asso-

ciado ao item i da teoria cldssica de itens m; (proporgao verdadeira de respostas

corretas) como

~1<pry, <1, (3.30)

T = (I)(*I/i), Vv, = biPT,Uia (331)

onde ® é a fungao de distribuigao associada a N(0,1). Vale notar que no caso de
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usar a fungao Logistica para a FRI, o fator D = 1, 702 torna os modelos Normal
e Logistico muito préximos (ver Halley (1952)) de forma que as expressoes
(3.30) e (3.31) produzem bons resultados para o modelo logistico.

3.3 Estimacao das habilidades

Nesta secao vamos tratar da estimagao das habilidades quando os parame-
tros dos itens sao conhecidos. Na pratica, essa situacao ocorre quando os itens
jé foram calibrados (estimados) em outros testes. Como a calibragao dos itens
deve ser feita com um numero grande de individuos, a estimacao das habili-
dades de um grupo pequeno de individuos é mais confidvel se forem utilizados
itens ja calibrados.

Pela independéncia entre as respostas de diferentes individuos (S1) e a inde-
pendéncia local (S2), podemos escrever a log-verossimilhanca como em (3.3),
agora como funcao de 6 e nao de ¢, ou seja,

n I

log L(6) = Y > {ujilog Py + (1 —uji)log Qji}. (3.32)

j=1 i=1

O EMV de 0; é o valor que maximiza a verossimilhanca, ou equivalente-
mente, é a solucao da equacao

=0, j=1,-,n. (3.33)

Notemos, de (3.32), que
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dlog L(6) ! d(log Pj;) (log Q;:)
—_— = i 1 i .34
26, 2\ g T Ty (3:34)
=1
I
1 (8Pji) 1 <BP]Z)}
; { J Pj; \ 00; J Qji \ 00;
I
1 1 0P,
= WUig—= — 1 Uq5 ]Z>
;{Jpji ( j)Qﬂ}<89]
I
) () |
= 3.35)
;{ PjiQji 90
I
Wi OP;;
= (wji = Pji) 55 } ( ’ > : (3.36)
; { Pinji 691'
onde a ultima igualdade segue de (3.5). Como
80; Da;(1 — ¢;) P;;Q;, (3.37)
obtém-se
Jlog L(0) ! { Wi
—ag— = (uji = Pji)Dai(1 — ¢i) PjiQji 5 s
00; ; PR
I
=D Z ai(l — ci)(uﬂ — PJ)W]Z (3.38)
i=1
Segue entao que a equacgao de estimacao (3.33) para 0;, j=1,---,n, é
I
9j : DZai(l - ci)(uji - PJ,)WJZ =0. (339)
i=1
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Novamente, esta equacao nao apresenta solucao explicita para 60; e, por isso,
precisamos de algum método iterativo para obter as estimativas desejadas.
A seguir, obteremos as expressoes necessarias para aplicagdes dos processos
iterativos Newton-Raphson e “Scoring”de Fisher.

3.3.1 Aplicacao do algoritmo Newton-Raphson
2(t)

De forma similar ao que foi feito na Secao 3.2.1, e considerando 0]. a
estimativa de ; na iteracao t, entao na iteragao ¢t + 1 do algoritmo Newton-
Raphson teremos que

6y =9 — [H @) 1)) (3.40)

onde, ver Apéndice A.2 para as demonstracoes dos resultados,

0log L(0)
h;,) = ———=
= (uji — sz‘)*ﬂ*} (P Qi) hji
;{ 70
I
= D (uji = Pji)Wjihji
=1
€
0?log L(0)
H(0;) = ——F5—
&9].
J Wir — P Wi — P\ 2
= (M) mam - () e
;{( sz’%‘) JE PjiQji AR
I
= D (wji— P)Wii {Hji — (uji — Pjo)Wiihii } (3.41)
=1
com
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% Mk O\ — 8Pz
hji = (le ji) ! ( 892 > = Dai(l —Ci) (3.42)
e
_ * x \—1 82Pji _ P22 *
Hji = (Pinji) 062 = D%a; (1 —¢;)(1 - 2P]Z) (3.43)
J

3.3.2 Aplicacao do método “Scoring”’de Fisher

Para aplicacdo do método “Scoring”de Fisher, devemos substituir os com-
ponentes da matriz de derivadas segundas usadas no processo iterativo de
Newton-Raphson pelos seus valores esperados. Por (3.41) temos que

A(0;) = E(H(6;))
I
= > {BU; - Pp)WyHj — E(Uji — Pp)*Wiih3;}
i=1
I
= = PrQ;Wjh3 (3.44)
i=1

Neste caso, a expressao para estimativa de 6;,j = 1,--- ,n, na iteragao t +1

sera

oD = gl _ (A0 h(8M).

J J J J
3.3.3 Erro-padrao

Sob algumas condigoes de regularidade (ver Sen & Singer (1993), por exem-
plo) a distribuicao assintética do estimador de maxima verossimilhanga, 6;, é
normal com média 6; e variancia dada pela inversa da matriz de informagao

9%log L(0
H@:—E<§;)>:—M%L (3.45)
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onde A(6;) é obtida de (3.44). A raiz quadrada de I(6;) fornece o erro-padrao
de 9]'.

3.3.4 Escore nulo ou perfeito

Tal como na estimacao dos parametros dos itens, existe um problema a ser
contornado na estimacao por maxima verossimilhanca. Se o individuo j obtém
escore nulo, isto é, uj; =0, ¢ = 1,---, I, entao a verossimilhanga resume-se a

I , . ~
L(6) = ][;—; Qji- Como Qj;, i =1,---,I, é decrescente com 0;, entdo L(6)
tambem ¢ decrescente com 6; e daf o estimador de maxima verossimilhanca

serd 0; = —oo. Por outro lado, se o individuo j obter o escore total, isto é,
) - o I

uj; =1, i =1,--- I, entdo a verossimilhanga resume-se a L(0) = [[;_, Pj;.

Como Pj;, i = 1,---,1, é crescente com 6}, entdo L(@) tambem ¢é crescente

com 6; e dai o estimador de maxima verossimilhanga serd 6; = +oo. Algumas
formas de como tratar esse problema serao abordadas ainda nesse capitulo e
no Capitulo 7.

3.3.5 Estimativas iniciais

A obtengao de estimativas (valores) iniciais para o inicio do processo de
estimagao pode ser feita com os escores padronizados. Se T ¢ o escore do
individuo j, m o escore médio e s o desvio-padrao dos escores dos n individuos,

entao (9\](.0) = (Tj —m)/s.

3.4 Estimacao conjunta: parametros dos itens e ha-
bilidades

Nesta etapa trataremos do caso mais comum, em que nem os parametros
dos itens e nem as habilidades sao conhecidos. As Segoes 3.2 e 3.3 compoem as
partes bésicas da estimagao conjunta. Nas expressoes (3.14) a (3.16) e (3.39)
temos as equagoOes de estimacao para os parametros dos itens e habilidades.
Entretanto, estas equagoes nao apresentam expressoes explicitas para os res-
pectivos EMV. Por conta disso, algum processo iterativo deve ser aplicado
no processo de maximizagao e, como conseqiiéncia, algumas quantidades ou
suposigoes podem ser adicionadas ao modelo.
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A principal diferenca da estimacao conjunta se dé no tratamento da métrica
(escala) em que todos os parametros sao estimados. Quando tratamos da es-
timacao dos parametros dos itens com as habilidades conhecidas, nao houve
necessidade do arbitrio da métrica, pois estes sdo estimados na métrica das
habilidades. Por outro lado, quando tratamos da estimacao das habilidades
com os parametros dos itens conhecidos, estas sao estimadas na métrica dos
parametros dos itens. Na estimacao conjunta nao ha uma métrica definida e,
portanto, deveremos estabelecé-la. A explicacao formal para a necessidade do
estabelecimento da métrica dos parametros consiste em um problema denomi-
nado falta de identificabilidade do modelo. Essa nao-identificabilidade ocorre
porque mais de um conjunto de parametros produz o mesmo valor no ML3, e
consequentemente, na verossimilhanca. Conforme ja citado no Capitulo 2, se
07 = ab; + B, b] = ab; + 3, a; = a;/a e ¢f = ¢, onde a e 3 sdo constantes
reais com « > 0, entao

P(Uj =1105,¢) = ¢ + (1= ¢){1+exp[—Daj (05 — b))]} "
= i+ (1—c){l+exp —D%(oﬂj + 53— (ab; +ﬁ))}}—1

= ¢+ (1—¢){1 +exp[—Da;(0; — b;)]}
= P(Uj =10;,¢;).

Essa nao-identificabilidade pode ser eliminada de varias formas, como fi-
xando alguns valores para as habilidades, por exemplo. Entretanto, devemos
ressaltar que essa nao-identificabilidade esta intimamente relacionada a ca-
racteristicas da populacao envolvida no estudo. Até agora nao espeficamos
quando uma habilidade pode ser considerada alta ou baixa, nem como di-
agnosticar o quanto uma habilidade estda afastada de outra. Isso pode ser
resolvido especificando uma medida de posi¢ao (média, por exemplo) e outra
de dispersao (desvio-padrao, por exemplo) para as habilidades. Dessa forma
estaremos definindo uma métrica (unidade de medida) para as habilidades e,
consequentemente, para os parametros dos itens. De forma geral, podemos di-
zer que estamos trabalhando com varidveis latentes, e nessa situacao sempre
hé a necessidade do estabelecimento da métrica. Neste livro, vamos eliminar o
problema de nao-identificabilidade do modelo padronizando as habilidades de
forma que estas tenham uma média especificada p e desvio-padrao o. Desta
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forma, as habilidades e os parametros dos itens sao estimados na métrica (u, o).
Em muitas situacoes adota-se p = 0 e o = 1, valores que serao considerados
em todo o restante do livro.

Para aplicagao do algoritmo Newton-Raphson sdo necessarias as derivadas
segundas da log-verossimilhanga, com relagao a ¢; e 0, ¢ = 1,--- I e j =
1,---,n. Estas derivadas compoem uma matriz H quadrada de ordem (37 +
n) e essa dimensao pode ser suficientemente grande de forma a causar uma
enorme exigéncia computacional. Por isso, precisamos explorar um pouco mais
a estrutura de H. Notemos que pela independéncia local, temos

8;4(2%’2) =0, parai#l. (3.46)

Pela independéncia entre as respostas de individuos diferentes, temos que

0L(¢,0)

_— ] . 4
30,00, 0, paraj#I (3.47)

Vale notar que (3.46) e (3.47) s@o conseqiliéncias das suposigoes inerentes do
modelo. Uma suposicao adicional que simplifica bastante a estrutura de H é
a de que nao existe correlagao entre itens e habilidades. Essa suposicao condiz
com situacoes praticas, pois as habilidades sao inerentes dos individuos, que
em nada dependem dos itens envolvidos no estudo. Como conseqiiéncia desta
suposicao, temos que

9L(¢, 0)
a¢,00;

Assim, a matriz H torna-se bloco-diagonal, na qual os I primeiros blocos
sao matrizes 3 x 3 relativas aos parametros dos itens e os n blocos seguintes
sdo escalares relativos as habilidades. As expressoes (3.46) a (3.48) facilitam
bastante a estrutura de H, mas nao diminuem sua dimensao. Entretanto, com
base nessa estrutura bloco-diagonal, Birbaum (1968) propos um algoritmo
em que os itens e as habilidades sao estimados individualmente, utilizando
o algoritmo Newton-Raphson ou o método “Scoring”de Fisher, no qual cada
iteracao é composta de dois estdgios:

=0, parai=1,---,Iej=1,---,n. (3.48)
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Estagio 1: Comegando com estimativas iniciais para as habilidades 6 (escores
padronizados, por exemplo) e tratando estas habilidade como conheci-
das, estimamos ¢;, ¢ =1,---, 1.

Estagio 2: Comegando com estimativas iniciais (obtidas no Estégio 1) para ¢
e tratando estes parametros como conhecidos, estimamos as habilidades
9j7 j:]-a Iz

No Estagio 1, os itens sao estimados empregando o desenvolvimento da
Secao 3.2. No Estagio 2 as habilidades sao estimadas com a teoria desenvolvida
na Secao 3.3. Este processo de dois estagios é repetido até a convergéncia das
habilidades e dos parametros dos itens.

Comentarios

Os erros-padrao para Zi, 1=1,---,1, e (/9\]-, j=1,---,n, continuam sendo
obtidos com o uso das expressoes (3.29) e (3.45). Além disso, a estimagao
conjunta apresenta os mesmos problemas ja citados anteriormente, ou seja,
quando algum item é respondido corretamente, ou incorretamente, por todos
os individuos, ou quando algum individuo responde corretamente, ou incor-
retamente, a todos os itens. Mais adiante, nesse capitulo e no Capitulo 7,
veremos como tratar destes casos.

3.5 Maxima verossimilhanca marginal

O método da Maxima Verossimilhanga Marginal, proposto por Bock & Lie-
berman (1970 apresenta algumas vantagens em relacao ao método da Méxima
Verossimilhanca Conjunta. A proposta desse método é fazer a estimagdo em
duas etapas: primeiro os parametros dos itens e, posteriormente, as habilida-
des. Como as habilidades nao sao conhecidas, precisaremos usar algum artificio
de forma que a verossimilhanca nao seja mais funcao das habilidades. Ander-
son (1980) argumenta que se considerarmos uma populagao IT composta por n
individuos com habilidades 6;, j = 1,--- ,n, e construirmos a distribuicao de
frequéncia acumulada G(6)=(nimero de j : §; < ) /n, entao, se n for suficien-
temente grande os 6; estarao bastante préximos de forma que G(6) pode ser
aproximada por uma distribui¢ao continua. A densidade g(0), relativa a G(6),
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pode realmente ser considerada a funcao densidade para 6 no experimento
de retirar um individuo ao acaso da populacao Il e observar seu parametro
0. Neste contexto, é importante ressaltar que, quando atribuimos uma dis-
tribuigdo de probabilidade para 6 ndo estamos aplicando nenhum argumento
bayesiano. A distribuicao de 6 realmente existe, no sentido explicado acima,
como a densidade relativa a distribuigao G(6).

De acordo com isso, um artificio para eliminar as habilidades na verossimi-
lhanca consiste em marginalizar a verossimilhanca integrando-a com relagao a
distribui¢ao da habilidade. De forma geral, consideremos que as habilidades,
0;, j =1,---,n, sao realizacoes de uma varidvel aleatéria 6 com distribuicao
continua e fungao densidade de probabilidade (fdp) g(f|n), duplamente di-
ferenciavel, com as componentes de 1 conhecidas e finitas. Para o caso em
que 6 tem distribuicio Normal, temos n = (u1,0%), onde p é a média e o2 a
variancia das habilidades dos individuos de II. Portanto, se desejarmos que os
itens sejam estimados na métrica (0,1), deveremos adotar p=0e o = 1.

3.5.1 Abordagem de Bock & Lieberman

Com as notacoes acima, temos que a probabilidade marginal de U ;, é dada
por

Pluj|C.m) = /R Puy |0,¢,m)g(01m)do
- /B P, 19.€)g(6]m)db, (3.49)

onde na tltima igualdade usamos que a distribuigao de U ;, nao ¢é funcao de
e IR representa o conjunto dos nimeros reais. Usando a independéncia entre as
respostas de diferentes individuos, podemos escrever a probabilidade associada
ao vetor de respostas U como

n

u |¢,m) = H (uj.[¢,n). (3.50)

Embora a verossimilhanca possa ser escrita como (3.50), tem sido freqiiente
utilizar a abordagem de Padroes de Resposta. Como temos [ itens no total,
com 2 possiveis respostas para cada item (0 ou 1), hd S = 2! possiveis respostas

Andrade, Tavares & Valle SINAPE 2000



3.5 Maxima verossimilhanca marginal 53

(padrdes de resposta). Quando o nimero de individuos é grande com relagao
ao numero de itens, pode haver vantagens computacionais em trabalhar com
o numero de ocorréncias dos diferentes padroes de resposta. Neste sentido,
daqui em diante vamos trabalhar considerando este raciocinio. O indice j nao
mais representard um individuo, mas sim um padrao de resposta.

Seja r; o numero de ocorréncias distintas do padrao de resposta j, e ainda
s < min(n, S) o nimero de padrdes de resposta com 7; > 0. Segue disso que

er =n. (3.51)
j=1

Pela independéncia entre as respostas dos diferentes individuos, temos que
os dados seguem uma distribuicdo Multinomial, isto é,

L) = 75 ],H (uj|¢,m)]" (3.52)

] 1
e, portanto, a log-verossimilhanca é

|

log L(¢,m) = log {H”

jl]

} + Z rjlog P(u;|¢, m).

As equacgoes de estimagao para os parametros dos itens sao dadas por

dlog L(¢, m)

0. i=1.---.7T .
ac, , 1 , I, (3.53)

com

dlog L(¢,m)

a S
- er log P(u;|¢,n)
8C2 aC’L j=1

_ N, L 0P(uf¢m)
; ;TJP(U;:C,W) 32}‘ . (354
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Mas
OP(ujl¢,m) O .
(‘;7@ — 8Ci/]RP(uJ.I9,C)g(9|n)d9
- /‘szm%wo)mmmw (3.55)

1
- /| (aglnpuﬂw cl>g<e\n>d9

=1

oPicm) [ (1
e | (prﬂe,m) (2 Pusl0.€0) ) a0lmas

1#1

_ OP(uj60,¢;)/0¢; "
N /,R< P(ujil¢;) >P( 510, C)g(0m)df,  (3.56)

onde a ordem da derivada e da integral em (3.55) pode ser permutada com
base no Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Chow & Teicher,
1978). Reescrevendo P(uj|6,¢;) como em (3.1), teremos que

o Plusl6.¢) = o (P01

a¢; o¢;
— Uji—l aPZ 1_uji _ B —Uj; a uj’L
Uji —Uji Ujq 8P
- (uﬂP QT — (1 - w) @ R e

Notemos agora que o termo entre parénteses vale 1 quando uj; = 1 e vale -1
quando u;; = 0, portanto podemos reescrevé-lo como (—1)wit!l, Com isso,

e Pluslo. G = (-1 (). (3.57)
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Notando agora que
(CwRQ [ sewi=1 559
P.“ink“ji —P;  sewu; =0,

(2 7

podemos reescrever este termo como uj; — P;. Segue que (3.56) pode ser escrita
como

Otglen) _ [ [l P) (00
3(‘1- R PzQz aCi

Por conveniéncia, consideremos a seguinte ponderagao:

)}P(uj.w,og(e\n)de (3.59)

BrQy
Wi=poh (3.60)
onde
PZ‘* — {1 _|_ e—Dai(G—bi)}—l e Q;k — 1 _ PL* (361)

Com isso, podemos reescrever a Equagao (3.59) como

AT, [ o= 20 (58 ) e | P 0 Caemas. .62

Usando a notacao

P(u;0,¢)g(0]n)
P(ujl¢,m)

teremos que a fungao de verossimilhanca (3.54) pode ser escrita como

(3.63)

dlog L(¢,m) i . 5 OP; W; *
e ;”/IR[(“W P (5 ) prg| 0. 6o
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Resta agora a obtengao das equagoes especificas para cada parametro do ve-
tor ¢; = (a;, b;, ;). As expressoes para as derivadas de P; sao dadas por (3.8) a
(3.10) com Pj;, Qji, Pj; e Q; substituidas por P;, Q;, P e QF, respectivamente.

Para obtermos a equacao de estimacao para o parametro de discriminagao,
a;, notemos que da expressao (3.64) temos que

dlog L(C,;m) _
8(17;

> or\ Wi 7 .,
— Y, /}R [uﬂ_ < 6%)13; Q:}gj(ﬁ)de

7j=1

W; N
T /]R [ wji — P)D(1 — ¢;)(0 — b;) P Qj P*Q’-‘] 9; (6)do

I
Mm

1

— D)X /B (uji — P)(0 — b)Wi) g7 (0)do. (3.65)
j=1

<.
Il

Para o parametro de dificuldade, b;, temos que

Olog L(¢,m) _
0b; -
- er/jR [(sz‘ - B) <abi> P.*Q*} g;(0)do
Jj=1 2 [
= ;Tj /IR |:(U]z — P;)(—1)Da;(1 — ¢;) P Q; PZ*Qf] g (0)ds

= _Daz 1_01 er/ U]z_ Z ]gj(a)da (366)

Para o parametro de acerto ao acaso, ¢;, temos que
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dlogL(¢,m) . [ [, o (0R) Wi] .
s - Wz .
= 3o [ - PG g | )00
j=1 L i i
s - Wz .
=Y/ (uﬁmm] g:(0)do. (3.67)
i=1 : i

Em resumo, as equagoes de estimacao para os parametros a;, b; e ¢; sao,
respectivamente,

S

a; : D(l — Ci) Ty [(uﬂ — PZ)(Q — bz)WZ] *(9)d9 = 0, (3.68)
b+ —Day(l-c) ;rj /R (uji — PAWi g} (6)d0 =0, (3.69)

. ;] [ =gt | ai@ras o, (3.70)

7

as quais nao possuem solucao explicita.

3.5.2 Métodos iterativos

Para aplicacao do algoritmo Newton-Raphson, precisaremos das derivadas
segundas de log L(¢,n). Quando desenvolvemos as expressoes para a estimagao
de ¢; na Secao 3.2, a propriedade de independéncia local foi suficiente para ga-
rantir que os (parametros dos) itens pudessem ser estimados individualmente,
pois a derivada segunda de log L({) com relagao a ¢; e ;, para | # i, era
nula. Entretanto, na estimacao por maxima verossimilhanca marginal isso nao
acontece, levando a necessidade da estimacao dos [ itens conjuntamente. As
expressoes para as derivadas segundas sao obtidas a partir de
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0*logL(¢m) 0 [aloguc,n)}’
aCZ8C; B 8Cl 861
_ 9N, 1 OP(uil¢m)
acllgigij%z@;c,n> 3 ]
_ Z {82P<uj.|c,n>/<8clac;> ~ <8P<uj.rc,n>/acl> <8P<uj.rc,n>/8c,->’}
= ! P(u;|¢,n) P(u;|¢,n) P(u;|¢,n) '
(3.71)

para i, l=1,---,1.

~(t
Considerando ¢ ® a estimativa de ¢ na iteragao t, entao na iteracao t + 1
teremos que

S(t+1) (D)

S Y H @) €7 (3.72)
onde
h’(Cl) H(Clv(l) H(ClaCI)
hpi(¢) = : e Hpi(¢)= : : : :
h(C[) H(CI?CI) H(C[?CI)
com
~ 0log L(¢,m)
h(¢;) = K,
;mﬁ@ Wihig? (6) (3.73)
e
_ 0%log L(¢,m)
H((;,¢) = Tacac
= Z’l“j {Hil(j) — hl(j)hg(j)} . (3.74)
j=1
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No Apéndice A.3 o leitor encontrard as demonstracoes para os resultados
acima.

Para aplicarmos o algoritmo “Scoring”de Fisher, notemos que E[Hj ;)] =
0,él=1,--- T ej=1,--- n. Segue entdo que

A(C,¢) = E[H(C, )] = — er[hi(j)hi(j)]'
=1

3.5.3 Métodos de quadratura

Antes de prosseguir, vamos discutir um problema importante encontrado
na implementacao da estimacao dos parametros dos itens. Podemos notar que
as equagoes (3.68) a (3.70), por exemplo, envolvem integrais que nao apresen-
tam solucao analitica. Por conta disso, algum meio deve ser encontrado para
a solugdo (aproximagao) numérica de uma integral. Embora existam muitos
métodos de aproximagoes de integrais, na TRI tém sido freqiiente a aplicagao
do método Hermite-Gauss, usualmente denominado de método de quadratura
gaussiana. Se g(0|n) é uma funcdo continua com integral finita, ela pode ser
aproximada, para qualquer grau de precisao, por uma outra fun¢ao que assume
um ndmero finito de pontos. Dessa forma, o problema de obter a integral de
uma funcdo continua é substituido pela obtencao da soma das drea de um
nuimero finito, digamos ¢, de retangulos. Os pontos médios de cada retangulo,
O, k =1,---,q, sdo denominados de nds (ou pontos de quadratura). Cada
né tem um peso A, = A(f) associado que leva em conta a altura g(0x|n) e a
largura (Ay) do respectivo intervalo, tal como Ay = g(0x|n) x Ag. Os valores
0, e A sdao obtidos resolvendo-se um conjunto de equacdes que envolvem a
fungao g(f|n) e o nimero de nés (ver Hildebrand (1956), paginas 327-330).
Uma tabela para 0;, e Aj, relativa a funcido gaussiana pode ser encontrada em
Stroud & Sechest (1966). Para adaptar essa tabela para o caso em que g(6|n)
representa a fdp de uma varidvel N (0, 1), basta multiplicar os nés 65 por v/2
e dividir os pesos Ay por /7.
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Equacgoes de estimacao em forma de quadratura

Consideremos conhecidos os nés 0}, e os pesos, Ay, k=1,---,q, com Aj, =
9(0x|m) x Ag. Com isso, podemos escrever

1
— Uii ~1—Us;
P(u; |0k, ¢) = | |[Pki] ki I,

=1

P(uj |0k, ¢)g(Okln) = P(u;. |0k, O AALY,

q q
P(u;|¢,m) =Y Plug [0k, Q)g(Oklm) Ak = > P(u; |0k, ¢) A
k=1 k=1

Segue que (3.63) pode ser escrita, em forma de quadratura, como

P(u; |08, O Ar 1
Z;:l P(u]‘alm C)Ak

Por exemplo, voltando & funcao de verossimilhanga para a; dada por (3.68),
podemos reescrevé-la em forma de quadratura como

g5 (Or) ~

(3.75)

OosliGn) _ D)y ] L= 0~ bW g5 )00

s

D(1 =) > vy [(wji — Pai) (O — bi)Wii] g7 (0x) A,
j=1 k=1

12

Para que a expressao em forma de quadratura fique o mais parecida possivel
com a original, podemos redefinir a quantidade g;(6x) de (3.75) por

00 - Pl
! Z:1 P(“j-WhC)Ak

Desta forma, a funcao de verossimilhanca para a; fica

(3.76)
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s g
a; 1 — cZ Z Z 7"] Uji - Pkl)(ak - bz)Wm] gj(gk) (3-77>
7j=1 k=1

De forma anéaloga, temos que as equagoes de estimacao em forma de qua-
dratura para os parametros b; e ¢; sao, respectivamente,

b —Dai(1—ci) > Y 7 [(uji — Pei)Wiil g5 (61) =0, (3.78)
J=1 k=1
c Z ZT'] |: Uji — sz) IZ* :| (ek) (379>

7j=1 k=1

Deve ser ressaltado que a fungio g; (01) nas equacgoes (3.77) a (3.79) deve
ser calculada por (3.76). Novamente, estas equagdes nao apresentam solugoes
explicitas para os EMV dos parametros dos itens. Para aplicacao dos proce-
dimentos Newton-Raphson ou “Scoring”de Fisher devemos notar que as deri-
vadas segundas de log L({,n) com relacao a {; e {;, para i # [, ndo sao nulas,
o que leva a necessidade da estimacao dos parametros dos I itens simultanea-
mente. Isso pode gerar uma grande limitagao na estimacao de um numero alto
de itens devido a necessidade da inversao de matrizes de dimensoes 31 x 31.
A proposta de Bock & Aitkin (1981), que apresentaremos a seguir, contorna
este problema.

3.5.4 Abordagem de Bock & Aitkin

Uma reformulagao da abordagem de Bock & Lieberman, que foi conside-
rada satisfatéria do ponto de vista computacional, foi proposta por Bock &
Aitkin (1981). Esta reformulagao teve como base a suposicao de que os itens
sao independentes, de forma que

&?log L(¢,m)
9¢;9¢;

Essa suposigao modifica a matriz H pr(¢) tornando-a bloco diagonal, uma

=0, parai#l. (3.80)
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situagao similar a da Segao 3.4 onde eram estimados os parametros dos itens
e as habilidades conjuntamente. Naquele caso, a independéncia local foi sufi-
ciente para garantir (3.80) e, assim, possibilitar que os itens fossem estimados
individualmente, fixadas as habilidades. A proposta de Bock & Aitkin foi ado-
tar a independéncia entre os itens de forma a possibilitar que os itens sejam
estimados individualmente. Vale notar que as suposicoes de independéncia lo-
cal e a suposicao de independéncia dos itens sdo completamente diferentes. A
primeira esta relacionada as respostas dos individuos, enquanto a segunda se
refere apenas aos itens.

Com esta construgao, a estimacao pode ser feita adotando as mesmas ex-
pressoes desenvolvidas na se¢ao anterior, fazendo a adaptagao devida a (3.80).
Entretanto, Bock & Aitkin sugerem que a obtencao das estimativas de maxima
verossimilhanca seja feita através do algoritimo EM, introduzido por Demps-
ter, Laird & Rubin (1977), e por isso algumas alteragbes nas expressoes da
secao anterior serao necessarias.

De (3.68) temos que

dlog L(¢,n)

e = P Y ] L= 0 = bW g5 0)00
= D(1-— ci);rj/m(e — b;) [ujig} (0) — Pig}(0)] Wide
dlogL(¢m) _ - ) ~
= (1 — Cz‘) (9 — bz) T’ju]‘i (9) — Pz 7’j (9) Wzdg
8ai /H% j; gj ]Z:; g]
= D(l — Ci) /R(e — bz) [7’,(9) - szz(ﬁ)] Wide, (3.81)
onde

ri(0) =Y _rjusgi(0),  fi(0) =D rigi(6).
j=1 Jj=1

Andrade, Tavares & Valle SINAPE 2000



3.5 Maxima verossimilhanca marginal 63

Lembrando que g;(f) é a distribuicao condicional de §; dado w;, entdo
1i(0) representa o numero esperado de individuos, dentre os que responderam
o item ¢ em uma populacao de tamanho n, que tém habilidade 6. Para a quan-
tidade 7;(0) contribuem apenas os individuos que responderam corretamente
ao item ¢. Logo, esta quantidade representa o niimero esperado de individuos,
dentre os que responderam corretamente ao item ¢ em uma populacao de ta-
manho n, que tém habilidade 6.

Analogamente, de (3.69) e (3.70) temos que

dlog L(¢,m) ' ] , £ W,
T = —] )al(l — Cz) /IR [7‘@(9) Flf@(g)] zd@, (3.82)
Olog L(Ca ’7) ) D. f. W

Equacoes de estimagao em forma de quadratura

Considerando conhecidos os nés 0 e os pesos, Ag, k=1,--- ,q, temos que
as equagoes de estimacao em forma de quadratura para os parametros a;, b; e
¢; sao, respectivamente,

q
a; 1 — C; Z ek - b Tk:i — P]mf]ﬂ] Wki = 0, (3.84)
k=1
q
by : _Daz 1—¢ Z Tki — szsz Wii =0, (385)
k=1

q
¢i Y [rwi— Pa f,m] P* = 0. (3.86)

k=1

onde
S S B

i = 3 Tl fri= D Tk g = g5 (0k). (3.87)
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3.5.5 Aplicagao do algoritmo EM

O algoritmo EM é um processo iterativo para determinacao de estimativas
de maxima verossimilhanca de parametros de modelos de probabilidade na
presenca de variaveis aleatérias nao observadas. Cada iteragao deste processo
é feita em dois passos: Esperanga (F) e Maximizacao (M). No caso da TRI,
0 objetivo é obter estimativas de ¢ na presenca das varidveis nao observadas
6. Neste caso, u_ representa o vetor de dados incompletos e (u., 0) o vetor de
dados completos. Seja f(u._,0|¢) a densidade conjunta do dados completos.
Se Z(k) é uma estimativa de ¢ na iteragao t, entao os passos EM para obtencgao

de Z(kH) Sa0

Passo E: Calcular Eflog f(u., 0|C)\u__,f(k)]

~(k+1
Passo M: Obter ¢ (k1) que maximiza a fungao do Passo E.

No passo M a maximizacao pode ser feita pelo algoritmo Newton-Raphson
ou “Scoring”de Fisher. Com a suposicdo de que os itens sao independentes,
(3.80), a matriz de derivadas segundas torna-se bloco diagonal, possibilitando
que os (parametros dos) itens sejam estimados individualmente, eliminando o
problema de trabalhar com matrizes de ordem 31 x 31 e passando a operar
com matrizes 3 x 3.

Ha& trés formas do algoritmo EM, distinguidas pela relagao entre a funcao
(densidade) de probabilidade e a forma da familia exponencial. A primeira
forma se aplica quando a func¢ao é um membro regular da familia exponencial;
a segunda, quando a funcao nao é um membro regular da familia exponencial,
mas um membro da familia exponencial curvada (formada por distribuigoes
em que ha restrigdes no espago paramétrico) e a terceira, quando a fungao nao
tem nenhuma relacao com a familia exponencial.

Se a FRI é um membro regular da familia exponencial, o procedimento
torna-se relativamente simples. Embora o modelo logistico de 1 parametro
(modelo de Rasch) seja membro da familia exponencial, os modelos de 2 e
3 parametros nao sao. Portanto, a terceira forma do algoritmo EM deve ser
aplicada nestes casos.

Para descrever brevemente o algoritmo EM aplicado a TRI, comecemos su-
pondo que as habilidades estdo restritas a um conjunto de g valores, 0, k =
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1,--+,q, com probabilidades 7, k = 1,---,q. (Essa suposigao pode ser feita
porque as aproximacoes de integrais sao feitas por métodos de quadratura, e
os valores 0}, corresponderdo aos pontos de quadratura.) Seja fi; o nimeros
de individuos com habilidade @, respondendo ao item i, f; = (f1i, -, fq4i),
com Y i fei = N, f = (f1,---, fr). Similarmente, seja r1; 0 niimeros de in-
dividuos com habilidade 6 respondendo corretamente ao item i, r; = (ry;,- -,
rqi)’ er = (ry, - ,rr). Estas definigoes se assemelham bastante com as da
Secao 3.2, quando tratamos da estimagao dos parametros dos itens com as
habilidades conhecidas e agrupadas em ¢ categorias. Veremos que, de fato,
os resultados sao muito similares. Entretanto, na Segao 3.2 as freqiiéncias fx;
e 1; eram conhecidas, e no caso atual estas quantidades sao desconhecidas.
Essa é a grande vantagem do algoritmo EM, onde fi; e rp; podem ser tratadas
como quantidades nao observadas.

Se os n individuos que responderao ao item i sdao selecionados ao acaso da
populacao, a probabilidade conjunta que os fi; individuos tenham habilidades
Or, k=1,---,q, é dada pela distribuicio multinomial:

Fei =1,
(fz|7r) Hk lsz' H7T = , ,I.

Dados fi; e 0, a probabilidade de ocorrerem 7; acertos ao item i dentre
as fi; tentativas por individuos com habilidade 6 é

P(rk’b|fk27§k‘) = <;]f:2> Prlesz_Tlm’

onde P; ¢ a FRI adotada com 6; substituida por 0. A probabilidade conjunta
de fer,dados @ = (01, ,0,) em, é

P(f,r0,m) = P(f|6,m)P(r|f.0,m)
= P(f|m)P(r|h,0)

I I q
= {HP(wa)} {H | R fkm@k)}
=1

i=1k=1
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q

I
log L(¢) = log P(flm)+> > log P(ryil fri, 0r)

=1 k=1
I q

= log P(flm)+ ) {1og (f‘“) + 14 log Pr + <fm—m->logczm}
i=1 k=1

— C+ Z Z {rrilog Py + (fri — ki) log Qri}

k=1 i=1

onde C = log P(f|m)+ YL, > log <sz> é constante com relagao a ¢. Te-

mos que (f, r) sdo ndo-observaveis, mas tomando a esperanga da log-verossimi-
lhanga, condicional em u. e ¢, e usando a notacgao

Thi = Elrgilu., €], fri = Elfwlu..{] ¢ C=E[Clu._,(]

obtemos,

I q
Ellog L(¢)] = Z Z Thilog Pri + (fri — Tri) log Qi } . (3.88)
=1 k=1

Podemos notar que esta expressao equivale a (3.17) da Segao 3.2. As primei-
ras parcelas nessas duas expressoes sao constantes com relacao a . Os termos
restantes sdo, praticamente, os mesmos, com fi; e r; substituidos por ?ki e
Tki, respectivamente. Portanto, maximizar a equacao (3.88) com relacdo a (; é
equivalente a maximizar (3.17) e representa o Passo E do algoritmo EM. Mais
especificamente, os passos E e M sao

Passo E Usar os pontos de quadratura 6, os pesos Ay, k= 1,--- ,q e esti-
mativas iniciais dos parametros dos itens, {;, ¢ = 1,---,I, para gerar
g;(ek) e, posteriormente, 7; € fr;, it =1,---,lek=1,---,q

Passo M Com r e f obtidos no Passo E, resolver as equacoes de estimagao
para ¢;, ¢ = 1,---,1I, usando o algoritmo Newton-Raphson ou “Sco-
ring”de Fisher através das expressoes da Segao 3.2.
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Estes passos compoem cada iteracao do algoritmo EM, as quais serao repe-
tidas até que algum critério de parada seja alcancado. Apds a finalizacdo do
processo, os erros-padrao sao obtidos com o uso de (3.29).

3.6 Estimacao bayesiana

A estimacao por maxima verossimilhanga apresenta problemas na estimagao
de itens que sao respondidos corretamente, ou incorretamente, por todos os
individuos, e também das habilidades de individuos que responderam corre-
tamente, ou incorretamente, a todos os itens. Além disso, ha a possibilidade
de que as estimativas dos parametros dos itens caiam fora do intervalo espe-
rado, tal como valores de a; negativos, ou valores de ¢; fora do intervalo [0, 1].
A metodologia bayesiana apresenta uma solucao em que estes problemas sao
contornados.

H4 varias propostas para a estimacao bayesiana dos parametros de interesse
na TRI. A mais utilizada é a Estimacdo Bayesiana Marginal proposta por Mis-
levy (1986a), que é uma generalizagdo da proposta de Bock & Aitkin (1981).
Basicamente, a estimacao bayesiana consiste em estabelecer distribuicoes a
priori para os parametros de interesse, construir uma nova funcao denomi-
nada distribuicao a posteriori e estimar os parametros de interesse com base
em alguma caracteristica dessa distribui¢ao. Consideremos que as componen-
tes de ¢ sao variaveis aleatérias independentes e continuas, com distribuigoes
especificadas. Por estarmos tratando de uma extensao da proposta de Bock
& Aitkin, a estimagao é feita por maxima verossimilhanga marginal, em duas
etapas.

Para tornar o tratamento mais geral, vamos considerar que a distribuigao
da habilidade é funcao de um vetor de parametros 1, com densidade g(0|n), e
que a distribuigao de ¢;, i =1,---,1, é funcao de um vetor de parametros T,
com densidade g(¢|7). Podemos, ainda, estabelecer distribuicoes a priori para
os parametros T e 7, digamos f(7) e g(n). Para definir a métrica, digamos
(0,1), em que os parametros dos itens (e, posteriormente, as habilidades) serao
estimados, podemos adotar uma distribuigdo degenerada para m em (0,1) ou
uma distribuicao que tenha vetor de médias (0,1) e variancias muito pequenas.
A primeira opgao equivale a eliminar a fun¢ao g(n), mas para tornar o trata-
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mento mais geral vamos manté-la no desenvolvimento da teoria. Com isso, a
densidade conjunta desses parametros é

f0,¢,n,7) = f(C|T)g(0|n)f(T)9(n)

I n
{H f(Ci|T)} [T 96sn) ¢ f(7)9(n).
=1 j=1

Se quisermos fazer inferéncias sobre todos esses parametros, devemos nos
basear na distribuicao a posteriori:

f(0.¢n,7lu.) o< L(w.;0,¢) f(C|T)g(0n) f(7)g(n). (3.89)

Entretanto, geralmente estamos interessados em um nimero reduzido de
parametros. Nesse caso, devemos trabalhar com uma posteriori que seja fungao
apenas dos parametros de interesse.

3.6.1 Estimacao dos parametros dos itens

Para fazer inferéncias com relagao aos parametros dos itens, é conveniente
“marginalizar” a posteriori integrando com relagao a 6 e T, obtendo a distri-
buicao a posteriori de { e n:

FComlu) = q//mww@vmhmmmﬂﬂmmwm

- {/qu }{/Pwﬁaommmw}

o< L(¢,m)f(C)g(n), (3.90)

onde C representa uma constante, L(¢,n) = P(u_;¢(,n) e

=/}@hvhwf

Como estimador de ¢ podemos escolher alguma caracteristica de f*(¢, n|u._),
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sendo que as mais adotadas sdo a média e a moda. No que segue vamos con-
siderar a moda da posteriori como o estimador de ¢, ou seja, o valor de ¢ que
maximiza a posteriori marginal. Temos que

log f*(¢,m|u..) = Const +log L(¢,n) + log f(¢) + log g(n),

onde o primeiro termo representa uma constante. Pela suposicao de inde-
pendéncia entre os itens, a estimacgao serd feita um item por vez. Notando
que a ultima parcela nao é funcao de ¢;, temos que as equacoes de estimagao
para os parametros dos itens (;, ¢ =1,---, 1, sao dadas por

0f*(C.mlw.) _ dlog L(¢,m) | dlog f(C)
a¢; S a¢;

A primeira parcela de (3.91) é exatamente a mesma obtida em (3.64). A
abordagem bayesiana adiciona uma nova parcela a (3.64) relativa a distri-
buicdo a priori associada aos parametros dos itens. A primeira parcela de
(3.91) relativa as componentes de ¢; é dada por (3.68) a (3.70). A segunda
parcela de (3.91) depende da priori adotada para cada pardmetro. Como o
parametro a; deve ser positivo, b; pode assumir qualquer valor real e ¢; deve
estar no intervalo [0, 1], deveremos assumir distribuigoes que levam em conta
essas limitacoes e isso exige um tratamento diferenciado para cada um destes
parametros. Em seguida trataremos destes casos, considerando as suposigoes
mais freqiientes na prética.

=0. (3.91)

Distribuicao a priori para q;

Geralmente, adota-se as distribuigoes Log-normal ou Chi-Quadrado para
a;. Neste texto, vamos supor que cada parametro a; tem distribuicao Log-
normal com parametro T = ({q, o*g). Uma justificativa tedrica para a adogao
desta distribuicao é que na pratica os a; sao, em geral, positivos, sugerindo
que a distribuicao de a; pode ser modelada por uma distribuicdo unimodal
e com assimetria positiva (ver Mislevy (1986a)), tal como a log-normal. A
transformacao «; = log a; resulta em cada «; tendo uma distribicdo Normal
(ftar, 02), onde g = explpia+02 /2] e 02 = (exp(02) —1) exp[2pq +02]. Alguns
autores (ver Baker (1992), por exemplo) preferem desenvolver expressoes para
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a estimacgao de «; ao invés de a; e sugerem a utilizacdo da propriedade de
invariancia do estimador de méxima verossimilhanca para a obtencao de a;
pela trasformagao a; = exp(@;). Entretanto, para uniformidade desse texto,
vamos continuar apresentando a equagao para o parametro a;.

Como a distribuicao de a; é log-normal, sua densidade é

1 1
f(ailpta, 0’3) = m €xXp [w(log a; — Ma)2] .

a

Segue que a segunda parcela de (3.91) pode ser escrita como

) 2 -
dlog f(ailpa,02) _ 1 [1 N logaﬂ] . (3.92)

6ai a; g g

Distribuicao a priori para b;

Como os parametros de dificuldade estao na mesma escala da habilidade,
em geral, supdoem-se que cada b;’s tem distribuicao Normal com vetor de
pardmetros T = (up, 02). Desta forma, a segunda parcela de (3.91) pode ser
escrita como

dlog f(bilpy, 07) (b — )
o = (3.93)

Distribuigao a priori para c;

Como ¢; sé pode pertencer ao intervalo [0; 1], uma priori Beta foi proposta
por Swaminathan & Gifford (1986). A funcao densidade da distribuicao Beta
com parametros s+ 1 e ¢t 4+ 1 é dada por

(s+t+2) N
I(s+ )¢+ 1)01‘(1 —a), (3.94)

fleils,t) =

onde I'(d) é a funcao Gama, definida por
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F(d):/ e e .
0

A média desta distribuicao é dada por

s+1
s+t+2
Swaminathan & Gifford propéem, ainda, a seguinte reparametrizacao:

a=mp+1 e [=m(l—-p)+1,
onde m = s+t+2. Desta forma, p = (s+1)/m e, consequentemente, s = mp—1
et=m—s—2=m(l—p)— 1. Segue disso que
s=a—2 e t=0-2.
Retornando a (3.94), obtemos

I(a+p3-2) 2 (1 = ;)02 (3.95)

f(ciler, B) = Tla—1)D(B—1)"

Neste caso, a média p passa a ser interpretada como a probabilidade de
acerto por individuos com baixa habilidade. Desta forma, os parametros a e 8
sao definidos para que p tenha o valor desejado. Entretanto, Swaminathan &
Gifford sugerem que a escolha de m deva se situar no intervalo {15, -- , 20},
o que leva a uma certa restricdo na escolha de a e (3.

Para chegarmos a expressao para a segunda parcela de (3.91), notemos que

log f(cila, B) = Const + (o — 2) log ¢; + (8 — 2) log(1 — ¢;). (3.96)

Consequentemente,

0log f(cila, B) a—2_6—2

8Ci C; 1-— CZ'.

(3.97)

Com as componentes (3.92), (3.93) e (3.97), temos que as equagoes de es-
timacao para as componentes de ¢; sao
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o i D(-c) [ (6010 - RAEIWids — 14 FEU L o

a; 04
(3.98)
b : —Da;(1— ci)/ [r:(8) — P f;(0)] Wid6 — M =0, (3.99)
R Ty
6 /R[mw) — P(0)] gjdw 2= 2_ f__; _0. (3.100)

Para efeito de aplicacao dos procedimentos iterativos Newton-Raphson ou
“Scoring” de Fisher, precisaremos das derivadas segundas das expressoes (3.98)
a (3.100). Como as derivadas segundas das primeiras parcelas dessas expressoes
ja foram obtidas na Secao 3.2, resta apenas a obtencao das segundas parcelas,
que sao as seguintes:

& log f(ailpa; 07) Loy
8&% - = aiUg [Ua +loga; — pla — 1] )

0% log f(bi|up, 0 1
ob; o

Plogf(clop) _ _a-2 -2
oc? N c? (1—¢)?%
Equacoes de estimacao em forma de quadratura
Considerando conhecidos os nés ), e os pesos Ay, k=1,--- ¢, temos que

as equacgoes de estimacao em forma de quadratura para os parametros a;, b; e
¢; sao, respectivamente,
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q
_ 1 loga; — g
ai + D(1—¢) ;(% = bi) [rhi = Pri fri] Wi — — [1 + 2] =0,

7 Ua
(3.102)
< (bi — )
bi : —Dai(1—ci) Y [rhi = Prifuil Wai — ——— =0, (3.103)
k=1 Th
q
W «a—2 -2
¢t Y [rki — Puifwil + _B =0. (3.104)

P P Ci 1—¢

3.6.2 Estimacao das habilidades

Tal como na estimagao por maxima verossimilhanca marginal, a estimagao
bayesiana das habilidades é feita em uma segunda etapa, considerando os
parametros dos itens fixos. Através da suposi¢do de independéncia entre as
habilidades de diferentes individuos, podemos fazer as estimacoes em separado
para cada individuo.

Vamos assumir que a distribuicao a priori para 6;, j = 1,--- ,n, é Normal
com vetor de parametros 7 = (11, 2) conhecidos. A posteriori para a habilidade
do individuo j pode ser escrita como

Novamente, podemos adotar alguma caracteristica de g; ¥(6;) como estimador
de 6}, sendo que as mais adotadas sao a média e a moda. A seguir, trataremos
da obtencao de cada uma destas caracteristicas.

Estimacgao pela moda da posteriori - MAP

A estimac@o pela moda da posteriori (ou MAP: maximum a posteriori)
consiste em obter o maximo de (3.105). Por facilidade, vamos trabalhar com
o logaritimo da posteriori

log g5 (0;) = Const + log P(u;.|0;, C) + log g(0;|n).

Andrade, Tavares & Valle SINAPE 2000



74 Estimacao: uma tnica populagao

Segue que a equacao de estimacao para 60; é

Ologg;(0;) _ dlog P(u;6;.¢) . Ologg(9lm)

=0. 3.106
00; 00; 00; ( )
Pela independéncia local, temos que
I I
log P(u;|0;,¢) = log HP(uﬁmi,aj)] = log P(uji[¢;, 05).
i=1 i=1
Portanto,
I
Olog P(u;.|0;,¢) ZﬁlogP(uﬂICi,Hj)
00; — 00;
I
OP(uj;|€;,0)/00,;
Y (il 95)/96; (3.107)

Lembramdo que P(uj;|¢;,0;) = Pﬁin;;uﬁ e usando o desenvolvimento de
(3.34) a (3.38), teremos que

1
=1

Jlog P(u;16;,¢)
00

Como estamos adotando a priori Normal (u, 0?) para 6;, a segunda parcela
de (3.106) é

dlog g(6;1m) (0, — 1)

= — . 1
20, = (3.109)
Por (3.108) e (3.109), temos que a equacao de estimacao para 6; é
- () — )
9j : DZai(l—ci)(uﬁ—Pj*)Wj'— iT =0. (3.110)
i=1
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Como esta equagao nao tem solucao explicita, podemos aplicar algum método
iterativo para resolvé-la. Para isso serd necessaria a derivada segunda de
log g(6;|u;., ¢, n) com relacdo a 0, cuja expressao é

I
1
H(0;) = (uji = Ppo)Wii { Hji = (uji — Ppo)Wyih;} — 2 (3111)
=1

onde hj; e Hj; sdo dados por (3.42) e (3.43), respectivamente. Para aplicarmos
o método “Scoring”de Fisher, devemos tomar a esperanca da expressao acima,
resultando em

I
* )k 1
A(f;) = — ZPinjinz'hgi T2 (3.112)
i=1

Estimacgao pela média da posteriori - EAP

A estimagao de ; pela média da posteriori (ou EAP: expected a posteriori)
consiste em obter a esperanca da posteriori, que pode ser escrita como

P(u;.|0,¢)9(0]n)

g0lu;,¢,m) = 3.113
Olti €M) =Pl ¢ (41
Segue que a esperanca da posteriori é

~ 0g(0|n)P(u; |0,¢)do

~ Jr9(0m)P(u;10,¢)d6

Esta forma de estimacgao tem a vantagem de ser calculada diretamente, nao
necessitando da aplicacdo de métodos iterativos. Além disso, as quantidades
necessarias para o seu calculo sao um produto final da etapa de estimacao.
Por conta disso alguns autores (por exemplo, Mislevy & Stocking (1989)) re-
comendam esta escolha para a estimacao das habilidades.
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3.7 Resumo

A seguir, faremos um sintese das vantagens e desvantagens dos métodos
citados neste livro. Vale ressaltar que existem ainda outros métodos de es-
timacao propostos na literatura.

Na sintese abaixo, o simbolo @ representard uma caracteristica positiva,
enquanto & representard uma caracteristica negativa.

Estimacao dos Parametros dos Itens

e Maxima Verossimilhangca Marginal - MVM :

@ Possui propriedades assintoticas: as estimativas dos parametros a;, b;
e ¢; sao consistentes;

® Uma vez estimados os parametros dos itens, pode-se estimar as ha-
bilidades através do método da Secao 3.3 ou 3.6.2;

© Nao esta definido para itens com acerto total ou erro total;
O E bastante trabalhoso computacionalmente;
6 Necessidade do estabelecimento de uma distribuicao para 6;

6 Apresenta problemas na estimacao do parametro ¢; em alguns casos;
deve ser usado somente com um numero suficientemente grande de
respondentes.

¢ Bayesiano :

@ Definido para qualquer padrao de resposta;

@ Uma vez estimados os parametros dos itens, pode-se estimar as ha-
bilidades através do método da Secao 3.3 ou 3.6.2;

© E mais trabalhoso computacionalmente do que o MVM,;

6 Necessidade de distribuicoes a priori para os parametros dos itens.
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Estimacao das habilidades

e Maxima Verossimilhanga - MV :

@ Para testes “longos” produz estimadores nao viciados;

6 Nao esta definido para alguns padroes de resposta.
e Bayesiano - EAP :

@ Definido para qualquer padrao de resposta;

@ Possui o menor erro médio;

© Viciado;

6 Exige calculos mais complexos do que o método de MV;

6 Necessidade de uma distribuicao a priori para 6.
e Bayesiano - MAP

@ Definido para qualquer padrao de resposta;
6 Viciado.
6 Exige calculos mais complexos do que o método de MV;

6 Necessidade de uma distribuicao a priori para 6.

Estimacao dos parametros dos itens e das habilidades

e Maxima Verossimilhanga Conjunta - MVC :

@ Serve como base para outros procedimentos;
© Apresenta problemas de indeterminagao;

6 Nao possui propriedades assintéticas, pois o aumento do ntmero de
respondentes aumenta o nimero de parametros a serem estimados;

O E bastante trabalhoso computacionalmente;
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© Apresenta problemas na estimacao do parametro ¢; em alguns casos;
deve ser usado somente com um nimero suficientemente grande de
respondentes;

6 Nao esta definido para alguns padroes de resposta.

No proximo capitulo introduziremos e discutiremos o conceito de equalizacao.
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Capitulo 4

Equalizacao

4.1 Introducao

No capitulo anterior, apresentamos os métodos de estimacao mais utilizados
quando todos os parametros dos itens de uma wnica prova devem ser estimados.
No entanto, esta é apenas uma das possiveis situacoes que na pratica iremos
encontrar. A seguir, listaremos os 6 casos possiveis, quanto ao nimero de
grupos e de tipos de prova envolvidos. Esses casos estao esquematizados na

Figura 4.1.

1. Um tnico grupo fazendo uma tnica prova.

2. Um tnico grupo, dividido em dois subgrupos, fazendo duas provas, to-
talmente distintas (nenhum item comum).

3. Um tnico grupo, dividido em dois subgrupos, fazendo duas provas, ape-
nas parcialmente distintas, ou seja, com alguns itens comuns.

4. Dois grupos fazendo uma tnica prova.

5. Dois grupos fazendo duas provas, totalmente distintas (nenhum item
comum).

6. Dois grupos fazendo duas provas, apenas parcialmente distintas, ou seja,

com alguns itens comuns.

Note que para simplificar, listamos os casos acima utilizando apenas duas
provas e duas populacoes, mas as situacoes envolvendo um nimero maior de
provas e/ou de populagbes sdo andlogas.

Além disso, os problemas de estimacao também podem diferir dependendo
do conjunto de itens que necessita ser estimado, ou seja, se nosso conjunto de
itens é composto de:
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Figura 4.1 Representacdao grifica de 6 situagoes quanto ao numero de grupos e de
tipos de provas

CASO 1 CASQ 2 CASO 3

prova

NN S

.

CASO 4 CASQO 6

(a) apenas itens novos (ou seja, itens que ainda nao foram calibrados);
(b) apenas itens jé calibrados;
(c) itens novos e itens calibrados.

Em primeiro lugar, é importante definir o conceito de Equalizagdo (ver Kolen
& Brennan (1995), por exemplo), que é um dos mais importantes da TRI e um
dos grandes objetivos das Avaliagoes Educacionais. Equalizar significa equipa-
rar, tornar comparavel, o que no caso da TRI significa colocar pardmetros de
itens vindos de provas distintas ou habilidades de respondentes de diferentes
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grupos, na mesma métrica, isto é, numa escala comum, tornando os itens e/ou
as habilidades comparaveis.

Existem dois tipos de equalizacao: a equalizagao via populacdo e a equa-
lizacao via itens comuns. Isto significa que ha duas maneiras de colocar parame-
tros, tanto de itens quanto de habilidades, numa mesma métrica: na primeira
usamos o fato de que se um unico grupo de respondentes é submetido a provas
distintas, basta que todos os itens sejam calibrados conjuntamente para termos
a garantia de que todos estarao na mesma métrica. J4 na equalizagao via itens
comuns, a garantia de que as populacoes envolvidas terao seus parametros
em uma unica escala serd dada pelos itens comuns entre as populacoes, que
servirao de ligagcao entre elas.

4.2 Diferentes tipos de equalizacao

Uma vez listadas as diversas situacoes e casos que podemos ter, vamos
agora discutir cada uma delas. Obviamente, podemos ter as situacoes 1 a
6 combinadas com os casos (a) a (c¢). Mas, mais uma vez para facilitar a
explicacao, trataremos inicialmente das situagoes 1 a 6 considerando sempre
o caso mais simples, ou seja, o caso (a).

Cabe ainda ressaltar que todas as andlises e comentéarios deste capitulo serao
feitos considerando-se o modelo logistico unidimensional de 3 parametros.

4.2.1 Um tnico grupo fazendo uma tinica prova

Este é o caso trivial, em que se aplicam diretamente os modelos ma-
tematicos e os métodos de estimacao descritos nos capitulos anteriores. Foi
o caso considerado até agora, nos Capitulos 2 e 3, e pela propria natureza do
problema, nao é necessario nenhum tipo de equalizacao.

Um exemplo para ilustrar este caso seria uma prova de 30 itens aplicada
a 4.% série diurna do Ensino Fundamental da rede publica estadual de Sao
Paulo.

4.2.2 Um tunico grupo fazendo duas provas totalmente distintas

Este é um caso classico do que chamamos de equalizacao via populagao.
Para resolve-lo, basta que todos os itens de ambas as provas sejam calibrados
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simultaneamente. O fato de todos os individuos representarem uma amostra
aleatéria de uma mesma populagdo é que garante que todos os parametros
envolvidos estardao na mesma escala.

Um exemplo para este caso seria quando duas provas distintas (tipo A e
tipo B), com 30 itens cada, sdo aplicadas, de maneira aleatéria, aos alunos
da 4.% série diurna do Ensino Fundamental da rede publica estadual de Sao
Paulo. Ao final dos processos de estimacao, todos os resultados obtidos serao
comparaveis, nao importando a que tipo de prova cada aluno tenha sido sub-
metido.

4.2.3 Um tunico grupo fazendo duas provas parcialmente distin-
tas

Este caso é bastante semelhante ao caso anterior, e aqui também podemos
fazer a equalizacdo via populacido. Assim, valem os mesmos comentédrios da
Secao 4.2.2.

Um exemplo dessa situagao seria a aplicagao de duas provas (tipo A e tipo
B), com 30 itens cada e com 10 itens comuns entre elas, aos alunos da 4.°
série diurna do Ensino Fundamental da rede publica estadual de Sao Paulo.
Aqui, o nimero total de itens a serem calibrados seria 50 (= 30 + 30 - 10).
Analogamente ao exemplo anterior, ao final dos processos de estimacio todos
os resultados obtidos serao comparaveis, nao importando a qual prova cada
aluno tenha sido submetido.

Outro exemplo bastante interessante para este caso, seria a aplicacao do
SAEB — Sistema Nacional de Avaliagdo da Educagdo Béasica. Nesse estudo,
uma das populagoes alvo é a 3.% série do Ensino Médio. Como a aplicagao é
de carater nacional, alunos de varios estados do pais sao avaliados, mas todos
sao considerados como respondentes vindos da mesma populacdo, ou seja,
como um tnico grupo. Além disso, o SAEB procura cobrir a grade curricular
de forma completa, e para tanto, é considerado um grande ntmero de itens
distintos em cada disciplina. Como seria invidvel a aplicacao de todos os itens
a um unico aluno, as provas sao montadas segundo um esquema BIB — Blocos
Incompletos Balanceados — no qual os itens sao divididos em blocos, que por
sua vez sao reunidos em cadernos, e estes cadernos — que nada mais sao do
que diferentes provas — , é que sao aplicados aos alunos. No caso da 3.% série
do Ensino Médio, os itens foram divididos em 13 blocos com 13 itens distintos
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cada um. Foram entao montados 26 cadernos, cada um composto por 3 blocos
distintos. Assim, cada aluno responde a 39 itens. E importante notar que
diferentes blocos nao tém itens comuns entre si, mas que diferentes cadernos
podem — ou nao — ter itens comuns: basta que tenham algum bloco em
comum. Concluindo, desta maneira foram aplicados diferentes tipos de provas
— representados pelos 26 cadernos — com itens comuns a um tnico grupo de
respondentes — alunos da 3.% série do Ensino Médio brasileiro.

O SAEB também é um bom exemplo pratico do que chamamos de provas
com itens nao apresentados. Podemos considerar que a prova é composta dos
169 itens, mas que apenas 39 sao submetidos a cada aluno. Consequentemente,
temos 130 itens que nao foram apresentados para cada aluno. Quando temos
provas com um numero originalmente grande de itens, podemos resolver o
problema utilizando esquemas semelhantes ao usado no SAEB. Assim, o que
inicialmente poderia ser considerado como uma tunica prova, pode vir a ser
considerado como varias provas, se nao submetermos todos os itens a todos os
alunos.

4.2.4 Dois grupos fazendo uma tnica prova

Este é um exemplo de equalizagao via itens comuns (sé que no caso, todos).
Como as duas populagoes fazem exatamente a mesma prova, basta que os
itens sejam calibrados utilizando-se as respostas dos respondentes de ambos os
grupos simultaneamente. Para tanto, devemos apenas utilizar um modelo para
duas populagoes, como apresentado no Capitulo 2. Detalhes sobre o processo
de estimacao serao fornecidos no Capitulo 5.

Um exemplo para este caso seria a aplicagao de uma tinica prova, composta
de 40 itens, nos periodos diurno (populacdo 1) e noturno (populacao 2) da 8.%
série do Ensino Fundamental da rede publica estadual de Sao Paulo. Ao final
dos processos de estimagao, todos os resultados obtidos serdao comparaveis,
nao importando a que populacao o aluno pertence.

4.2.5 Dois grupos fazendo duas provas totalmente distintas

Este é o tinico dos 6 casos que nao pode ser resolvido pela TRI. Obviamente
é possivel calibrar separadamente os itens das duas provas, mas o problema é
que ndo podemos fazer nenhum tipo de comparacao entre os resultados ob-
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tidos, uma vez que eles estarao em métricas diferentes. Neste caso, nao faz
sentido comparar os resultados destes dois grupos, assim como nao faz sentido
comparar diretamente 40°C' com 40°F . Assim como essas duas temperatu-
ras estao em escalas de medida diferentes, os pardametros obtidos nestas duas
provas também estarao. A diferenca é que, no caso das temperaturas, hd uma
relagao conhecida entre as duas escalas, e assim, é possivel colocarmos uma
das temperaturas na mesma escala que a outra, possibilitando entao, a com-
paracao. Ja no caso das provas, nao existe nenhuma relagao entre elas e nem
entre os dois grupos, que torne possivel a comparagao.

Um exemplo que ilustra esta situacao seria a elaboracao de duas provas
distintas: uma, composta de 30 itens, seria aplicada a 4.% série diurna (po-
pulacdo 1) e a outra prova, composta de 40 itens, seria aplicada a 5.% série
diurna (populagao 2) do Ensino Fundamental da rede piblica estadual de Sao
Paulo. Estas duas provas poderiam ser calibradas separadamente e seus resul-
tados poderiam ser interpretados isoladamente dentro de cada série, mas nao
poderiamos comparar os resultados dos itens e nem das habilidades estimadas
para os individuos das duas séries.

4.2.6 Dois grupos fazendo duas provas parcialmente distintas

Finalmente, vamos comentar o caso em que dois grupos sao submetidos
a duas provas diferentes, mas que tém alguns itens comuns. Assim como na
Secao 4.2.4, este também é um exemplo de equalizacao via itens comuns. Este
caso representa o melhor exemplo do uso e da importancia da equalizagao e
sem duvida, ilustra o maior avango da TRI sobre a Teoria Cléssica. O uso de
itens comuns entre provas distintas aplicadas a populacoes distintas permite
que todos os parametros estejam na mesma escala ao final dos processos de
estimacdao, possibilitando comparacgoes e a construcao de “escalas do conheci-
mento” interpretaveis, que sao de grande importancia na area educacional. A
resolucao deste caso é bastante semelhante ao que foi descrito na Segao 4.2.4,
com a diferenca que aqui apenas alguns dos itens (e nao a prova toda) fazem
a ligacao entre as duas populacoes envolvidas. Este caso serd abordado mais
detalhadamente através de um exemplo pratico, apresentado no Capitulo 6.
Um exemplo que ilustra bem esta situacao seria a aplicacao de uma prova
com 30 itens a 3.” série diurna (populacdo 1) e de outra prova, também com
30 itens, a 4.* série diurna da rede publica estadual de Sao Paulo (populacao
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2). Entre elas poderiam haver 10 itens comuns (por exemplo, 10 itens da ma-
triz curricular da 3.% série). Desta maneira, no final do processo de estimagao
terfamos todos os 50 itens numa mesma métrica, possibilitando comparacoes
entre alunos de 3. e 4.% séries, e também possibilitando a criacdo de uma
“escala de conhecimento”da 3.% e da 4. série nesta dada disciplina. Como ve-
remos no Capitulo 6, esta escala possibilitaria a verificacao dos contetidos que
os alunos destas duas séries dominam, dos conteidos onde ha falhas, acompa-
nhar a “evolucao do conhecimento”de uma série para outra, etc.

4.3 Diferentes problemas de estimacao

Vamos agora considerar outro ponto bastante importante na TRI: o con-
junto de itens a ser calibrado. Vamos comentar inicialmente os casos (a) a (c),
considerando-se o caso 1, ou seja, o caso em que uma Unica prova foi aplicada
a um unico grupo de respondentes.

4.3.1 Quando todos os itens sao novos

Neste caso, todos os itens sao considerados “novos”, ou seja, deseja-se ca-
librar o conjunto completo de itens. Este é o caso trivial, que foi considerado
até agora. Para resolver este problema basta utilizar alguma das técnicas de
estimacao descritas no capitulo anterior.

Trata-se exatamente da mesma situacao descrita na Secao 4.2.1 e, portanto,
poderiamos utilizar o mesmo exemplo: a aplicacdo de uma prova, composta
de 30 itens novos (ou seja, com 30 itens que desejamos calibrar), aos alunos
da 4.% série diurna da rede publica estadual de Sao Paulo.

4.3.2 Quando todos os itens ja estao calibrados

Este é o caso em que todos os itens ja foram calibrados anteriormente, ou
seja, quando nao desejamos calibrar nenhum dos itens e estamos interessados
apenas em estimar as habilidades dos respondentes. Este é um caso também
bastante frequente na TRI, devido ao impulso que esta teoria deu na criacao de
bancos de itens. Tais bancos sao formados por conjuntos de itens que ja foram
testados e calibrados a partir de um nimero significativo de individuos de uma
dada populacao. Desta maneira, assumimos que os parametros desses itens ja
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sao “conhecidos”, ou seja, assumimos que conhecemos os verdadeiros valores
dos parametros desses itens e assim, sempre que desejarmos, podemos aplicar
novamente alguns desses itens do banco a outros individuos (ou até mesmo a
um 4nico individuo) e poderemos entao estimar apenas suas habilidades, que
estarao sempre na mesma métrica dos parametros dos itens.

A questdao da métrica é um ponto que deve ser considerado com bastante
cuidado numa situacao como esta. Quando se “constréi”um banco de itens,
uma informacao fundamental é a escala em que aqueles itens foram calibrados.
Isto porque as habilidades de individuos que serdo estimadas futuramente
a partir daqueles itens estarao nesta mesma métrica e portanto, quaisquer
comparacoes diretas s6 poderao ser feitas com outro sujeitos que também
tenham suas habilidades nesta escala.

Assim, para resolver este problema, basta utilizar um dos processos de es-
timacao das habilidades dos individuos quando os parametros dos itens ja sao
conhecidos, que foram descritos na Secao 3.3 do Capitulo 3.

Um exemplo para este tipo de situagao seria a aplicacao de uma prova, com-
posta de 30 itens de 4. série que ja foram calibrados numa aplicacao anterior
(por exemplo, numa aplica¢do de nivel nacional como o SAEB), aos alunos da
4.% série da rede publica estadual de Sao Paulo. Este tipo de procedimento
é bastante comum, e nesse caso, o objetivo seria comparar a rede publica
paulista com o desempenho nacional.

4.3.3 Quando alguns itens sao novos e outros ja estao calibrados

Neste caso, temos itens “novos”e itens ja calibrados, ou seja, desejamos
calibrar alguns itens e manter os parametros de outros, que ja foram calibrados
anteriormente. Este também é uma situacao que estd tipicamente ligada a
criacao de bancos de itens. Isto porque um banco de itens estd continuamente
em formacao, ou seja, é bastante comum estarmos interessados em acrescentar
novos itens ao conjunto que ja se encontra no banco (assim como também é
comum a retirada de itens do banco). Neste caso, o problema fundamental é
garantir que os itens novos sejam calibrados na mesma métrica em que estao
os outros itens do banco.

Na pratica, este é um problema de solugdo mais complexa do que possa
parecer em principio. Isto porque é indispensével o uso de programas compu-
tacionais especificamente desenvolvidos para a anélise de itens via TRI e esses
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programas ainda apresentam algumas dificuldades com relagao a situagoes
como essa. Vamos comentar especificamente os problemas que podem surgir
em casos como esse no Capitulo 7.

Um exemplo para esse caso seria a aplicacao de uma prova, composta de 30
itens, aos alunos da 4.* série diurna da rede publica estadual de Sao Paulo.
Desses 30 itens, 15 sao itens novos e 15 sao itens que ja foram calibrados numa
aplicacao de nivel nacional do SAEB. Na pratica, esta é uma situacdo bastante
comum, pois quando sao feitas avaliagoes regionais, por um lado hé o interesse
em criar e aplicar itens novos, mas por outro lado, ha também o interesse em
que os resultados obtidos possam ser comparados aos resultados nacionais.

Iustramos até aqui, os casos (a), (b) e (c¢) considerando-se a situagao 1. As
outras situagoes onde tratamos apenas de uma populagao (situagoes 2 e 3),
sao andlogas. No entanto, quando temos duas (ou mais) populagdes envolvidas
(situagoes 4 e 6), e desejamos estimar itens novos e manter fixos os parametros
dos itens ja calibrados (caso (c)), poderemos ter problemas com a métrica. Os
casos (a) e (b) nao apresentam problemas, sendo anélogos a situacao anterior.

Sempre que ha mais de uma populagao envolvida nos processos de estimacao,
como ja foi comentado anteriormente, existem problemas de indeterminacgao
de escala. Para resolver este problema, devemos definir uma das populagoes
como sendo a referéncia, e entao, as demais populagoes serao posicionadas com
relagao a ela.

Este tipo de problema sempre ird ocorrer quando fazemos a equalizagao
entre duas ou mais populagoes durante o processo de estimagao dos itens.
Uma outra maneira de solucionarmos o problema seria através da chamada
equalizacao a posteriori, que sera discutida a seguir.

4.4 Equalizacao a posteriori

Até aqui discutimos formas de equalizacdo entre 2 ou mais populacoes
feitas durante o proprio processo de estimacao dos parametros. Mas, também é
possivel fazer a equalizacao a posteriori, isto é, depois de terminado o processo
de calibracao dos itens. Basicamente, a equalizacdo a posteriori é feita da
seguinte maneira: calibra-se separadamente os dois conjuntos de itens, que
foram submetidos as duas populagoes de interesse. Obviamente, a condigao
necessaria é que hajam itens comuns entre os dois conjuntos. Assim, para os
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itens comuns, teremos dois conjuntos de estimativas, cada uma na métrica
de suas respectivas populagoes. Dal, através dessas duas estimativas para os
itens comuns estabelece-se algum tipo de relagdo que permita colocarmos os
parametros de um dos conjuntos de itens na escala do outro. Com todos os
itens na mesma métrica, pode-se entao estimar as habilidades de todos os
respondentes, que entao estardo também na mesma escala.

Pela propriedade de invariancia, ja discutida no Capitulo 2, dado que o mo-
delo ¢é adequado aos dados, os parametros a e b de um certo item apresentado
a 2 grupos de respondentes devem satisfazer, a menos de flutuagoes amostrais,
as seguintes relagoes lineares:

1
b1 =abg2 + 8 e ag1 = ~aGs, (4.1)

onde b1 e bgo sao os valores do parametro de dificuldade e ag1 e age sao
os valores do parametro de discriminagao nos grupos 1 e 2, respectivamente.
Uma vez determinados os coeficientes oo e § , as estimativas dos parametros
dos itens do grupo 2 podem facilmente ser colocados na mesma escala das
estimativas do grupo 1.

Varios métodos, que se baseiam nessas relagoes lineares existentes entre os
parametros de um mesmo item medidos em escalas diferentes, poderiam ser
entao utilizados para determinar os coeficientes v e 3. A solugao mais natural
— pelo préprio tipo de relacao existente entre os parametros — seria determi-
nar esses coeficientes através de uma regressao linear simples. No entanto, a
critica feita a utilizacao desse método é que ele nao € simétrico, ou seja, uma
regressao de x por y é diferente de uma regressao de y por x.

Um dos métodos de equalizacao a posteriori existentes que nao apresenta
esse problema, ou seja, é invariante (simétrico) em relacdo as varidveis utili-
zadas, é denominado Média-Desvio (Mean-Sigma). O método Média-Desvio
utiliza:

Sa1
o=

= Sf ﬂ = MGl — aMG27 (42)
G2

onde Sg1 € Sao sao os desvios-padrao e Mg e Mgo as médias amostrais das
estimativas dos parametros de dificuldade dos itens comuns nos grupos 1 e 2,
respectivamente. Da mesma forma, as habilidades dos respondentes do grupo
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2 podem ser colocadas na mesma escala das habilidades dos respondentes do
grupo 1 a partir da relagao

062 = abaa + 5, (4.3)

onde 0%;2 é o valor da habilidade 059 na escala do grupo 1. Maiores detalhes
sobre este e outros métodos de equalizacao, como por exemplo Média-Desvio
Robusto e Curva Caracteristica, podem ser encontrados em Kolen & Brennan
(1995).

Exemplificando, uma avaliagdo feita no estado do Rio Grande do Norte
(ver Fundacao Carlos Chagas (1997)) utilizou alguns itens do SAEB 95, com
o intuito de colocar os resultados obtidos na mesma métrica do SAEB. As
Fuguras 4.2 e 4.3 mostram as relacoes entre as estimativas dos pardmetros a
e b nas duas avaliacoes, para a disciplina Lingua Portuguesa da 8.* série do
Ensino Fundamental.

Figura 4.2 Grdfico de dispersdo das estimativas do parametro de dificuldade - b dos
itens comuns da prova de Lingua Portuguesa da 8.* série entre o RN e o SAEB
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Figura 4.3 Grdfico de dispersdo das estimativas do parametro de discriminacdo - a
dos itens comuns da prova de Lingua Portuguesa da 8. série entre o RN e o SAEB
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Utilizando o método Média-Desvio, os coeficientes o e 8 obtidos foram:

SsAEB 1,614
o = =
SRN 1,104

= 1,462,

B = Msaps — aMpy = —0,363 — 1,462 x —0,162 = —0, 126.

Logo, as estimativas dos parametros obtidas na avaliacao feita com os alunos
do Rio Grande do Norte foram colocadas na mesma métrica do SAEB 95
através das seguintes expressoes:

1 1
ovoO
ary = oM T 146

QRN ,

BNOVO — abpy + B = 1,462bpy — 0, 126,
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ONOVO = abrn + B =1,4620py — 0,126.

Uma tltima observagao sobre equalizagao deve ser feita com relagao a quan-
tidade de itens comuns. Certamente, quanto maior o nimero de itens comuns,
melhor serd a qualidade da equalizagdo. Assim, o melhor caso de equalizagao
entre dois grupos distintos € a situacao da Secao 4.2.4, ou seja, quando trata-se
exatamente da mesma prova. No entanto, ja sabemos que nao é necessario que
todos os itens sejam comuns. O niimero minimo de itens comuns necessario
para uma boa equalizagao entre duas populacoes depende basicamente de dois
fatores: do tipo de equalizacao que sera feita e da “qualidade”desses itens
comuns.

Equalizagoes feitas durante o processo de calibracao, com os modelos para
duas ou mais populacoes que serao discutidos no préximo capitulo, sao mais
“eficazes” e portanto, exigem um numero menor de itens comuns do que equa-
lizagbes feitas a posteriori. Além disso, se os itens comuns utilizados na equa-
lizagao tiverem niveis de dificuldade baixos ou altos demais com relagdo as po-
pulagoes envolvidas, ou entao se apresentarem baixo poder de discriminagao,
havera necessidade de um ntmero maior de itens.

Alguns autores tém sugerido pelo menos 6 itens comuns entre 2 provas de
30 itens, quando a equalizacao é feita durante a calibracao. Um estudo de si-
mulacao considerando diferentes situacoes de equalizacao pode ser encontrado
em Andrade (1999).
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Capitulo 5

Estimacao: duas ou mais populacoes

5.1 Introducao

Como descrito no capitulo anterior, é freqiiente a situacao em que temos
duas ou mais populacoes envolvidas na andlise. Estas populagoes podem ser
caracterizadas por diferentes graus de escolaridade, regiao, sexo, tipo de escola,
etc. O primeiro passo para que os resultados relativos as véarias populagoes
possam ser comparaveis é a exigéncia de itens comuns nos testes aplicados a
estas populacoes, criando uma estrutura de ligagao entre as mesmas. Nessa
situacao, o procedimento usual é fazer a estimacao para cada populacdo e
utilizar uma das técnicas de equalizacao descritas na Segao 4.3.

Um abordagem alternativa é o Modelo para Varias Populagbes proposto
por Bock & Zimowski (1997), introduzido na Secgao 2.3, que representou um
grande avanco na TRI. Nesse modelo considera-se que ha K populagoes in-
dependentes em estudo e é feita uma analise conjunta das respostas amos-
trais dessas populagoes. Considera-se que a distribuicao da habilidade dos
individuos da populacao k segue uma determinada distribuicdo com vetor de
parametros m;. Frequentemente adota-se a distribuicao Normal com n; =
(ks J,%)’ , sendo que estes parametros representam, respectivamente, a média
e a variancia das habilidades da populagao k, k=1, --- , K.

A grande vantagem da abordagem de Bock & Zimowski estd no fato que a
equalizacao é feita automaticamente no proprio processo de estimacao. Desta
forma, nao estamos mais sujeitos a diferencas nas estimativas dos parametros
devidas ao método de equalizacdo escolhido. Além disso, na presenca de vérias
populagoes (digamos, K > 5), com as equalizagoes sendo feitas entre os testes
k e k+ 1, temos erros (relativos a regressao, por exemplo) associados a cada
equalizagao entre duas populagoes, que serao acumulados para a estimacao de
(p2,03), (p3,03), -+, e principalmente de (ux,0%), podendo levar a uma m4
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estimacao destes parametro. Além disso, essa abordagem requer um nimero
menor de itens comuns, em comparagao com outros métodos, para produzir
resultados similares, conforme discutido no capitulo anterior.

Sejam wyj; a resposta (bindria) ao item 4 oriunda do j-ésimo individuo do
grupo k, e 6, a habilidade do j-ésimo individuo do grupo k. (Por grupo k
entenderemos a amostra relativa a populacao k.) Embora no desenvolvimento
que segue a funcao de resposta possa assumir qualquer uma das formas des-
critas no Capitulo 2, para fins de aplicacdo utilizaremos a fungao ML3, que
tem sido a fungao mais utilizada pelos pesquisadores da drea, dada abaixo

1
1 4 e Dai(0k;j=bi)

P(Ukji = 1‘9@') =c; + (1 — Ci)

Algumas suposicoes serdao necessarias para a construgao do modelo. Além
da independéncia local, assumiremos que as respostas oriundas de individuos
diferentes serao independentes. Vamos considerar a mesma funcao de resposta
para todos os itens.

5.2 Notacoes e definicoes

Embora tenhamos K testes, devemos notar que alguns itens estardao em
dois ou mais testes. Por conta disso vamos fazer uma ordenacdo nos I itens
que compoem o conjunto dos K testes, representando-os por ¢ = ({1, ,{)
e denotando por Zj; o conjunto dos indices dos itens aplicados ao grupo k.
Considerando I o nimero de itens no teste k, teremos que I < Zle Ij,. Se-
jam ng o numero de individuos do grupo k£ e n o nimero total de individuos

na amostra. Sejam ainda, Uy = (Ugj1, Ugjo, -+ , Ugj1,) o vetor aleatério de
respostas do individuo j do grupo k; Uy = (U1.,Us.,---,U,,..) o vetor
aleatério de respostas do grupo k e U . = (U;._,Usy._,---,U,.) o vetor to-

tal de respostas. De forma similar, representaremos as respostas observadas
POT Upji, Ugj., Uk, € u... Com esta notacao e a independéncia local, podemos
escrever a probabilidade associada ao vetor de respostas Uy, como

P(ukj,|9kj,C) = H P(ukgz‘ek]sz)

i€l
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5.2 Notacgoes e definigoes 95

Como comentado no Capitulo 3, o método da Maxima Verossimilhanga Mar-
ginal, bem como o Bayesiano, tém sido preferidos ao método da Méxima Ve-
rossimilhanga Conjunta para a estimacao dos pardmetros de interesse. Além
disso, o fato de podermos associar distribuicoes para a habilidade da populagao
em estudo nos permite criar estruturas para os parametros das respectivas
funcoes densidade de probabilidade, que serao fundamentais nesse modelo. De
forma geral, consideremos que as habilidades dos individuos da populagao k,
Ok, j = 1,---,ny, sao realizagoes de uma varidvel aleatoria, 6, com dis-
tribuicao continua e func¢do densidade de probabilidade g(#|n;), duplamente
diferencidvel, com as componentes de 7;, conhecidas e finitas. Para o caso em
que 0y tem distribuigao Normal, temos 1, = (ux, O’,%), onde uy é a média e O‘l%
a variancia das habilidades dos individuos da populacao k, k=1,--- | K.

Na situacdo em que temos uma unica populagao em estudo, nao ha ne-
cessidade de estimacao dos parametros populacionais. Isso ocorre porque a
métrica é estabelecida fixando-se os parametros populacionais, geralmente em
p=0eoc =1, onde u é a média e o é o desvio-padrao das habilidade da
populacao considerada. Na presenca de varias populacoes, temos mais um
conjunto de parametro a estimar: n = (1, -+ , Mg ), que serdo referidos como
Parametros Populacionais. Entretanto, ainda ha a necessidade do estabeleci-
mento da métrica e isso pode ser resolvido fixando-se os parametros relativos
a qualquer uma das populagoes. Neste livro adotaremos a seguinte referéncia:

H1 = 0, g1 = 1. (5.1)

Logo, resta apenas a estimagao de 71y, - - - , g . Novamente, a estimacao neste
modelo é feita por maxima verossimilhan¢a marginal, com o diferencial que a
primeira etapa envolve a estimacao dos parametros dos itens e dos parametros
populacionais; as habilidades individuais sao estimadas na segunda etapa.
Cabe notar aqui uma grande contribuicdo do modelo de Bock & Zimowski, a
de que as médias populacionais podem ser estimadas diretamente, ao passo
que o procedimento anterior era fazer a estimacao das habilidades para cada
grupo, adotar um método de equalizacao para coloci-las na mesma escala e,
finalmente, obter a média amostral das habilidades de cada grupo.

Como faremos a estimagdo por méaxima verossimilhanga marginal, havera
alguma similaridade com o desenvolvimento da Secao 3.5. Porém, devido a
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importancia deste modelo, a maioria dos detalhes serao apresentados. Para
ressaltar a diferenca nos desenvolvimentos das equagoes de estimacgao para os
parametros dos itens e populacionais, abordaremos a estimacao dos parametros
dos itens na Segao 5.3 e dos parametros populacionais na Secao 5.4. As equagoes
para a estimacao conjunta dos parametros dos itens e populacionais seréd o con-
junto das equacoes desenvolvidas nas duas referidas secoes.

5.3 Estimacao dos parametros dos itens

Embora as equacoes de estimacao a serem desenvolvidas nesta secao te-
nham como prioridades compor o conjunto das equacoes para estimagao con-
junta dos parametros dos itens e populacionais, cabe notar que elas também
poderao ser adotadas na situagao em que os parametros populacionais sao co-
nhecidos. Uma situagao dessas ocorre quando tais parametros populacionais
foram estimados em outra andlise, talvez com um ntmero de individuos bem
maior, de forma que nao hé interesse na reestimacgao desses parametros.

Com as notagoes definidas acima, temos que a probabilidade marginal de
Uy;. ¢ dada por

Plur|Cmy) = /R Plugs )0, ¢, mi)g(0lm,)do
- /,R P(urg 16, C)g(8]m,)do.

onde na tltima igualdade usamos que a distribuicao de Uy;. nao é fungao de

N
Usando a independéncia entre as respostas de diferentes individuos, pode-
mos escrever a probabilidade associada ao vetor de respostas U . como

K ng

k=1j=1

Embora a verossimilhanga possa ser escrita como (5.2), tem sido freqiiente
utilizar a abordagem de Padrées de Resposta. Como temos [j itens no teste
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k, com duas possiveis respostas para cada item (0 ou 1), hd Sy = 20k possiveis
respostas (padroes de resposta) associados a esse teste. Seja Tk; O numero
de ocorréncias distintas do padrao de resposta j no grupo k, e ainda s <
min(ny, Si) o nimero de padrao de respostas com 74; > 0. Segue que

Sk

Zrkj = ny. (5.3)

j=1
Pela independéncia entre as respostas dos diferentes individuos, temos que
os dados seguem uma distribuicao Produto — Multinomial, isto é,

K

Li¢n) =] H

k=1 Jj= 1T

|H (wj. |G mp)]7* o (5.4)

E, portanto, a log-verossimilhanga é

log L(¢,m) Zlog{ : } +ergk10gp (wjr.[Cmy)- (5.5)

k=1 j=1

As equacoes de estimacao para os parametros dos itens sao dadas por

dlog L(¢,m)

Se =0, i=Loo L (5.6)

com
dlog L(¢,
Ogac(fn) - 84’1 kzljz;rjklogP uk]|C )

B ;;U uk]\c M) a¢;

oP; W
. y [uk—m( ) } g, (0)d0, (5.7)
;; yALE oc. ) Brap)
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onde

P(ug;.10,¢)g(0|ny)
P(ukj|c’nk) '

915 (0) = g(Olug;., €, my) = (5-8)

As equagoes especificas para cada parametro do vetor ¢; = (a;, b;, ¢;)’ podem
entdo ser obtidas de (5.7). Para o pardmetro de discriminagao a;, usando
também (3.8), obtem-se

dlog L(¢,m) _

80,1‘ N

or\ Wi |
= ;]217%]/ [ urj; — F;) <3ai) P{"Qf} gkj(H)de
W; N
- Y [ [t = POD( = )0~ 8 P71 s | s 0)as
k=1 j=1 i Y1
= D(l-¢ Z Zrk] / (ukji — P5)(6 — b)) Wi gz;(0)do.

k=1 j=1

Para o parametro de dificuldade b;, usando também (3.9), obtem-se

Olog L(¢,m) _
aob;
K
oPF; W; .
== " /r ;) PQ;
K W,
= > Tkj/ [(Uka‘ — B)(=1)Dai(l - ) Qi z*] 9k;(6)do
k=1 j=1 R P Qi
= —Da;(1—¢ ZZT@/ (urji — Pi)Wi] gltj(e)d‘g'
k=1 j=1

Por tltimo, para o parametro de acerto ao acaso ¢;, usando também (3.10),
obtem-se

Andrade, Tavares & Valle SINAPE 2000



5.4 Estimacao dos parametros populacionais 99

dlogL(¢,m) _ %" / [ (@p) Wi ] .
= Thi upi; — P —mz | 9x;(0)d0
U 523w o= 2 () 7z @
K sg -
W; N
= erkj/ (Ukji_Pi)Q:**:| gr;(0)do
k=1 j=1 Rl FrQ;
K sg r
Wil .
= erkj/ (ukji_Pi)P*] 9r;(0)do.
k=1 j=1 R L i

Em resumo, as equacoes de estimacao para a;, b; e ¢; sao, respectivamente,

K sk
ai: DI—c)S 3 / (ungs — P2)(0 — b)Wi] gl (0)d0 = 0, (5.9)

k=1 j=1 R

K sg
bi —Dai(l—ci)ZZrkj/JR[(ukﬁ—Pi)Wi]gzj(G)dezo, (5.10)

k=1 j=1

¢ ii% /]R [(ukji_g)gf] g;(0)d6 = 0, (5.11)

as quais nao possuem solucao explicita.

5.4 Estimacao dos parametros populacionais

Novamente, embora as equagoes de estimacao a serem desenvolvidas nesta
secao tenham como prioridades compor o conjunto das equacoes para es-
timacao conjunta dos parametros dos itens e populacionais, cabe notar que
elas também poderao ser adotadas na situagdo em que os parametros dos
itens sao conhecidos.

Considerando a log-verossimilhanga obtida em (5.5), as equagoes de es-
timacao para as habilidades médias e variancias das populacoes sao obtidas
por
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dlog L(¢,m)
Ok do?

dlog L(¢,m)

Mas,

=0 e ——=0, k=2,--- K.

e - Z]’“ P Jn P 006 (Y

ony, My

_ . 9log g(0|ny.)
N erk P(ug;. ‘C ) / Plu16,¢) < ony,

_ i /<Blogg 9’”k)>gk](9)d9‘

Se utilizarmos a distribuigao N (uy, a,%) para 0y, teremos que

dlogg(O|ny) 0 — s

o N 0,%

Ologg(Olmy) _ ok — (0 —m)*

2 1
o 20,

Assim, as formas finais das equagoes de estimagao sao

Sk
e (o,%rlzrkj /B (60— 1e)gi,(8)d0 = 0,
o2 1 —(201) 12% / — (0 — m)?] gl (6)d6 = 0.

Note que, se fizermos

frj =

2

) 9(0]my)d6

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)
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que representam a média e a variancia da distribuicao condicional da habili-
dade da populagao k, dado {Uy;. = uy;. }, respectivamente, entao, por (5.3),
(5.12) e (5.14), segue que

Sk Sk
0 = Sy [ 0gis@d0 -y ms [ gis(e)ae

— R — R
J J
Sk Sk

= Z ThjBkj — Hk Z T'kj
st st
Sk

= Z Thjillkj — Nk,

J=1

de onde concluimos que

1
A= — il 1
e ” Thjlkj (5.16)

Também, por (5.13), (5.15) e usando que 0 — pup, = (0 — paj) + (prj — Hk)s
temos

Sk Sk
0 = St [ gty ©d0 -3 iy [ (67000
j=1 R j=1 R

Sk Sk
T g { [ @~ asaisa+ [ Gog - e, 000
j=1 j=1 R R
Sk
= oy — > _hi [Org + (kg — 1r)?]
j=1

de onde concluimos que

. 1 & . P
52 = oDy (3% + ey — )] (5.17)
j=1
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Note que g,";j(e) depende dos parametros dos itens e também dos parametros
populacionais e, consequentemente, seu valor nas expressoes acima deve ser
calculado a partir de estimativas desses parametros.

Representando por 7z, a média das esperancas condicionais 5, por Ei_
a média das variancias condicionais O']%j e por 6,%. uma medida adequada de
variabilidade entre as médias condicionais, todas associadas ao grupo k, ou
seja,

Sk Sk Sk
7_12_.72_122 52_12, )2
Ky, = Tkjlkj, Of = TkjOg; € O = T'kj (ng — Hg)s

k3 kS kT
j: = =

podemos escrever as equagoes (5.16) e (5.17) como

~ ~ -2
k=7 e 6i=0y +0p, k=2 K (5.18)

Estas expressoes nos permitem interpretacoes bastante intuitivas. Primeiro,
notemos que os somatérios nas defini¢ées acima podem ser adaptados de forma
a considerar as respostas individuais ao invés dos padroes de respostas. Com
isso, o estimador para a habilidade média da populacdo k£ é a média obtida
com os estimadores das médias da distribuicao condicional da habilidade, da-
dos os vetores de respostas individuais uy;.. Por outro lado, o estimador para
a variancia das habilidades da populacao k£ nao é simplesmente a média entre
estimadores das varidncias da distribuicao condicional da habilidade, dados os
vetores de respostas individuais uy;,. Existe também uma outra contribuicao
relativa a variabilidade entre os estimadores das médias da distribuicao con-
dicional da habilidade com relacao ao estimador da média populacional asso-
ciada.

5.4.1 Estimacao conjunta: aplicacao do algoritmo EM

De forma similar ao que foi feito na Segao 3.5.5, podemos escrever a equagao
de estimacao para ¢; como

¢ gj [ |es@ =) (52) e | 0 =0. Gao)
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onde

Sk Sk
Fri(0) = riigi(0)e rhi(0) =D rrjurgigi; (0)

Jj=1 J=1
representam, respectivamente, o nimeros de individuos do grupo k com habi-
lidade 6 respondendo ao item ¢ e o niimeros destes individuos que respondem
corretamente ao item ¢. Novamente, as integrais sao aproximadas através de
quadratura Gaussiana. Fixados os ¢ nés 0 e os pesos Ay, l=1,-,q, k=
1,---, K, e com estimativas iniciais dos parametros dos itens, ¢;, ¢ =1, -+, 1,
as equagoes (5.18) podem ser resolvidas diretamente para obtengao das esti-
mativas desejadas. A estimacao é feita em separado para cada item, e por isso
poderemos utilizar o desenvolvimento da Se¢ao 3.2. Reformulando-se os passos
do algoritmo EM descritos na Secao 3.5.3, para a situagdo de duas ou mais
populagoes, teremos

Passo E
1. Usar os pontos de quadratura 6y, os pesos Ay, | = 1,--- ,q e
estimativas iniciais dos parametros dos itens , ¢;, ¢ = 1,--- ,I, e
dos parametros populacionais, p; e 0'27 k=1,---,K, para gerar
91 (Or1) e, posteriormente, Tryi e fiy i=1,---,Tek=1,---q.

2. Usar os pontos de quadratura e g, (011) para obter fkj e Ezj por
(5.14) e (5.15), e poteriormente, fiy, e 72 por (5.18).

Passo M Com r, f e n obtidos no Passo E, resolver as equagoes de estimagao
para ¢;, ¢ = 1,---,1, usando o algoritmo Newton-Raphson ou “Sco-
ring”de Fisher através das expressoes da Segao 3.2.

Estes passos compoem cada iteracao do algoritmo EM, as quais serao repe-
tidas até que algum critério de parada seja alcangado. Apds a finalizacdo do
processo, os erros-padrao sao obtidos com o uso de (3.29).

Devemos notar que no passo M as expressoes para a maximizacao sao um
pouco modificadas, com relacao as expressoes da Secao 3.2, devido a introdugao
de novos grupos. Se Egt) é uma estimativa de {; na iteracao ¢, o processo

1)

~(t
iterativo de Newton-Raphson para obtencao de CZ(- *
(3.25), onde

é dado pela expressao
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K q
h(C) = D (et — frtiPrad) Wiibwi,
k=1 =1
K q
H() = Z Z(Tkli — Jrti Prii) Wi {Hiti — (it — frtiPri) Wil §

>
Il
MR
—
Il
—

com Pyii, Wiii, Hiyi e hyy; similares & Secdo 3.2, com ), substituida por 6.
Para a aplicacdo do método “Scoring”de Fisher, devemos substituir H((;)
pelo seu valor esperado, ou seja,

K q
A(C) == > {PaQtiWhihwihiyy; } -

k=11=1

5.5 Estimacao bayesiana dos parametros dos itens

Como podemos perceber no caso da estimagao por MVM, as equagoes
de estimacao quando temos varias populacoes em estudo sao bastante simi-
lares ao caso em que temos apenas uma populacao em estudo, com algu-
mas modificacoes das componentes devidas a presenga de outras populagoes.
Isso também se reflete no caso da estimacao bayesiana, onde sao utilizadas as
equagoes de estimacao obtidas por MVM, com o incremento de parcelas re-
lativas as distribuigoes a priori adotadas para os parametros dos itens. Neste
capitulo, vamos adotar as mesmas distribuigoes a priori consideradas na Secao
3.6.1.

Com isso, as equagoes de estimacao podem ser escritas como

Andrade, Tavares & Valle SINAPE 2000



5.6 Estimacao das habilidades 105

. . - Nlro () — P o 1 logai — pa| _
o Di=e) ) /R (0~ b) [r3a(60) — P fia(6)] Wi [1+}_0,

a; o2
3 (bi = 1)
bi: —Dai(l—¢) Z/ [7ki(0) — P; fri(0)] Wid6 — 172'% =0,
k=17 R Tb

K
i Y [ nu0) - o)) o+ 22— 22
k=17R ;

C; 1—Ci

As derivadas segundas destas expressoes sao facilmente obtidas pela Se¢ao 3.2
e por (3.101). A aplicacgao do algoritmo EM se d4 de forma idéntica a estimagao
por MVM, delineada na secao anterior.

5.6 Estimacao das habilidades

Uma etapa que pode ser considerada opcional é a estimacao das habili-
dades. Talvez o interesse da andlise se concentre apenas na estimacao dos
parametros dos itens e populacionais, sem relevar a estimacao das habilida-
des. Em caso contrério, as habilidades podem ser estimadas por MV, como
descrito na Segao 3.3, ou de forma bayesiana, como descrito na Segao 3.6.2.
Devido a presenga de varios grupos na analise, as expressoes para obtencao das
habilidades sao ligeiramente modificadas, e por isso as apresentaremos nesta
secao.

Vale ressaltar que em todos os métodos de estimagao descritos abaixo, con-
sideraremos fixos os parametros dos itens e os populacionais.

5.6.1 Estimacao por MV

Neste caso, a estimacao das habilidades é feita iterativamente pelo algo-
ritmo Newton-Raphson ou método “Scoring”de Fisher. Considerando éﬁ? uma

estimativa de 6j; na iteracao t, entao na iteracao ¢ + 1 teremos que

oY =8 — (H@) hE), (520
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onde

H(0) = Z (uji — Prji) Wigi { Hiji — (wiji — Prji) Wigihigi }

el

com Pj;, Wi, Hyji e hyj; similares a Secao 3.3, com 6; substituida por 0;.
Para aplicagao do método “Scoring”de Fisher, devemos substituir H (6y;) pelo
seu valor esperado, ou seja,

A(Oyj) = — Z P Qi jiWrjihii-
el
5.6.2 Estimacao por MAP

A estimagao pelo méaximo da posteriori (MAP) também é obtida iterativa-
mente pela aplicacao de (5.20), com

1
H(6kj) = Y (ukji — Prji)Wiji { Hiji — (unji — Phji) Wigihiz ;i } — —3» (5:21)
el k

onde hyj; e Hyj; sao dados por (3.42) e (3.43), respectivamente, com 6; subs-
tituida por 60};. Para aplicarmos o método “Scoring”de Fisher, devemos tomar
a esperanca da expressao acima, resultando em

* * 1
A(Okj) = — Z ijiijiijih%ji A (5.22)
k

el

5.6.3 Estimacao por EAP

A estimacao de 6y; pela média da posteriori (EAP) consiste em obter a
esperanca da posteriori, que pode ser escrita como

P(ug; 10, ¢)g(0m)
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Segue que a esperanca da posteriori é

0, = R 99(8Imi) P(us;10,¢)do

Esta forma de estimagao tem a vantagem de ser calculada diretamente, nao
necessitando da aplicacdo de métodos iterativos. Além disso, as quantidadas
necessarias para o seu calculo sdo um produto final da etapa de estimagao.
Por conta disso alguns autores (por exemplo, Mislevy & Stocking (1989)) re-
comendam esta escolha para a estimagao das habilidades.

No préoximo capitulo apresentaremos a construcao e interpretagao da escala
de habilidade e uma aplicacao pratica.
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Capitulo 6

A Escala de Habilidade e uma Aplicacao
Pratica

6.1 Introducao

Neste capitulo vamos descrever os procedimentos para a construcao de es-
calas de habilidade e em seguida iremos ilustrar como é feita sua interpretacao
através de uma aplicacao pratica da TRI na area de avaliacao da aprendiza-
gem.

6.2 Construcao e interpretacao de escalas de habili-
dade

Uma vez que todos os pardmetros dos itens e que todas as habilidades dos
respondentes — tanto individuais como populacionais — de todos os grupos
avaliados estao numa mesma métrica, ou seja, quando todos os parametros
envolvidos sao comparaveis, pode-se entao construir escalas de conhecimento
interpretaveis.

Devido a natureza arbitraria das estimativas dos parametros dos itens e
das habilidades, j4 comentada anteriormente, sabemos que podemos comparar
entre si as habilidades obtidas para os diferentes respondentes, mas que no
entanto, elas nao possuem “de per si” qualquer significado pratico em termos
pedagogicos. Assim, a menos que efetue-se uma ligagao desses valores com os
conteudos envolvidos na avaliagao, pode-se dizer apenas que um individuo com
habilidade 1,80 na escala (0,1) deve possuir um conhecimento muito maior do
contetido avaliado do que um individuo com habilidade -0,50, e também que
o primeiro individuo tem uma habilidade 1,80 desvios-padrao acima da média
da populagao avaliada enquanto que o segundo tem habilidade 0,50 desvios-
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padrao abaixo da média dessa mesma populacao. Por outro lado, nao podemos
afirmar nada a respeito do que o individuo com habilidade 1,80 sabe a mais
do que aquele com habilidade -0,50.

Estes fatos motivaram entao a criagao de escalas de conhecimento — também
chamadas de escalas de habilidade —, que tornam possivel a interpretacao pe-
dagogica dos valores das habilidades. Essas escalas sao definidas por niveis
ancora, que por sua vez sao caracterizados por conjuntos de itens denomina-
dos itens ancora. Niveis ancora sao pontos selecionados pelo analista na escala
da habilidade para serem interpretados pedagogicamente. Ja os itens ancora
sao itens selecionados, segundo a definicao dada abaixo, para cada um dos
niveis ancora.

Definicao de item ancora: Considere dois niveis ancora consecutivos Y e Z
com Y < Z. Dizemos que um determinado item é dncora para o nivel Z se e
somente se as 3 condicoes abaixo forem satisfeitas simultaneamente:

1. PU=1/=2)>0,65 e

3. PU=1=2)—P(U=1/§=Y) > 0,30

Em outras palavras, para um item ser ancora em um determinado nivel
ancora da escala, ele precisa ser respondido corretamente por uma grande
propor¢ao de individuos (pelo menos 65%) com este nivel de habilidade e
por uma propor¢ao menor de individuos (no méximo 50%) com o nivel de
habilidade imediatamente anterior. Além disso, a diferenca entre a proporgao
de individuos com esses niveis de habilidade que acertam a esse item deve ser
de pelo menos 30%. Assim, para um item ser ancora ele deve ser um item
“tipico” daquele nivel, ou seja, bastante acertado por individuos com aquele
nivel de habilidade e pouco acertado por individuos com um nivel de habilidade
imediatamente inferior.

Como ultimo comentario, podemos dizer que é bastante comum fazer uma
transformagao linear em todos os parametros envolvidos antes da construgao
das escalas. Tal procedimento tem como tnico objetivo facilitar a construcao
e utilizacdo da escala, uma vez que procura transformar valores negativos ou
decimais em ndmeros positivos e inteiros.

Andrade, Tavares & Valle SINAPE 2000



6.2 Construcao e interpretacao de escalas de habilidade 111

Na Figura 6.1 sao apresentados, em uma escala de habilidade com niveis
ancora —3,—2,—1, 0, 1, 2 e 3, exemplos de 2 itens ancora (item 0 e item 2)
para os niveis ancora 0 e 2, respectivamente. Os parametros dos itens sao:

ap=1,02 , bp=-0,47 e ¢ =0,13
a2 =197 , by=1,50 e c2=0,13.

Figura 6.1 Ezemplo de 2 itens ancora

Exemplo de itens ancora

habilidade

A partir das expressoes abaixo, pode-se verificar que os dois itens satisfazem
a definicdo de item ancora:

(i) P(Up = 1|6 = 0) = 0,80 > 0,65
(ii) P(Uy = 1/ = —1) = 0,31 < 0,50
(iid) P(Uy =10 = 0) — P(Up = 1|§ = —1) = 0,80 — 0,31 = 0,49 > 0,30
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(i) P(Uy = 1|6 = 2) = 0,86 > 0, 65
(ii) P(Uy = 1|0 = 1) = 0,27 < 0,50
(iii) P(Uy =110 =2) — P(U; = 1|6 = 1) = 0,86 — 0,27 = 0,59 > 0, 30.

A priori, ndo se pode ter certeza de quantos itens ancoras serao selecionados
para cada nivel &ncora e nem se existirao no teste aplicado itens ancoras para
todos os niveis ancora determinados. Por isto, é fundamental que os niveis
ancoras sejam escolhidos nao muito préximos uns dos outros e também que
o numero de itens aplicados seja bastante grande de modo a possibilitar a
construgao e interpretagao da escala de habilidade. No SAEB por exemplo,
foram aplicados 130 itens para cada uma das disciplinas avaliadas na 4.% série
do Ensino Fundamental e 169 itens de cada uma das disciplinas da 8.% série
do Ensino Fundamental e também da 3.% série do Ensino Médio. Como ja
foi comentado anteriormente, essa quantidade de itens foi aplicada visando
cobrir amplamente a grade curricular de cada uma das séries nas disciplinas
avaliadas e também propiciou a identificacao e caracterizagao de diversos niveis
ancora para a construcao das escalas de habilidades. Maiores detalhes sobre
construcao e interpretacao de escalas de habilidade poderao ser encontrados
em Beaton & Allen (1992).

6.3 Uma aplicacao pratica

A Secretaria de Estado da Educagao de Sao Paulo — SEE/SP implantou,
em 1996, o Sistema de Avaliacdo de Rendimento Escolar do Estado de Sao
Paulo — SARESP, visando alcangar dois objetivos. O primeiro seria ampliar
o conhecimento do perfil de realizacao dos alunos, fornecendo aos professores
informacoes sobre o desempenho dos alunos de modo a subsidiar o trabalho a
ser desenvolvido em sala de aula. Assim, os docentes poderiam identificar, no
comeco do ano escolar, os pontos fortes e fracos do desempenho dos alunos e,
a partir desse diagnostico, adotar estratégias pedagogicas apropriadas.

O segundo seria fornecer informacoes essenciais para a melhoria da gestao do
sistema educacional, na medida em que identifica os pontos criticos do ensino e
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possibilita a SEE, por meio de seus érgaos centrais e das Delegacias de Ensino,
apoiar as escolas e os educadores com recursos, servigos e orientagoes.

6.3.1 As caracteristicas da aplicacao

As provas do SARESP sao elaboradas a partir de matrizes curriculares,
ou seja, tabelas de especificacdo de conteiidos e objetivos, que indicam os
temas e metas do curriculo a serem desenvolvidos em cada série e disciplina.
Esses parametros fundamentam-se nas Propostas Curriculares elaboradas pela
Coordenadoria de Estudos e Normas Pedagégicas — CENP e, desde 1997, os
itens que compdem as provas vém sendo construidos pelos professores da Rede
Estadual de Ensino.

Até o momento o SARESP foi realizado em 3 anos consecutivos, e a aplicagdo
das provas foi feita segundo a Tabela 6.1.

Tabela 6.1 Esquema da aplica¢do das Provas do SARESP

Ano de Séries e periodos Provas compostas
Aplicagao avaliados pelas Disciplinas
1996 3.7 série diurna do 1-Lingua Portuguesa e 2-Matemaética
Ensino Fundamental
1996 7. ® série diurna e noturna  1-Lingua Portuguesa, 2-Matemaética,
do Ensino Fundamental 3-Ciéncias e 4-Historia e Geografia
1997 4.* série diurna do 1-Lingua Portuguesa e 2-Matemaética
Ensino Fundamental
1997 8.% série diurna e noturna  1-Lingua Portuguesa, 2-Matemaética,
do Ensino Fundamental 3-Ciéncias e 4-Histoéria e Geografia
1998 5.% série diurna e noturna  1-Lingua Portuguesa e 2-Matematica
do Ensino Fundamental
1998 1.* série diurna e noturna  1-Lingua Portuguesa, 2-Matematica,
do Ensino Médio 3-Ciéncias e 4-Histéria e Geografia

Como as avaliagbes sao sempre realizadas no inicio do ano letivo, as provas
de cada uma das séries-alvo sao baseadas em conteudos abordados no ano
anterior. Exemplificando, em 1996, as provas dos alunos da 3.% e 7.% séries
foram elaboradas com base nos conteidos relativos ao Ciclo Bésico e a 6.¢
série, respectivamente.
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Em todos os anos foram avaliados todos os alunos que frequentavam as
séries envolvidas: trata-se, portanto, de uma avaliacdo de carater censitario.
Cada aluno, entretanto, é avaliado em apenas uma disciplina, ou seja, na 3.% e
4.% séries metade dos alunos responde a prova de Lingua Portuguesa e a outra
metade, & de Matematica. Essa divisao ¢ feita de maneira aleatéria. Nas demais
séries, os alunos sao divididos, também aleatoriamente, e 25% deles fazem
cada uma das 4 provas: Lingua Portuguesa, Matematica, Ciéncias ou Histéria
e Geografia. Essa ultima prova ¢é a tnica onde aparecem duas disciplinas. No
entanto, em termos de anélise, as duas disciplinas sdo obviamente consideradas
separadamente.

6.3.2 O tipo de resultados alcancados

A cada ano de aplicag@o, todos os itens que compdem as provas de cada
uma das disciplinas consideradas sao cuidadosamente avaliados e interpreta-
dos, dentro de cada série envolvida. Para tanto, sao considerados tanto seus
parametros obtidos através da TRI como também algumas estatisticas for-
necidas pela Teoria Cléassica. A partir dessas informagoes, um conjunto de
especialistas em cada uma das disciplinas faz um diagnéstico completo de
cada item (assunto abordado, grau de dificuldade, grau de discriminagao, er-
ros mais frequentes, etc.), e também da prova como um todo. Com base nessas
informacoes, pode-se ter uma visao geral do desempenho dos alunos e verificar
quais as principais deficiéncias da série naquele ano.

No entanto, essa avaliagao isolada feita ano a ano em cada série, nao nos
permite comparar o desempenho dos alunos de um ano para o outro, ou seja,
verificar se houve realmente um ganho no conhecimento de uma série para a
seguinte. Para responder a esta questao, seria necessario que os itens de duas
séries consecutivas fossem comparaveis, ou seja, estivessem na mesma métrica.
E isto poderia ser conseguido através de uma Equalizagao.

No entanto, as provas de um ano para outro nao apresentavam itens co-
muns. Como fazer entdao uma equalizacao entre duas populacées que foram
submetidas a provas totalmente diferentes? A solugao encontrada foi a criagao
de uma prova adicional, que serviria de “ligacao”, uma vez que seria composta
de itens que haviam sido submetidos a essas duas populagoes.

Exemplificando, as provas aplicadas em 1997, na 4.% e 8.% séries, nao tinham
itens comuns com as provas aplicadas no ano anterior, na 3. e 7.% séries,

Andrade, Tavares & Valle SINAPE 2000



6.3 Uma aplicagao pratica 115

respectivamente. Assim, foram montadas duas provas de ligagdo: a primeira,
composta de itens que haviam sido submetidos a 3.% série e a 4.% série e a
segunda composta de itens que haviam sido submetidos a 7.% e a 8.% séries.
Essas duas provas adicionais foram aplicadas no final do ano de 1997, a uma
amostra de alunos da 3.% e da 7.% séries, respectivamente. Cabe ressaltar, que
estes dois grupos adicionais foram introduzidos no estudo com o tinico objetivo
de possibilitar a equalizagao, ndao havendo nenhum interesse em estudar o
desempenho destas populacoes.

A partir destas provas de ligagao foi possivel a criagdo de uma escala inica
para as séries consecutivas, permitindo assim a comparacao dos resultados e a
criacdo de escalas de conhecimento interpretaveis. No SARESP essas escalas
foram construidas para as disciplinas Lingua Portuguesa e Matematica, por
serem as Unicas disciplinas avaliadas em todas as séries, todos os anos.

Vamos descrever mais detalhadamente esse processo usando como exemplo
as provas de Lingua Portuguesa da 3.% e 4.% séries.

6.3.3 Um exemplo: a Lingua Portuguesa na 3. e 4.% séries

Em 1996 foi aplicada uma prova de 28 itens de Lingua Portuguesa aos
alunos da 4.% série. Em 1997, os alunos da 4.% série foram avaliados nessa
disciplina através de uma prova composta de 30 itens, totalmente distinta da
prova aplicada no ano anterior.

Num primeiro momento, cada uma destas provas teve seus itens calibrados
e interpretados dentro de suas respectivas séries. Mas, para que a equalizacao
entre as duas séries pudesse ser possivel, foi criada uma prova de ligacao,
composta de 32 itens, sendo 11 provenientes da prova da 3. série e 21 da
prova da 4.% série, como mostra a Figura 6.2. Esta prova foi entdo submetida
a uma amostra de alunos que cursavam a 3.% série, no final de 1997. Esta nova
populacao foi introduzida no estudo apenas para possibilitar a equalizacao.

Cabe ressaltar que a prova de ligacao foi composta de mais itens da prova
da 4.% série do que da prova da 3., pois houve a preocupacao de montar-
se uma prova com diferentes graus de dificuldade e com um bom nivel de
discriminacao. Uma vez que as provas de 96 e 97 j4 haviam sido analisadas
separadamente através da TRI, foram selecionados os itens com tais carac-
teristicas e a prova da 4.% série de 97 apresentou um nimero maior deles.
Também é importante notar que a populagao escolhida para fazer a prova de
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Figura 6.2 Esquema da composicao da prova de ligagdo

3.2 série de 1996 4.2 série de 1997
28 itens 30 itens
11 itens
21 itens
prova de ligacéo
3.2 série de 1997

ligacao foi a 3. série de 1997, pois como ja foi dito, os itens das provas da 3.4
série de 96 e da 4.% série de 97 foram elaboradas com base nos conteidos dos
anos anteriores, ou seja, eram referentes aos contetidos do Ciclo Bésico e da
3.% série, respectivamente. Como a prova de ligacao foi aplicada no final do
ano letivo de 1997, a série mais indicada para ser submetida a tal prova era,
portanto, a 3.% série.

Todos os 58 itens, respondidos pelos alunos das 3 populacoes envolvidas
foram entao calibrados simultaneamente, através do modelo de 3 populagoes
discutido no Capitulo 5. Foram utilizados procedimentos bayesianos para a
estimacao dos parametros dos itens e das habilidades. Assim, foram conside-
radas distribuicoes a priori para cada um dos parametros dos itens e também
distribui¢oes normais padrao a priori, para cada uma das populacgoes envolvi-
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das. O grupo submetido a prova de ligagao (3.* série de 97) foi considerado
a populagao de referéncia. Portanto, as outras séries foram posicionadas em
relacdo & ela. No final do processo de estimacao, foram fornecidas as estimati-
vas das distribuigoes a posteriori, para cada uma das populagoes.

Cabe ressaltar novamente que nao havia interesse em estudar o desempenho
dos alunos submetidos a prova de ligagao, ou seja, ao grupo da 3. série de 97. O
numero de alunos que fizeram essa prova foi apenas o suficiente para atender as
exigéncias da TRI, no que se refere ao niimero minimo de sujeitos necesséarios
para obter-se boas estimativas dos parametros dos itens. As Figuras 6.2 e
6.3 ilustram a forma dessas distribuigoes, obtidas para as duas populacoes de
interesse. Para a construcao desses graficos foi utilizada uma amostra de 2059
alunos da 3. série de 1996 e 1989 alunos da 4.% série de 1997.

Figura 6.3 Representacdo gridfica da distribuicao a posteriori das habilidades em
Lingua Portuguesa dos alunos da 3. série

3.% série de 1996

-4,0 -3,0 2,0 -1,0 0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0
habilidade
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Figura 6.4 Representacdo grdfica da distribuicao a posteriori das habilidades em
Lingua Portuguesa dos alunos da 4.% série

4° série de 1997

-4,0 -3,0 -2,0 -1,0 0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0
habilidade

6.3.4 Interpretagao dos resultados

Podemos observar que o grafico da 4.% série encontra-se deslocado para a
direita, com relagao ao grafico da 3. série. Houve um aumento na média da 4.%
série em relagao a 3.% (representada pela linha tracejada). Também podemos
observar que os alunos da 4.% série parecem ser mais homogéneos do que os
alunos da série anterior, com relagao a habilidade em Lingua Portuguesa.

Foi feita uma transformacao linear nas estimativas dos parametros dos itens
e das habilidades dos alunos, visando um melhor entendimento dos resulta-
dos. Apds essa transformacao, a média e o desvio-padrao das habilidades dos
alunos da 3.% série de 1996 em Lingua Portuguesa foram fixados em 50 e 16,
respectivamente. Para a 4.% série os valores obtidos foram 62 e 13.
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Com todos os 58 itens na mesma métrica, o préximo passo foi a identificacao
de niveis ancora — conforme descrito na Secao 6.1 — que pudessem caracterizar
a escala de conhecimento em Lingua Portuguesa da 3.% e 4. séries.

Assim, foi possivel a caracterizagao de 5 niveis ancora (nos pontos 5, 30, 45,
60 e 75) na escala de habilidades de Lingua Portuguesa da 3.% e 4.% séries. Cada
um desses niveis ancora é formado por um conjunto de itens, que caracterizam
esse ponto na escala de habilidades, de acordo com a natureza e o grau de
conhecimentos que eles exigem.

Apés a identificacdo dos niveis ancora, um grupo de especialistas analisa
e interpreta o conjunto de itens que o compoem, a fim de caracterizar cada
ponto da escala. A seguir, exemplificamos como ficou a caracterizacao de um

determinado nivel ancora da escala de habilidades em Lingua Portuguesa da
3.% e 4.% séries do SARESP:

Nivel 60 - Lingua Portuguesa

Neste nivel, os alunos sdo capazes de identificar o narrador e revelam ter
nogoes relativas ao papel geral que este assume na historia. Com relagdo ao uso
e interpretacao da Lingua Portuguesa, reconhecem a funcdo do sinal de inter-
roga¢do no texto. Nos textos narrativos-descritivos, identificam os diferentes
elementos que estruturam o texto, discernindo ou reconstituindo a sequéncia
l6gica dos fatos narrados. Em texto de correspondéncia (bilhete), conseguem
interpretar o sentido da mensagem, percebendo implicagcées logicas entre as
informacoes contidas no texto.

Demonstram, ainda, certa familiaridade com a leitura de historias em qua-
drinhos, fazendo a leitura de imagens e inferindo o significado atribuido a uma
expressao onomatopaica como, por exemplo, “PLOFT”  identificado como o
barulho de um livro ao ser fechado.

Além da interpretacao de cada ponto que caracteriza a escala de habilidades,
também foi calculada a porcentagem de alunos em cada série que dominavam
os assuntos descritos em cada nivel, visando avaliar os ganhos, em termos de
conhecimentos, de um ano para outro. Por exemplo, para o nivel 60, descrito
anteriormente, chegamos aos seguintes resultados:

Em 1996, a porcentagem de estudantes que respondiam questoes desse nivel
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era de 26,6%. Em 1997, essa porcentagem passa a ser de 55,8%. Ou seja,
houve um ganho de 29,2% (pontos percentuais) da 3.% para a 4.% série.

Por fim, foi estimada a habilidade média (e o respectivo erro-padrao) em
Lingua Portuguesa, para cada escola. Assim, cada uma delas recebeu um bo-
letim, indicando o desempenho médio da escola, da delegacia da qual ela faz
parte e também o resultado médio geral (ou seja, da populagao toda, que no
caso, sao todas as escolas publicas estaduais de Sdo Paulo). Com base nessas
informacoes, cada instituicao de ensino pode verificar qual sua situacao em
relagdo as demais, além de avaliar os ganhos de seus alunos de um ano para
outro, e de ter indicagoes sobre quais os assuntos em que seus alunos ainda
estao deficientes.

Obviamente, todos os resultados obtidos sao também enviados para as De-
legacias de Ensino e para a Secretaria de Estado da Educagao de Sao Paulo.
Assim, a partir das informagGes fornecidas pelo SARESP, as a¢oes podem ser
tomadas tanto a nivel de cada instituicdo de ensino, quanto em proporcoes
estaduais.

Dando prosseguimento ao estudo, em 1998 uma das séries avaliadas pelo
SARESP foi a 5.7 série do Ensino Fundamental, nos periodos diurno e noturno.
Para cada uma das disciplinas avaliadas dois tipos de provas, com alguns itens
comuns, foram aplicados em cada uma das populacées — diurna e noturna.
Novamente, as provas aplicadas nao tinham itens comuns com as provas dos
anos anteriores.

Mais uma vez, foi montada uma prova de ligacdo, composta de itens utili-
zados nas provas de 3 das 4 populagoes de interesse: 4.% série de 1997, 5.¢ série
diurna de 1998 e 5. série noturna de 1998. Essa prova foi aplicada entao a
uma amostra de alunos que cursavam a 4.% série em 1998. Essa populacao adi-
cional também foi introduzida no estudo apenas com o objetivo de possibilitar
a equalizacao.

Cabe ressaltar que a meta agora era colocar os alunos da 3.% série de 96,
4.% série de 1997 e 5.% séries diurna e noturna de 98, todos na mesma escala.
Nessa nova equalizagao, os itens da 3.% série nao precisaram mais entrar na
prova de ligagao, pois a 3.% e a 4.% séries j4 haviam sido colocadas na mesma
métrica. Na verdade, agora é como se fossemos apenas “colar’a 5.% série nas
séries anteriores. Assim, essa segunda equalizacao foi realizada de uma ma-
neira bastante distinta da primeira. Os itens calibrados no ano anterior foram
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mantidos fixos durante o processo de estimacao e apenas os itens aplicados a
5.% série foram calibrados, resultando ao final do processo, num conjunto de
itens de 3.% a 5. séries, todos na mesma escala. Dessa maneira, a escala de
habilidades da 3.% e da 4.% séries pode ser ampliada com a entrada da 5.% série
e interpretada para todo esse conjunto de alunos.

Concluindo, esse estudo, além de avaliar o desempenho da rede estadual
de Sao Paulo ano a ano, também vem fornecendo indicadores quantitativos
de como as intervencodes no ensino publico tém afetado o conhecimento dos
alunos de uma série para outra, e esse tipo de questao sé pode ser respondida
através das ferramentas fornecidas pela TRI.

No préximo capitulo, discutiremos alguns dos recursos computacionais dis-
poniveis para a andlise de dados via TRI. Em particular, descreveremos o
desempenho de dois programas computacionais frente aos diferentes tipos de
equalizacao abordados no Capitulo 4.
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Capitulo 7

Recursos computacionais

7.1 Introducao

Sem duvida alguma, o crescimento e a divulgacao da TRI sempre estiveram
intimamente ligados ao desenvolvimento paralelo de recursos computacionais
que viabilizassem sua utilizagdo. Isto porque as ferramentas matematicas ne-
cessarias para sua aplicacdo sao muito mais complexas do que as técnicas
empregadas na Teoria Classica de Medidas.

Desde suas primeiras aplicacoes, pesquisadores tém desenvolvido seus pro-
prios programas computacionais, mas é certo que sua utilizacao em larga escala
depende diretamente da disponibilidade de programas computacionais comer-
ciais no mercado. Na Europa e nos Estados Unidos, desde a década de 70
foram lancados varios programas especificos para andlise via TRI. Aqui no
Brasil, onde a utilizacao da TRI é bem mais recente, hd uma variedade bem
menor de programas computacionais comerciais sendo usados.

Neste capitulo, vamos comentar os programas computacionais comerciais
mais usados atualmente no Brasil e que se propdoem a resolver, na pratica,
muitos dos problemas abordados pela TRI e que foram descritos nos capitulos
anteriores.

7.2 Recursos computacionais

Iniciaremos pelo programa TESTFACT (ver Wilson et al.(1991)) que pro-
duz vérias estatisticas descritivas para os itens de um teste, inclusive algumas
das utilizadas pela teoria classica, mas que também tem recursos importantes
para a TRI, usados na verificagao da dimensionalidade dos testes: técnicas de
anélise fatorial especificas para serem aplicadas em itens. Dois tipos especiais
de andlise fatorial, que foram elaboradas para varidveis dicotomicas (como é
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o caso dos itens, quando sdo considerados como certo ou errado), estdo im-
plementados neste programa. Uma delas é a andlise fatorial feita a partir da
matriz de correlacao tetracérica, que é um tipo especial de correlagao, utili-
zada quando as varidveis assumem apenas os valores 0 ou 1 (ver Divgi (1979)).
A outra técnica implementada é a andlise fatorial plena, baseada no método
de maxima verossimilhanca (ver Mislevy (1986b)).

Para a analise de itens nao dicotémicos, podemos citar o programa PARS-
CALE (ver Muraki & Bock (1997)), que tem implementados os modelos de
Resposta Gradual e de Créditos Parciais, descritos no Capitulo 2. Em sua
versao mais recente, é possivel fazer analises para mais de um grupo de res-
pondentes.

Dos programas disponiveis no mercado, os que sao atualmente mais utiliza-
dos nas anélises envolvendo a TRI - aqui no Brasil - sao o BILOG (ver Mislevy
& Bock (1990) e o BILOG-MG (ver Zimowski et al. (1996)). Estes dois pro-
gramas sao especificos para andlises via TRI de itens dicotomicos ou dicotomi-
zados e ambos tém implementados os modelos unidimensionais logisticos de 1,
2 e 3 parametros. A diferenca béasica entre eles é que o BILOG-MG permite a
andlise de mais de um grupo de respondentes, enquanto que o BILOG permite
apenas analisar respondentes considerados como provenientes de uma unica
populagao.

Vamos comentar a seguir quais dos métodos de estimacdo descritos nos
Capitulos 3 e 5 estdo implementados nestes dois programas e também dar
uma énfase especial ao desempenho deles perante as diversas situagoes que
envolvem equalizacoes, descritas no Capitulo 4.

7.2.1 Os programas BILOG for Windows v. 3.09 e BILOG-MG
v. 1.0

Esses dois programas executam a andlise em trés etapas, chamadas de fa-
ses 1, 2 e 3, que se caracterizam pelo tipo de tarefas realizadas em cada uma
delas. Na fase 1, que é a fase de entrada e leitura de dados, o usudrio deve
fornecer ao programa basicamente dois tipos de informacao: a identificacao
de cada individuo com suas respectivas respostas ao teste e o gabarito (que
é uma sequéncia contendo as alternativas corretas dos itens que compoem o
teste). Também é possivel fornecer as respostas ja corrigidas, ou seja, ja co-
dificadas como 0 ou 1. Nesse caso nao ha a necessidade do gabarito, pois o
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programa ird interpretar 1 como acerto e 0 como erro. No caso de esquemas
amostrais complexos, pode-se fornecer ao programa pesos diferentes para cada
um dos individuos. Essas informagoes devem estar em arquivos do tipo ASCII.
Os arquivos de saida, fornecidos ao usudrio, também estarao neste formato.
Nessa fase é feita a“corregao”da prova de cada respondente (no caso de ter
sido fornecido o arquivo com as respostas originais) e sdo calculadas algumas
estatisticas descritivas, tais como: nimero de individuos submetidos a cada
item, nimero e porcentagem de acerto em cada item e algumas correlacoes de
interesse, como as correlagoes bisserial e ponto bisserial (ver Lord & Novick
(1968), por exemplo), usadas na Teoria Classica de Medida. A importancia
dessa etapa do processamento, além da verificacdo de que a leitura dos dados
foi feita corretamente, é que estas estatisticas sao utilizadas posteriormente
como valores iniciais para os processos de estimacao realizados nas fases se-
guintes. Além disso, estatisticas como a correlacao bisserial, fornecem um di-
agnostico preliminar dos itens, servindo por exemplo, na identificagao de itens
com problemas no gabarito.

A fase 2 é a fase da calibracao dos itens. Nesta fase, sdo estimados os
parametros dos itens, com seus respectivos erros-padrao. Os métodos de es-
timagao disponiveis serdo comentados na proxima se¢ao. O BILOG fornece
ainda gréficos contendo algumas informacgoes de interesse, tais como as curvas
caracteristicas e as curvas de informacao de cada item e do teste. No BILOG-
MG esses graficos também podem ser obtidos, mas com uma resolugao bastante
baixa. Isto se deve ao fato de que o programa BILOG j4 estd disponivel para
o sistema Windows, enquanto que o BILOG-MG ainda sé tem versoes para
o sistema operacional DOS. Junto com a curva caracteristica de cada item ¢é
fornecido também um teste de ajuste do modelo utilizado.

A fase 3 é a fase da estimacdo das habilidades dos respondentes. Aqui sao
estimadas as habilidades de cada um dos individuos, a partir dos resultados
obtidos na fase anterior. Essas habilidades inicialmente sao estimadas na escala
dos parametros dos itens. No entanto, pode-se especificar alguns tipos de mu-
dancas na escala, que serao feitas tanto nas habilidades como nos parametros
estimados na fase anterior. Maiores detalhes quanto aos métodos de estimagao
realizados nesta fase que estao disponiveis nesses programas serao fornecidos
na préxima segao.
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7.2.2 Métodos para a calibragao dos itens

Como foi dito na segao anterior, esses dois programas realizam inicialmente
a calibragao (estimagao dos parametros) dos itens e depois a estimacao das ha-
bilidades dos respondentes. Dois métodos de estimacao para os parametros dos
itens estdao implementados, tanto no BILOG, como no BILOG-MG: méaxima
verossimilhanca marginal e um método bayesiano de estimacdao por maxi-
mizagao da distribuicao marginal a posteriori.

Assim, como foi descrito nos Capitulos 3 e 5, para que os parametros dos
itens possam ser estimados através de qualquer um desses dois métodos, é
necessaria a utilizacao de distribuicoes de probabilidade para as habilidades
dos respondentes. Esses programas assumem que os respondentes representam
uma amostra aleatéria de uma populacao de habilidades que pode ser assumida
como tendo ou uma distribuicao normal padrao, ou uma distribuicao discreta
arbitrariamente especificada pelo usudrio, ou ainda uma distribuigao empirica,
a ser estimada conjuntamente com os parametros dos itens. Esta distribuicao
empirica é representada na forma de uma distribuicao discreta, através de
pontos de quadratura.

No caso de mais de um grupo de respondentes, quando usamos o BILOG-
MG, ao final do processo de calibracao dos itens sao fornecidas também esti-
mativas da média e desvio-padrao da distribuicao de habilidades a posteriori
para cada populacao.

Também, como ja foi citado nos capitulos sobre estimacao, na estimacao
por maximizacao da distribuicao marginal a posteriori, distribuicoes a priori
sao definidas para os parametros dos itens. No caso desses dois programas,
o usudrio pode especificar prioris normais para o parametro de dificuldade,
prioris log-normais para os parametros de discriminacao e prioris beta para o
parametro de acerto casual.

O BILOG e o BILOG-MG utilizam duas formas de resolver as equagoes de
verossimilhanca marginal: o algoritmo EM e o método “Scoring”de Fisher.

7.2.3 Métodos implementados para a estimagao das habilidades

Uma vez terminada a calibracao dos parametros, sera feita a estimagao
das habilidades dos respondentes. O BILOG e o BILOG-MG tém implemen-
tados os métodos de estimacao por maxima verossimilhanca, por esperanca a
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posteriori (EAP) e por maximo a posteriori (MAP). No método da méxima
verossimilhanca, as estimativas das habilidades dos respondentes sao calcula-
das pelo método de Newton-Raphson, utilizando-se uma transformagao linear
do logito do percentual de acertos dos individuos como valores iniciais. Os pro-
blemas ja descritos com as estimativas dos respondentes que tiveram erro total
ou acerto total sao contornados através de um artificio: os alunos que erraram
todos os itens ganham um meio certo no item mais facil. Alunos que acerta-
ram todos os itens, perdem um meio certo no item mais dificil. Apesar dessas
alternativas implementadas pelos dois programas, este método nem sempre
fornece boas estimativas nestes casos. No método EAP, as estimativas para
as habilidades sao calculadas utilizando-se pontos de quadratura para aproxi-
mar a distribuicao a priori das habilidades de cada respondente. O nimero de
pontos de quadratura é definido pelo usuario, que pode também escolher entre
uma priori que seja normal (e cujos parametros podem ser especificados pelo
usudrio), ou uma distribuicao discreta arbitraria (fornecida pelo usuério), ou
ainda uma distribuicao discreta empirica, através do uso dos pontos de qua-
dratura e de seus respectivos pesos gerados na fase 2. As estimativas EAP para
as habilidades dos respondentes estao sempre definidas, qualquer que seja o
padrao de respostas. Além disso, quando utilizamos a estimacio por EAP, é
fornecida uma estimativa da distribuigdo de habilidades da populacao de res-
pondentes, na forma de uma distribuicao discreta, dada pelos pontos de qua-
dratura. Esta distribuicao é obtida acumulando-se as densidades a posteriori
de todos os sujeitos em cada ponto de quadratura. As somas sdo entao nor-
malizadas para obter-se as probabilidades estimadas em cada ponto. Também
sao fornecidos a média e o desvio-padrao para essa distribuicao estimada. No
método MAP, as estimativas das habilidades sdo calculadas pelo método de
Newton-Gauss. Este procedimento sempre converge e fornece estimativas para
todos os padroes de resposta possiveis. E assumida uma distribuicao a priori
normal, cujos parametros podem ser especificados pelo usuéario, sendo que o
padrao definido nesses programas é a normal padrao.
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7.3 A equalizacao nos programas BILOG e BILOG-
MG

Quando desejamos que a equalizagao seja feita durante o processo de cali-
bragao dos itens, o uso de programas computacionais especificamente desenvol-
vidos para esse fim sao uma ferramenta bastante importante. O BILOG-MG
é um bom exemplo de um programa que pode ser utilizado na maioria dos
casos descritos no Capitulo 4. Nesta secao, vamos entao descrever quando é
possivel sua utilizagdo em cada um daqueles casos e em quais deles o BILOG
também pode ser usado. Os casos 1 a 6 tratam, respectivamente, das situacoes
descritas nas Segoes 4.2.1 a 4.2.6 do Capitulo 4. J& os casos (a) a (c) tratam,
respectivamente, das situagoes descritas nas Secoes 4.3.1 a 4.3.3.

7.3.1 O BILOG e o BILOG-MG frente a populagoes e/ou provas
distintas

Caso 1: Aqui temos um unico grupo fazendo uma unica prova. Por se tratar
do caso mais bésico, em que nao se faz necessario nenhum tipo de equalizacao,
podemos utilizar qualquer um dos programas computacionais disponiveis que
tratam da TRI, inclusive o BILOG e o BILOG-MG.

Caso 2: Aqui temos um unico grupo fazendo duas provas totalmente di-
ferentes. Por se tratar de um caso de equalizacao via populagao, basta que
todos os itens de ambas as provas sejam calibrados simultaneamente. Para
tanto, devemos fazer apenas uma ligeira alteragao nos modelos ja propostos,
incorporando a informagao da prova a que cada aluno foi submetido, uma vez
que a cada prova estd associado um conjunto de itens distintos. Este também
é um caso bastante comum que a maioria dos programas computacionais para
andlise via TRI é capaz de resolver. No BILOG-MG est4 situacao é tratada
sem maiores problemas. J4 no BILOG, ha uma limitacao técnica: as respostas
dos alunos devem estar ja corrigidas (codificadas com 0 ou 1), para que nao
haja necessidade de utilizar os gabaritos das provas, uma vez que o programa
nao consegue ler 2 tipos de gabaritos distintos.
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Caso 3: Aqui temos um unico grupo fazendo duas provas parcialmente
diferentes, isto é, com alguns itens comuns. Este caso é bastante semelhante
ao caso anterior, ou seja, a equalizacao também pode ser feita via populagdo. A
Unica observacao que podemos acrescentar é que devemos ter bastante cuidado
no tratamento dos itens comuns. E que embora esses itens aparecam nas duas
provas, eles nao podem ser “contados”duas vezes, ou seja, o nimero total de
itens a ser calibrado é o total de itens da prova A, mais o total de itens da
prova B, menos o nimero de itens comuns entre A e B.

Caso 4: Aqui temos dois grupos fazendo uma mesma prova. Por se tratar
de uma situacgao onde se faz necessdria uma equalizagdo via itens comuns, este
caso necessita de programas computacionais para andlise via TRI que tenham
implementados modelos para mais de um grupo. O BILOG, por exemplo, ndao
comporta esse tipo de problema, enquanto que o BILOG-MG foi especialmente
desenvolvido para modelar esse tipo de situagao. Se s dispuséssemos do BI-
LOG, uma alternativa seria calibrar as provas dos dois grupos separadamente,
e depois realizar uma equalizacdo a posteriori, como foi descrito no Capitulo 4.
Nesse caso, como todos os itens sao comuns, métodos de equalizacao a posteri-
ori, como o método Média-Desvio, produzem resultados bastante satisfatorios,
quando comparados a equalizacao feita durante o processo de calibracao dos
itens (ver Andrade (1999), por exemplo).

Caso 5: Aqui temos dois grupos fazendo duas provas totalmente diferentes.
Como j4a foi explicado no Capitulo 4, ndao hd nenhuma maneira de tornar
comparaveis os resultados desses dois grupos.

Caso 6: Aqui dois grupos sao submetidos a duas provas diferentes, mas que
tém alguns itens comuns. Assim como no Caso 4, esta é uma situagao tipica
para ser abordada no BILOG-MG, utilizando-se um modelo para mais de uma
populacdo e, portanto, nao é possivel o uso do BILOG. Como j4 foi citado no
caso 3, devemos apenas ter o cuidado de nao considerar duas vezes os itens
repetidos. Assim como foi comentado no Caso 4, aqui também pode-se resolver
o problema através de uma equalizacao a posteriori. No entanto, o desempenho
desse tipo de equalizacao torna-se bastante inferior a equalizacao feita durante
o processo de calibracao se o numero de itens comuns for pequeno.
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7.3.2 O BILOG e o BILOG-MG frente ao conjunto de itens a
ser calibrado

Caso (a): todos os itens sao “novos”. Quando desejamos calibrar o conjunto
completo de itens, temos o problema de estimacao mais comum e, portanto, ele
pode ser resolvido utilizando-se qualquer um dos programas computacionais
disponiveis que tratam da TRI, inclusive o BILOG e o BILOG-MG.

Caso (b): todos os itens ja sao calibrados. Se nao desejamos calibrar ne-
nhum dos itens, estamos interessados apenas em estimar as habilidades dos
respondentes. Este problema pode ser resolvido de maneira relativamente sim-
ples através dos programas BILOG e BILOG-MG, sendo necessario apenas
fornecermos um arquivo contendo as estimativas dos parametros de interesse.
No entanto, cabe aqui uma observacao: quando se utilizar o BILOG ou o
BILOG-MG é sempre recomendavel utilizar as estimativas dos parametros na
escala “ original”, isto é, como foram fornecidas pelo programa, sem que te-
nham sofrido nenhum tipo de transformacao linear. Isto porque, quando se
utiliza os métodos EAP ou MAP para estimar as habilidades dos responden-
tes, faz-se necessario o uso de uma distribuicao a priori para a habilidade de
cada um desses respondentes, e o padrao desses programas € utilizar a distri-
buicao normal padrao ou outras distribuicoes discretas, mas sempre com média
e desvio-padrao nas vizinhancas dos valores 0 e 1, respectivamente. Assim, se
por exemplo, a métrica da populagao em que os parametros foram estima-
dos tiver sido transformada para (200,40), haverd problemas na estimagao das
habilidades dos novos respondentes.

Caso (c): alguns itens s@o“novos”e outros jd estao calibrados. Neste caso,
desejamos calibrar alguns itens e manter os parametros de outros, que ja foram
calibrados anteriormente. Para que possamos fixar parametros de alguns itens
e calibrar o restante utilizando o BILOG e o BILOG-MG, deveremos neces-
sariamente utilizar um método de estimacao bayesiano, uma vez que o Unico
procedimento disponivel nesses programas para fixar apenas parte dos itens,
é o uso de distribuicoes a priori convenientes para os parametros desses itens.
Para os itens novos, que desejamos calibrar, utilizamos as prioris padrao su-
geridas pelo programa. Ja para os outros itens, definimos prioris cujas médias

Andrade, Tavares & Valle SINAPE 2000



7.3 A equalizagao nos programas BILOG e BILOG-MG 131

sao os proprios valores dos parametros que desejamos fixar e cujos desvios-
padrao sao tao pequenos que a distribuigao torna-se praticamente degenerada
naquele ponto. O que ocorre na préatica é que todos os parametros sao estima-
dos novamente, mas a convergéncia daqueles itens conhecidos ¢é artificialmente
induzida para os valores que desejamos. Pode-se também “reforcar” ainda mais
a convergéncia utilizando-se outro recurso do programa, que é a defini¢ao, por
parte do usuario, de valores iniciais convenientes. Mas, o uso deste tipo de pro-
cedimento pode acarretar alguns problemas. Por exemplo, se nao utilizarmos
novamente o mesmo grupo de respondentes da calibracao inicial, poderemos ter
problemas para obter a convergéncia nessa segunda calibracao. E, na pratica,
muitas vezes nao dispomos do conjunto original de respondentes para juntar-
mos aos respondentes da nova aplicacao. E devemos ressaltar que estamos nos
referindo ao caso em que ha uma unica populacao sendo submetida a uma
unica prova. O problema se torna ainda mais complexo, no caso de termos
mais de uma populagao envolvida (comentaremos essa situacao a seguir).

7.3.3 O uso do BILOG-MG quando desejamos fixar parte dos
itens e calibrar o restante, e ha mais de uma populagao
envolvida

Quando hé duas (ou mais) populagoes envolvidas (Casos 4 e 6), e utiliza-
mos o0 BILOG-MG para estimar parte do conjunto de itens, fixando os demais
(Caso (c)), poderemos ter problemas com a métrica. E que, como hé mais de
uma populagdo envolvida nos processos de estimagao, para resolver os pro-
blemas de indeterminacao de escala, o programa pede ao usuario que defina
uma das populagbes como sendo a referéncia, que serd definida como tendo
média 0 e desvio-padrao 1, e entao, as demais populagoes serao posicionadas
com relacao a ela. Vamos entao imaginar a seguinte situagao, ilustrada na Fi-
gura 7.1: utilizamos amostras das populagoes 1 e 2 para calibrar um conjunto
de itens, provenientes de duas provas (A e B). Estas provas tinham 30 itens
cada, sendo 15 itens comuns. A populacao 1 foi utilizada como referéncia. Ao
final do processo, temos um conjunto de 45 itens (= 30 + 30 - 15) calibrados,
além das habilidades dos respondentes das duas populagoes. Digamos que as
estimativas obtidas para os parametros populacionais dos dois grupos tenham
sido, respectivamente, (0,1) e (2,2). Desse modo, um item i, cuja estimativa
do parametro b foi 1 estd, usando-se como unidade o desvio-padrao da po-
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pulacdo 1, 1 desvio-padrao acima da média da populacdo 1 (e portanto, é
relativamente dificil para este grupo) e 1 desvio-padrao abaixo da média da
populagao 2 (e portanto, é relativamente facil para este grupo). Suponha agora
que temos outras duas provas C e D, que serdao submetidas, respectivamente,
a amostras das populacoes 3 e 4. Ambas as provas sdo compostas de 30 itens,
sendo que ha 10 itens comuns entre elas. Suponha ainda que além disso, hé
10 itens na prova C que sao comuns com a prova B e, portanto, que ja foram
calibrados anteriormente.

Figura 7.1 Esquematizacao dos itens comuns entre as provas

populagdo 1 populagtio 2 populagdo 3 populagdo 4]
O O @ O

| | } !

prova A prova B prova C prova D
N 10 itens § < N
M) fers  ImMmMmm)
comuns 10 itens

15 itens 20 itens

7

A

<>
/5 itens / 15 itens

-
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10 itens
i

Desejamos entao fixar os parametros desses 10 itens obtidos na calibragao
anterior e estimar todos os restantes. O motivo para isto seria que, procedendo
desta maneira, farfamos uma equalizacao entre as populacoes 1, 2, 3 e 4, tor-
nando possivel qualquer comparacao entre elas. Mas, o que aconteceria se,
para tanto, utilizassemos apenas as populagoes 3 e 47 Para comegar, terfamos
que definir uma populacao de referéncia, digamos a populagao 3. Logo, essa
populacao serd definida como tendo parametros (0,1), para que a populacao 4
seja posicionada com relagao a ela. Supondo que aquele item ¢, cujo valor de b
é 1, foi um dos 10 itens que tiveram seus parametros fixados, que interpretagao
deveriamos ter sobre a relacdo desse item com a populagao 37 A mesma que
ja tivemos com relacao a populagao 1: que ele estd 1 desvio-padrao acima da
média da populacao 3 e portanto, é relativamente dificil para este grupo. O
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fato de termos as populagoes 1 e 3 necessariamente com a mesma distribuigao
de probabilidade é um problema, pois sabemos que se tratam de populagoes
diferentes. Suponhamos que essas populagoes sejam, respectivamente, a 3.2, a
4.2 a 5.2* e a 6.2 séries do ensino fundamental. Seria perfeitamente razoavel
esperarmos que as médias das distribuicoes de habilidades destas populagoes
mantivessem uma relacdo crescente de ordem. Assim, se a 3.* série fosse fi-
xada como tendo parametros (0,1) e a 4.a série tivesse entdo seus parametros
estimados em (2,2), esperariamos ter uma média maior do que 2 para a 5.2
série, e nao (0,1). Desta maneira, aquele item i, cujo parametro de dificuldade
foi estimado em 1, deveria estar necessariamente abaixo da média da 5.2 série.
H& pelo menos 2 maneiras de solucionarmos este problema. A primeira, que
nem sempre é possivel, é utilizarmos novamente os respondentes utilizados nas
provas A e B no processo da calibragao das provas C e D. Fixarfamos todos
os itens das provas A e B enquanto calibrariamos os itens novos das provas
C e D. Desta maneira, poderiamos definir novamente a populacao 1 como
sendo a referéncia, e entdo nao haveriam mais problemas no posicionamento
das populagoes 3 e 4. Mas, como ja foi dito, nem sempre é possivel proceder
desta maneira, pois poderiamos nao dispor dos respondentes utilizados na pri-
meira calibracao. Uma outra maneira de solucionar o problema de maneira
adequada, seria fazer uma equalizagdao a posteriori, que ja foi comentada na
Secao 4.4.

No proximo capitulo serao feitas consideragoes finais sobre esse trabalho e
algumas sugestoes para futuras pesquisas e aplicacoes.
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Capitulo 8

Consideracoes gerais

Para finalizar, faremos uma breve discussao sobre os problemas encontrados
na aplicagao dessa teoria, possiveis topicos de pesquisa e a utilizacao da TRI
em outras areas do conhecimento.

Nesse livro procuramos introduzir os principais conceitos, modelos, métodos
de estimacao e aplicacoes da Teoria da Resposta ao Item, com o objetivo de
mostrar o grande potencial da sua aplicacao na area de avaliacao educacional,
em especial quando hé a necessidade da comparacao do desempenho de duas
ou mais populacoes de individuos.

Apesar desta teoria ter mais de 50 anos, somente nos ultimos 15 é que ela
vem sendo aplicada em larga escala nas principais avaliagoes educacionais de
diferentes paises. Atribui-se este fato a complexidade matemética dos métodos
envolvidos, praticamente inviaveis sem o auxilio do computador. O que temos
observado é que a teoria vem sendo desenvolvida num ritmo que ainda nao vem
sendo acompanhado pelo desenvolvimento de programas computacionais efici-
entes, que viabilizem sua utilizacao em maior escala. Além disso, a aplicagao
apropriada desta teoria exige necessariamente o envolvimento de especialistas
em avaliag@o e em estatistica. Nesse sentido, faz-se imprescindivel a elaboracao
de grupos de trabalho, que possibilitem a integracao de profissionais de ambas
as areas. Justamente pelo fato da TRI ter sido ainda tao pouco explorada,
varios pontos tém sido levantados na literatura sobre sua adequagao. Alguns
deles ainda permanecem em aberto.

Podemos citar, por exemplo, a questao da dimensionalidade do espago de
tracos latentes envolvidos na avaliacao. Todos os modelos que vém sendo efeti-
vamente utilizados pressupoem que o conhecimento que se deseja medir pode
ser representado por uma unica habilidade. Alguns autores tém defendido a
tese de que os modelos unidimensionais tém fornecido bons resultados, mesmo
em situacoes multidimensionais, desde que uma das dimensoes possa ser con-



136 Consideragoes gerais

siderada predominante. Mais recentemente, modelos para mais de uma di-
mensao tém sido propostos, mas ainda nao tém sido aplicados devido a nao
disponibilidade de recursos computacionais e também a sua maior dificuldade
de interpretagao. Um estudo interessante seria o da dimensionalidade da prova
objetiva do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM), cujos itens sao elabo-
rados a partir de situagoes-problema devidamente contextualizadas na inter-
disciplinaridade das ciéncias e das artes em sua articulagao com o mundo em
que vivemos.

A questao da equalizacao entre diferentes populagoes também sempre foi
um ponto bastante discutido na literatura. Conforme comentamos neste tra-
balho, a proposta recente de modelos para varios grupos de Bock & Zimowski
(1997), que viabilizam a equaliza¢ao durante o processo de calibragao, deu um
novo rumo a solucao desta questao, tendo em vista que os modelos anteriores
envolvem outros erros de modelagem, além daqueles da prépria teoria. Sugeri-
mos a leitura de Goldstein & Wood (1989), Mislevy (1992), Goldstein (1994)
e Hedges & Vevea (1997), entre outros, para um melhor entendimento destes
problemas e suas solucoes.

Outro ponto que poderiamos citar, foi levantado por Mislevy (1991) e diz
respeito a qualidade da estimacao da distribuicao das habilidades dos elemen-
tos de uma populagdo. O autor discute a possibilidade de se obter melhores
estimativas da variabilidade das habilidades, utilizando-se também outras in-
formacoes dos respondentes que possam estar associadas com suas habilidades.
Exemplos dessas informagoes seriam o grau de escolaridade dos pais, o habito
de leitura do respondente, a condigao sécio-economica da familia, etc. Esta
metodologia é baseada no conceito de imputacao multipla de dados faltantes e
os valores obtidos para as habilidades sao denominados de “valores plausiveis”.
Mas, ainda existem alguns fatores que dificultam a aplicacdao desta metodolo-
gia, e o principal deles como sempre, é a nao existéncia comercial, até o presente
momento, de programas computacionais apropriados. Além disso, hd também
a dificuldade da obtengao de informagtes adicionais relevantes ao problema
que sejam fidedignas e a inclusao dessas mesmas informacoes no modelo.

Ha ainda outros pontos que tém sido poucos explorados, como por exemplo,
modelos multivariados e modelos longitudinais. Os modelos multivariados se-
riam adequados para as situagoes onde um mesmo respondente é submetido a
mais de um teste e os modelos longitudinais, para as situacoes onde o desem-
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penho de um mesmo respondente é acompanhado ao longo do tempo. Esses
ultimos modelos deveriam permitir a incorporacao de possiveis estruturas de
covariancia entre as habilidades dos individuos avaliados ao longo do tempo.
Estes modelos poderiam ser aplicados, por exemplo, nas andlises dos dados
gerados pelo projeto AVEJU, da Secretaria de Estado da Educagao do Estado
de Sao Paulo, que acompanhou um grupo de alunos da escola publica estadual
da la. série (1992) até a 3a. série (1994) do Ensino Fundamental, e do projeto
FUNDESCOLA em implementagao pelo INEP/MEC, que devera acompanhar
um grupo de alunos de escolas publicas de 6 estados, desde a 4a. série (1999)
até a 8a. série (2003) do Ensino Fundamental.

Para finalizar, gostariamos de ressaltar dois outros pontos. O primeiro diz
respeito a disseminacao do uso da TRI em avaliacoes educacionais brasilei-
ras, que sem duvida alguma dependerd muito da integracao de especialistas
das dreas de estatistica e educacdo. A criacao de programas de pés-graduagao
envolvendo departamentos de estatistica e de medidas em educacao em algu-
mas de nossas universidades, seria de fundamental importancia. A primeira
aplicagdo da TRI no Brasil foi na andlise do SAEB 95. Desde entao, os 6rgaos
governamentais, através do MEC e algumas Secretarias da Educacao, vem va-
lorizando e incentivando o uso dessa teoria nas suas avaliagoes. No entanto, o
mercado de trabalho ainda esta bastante deficiente de profissionais com tais
qualificacoes. O segundo ponto diz respeito a disseminacao do uso da TRI em
outras areas do conhecimento.

Um ponto importante dessa metodologia é que tanto os itens, através de seus
parametros, quanto o traco latente associado sao medidos em uma mesma
métrica, permitindo com isso uma operacionalizagdo dessa caracteristica la-
tente que estd sendo medida, bem como a adequacao e a contribuicao de
cada um dos itens aplicados nessa operacionalizacao. Essa propriedade tem
levado pesquisadores de diferentes areas a aplicarem o modelo de Rasch, mo-
delo com um tnico parametro (o parametro b de dificuldade), na andlise e
interpretagao de varios instrumentos de avaliagdo (medida). Trés exemplos re-
centes seriam os trabalhos de DeRoos & Allen-Meares (1998), Tennant et. al.
(1996) e Granger et. al. (1998). O primeiro em psiquiatria e os dois ultimos em
reabilitacao médica. O modelo de Rasch é também descrito em Marcoulides
(1998) como um dos métodos modernos mais importantes para a pesquisa na
area de negocios. Sugerimos aos leitores mais interessados a participagao nas
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listas de discussao rasch@acer.edu.au e irt@listserv.vt.edu e uma pesquisa no
site hitp://www.rasch.org/.
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Apéndice A

Desenvolvimento das expressoes do
Capitulo 3

A.1 Expressoes da pagina 40

Para chegarmos as expressoes de H (¢;) e h({;) usadas em (3.25), notemos
que de (3.22)

6logL Zn: (uﬂ—Pﬂ) (8231 >_<uji_Pji>2<8Pji> <8.Pﬂ>/
- 9¢,0¢; aCz : PjiQji 9¢,0¢; PjiQji e a¢; .

7j=1
(A1)
Porém,
OPLQ*. OP*

Jiegio _ * Jt ) b o

Doy = (1 2P]z) Doy a; € {a;, b, ¢},

62P'i * )k *

8%2] = D*(1—¢)(0; — b:)*P5Q5(1 — 2P5), (A.2)
0*P;; . .
8aiajbz~ = —D(1—¢)P;Q5{1+ Da;(0; — b;)(1 —2P})}, (A.3)
9*Pj;
da;0c; (07 — bi) P05 (A.4)
82P"5 * )k *

(%12] = D*aj(1- ¢i) P5Q5i(1 — 2Pf), (A.5)
0*Pji .
anoe; DUl (A.6)
Pl _ 2y (A7)

Oc? oc;
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Com estas expressdes obtemos 9%Pj;/(9¢;0¢};). Sejam

D(]_ - Ci)(ej — bl)

« e y—1 [ OPji
hj; = (sz’jS) ! (8(; ) = _Dai(ll - ¢i)
! P~
ji
e w1 [ 0Py

—D(1 —¢;){1 + Da;(0; — b;)(1 —2P};)} D?a3(1— C:i)(l —2P%)

D*(1 = ¢;)(0; — bi)*(1 — 2P})
( —D(Hj — bz) Dai

Com isso, de (3.7) temos que

_ 0Olog L(¢)
- Wi * %
= > {(Uﬁ - sz‘)P;é; } (Fji@ji)hi
j=1 1 [
= ) (uji — Pj)Wihy;. (A.8)
j=1
Retornando a (A.1),
_ Olog L(¢)
M= Tacad
- lipl * )k liP 2 * )k /
- Z{(Q‘PQ) Q- () (%Qﬁhﬁhﬁ}
j=1
= > (uji — Pyi)Wyi {Hjs — (wji — Pyi)Wiihjihl; } . (A.9)
j=1
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A.2 Expressoes da pagina 46

Para chegarmos as expressoes de H(6;) e h(6;) usadas em (3.40), notemos
que de (3.35),

o? ]ogL Z Ujj — Pji 8Pﬂ n Uji — Pﬂ 62Pji
TR ae P;iQyi 90 PiQsi ) \ 062

1=1

I
=% (Uﬁ - Pji) 9*Pji\ (sz‘ - sz‘)2 <5Pﬂ>2 (A.10)

(2

A segunda parcela em (A.10) é obtida por (3.37). Com relacao & primeira,
temos

PP

L = D1 )P - 2P (A11)
J
Sejam
« e -1 [ OFji
90,

* vk O\ — 8QF)Z *
Hy = (P5Q5)™" ( 892’ ) =D%a}(1—¢;)(1—2P)).  (A.13)
J

Com isso, de (3.38) temos que

0log L(0)
h(b;) = ————
o) = "5

! Wi

= Z {(UJZ - P?Z)P* Q* } ( ]74Q]7') Ji
=1

= Z uﬂ - ]’L
=1
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Retornando a (A.10),

0log L(0)
H(b;) = —Fm—
69]-
_ z[: <“ﬂ_Pﬂ> (P5Q%)Hji — (MY(P*-Q*-‘)%Q--
=1 P;iQji JER PjiQji S
I
= > (wji — Pi)Wji {Hji — (uji — Pii)Wyih3} - (A.14)

=1

A.3 Expressoes da pagina 59

-~

Para chegarmos as expressoes de Hpr(¢) e hpr(¢;) usadas em (3.72), co-
mecemos adotando a notagao
Wi (uji— b))
PrQ; PiQi

vji = (uji — Bi)

Segue, de (3.55) e (3.62), que

PO _ [, (2
o, i\,

Segue de (3.59) que a segunda parcela de (3.71) é obtida por

mo = " perem = fo o (5 )| 0w o

Com relagao a primeira parcela de (3.71), notemos que

PP(ul¢m) D (2PN pra
Tacos T A, {/B { (84) } P(”J"@’W'")d@}

_ /]Rai{[vﬁ@éf)l] P(uﬂ@,()}g(@\n)d@. (A.17)
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Utilizando (A.15) e o desenvolvimento em (3.24), temos

£l (2)] e} |
[ (22 e (52) (32
() ) () e (2

ac.a¢. 73
9%P,
- <acacz Plu16,¢)

Segue de (A.17) que

9*P(uj|¢,m) _ / vﬁ< 2P,

Seac sea ) P16, Cg(Cln)as

Portanto, a primeira parcela em (3.71) pode ser escrita como

_ 9PP(uy|¢,m)/(9¢,0¢) 02P;
Hiio = Plusy 1C, ) N / Kk (acm) j(0)d6. (A.18)

Por (3.62), para [ # i

PP(us|Cm) _ 0 (2B pa,
“acs = s U (56) [ Prsio. s}
_ [, (2P@sl6.O (0P
= [ o (PR (28 i

P\ (0P’
= /Rvjﬂ)j[ (acj) (8CZ) P(“JW?C)Q(G‘T’)CM

Portanto, para [ # i, a primeira parcela em (3.71) pode ser escrita como
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0*P(u; |¢,m)/(96,96)  _ _(om) (op,
Hag) Pl 16m) = [ (%) <acz) 5 (68
(A.19)

Podemos agora obter as equacoes de estimacao para ¢. Com as expressoes
(A.2) a (A.7) obtemos 0?P;/(9¢;0¢}), i =1,---, 1. Sejam

hi = (PQ;) (C) ( 15@521(9 ;)))
P
Hi = (PQ)” (aiag)

D2(1 —¢;)(0 — b;)%(1 — 2PF) :
= (D(lci){l—kDai(Qb)(lQP*)} D2%a 2(1—@)(1—213*) )
0

—D(@—b@) Da;
e, para i # [,
OP;\ (0P

Hy = hhj = (FQ) ' (FQ) ) (2

’ = e waen (50 ) (56
D2(1—c¢;) (1 —¢)(0—b)(0 —b) —D2%a;(1—ci)(1—c)(0—b;) D(1—c;)(0—b;)/ P
= ( —D2%a;(1 —¢;)(1 — ¢;)(0 — by) D2a;a;(1 — ¢;)(1 —¢;) —Da;(1— )/P )

D(L—e)(0—b)/ P} —Da;(1—¢)/P; (PPt

Retornando a (A.18), temos que a primeira parcela de (3.71) pode ser rees-
crita como

e, para i # [,
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Hy, = / (wi = P)(uy — P)W,WiHug)(6)d0  (A.20)
R

Com isso, chegamos a

2
H(C,¢) = Llosllem)

9¢,0¢;
= Z?”j {Hﬂ(j) — hZ(J)hg(])} . (A.21)
j=1
Basta, agora, definirmos:
h(41) H(Cl?Cl) H(Cl’CI)
hpr(€) = : e Hpi(¢)= : : :
h(CI) H(CDCI) H(CI)CI)
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