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Lista 2 - Introducao a Probabilidade e Estatistica

Modelo Probabilistico

1 — Uma urna contém 3 bolas, uma vermelha,
uma verde e uma azul.

a) Considere o seguinte experimento. Retire
uma bola da urna, devolva-a e retire uma
segunda bola. Descreva o espago amos-
tral.

b) Repita o exercicio no caso em que a pri-
meira bola retirada nao é devolvida.

2 — Proponha o espago amostral para os se-
guintes experimentos

a) Uma moeda ¢ langada duas vezes.

b) Um dado e uma moeda sao langados si-
multaneamente

c) Uma caneca cai de uma mesa.

d) Duas cartas sao retiradas de um baralho
de 52 cartas.

e) Um pacote de seis cartas numeradas é em-
baralhado e os nimeros sao revelados um
a um.

f) Langar uma moeda até sair cara.

g) Que horas seu relogio mostra agora.

3 — Dois dados sao lancados. Seja E o evento
em que a soma dos dados é impar; seja F' o evento
em que pelo menos um dos ntmeros na face vi-
rada para cima seja 1; e seja G o evento em que
a soma é 5. Descreva os eventos ENF, EUF, FN

G ENFC e ENFNG.

4 — Um dado é lancado sucessivas vezes até
aparecer um 6 na face virada para cima. Neste
instante o experimento finaliza. Qual é o espago
amostral deste experimento? Seja E, o evento
em que n langamentos sao necessarios para com-
pletar o experimento. Que evento representa

(u;glEn)C?

5 — Um sistema esta formado por 5 compo-
nentes, cada uma das quais estd em funciona-
mento ou com falha. Considere o experimento
que consiste em observar o estado de cada com-
ponente. Assuma que o resultado do experimento
estd dado por um vetor (xy, X2, x3, X4, X5), onde Xx;
é igual a 1 se a i-ésima componente esta funcio-
nando e igual a 0 caso contrario.

a) Qual a cardinalidade do espago amostral
deste experimento.

b) Assuma que o sistema estara em funciona-
mento caso as componentes 1 e 2 estejam
funcionando, ou se as componentes 3 e 4
estao funcionando ou se as componentes 1,
3 e 5 estao funcionando. Seja W o evento
em que o sistema esta funcionando. Espe-
cifique os pontos amostrais de W.

c) Seja A o evento em que as componentes
4 e 5 falham. Qual a cardinalidade deste
evento?

d) Escreva todos os pontos amostrais do



evento ANW.

6 — O administrador de um hospital codifica
os pacientes vitimas de arma de fogo que ingres-
sam na unidade hospitalar segundo tenham ou
nao plano de saude (codigo 1 se tem cobertura e
codigo 0 se nao tiver) e de acordo a sua condigao,
que é avaliada como boa (b), razoavel (r) ou pés-
sima (p). Considere o experimento que consiste
em codificar estes pacientes.

a) Descreva o espago amostral deste experi-
mento.

b) Seja A o evento em que o paciente esta
em uma condigao péssima. Especifique os
pontos amostrais de A.

c) Seja B o evento em que o paciente nao tem
um plano de saide. Especifique os pontos
amostrais de B.

d) Apresente todos os pontos amostrais do
evento BC U A.

7 — Distribuicao de objetos em cubiculos.
Considere a estrutura do espago amostral decor-
rente de alocar k objetos (bolas, etc.) em n cu-
biculos (caixas, etc.) enumerados de 1 a n. Esta
classe de problemas aparece, por exemplo, na Fi-
sica Estatistica quando é estudada a distribuicao
de k particulas (protons, elétrons, etc.) entre n
estados (que podem ser niveis de energia). Na
fisica estatistica dizemos que:

eas particulas distinguiveis e que nao estao
sujeitas ao principio de exclusao de Pauli
(no maximo uma particula por sitio) obede-
cem as estatisticas de Maxwell-Boltzmann

eas particulas distinguiveis e que estao su-
jeitas ao principio de exclusao de Pauli (no
méximo uma particula por sitio) obedecem
as estatisticas de Bose-Einstein.

eas particulas distinguiveis e que estao su-
jeitas ao principio de exclusao, dizemos que
obedecem as estatisticas de Fermi-Dirac.

Descreva o espago amostral para estes modelos
de alocacao de particulas.

8 — Considere o experimento aleatério que
consiste em observar os primeiros n movimentos
de uma particula que se desloca aleatoriamente
no conjunto Z = {...,—1,0,1,...} dos nimeros
inteiros. A particula comega sua trajetéria na
origem no instante 0 e a cada instante de tempo
1,2, 3,... aparticula se move aleatoriamente para
a direita ou para a esquerda. Descreva o espaco
amostral deste experimento.

9 — Descreva o espac¢o amostral quando o ex-
perimento consiste em observar a trajetoria com-
pleta do passeio aleatorio. Isto é, se observar-
mos seus movimentos em todos instante de tempo
n,n € N.

10 — Considere uma urna que que contém M
bolas enumeradas 1,2, ... M onde M; bolas tem a
cor by,...,M, tem a cor b,,e Mi+---+M, =M.
Suponha que retiramos uma amostra de tama-
nho n < M sem substituicao. Descreva o espago
amostral do experimento.

11 — Mostre as seguintes relagoes
a) ENFCECEUF.
b) Se E C F entdao FC c EC,

) F=(FNE)UFNEL), e EUF =
EU(EC N F).

d) Para qualquer sequéncia de eventos
E\, E, ... defina uma sequéncia de even-
tos F1, F», . .. disjuntos dois a dois tais que

para cada n > 1,

n o
Vi Ei = Yin i



12 — Sejam E,F e G trés eventos. Encontre
uma expressao para os seguintes eventos

a) Apenas o evento E ocorre.

b) Os eventos E e G ocorrem mas nao o

evento F.
c) Pelo menos um dos eventos ocorre.
d) Pelo menos dois dos eventos ocorrem.
e) Os trés eventos ocorrem.
f) Nenhum dos eventos ocorre.
g) No méaximo, um dos eventos ocorre.
h) No méximo, dois dos eventos ocorrem.
i) Exatamente dois dos eventos ocorrem.
j) No méximo, trés dos eventos ocorrem.
13 — Suponha que um experimento é reali-

zado n vezes. Para qualquer evento E do es-
paco amostral seja n(E) o namero de vezes que o
evento E ocorre, e defina f(E) = n(E)/n. Mostre
que f(.) satisfaz os axiomas de uma probabili-
dade.

14 — Se P[E] = 0,9 e P[F] = 0,8 mostre que
P[ENF] > 0,7. Em geral, mostre a desigualdade
de Bonferroni,

P[ENF] > P[E] + P[F] —1

15 — Mostre que a probabilidade de que exa-
tamente um dos eventos E ou F ocorra ¢ igual a
P[E] + P[F] — 2P[E N F].

16 — Prove que P[E N FC] = P[E] — P[E N F).

17 — Mostre que A C B se e somente se
14 < 1p; e que ANB = 0 se, e somente se, 141 = 0.

18 — Mostre que se P e Q sao duas probabili-
dades entao aP + bQ ¢é uma probabilidade, onde
a,b > 0ea+b=1. Fornega um exemplo concreto
de uma mistura deste tipo.

19 — Se P é uma probabilidade, que axiomas
satisfazem P/2 ¢ P2.

20 — Seja (A,)neny uma sequéncia de eventos.

a) Mostre que se P[A,] = ,Vn € N entao
P[ﬂneNAn] =1.

b) Mostre que se P[A,] = 0,Yn € N entao
P[UneNAn] =0.

* 21 — Mostre que PIEUFUG] = P[E]+P[F]+
PIG] —P[ECNFNG]—PIENFCNG]—PIENFN
GCl = 2P[ENF N G).



Respostas dos Exercicios

1 Se denotarmos uma bola vermelha por Va,
uma verde por Ve e uma azul por A teremos que
o espago amostral serd dado por:
a) Q = {(Va,Va),(Va,Ve), (Va, A),
(Ve,Va),(Ve,Ve), (Ve, A), (A, Va), (A, Ve), (A A)}
b) Q = {(Va,Ve), Va, A), Ve, Va),
(Ve, A), (A, Va),
(A, Ve)}

2 a) Q= {(0,0),(0,1),(1,0), (1, 1)}, onde O repre-
senta coroa e 1 representa cara.

b) Q={G,a):i€{l,2,3,4,56}ac{0,1}}.

c) Ha varias opgoes dependendo de qual seja
o interesse de quem esteja observando o experi-
mento.

i) Q = {S, N} onde § representa que a caneca
quebrou e N representa que a caneca nao que-
brou.

i) Q={1,2,...} se o interesse for em registrar
o numero de partes da caneca espalhados no chao
apos a queda.

iii) Q = {A,B,D,E} se o interesse for em sa-
ber se ap6s a queda a caneca ficou virada para
Acima ou para Baixo; ou se a orelha da caneca
ficou para Direita ou para Esquerda.

d) Se C denota o conjunto de cartas, entao
Q={A:AcCel|Al =2} Em outras palavras,
Q consiste de todos os subconjuntos de duas car-
tas de um baralho de 52 cartas.

e) O espago amostral consiste de todas as per-
mutacoes do conjunto {1,2,3,4,5,6}.

f) Se registrarmos o numero de langamentos
necessarios até sair cara, Q = {1,2,...}.

g) Se o relogio for um digital podemos tomar
como espaco amostral Q = {(h,m,s) : h € Qp,m €
Qs € Qg}, onde Qp = {1,2,...24},Q,, =
{0,1,...,59} e Qs = {0,1,...,59}.

3 O espago amostral corresponde a este experi-
mento ¢ Q = {(L,1),(1,2),...,(6,6)} = {(w}, w2) :
w; € {1,2,3,4,5,6},i =1,2}. Desta forma temos
que

1) ENF ={(1,2),(1,4),(1,6),(2,1), (4,1), (6,1)}.

ii) E U F representa o evento em que a soma ¢é
impar ou pelo menos um dos dois nimeros sorte-
ados é o numero 1.

i) FNG ={(1,4),(4,1)}.

iv) EnFC = {(2,3),(2,5),(3,2),(3,4),(3,6), (4,3),
(4,5), (5,2),(5,4),(5,6),(6,3),(6,5)}.

V)ENFNG=FnG.

4 Uma escolha de espaco amostral ¢ dada por
Q={(nx,...,xp—1)yn=>22,x; #6,i =1,...,n—
1} U {1} onde (n, xi, ..., x,_1) representa a situa-
¢ao em que o numero 6 foi sorteado pela primeira
vez no n-ésimo langamento e x; representa o re-
sultado do i-ésimo lancamento. O evento {1} re-
presenta o evento no qual o niimero 6 é sorteado
no primeiro langamento.

C
O evento (U;’l‘ilEn) representa o evento em
que o nimero 6 nunca é sorteado.

5 a) 2° = 32.

b) W={(1111),(11,110),(,11,0,1),
(1,1,0,1,1), (1,1,1,0,0), (1,1,0,1,0), (1,1,0,0, 1),
(1,1,0,0,0), (1,0,1,1,1),(0,1,1,1,1), (1,0,1, 1, 0),
(0,1,1,1,0), (0,0,1,1,1), (0,0,1,1,0), (1,0,1,0,1)}.

c) 8.

d) AnNW = {(1,1,1,0,0), (1,1,0,0,0)}.

6 a) Q = {(1,b), (0,b), (1,r), (0,r), (1, p), (0, p)}.
b) A = {(1,p), (0, p)}.

¢) B ={(0,b),(0,r), (0, p)}.

d) BC U A ={(,p), 0,p), (1, b),1r)}

7 Modelo de Mazwell-Boltzman. Neste modelo
de alocagao de particulas em cubiculos as parti-
culas sao distinguiveis e um cubiculo pode com-
portar mais de uma particula. Nestas condigoes
o espaco amostral para este experimento ¢ dado
por Q = {(wy,...,wr) : 1 <w; <nVi}, onde w;
é o numero do cubiculo onde a i-ésima particula
¢ alocada. Note que |Q| = nk.

Modelo de Fermi-Dirac. Neste modelo as
particulas sao consideradas indistinguiveis e



ocupagao miltipla de cubiculos nao é permi-
tida. Neste caso, Q = {(wy,...,w,) : wW; =
Ooul Vj eZ;?:l w; = k}. Note que |Q| =

Modelo de Bose-FEinstein. Neste modelo as
particulas sao indistinguiveis e ocupag¢ao mul-
tipla dos cubiculos é permitida. Neste caso,
Q={(wp,...,wp) 1w >0¢ Z?:le =k}, onde
w; representa o nimero de particulas presentes

no cubiculo j. Note que |Q| = ("ZE}I)

8 Q={(w,wy,...,w, :w; € {—1L1}1<i < n}
onde w; = —1 representa um passo a esquerda no
i-ésimo movimento e w; = 1 representa um passo
a direita no i-ésimo movimento.
9 Q={—1L1} = {(w)iew : wi = —1 ou i € N}.
10 Q ={w :w = (a,...,a,) : ap # a; se k #
l,aj=12,...,M}. Note que |Q| = (M),,.
11 d) FF=E e F=En (m;;}EJC) parai > 2.
12 a) EnFC nGL.

b) ENGNFC.

c) EUFUG.

d) (ENF)U(ENG)U(FNQG).
e) ENFNG.

£y ECnFCnGC.

g) (ECNnFCnGOuENFINGL U (ECN
FnGCyuECNFCnG)

h) (ENFNG)C.

) (ENFNGOHUENFCNG) UECNFNG).

Q.

13 f(.) satisfaz as seguintes propriedades:

i) f(E) > 0 para qualquer evento E ja que
n(E) = 0.

ii) Se AN B = 0 entdo f(AU B) = 2428

MU = f(A) + f(B).

111) f(Q) = n(Q) 5=l
14 Sendo que 1l > P[EUF] = P[E]+P[F]—P[ENF]
concluimos que P[E N F] > P[E] + P[F] — 1.

15 O evento EAF = (E \ F) U (F \ E) repre-
senta o evento em que s6 um dos eventos E ou
F ocorre. Logo, PIEAF] = PE \ F| + P[F \ E]
P[E] —P[E N F] + P[F] —P[E N F].

16 Sendo que ENFC = E\(ENF) e que ENF C E
concluimos que, P[E N FC] =P[E] —P[EN F].
17 Assuma que A C B. Seja w € Q. Tem-se trés
Casos.

i) Se w € A entdo w € B e neste caso tem-se
que 1x(w) = 1p(w) = 1.

ii) Se w € B\ A entao 14(w) =0 <1 =1p(w).

iii) Se w € BC entdo 14(w) = 1z(w) = 0

Concluimos que 14 < 1p.

Agora assuma que 14 < 1p. Seja w € A. Logo,
1 = 1s4(w) < 1g(w) < 1. Portanto 1z(w) = 1; ou,
de forma equivalente, w € B.

18 Comecemos notando que para qualquer
evento E, (aP + bQ)(E) = aP(E) + bQ(E). Logo,

i) Do fato que P(E),Q(E) > 0 para qualquer
evento E segue-se que (aP + bQ)(E) > 0.

ii) Se E, F sao dois eventos disjuntos temos que
(aP+DbQ)EUF) =aP(EUF)+bQEUF) =
a(P(E)+P((F))+b(Q(E)+Q) = (aP(E)+DQ(E))+
(aP(F) + bQ(F)).

iii) (aP+bQ)(Q) = aP(Q) +bQ(Q) = a.l+b.1 =
1.

19 P/2 satisfaz os axiomas i e ii j4 que

i) P/2(E) = @ > 0 para qualquer evento E
e7

ii) se E,F sao dois eventos disjuntos entao
P/2(EUF)=P(EUF)/2 = w =P/2(E) +
P/2(F).

i) Pz(E) > 0 para qualquer evento E e

i) P2(Q) =12 = 1.

20 Assuma que P(A,) = 0 para qualquer n.
Sendo que 0 < P(UpeniAn) < ) P(A,) = 0 con-

neN
cluimos que P(U,enA,) =0



Para concluir o exercicio note que P(N,enAy) = ENG=(ENGNF ) U(ENGNF)
= B(OniAn®) = 1= FGuaidl) e ae s | paGo(rnGaE) UGN E)
P(A,) = 1 para todo n entao P(A;) = 0 para )
todo n. e assim
21 Verifique que EUFUG = AUBUC com A, B, C
disjuntos dois a dois onde A = E'\ ((EOFC NG)U
(ENFNG)), B = F\%(EﬂFﬂGC)U(EﬂFﬂG)) PENG)=P(ENGNF°)+P(ENGNF)
eC=G\(GNFNE ) Logo aplique as propri- P(FNG)=P(FNGNE®) +P(FNGNE).
edades de uma probabilidade.
Outra solugao: Somando

Pelo Principio de Inclusao exclusao:

P(EUFUG)=P(E)+ P(F)+P(G)—PEN
F)—P(ENG)—P(FNG)+PENFNG) PENF)+P(ENG)+P(FNG) =

Agora use que

PEENF)=P(ENFNG)+P(ENFNG)

P(ENFNG)+P(ENFNFC)+P(FNGNE®)+3P(ENFNG),

Agora substitua na férmula de inclusao exclu-
ENF=(ENFNGHUENFNG) s20.




