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Desigualdades e Teoremas Limites

1 — Um arqueiro aponta a um alvo de 20 cm de
raio. Seus disparos atingem o alvo, em média, a
5 ¢m do centro deste. Assuma que cada disparo é
independente de qualquer outro disparo. Limite su-
periormente a probabilidade do atirador errar o alvo
no préximo disparo.

2 — Suponha que X seja uma varidvel aleatoria
com média e variancia iguais a 20. O que é possivel
dizer sobre P(0 < X < 40)7

3 — Com sua experiéncia, um professor sabe que
a nota de um estudante na prova final é uma variavel
aleatéria com média 75.

a) Forneca um limite superior para a probabi-
lidade de que a nota de um estudante ex-
ceda 85. Suponha, além disso, que o professor
saiba que a varidncia da nota de m estudante
é igual a 25.

b) O que se pode dizer sobre a probabilidade de
que a nota de um estudante esteja entre 65 e
857

¢) Quantos estudantes teriam que fazer a prova
para assegurar, com probabilidade minima de
0,9, que a média da turma esteja entre 75+57
Nao use o Teorema Central do Limite.

4 — Uma moeda honesta é langada de forma in-
dependente n vezes. Seja S, o numero de caras ob-
tidas nesses n langamentos. Use a desigualdade de
Chebyshev para obter um limitante inferior para a
probabilidade de que ST” diste de % menos do que 0, 1
quando

1.n = 100.

2.n = 10000.
3.n = 100000.
5 — No contexto do problema anterior verifique
que
1
limP(&—— <6):1
n—oo n 2

para todo € > 0.

6 — Considere uma moeda desonesta com proba-
bilidade p de sair cara. Seja S,, o nimero de caras ob-
tidas em n langamentos independentes desta moeda.
Escreva um limite semelhante ao problema anterior.
Calcule o valor deste limite.

7 — Dez dados honestos sao langados. Encontre,
aproximadamente, a probabilidade de que a soma
dos niimeros assim obtidos esteja entre 30 e 40.

8 — Suponha que um programa de computador
tem n = 100 paginas de codigos. Seja X; o ntmero
de erros na i—ésima pagina. Suponha que as variaveis

aleatorias X; tem distribuigao Poisson de parametro
100

1 e que sdo independentes. SejaY = Z X; o nimero
j=1

total de erros. Utilize o Teorema Central do Limite

para aproximar P[Y < 90].

9 — Uma amostra aleatoria de n itens é tomada
de uma distribui¢do com media y e variancia 02,0 <
o2. Utilizando o Teorema Central do Limite, deter-
mine o menor numero de itens a serem considerados



para que a seguinte relacao seja satisfeita:

S, o
Pl|l——pul<—12099.
[In u 4]

10 — Uma pessoa possui 100 lampadas cujos tem-
pos de vida sdo exponenciais independentes com mé-
dia de 5 horas. Se as lampadas sdo usadas uma de
cada vez, sendo a lampada queimada imediatamente
substituida por uma nova, obtenha uma aproxima-
¢do para a probabilidade de que ainda exista uma
lampada funcionando apos 525 horas.

nook
1
11 — Mostre que lim e™ Z % = —. (Sugestao:
k=0 "

n—oo 2

Considere uma sequéncia de variaveis aleatorias i.i.d
com distribui¢ao Poisson e utilize o Teorema Central
do Limite.)

12 — Seja (X,),>1 uma sequéncia de variaveis
aleatoérias tal que

1.lim E[X,] = a.
n—o00
2. lim Var[X,| = 0.

n—oo

Mostre que, Ve >0, lim P[|X, — a| > €] = 0.
n—oo

13 — Um provedor de acesso & Internet estd mo-
nitorando a duragao do tempo de conexdes de seus
clientes, com o objetivo de dimensionar seus equi-
pamentos. A média é desconhecida, mas o desvio
padrao é considerado igual a V50 minutos. Uma
amostra de 500 conexdes resultou em um valor médio
observado de 25 minutos. O que dizer da verdadeira
média, com confianca y = 0,927

14 — Suponha que X represente a duracao da
vida de uma peca de equipamento. Admita-se que
100 pegas sejam ensaiadas, fornecendo uma duragao
de vida média de 501, 2 horas. Suponha-se que o des-
vio padrao seja conhecido e igual a 4 horas. Construa
um intervalo de confianga de 95% para a média.

15 — A diretoria de uma escola de segundo grau
quer estimar a proporgao p de estudantes que conse-
guiram entender de forma satisfatoria as mensagens
transmitidas numa exposicao de arte. Essa propor-
¢ao devera ser estimada com um erro de 5% para um
coeficiente de confianca de 90%.

a) Qual é o tamanho de amostra necessario para
atender as exigéncias da diretoria?

b) Que tamanho devera ter a amostra sabendo
que p esta entre 0,20 e 0,607 E sabendo que
p < 0,207

¢) Numa amostra de 150 estudantes, 60 apre-
sentaram desempenho satisfatério num teste
aplicado na saida da exposi¢do. Qual seria

a estimativa intervalar de p nesse caso, para
v =0,957

16 — Uma revista semanal, em artigo sobre a par-
ticipagao das mulheres em curso superior de adminis-
tracao, pretende estimar a proporcao p de mulheres
neste curso.

a) Quantos estudantes de administra¢ao devem
ser entrevistados de modo que a proporgao
p seja estimada com um erro de 0,04 e uma
probabilidade de 0,987

b) Se tivermos a informagcao adicional de que a
propor¢ao p é pelo menos 35%, vocé consegui-
ria diminuir o tamanho amostral calculado no
item anterior? Justifique.

17 — Um estudo da prefeitura indica que 30 das
criangas da cidade tém deficit de atencao na escola.
Numa amostra de 200 criangas, qual a probabilidade
de pelo menos 50 criangas tenham esse problema?

18 — * Utilize a desigualdade de Chebyshev para
mostrar que para toda fungao continua f : [0,1] — R,

Sk
> f(—)(n)xk(l ~ 0 = f(x)
T n k

uniformemente em x € [0, 1] quando n — oo.



Respostas dos Exercicios

1 Seja X a distancia do ponto atingido ao centro do
alvo. Note que X > 0. Seja Y uma variavel aleatoria
definida como sendo igual a 20 caso X > 20 e 0 em
outro caso. Logo, X > Y. Tomando esperanga temos
que

E[X] > E[Y] = 20P[X > 20].

Como E[X] = 5 temos que P[X > 20] < 1
Observagao: Poderfamos simplesmente ter apli-
cado a desigualdade de Chebyshev.

2P0 < X < 40] = P[-20 < X —20 < 20] =
1-P[IX-20/>20] >1-2% =12
3 (a)P|X 2 85] < E[X]/85 = 15/17.

(b)P[65 > X < 85] = 1 —P[|X - 75| > 10] = 1 - 23
n

25
()P in/n =75 > 5] < 5= Logo n = 10.
i=1

4 Sejam Xi, Xo, ..., X, variaveis aleatorias indepen-
dentes cada uma assumindo os valores 0 e 1 com
probabilidade % Definiremos que 1 representa cara
e 0 representa coroa. Logo S, = X1+ Xo+ ...+ X,
representa o nimero de caras em n langamentos. Te-

mosque
S, 1w 1
B[] == ) E[X;]==
Sl = 5 B =

e, devido a independéncia, temos que

1 < 1
;EVMM—E’
1=

ja que E[X;| = % e Var(X;) = % para todo i,i =
1,2,...,n. Aplicando a desigualdade de Chebyschev
temos que

Sn
Var(—) =
n

S 1 1
P(=-=]20,1) < ———.

n 2 4(0,1)2n
Substituindo temos que os limites inferiores forne-
cidos pela desigualdade de Chebyschev sao: (a)l —

(b)l W e (o)l - m respectivamente.

5 Analogamente ao problema anterior temos que

S, 1
P(|l— - =| < >1- .
(|n 2| €) z 4€2n

O resultado segue desta desigualdade.

6 Sejam Xi, Xo,..., X, varidveis aleatorias indepen-
dentes cada uma assumindo os valores 0 e 1 com pro-
babilidade p e 1 — p respectivamente. Por convencgao
assumiremos que 1 representa cara e 0 representa co-
roa. Logo S, = X1+ Xo+...+X,, representa o niimero
de caras em n langamentos. Temos que

E[S”]— ! En E[X/] =

a7 i|=P
i=1

e, devido a independéncia, temos que

S IS 1-
Var2) = Y varcxy = 222,
n n = n

ja que E[X;| = p e Var(X;) = p(1-p) para todo i,i =
1,2,...,n. Aplicando a desigualdade de Chebyschev
temos que

p(1-p)

plze€) <—
€’n

S
P(|— —
n
para todo € > 0. Isto implica que
S
lim P(|=2 - p| <€) =1.
n—oo n

7 Seja X; o numero sorteado pelo i-ésimo dado e seja
10

S0 = Z X; a soma dos nimeros sorteados nos lan-
i=1

camentos dos 10 dados. Logo, P[30 < Sjp < 40] =

510 2 _%

¢ao dada pelo Teorema Central do Limite temos que

40-1 30-% .

P[30 < S19 < 40] » (I)(\/ﬁ%) - (D(\/TT%)’ onde O(r) &

a funcao de distribuicdo acumulada de uma variavel

aleatoria com distribuicao normal padrao.

Utilizando a aproxima-

8 Note que E[Y] = 100 e que Var(Y) = 100. logo,
PlY < 90] = P[X52 < 20200] Pelo Teorema Central
do lelte P[Y %80 90 100] ~ (90 100) — (D( 1) —
0, 1587.

9 Note que P32 — y| < £| =P[-% <
[__

S,,—ny
mite, P[_T < W

2@(%) — 1, onde ®(r) é a funcao de distribuicao
acumulada de uma varidvel aleatéria com distri-
buicao normal padrdao. Logo, encontre n tal que

(¥ > 0,995,

—u= 4] =
Sn nll \/—
=il < M2]. Pelo Teorema Central do Li-

< ¥~ o) - oY) =



10 Analogo ao exercicio 9.

11 Considere uma sequéncia (X,),>1 de variaveis
aleatorias independentes, identicamente distribui-
das, com distribuicao Poisson de paradmetro 1. §,, =

n
ZXk tem distribuicdo Poisson de parametro n.

k=1
Logo temos que

n no ok
B[Sy <n]= Y PlS,=k|=e" ) %
k=0 k=0

Como E[X;] = 1 e Var(X;) = 1 e P[S, < n| =

P[S"T;” < P[S”—\/%” < 0] o Teorema Central
do Limite implica que
nook
. n nt _1
e 52 0= |

onde ®(¢) é a fungao de distribuigdo acumulada de
uma variavel aleatéria com distribuicao normal pa-
drao.

12 Chebyschev.

13 O intervalo de confianga para a média com vari-
ancia o2 conhecida e coeficiente de confianca y ou
¥100% ¢ dado por [X, — a%,yn + a%], onde X, é
a média amostral e a ¢ tal que (1 - ®(a)) = § com
v =1-a. Logo, a é tal que ®(a) = 0,96. Portanto
a=1,755X, = 25n =500 e o = V50.

14 Analogo ao exercicio 14.

15 Seja X; ~ Bernoulli(p) assumindo os valores 0 e
1, onde X; = 1 se o i-ésimo estudante entendeu a
mensagem de forma satisfatoria e 0 em outro caso.

n
2,
Logo, X, = ST" = % representa a propor¢ao dos
estudantes que entenderam a mensagem de forma sa-
tisfatoria e € uma estimativa do valor desconhecido p.
A estimativa intervalar para a proporcao desconhe-
cida é dada por um intervalo da forma [X, —€, X, +¢|,
onde € é a margem de erro. A estimativa intervalar
com margem de erro € tem coeficiente de confianga
y se y = P[|X,, — p| < €]. Note que

Pl ne < S, —np < ne |
Vnp(L=p)  ap(A=p)  Jnp(1-p)
Pl \ne < S, —np < Vne |
Vp(L=p)  np(1-p) +p(A-p)
(D(tn,e) - (D(_tn,e)’

Q

onde ®(¢) é a fungdo de distribuigdo acumulada de

uma variavel aleatéria com distribuicao normal pa-
Vne

\Vp(-p)’

Teorema Central do Limite. Na préatica, toma-se
v = O(ty,e) — P(—ty,e). Pelas propriedades da fun-
cao O segue que y = 20(t, ) — 1.

— _ne < lne 34 6 -
(a) ty,e Yot Logo, n < 15 Jaquepé des

conhecido e portanto limitamos a expressao p(1 —p)
por 1/4 que é seu valor maximo no intervalo [0, 1].
Como € = 0,05 e y = 0,90 entao t, ¢ = 1,65. Logo,
n <272,5. Toma-se n = 272.

(b) A funcao f(p) = p(1 - p) tem um méaximo ab-
soluto em I = [0,1] em p = 3. Desta forma, se o valor
desconhecido de p pertence ao intervalo (0.2,0.6) li-
mitamos o valor de f(p) por 1/4 e n deve ser como
no problema anterior, n = 272.

Se 0 < p < 0,2 entdo f(p) < 0.16.
n <174,24. Toma-se n = 174.

(¢) Na pratica substitui-se a proporcao desconhe-
cida X, pela proporcio amostral p. Da expressao

drao e t, e = A aproximagao deve-se ao

2
n,

Logo,

= Pl < Suznp o Ve ) tomos que
4 | Vp(1-p) Vnp(d-p) \/p(l—p)] d
I=[p-z @,[5 + Z\/@] ¢ um intervalo de

confianca para a proporcao desconhecida com coefi-
ciente de confianga y onde z e y estao relacionados
através da equacao y = ®(z) — O(-z) = 20(z) — 1.
No problema n = 150,p = 16—500 = 0,40,y = 0,95 e
portanto z = 1,96. Logo, I = [0.3216,0.4784].

16 Idem Exercicio 16.

17 Vamos considerar o caso em que cada crianga tem
a mesma, probabilidade de ter este problema. Defi-
nindo

X = { 1 se a j—ésima crianga tem esse problema.
10 cec.

temos que X = X1 +- - - + X999 ~Binomial(200, 0, 30).
A probabilidade a ser calculada é

200 1900
PIX > 50| = ( )0, 3k 0, 7200k
k
k=50
Vamos aproximar esse valor. Sabemos que

X ~Binomial(200, 0,30). Logo, E[X] = 200 (0,3) =
60 e Var(X) = 200 (0,3)(0,7) = 42. Assim sendo,



aproximamos a distribuicao de X pela distribuicao
de uma variavel aleatéria ¥ com Y ~ N(60, 42). Logo,

Q

P[X >50] ~ P[Y > 50]

Y -60 _ 50 -60
>

= P >

& 2 Ve
= 1-®(-1,42)
= 0,940,

onde ®(¢) é a fungao de distribuigdo acumulada de

uma variavel aleatéria com distribuicao normal pa-
drao.

18 Este exercicio é opcional. Dica:  Sejam
X1, X9, ..., X, aleatérias independentes
cada uma assumindo os valores 0 e 1 com pro-
babilidade p e 1 — p respectivamente. Seja S, =
X1+ Xo+...+ X, ontmero de caras em n lancamen-
tos. Defina o polindémio r,(p) = ]E[f(ST”)] e estude a
expressao |r,(p) — f(p)l.

variaveis



