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Algebra Linear - 2019.1

Lista 2 - Espacos e subespacos Vetoriais

1) Para os conjuntos seguintes, determine se sdo espagos vetoriais reais, se a adi¢do e multiplicagdo s@o as usuais.
Solucgao

Os exercicios podem ser resolvidos analisando se os conjuntos sao fechados para a adigdo e multiplicacdo, ja que sao
subconjuntos de um espaco vetorial maior. Nao necessério provar os 8 axiomas de espaco vetorial, pois eles sao satifeitos
no conjunto maior. No caso dos polindmios de grau menor ou igual a n os axiomas sao provados de maneira ilustrativa.

(a) O conjunto dos polinémios de grau menor o igual a n (considerando o polinémio nulo, que nao tem grau, perten-
cente a este conjunto).

Solugao
Seja P, (R) o conjunto dos polinémios sobre R em uma variavel ¢, ou seja, o conjunto das expressoes da forma

n
p(t) =ap + a1t + agt + ... + a,t" = Zajtj,ao,al, wan €ER
j=0

n n
Sejam p (t) = ag + art + agt + ... + ant™ = > _a;t’ e q(t) =bo + bt + bot + ... + byt™ = Y b;t? dois polinomios
j=0 j=0
quaisquer em P, (R). A soma é definida por

p(t) 4+ q(t) = (ag + bo) + (ag 4+ b1t + (az + b))t + ... + (an + by)t" = i(aj + b))t
j=0

A multiplicagdo por um escalar « é definida por

ap(t) = (aag) + (ay)t + (ag)t? + ... + (a,)t" = Z(aaj)tj.

Vamos mostrar que o conjunto P, (R) é um espago vetorial sobre R.

Sejam p (t) = Zajtj, q(t) = ijtj, r(t) = chtj ea, BeR
§=0 §=0 §=0
Lop(t)+qt) =D ait! + Y bith =3 (a;+ b))t = (b +a;)t) = q(t) + p(t).
=0 =0 =0 =0

iop(t) + (q(t) + () = D> _at! + | Y bit! +
j=0 j=0 J

n
Gt | =Y faj+ (b + )t =
0 =0

J

= aj+b) + o]t = | Y it +> bit! |+ eit? = (p(t) + q(t) + r(t).
j=0 j=0 j=0 =0
iii. Seja 0() o polindmio nulo de P, (R), entao

pt)+0(t) =D at! +> 06 = (a; +0)t =) a;t! =pl(t).
=0 =0 =0

Jj=0

n
iv. Defina o polinémio (—p)(t) = Z(—aj)tj, entao
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viil. 1p(t) = Y (la)t =

n

v. a(Bp(t)) =« Zﬁajtj = Z (aﬁajtj) = Z(aﬁ)ajtj = (af)p(t).

Jj=0 Jj=0 Jj=0

vi. a(p(t) + q(t)) = QZ(CLJ +b;) Z ala; + b))t = (aaj + abj)t! =
=0

(aaj)t) + ) (ab)t) =
7=0 =0 j =0

J j=0
ap(t) + aq(t).

vii. (a+8)p(t) = (a+p) = (a+B)at! = (aa;+Baj)t! =Y (aa;)t! +> (Baj)t! = ap(t)+ Bp(t).
7=0

n
7=0 =0 7=0 7=0
n n
=0 =0

O conjunto de todas as fungoes reais tais que f(0) = f(1).

Solucgao

O conjunto V' das fungoes reais tais que f(0) = f(1) é fechado em relacao a adigao e a multiplicagao por escalar.
De fato, sejam f, g € V e a € R, entao

L (f+9)(0)=f(0)+9(0) = f(1) +9(1) = (f + 9)(1).
i (af)(0) = af(0) =af(l) = (af)).
Os 8 axiomas de espago vetorial sao satisfeitos, pois V' é um subconjunto das fungoes reais.
O conjunto das fungoes tais que f(0) =1+ f(1).
Solugao
O conjunto V' das fungoes reais tais que f(0) = 1 + f(1) nao é fechado nem relagdo a adi¢do nem em relagao a
multiplicagao por escalar.
De fato, sejam f, g € V e @ # 1 em R, entéo

L (f+9)0)=f(0)+9(0) =14+ f1)+14+9(1) =2+ (f+9)1) #1+(f+9)1).
i (af)(0) =af(0) =al+ f(1) =a+af(l) #1+af(1) =1+ (af)(1).
O conjunto das fungoes reais crescentes.
Solugao
O conjunto V' das fungoes reias crescentes nao é fechado em relagao a multiplicacao por escalar.
De fato, considere em V' a fungéo f : R — R dada por f(t) = ¢. Agora tome o escalar —1 e, assim, (—1) f(t) = —t
que é decrescente.
O conjunto das fungoes reais pares.
Solucgao
O conjunto V' das fungoes reais pares tais que f(—t) = f(¢) é fechado em relagao a adigdo e a multiplica¢do por
escalar.
De fato, sejam f, g € V e a € R, entao

L (f+9)(=t)=Ff(=t)+g(=t) = f(t) +9(t) = (f +9)(t) = f+g V.
i (af)(=t) = af(-t) = af(t) = (af)(t) = af € V.
Os 8 axiomas de espago vetorial sao satisfeitos, pois V' é um subconjunto das fungoes reais.

O conjunto das fungoes continuas em [0, 1] tais que fo x)dz = 0.
Solucao

O conjunto V das fungoes continuas em [0, 1] tais que / f(x)dx = 0 é fechado em relagao a adi¢ao e a multiplicagao
0

por escalar.
De fato, sejam f, g € V e a € R, entao

1 1 1 1
i /0 (f+g)(:c)d:z::/0 [f(x)—}-g(x)]dx:/o f(x)dx—i—/o g@)dz =0+0=0— f+ge V.

1 1 1
il. / (af)(x)dx:/ af(x)dr=a | flz)dr=a0=0= af V.
0 0 0
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Os 8 axiomas de espago vetorial sao satisfeitos, pois V é um subconjunto das fungoes reais integraveis.
(g) O conjunto das fungdes continuas em [0, 1] tais que fol f(z)dz > 0.
Solugao
1
O conjunto V' das fungdes continuas em [0, 1] tais que / f(z)dz > 0 ndo é fechado em relagdo a multiplicacao
0

por escalar.

1
De fato, sejam f € V,/ fl@)dx >0e a=—1€R, entao
0

tA%afxxﬂz:iA%—lﬁﬂ@dz:(—1)(Alf@ﬁh)<<0::>af¢Lﬂ

(h) O conjunto dos vetores (x,y, z) que satisfaz a equagao linear ax + by + cz = 0.
Solugao
O conjunto V dos vetores (z,y, z) que satisfaz a equagao linear ax + by 4+ cz = 0 é fechado em relagao a adigéo e
a multiplicagdo por escalar.
De fato, sejam u = (21,y1,21), v = (2,y2,22) em V e a € R, entdo
Lu+v = (r1,y1,21) + (T2,Y2,22) = (¥1 + 22,91 + Y2, 21 + 22) € a(x1 + x2) + b(y1 + y2) + c(z1 + 2z2) =
axq + axe + byy + bys + cz1 + czo = (ax1 + by + ¢z1) + (axy + bys + c22) =04+ 0= 0.
ii. au = (ax1, ayr,az;) e alary) + blayy) + claz) = alaxy + by +cz1) = a0 = 0.
Os 8 axiomas de espaco vetorial sio satisfeitos, pois V' é um subconjunto de R3.

O conjunto das matrizes 3 x 3 triangulares estritamente superiores, i.e., o conjunto das matrizes da forma:

—~
—
N

b
c
0

o O O
o o e

Solugao
O conjunto V' das matrizes 3 x 3 triangulares estritamente superiores é fechado em relagao a adi¢ao e a multiplicacao
por escalar.

0 a b 0 d e
De fato,sejam A= | 0 0 ¢ |,B=|0 0 f | emV ea€R,entao
0 0 O 0 0 O
0 a b 0 d e 0 a+d b+e
i A+B=|0 0 ¢c|+]0 0 f|=1]0 0 c+f | eV.
0 0 O 0 0 O 0 0 0
0 a b 0 aa ab
ii.aA=a| 0 0 ¢ | =10 0 ac | V.

0 0 0 0o 0 0

Os 8 axiomas de espago vetorial sdo satisfeitos, pois V' é um subconjunto das matrizes reais 3 x 3.
2) Mostre que os seguintes conjuntos nao sao espagos vetoriais.

(a) O intervalo [0,1] da reta real.
Solucao
O intervalo [0,1] da reta real ndo é fechado em relacao a adi¢ao e a multiplicagio por escalar.
De fato, sejam u =v =1em [0,1] e « =3 € R, entao
Lutv=1+1=2¢][0,1].
ioou=3x1=3¢[0,1]
(b) O conjunto {(z,y) € R?: |z[ < 1,|y| < 1}. Que objeto geométrico é esse?
Solugao
O conjunto V = {(:c, y) €R?:|z| <1,y < 1} nao fechado em relacao a adi¢do e a multiplicacdo por escalar.
De fato, sejam u =v = (1,1) em V e a = 3 € R, entao
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Figura 1: Objeto geométrico que descreve o conjunto V.

Lu+v=>01,1)+(1L1)=>01+114+41)=(2,2)e|2|=2>1=ut+v¢V.
i.ou=3(1,1)=3x1,3x1)=(3,3)e|3|=3>1=aug¢V.
(¢) O conjunto dos vetores (z,y,z) que satisfaz a equacdo linear ax + by + cz = d,d # 0. Que objeto geométrico é
esse? Qual é a diferenca com a questao 1. (h)?
Solugao
O conjunto dos vetores (x, y, z) que satisfaz a equacao linear ax + by + cz = d # 0 ndo é um espago vetorial, pois
o elemento neutro (0,0, 0) nao satizfaz a equacao ax + by +cz =d # 0, ou seja, a x 0+bx 0+ ¢ x 0=0#d.
A equagdo ax + by + cz = d # 0 descreve os planos que nio passam pela origem. Um exemplo deste objeto
geométrico esta representado na figura abaixo.

Note que no exercicio 1 item h, a equacao descreve os planos que passam pela origem.
(d) O conjunto do plano {(z,y) € R?: (z,y) = (t,t%),t € R}.
Solugao
O conjunto V' = {(z,y) € R?: (z,y) = (t,t?),t € R} ndo ¢ fechado em relagao a adigio e a multiplicagdo por
escalar.
De fato, sejam u = (z1,41) e v = (z2,y2) em V tais que (z1,y1) = (t1,t3), (z2,92) = (t2,t3), t1,ta ERe a # 1
em R, entao
iutv=(r1,01) + (2,92) = (71 + Y1, 22 + y2) = (t1 + to,t2 +t3) # (t1 + t2, (t1 + t2)?) em geral. Como
exemplo, tome u = v = (1,1) = t; =t3 = 1, entdo
u+v=(1L1)+(11)=>1+11+1)=(1+1,12+1%) = (2,2) # (2,2%) = (2,4).
il. au = a(z1,y1) = aty, t2) = (aty, at?) # (aty, o?t3) = (atq, (at1)?) pois a # 1.

3) Seja V' o conjunto de todos os pares ordenados (z1,22) de nimeros reais. Determine se V' é um espaco vetorial se a
soma ("+”) e o produto escalar sdo definidos das formas abaixo. (Desconsidere a soma e multiplica¢do por escalar
usuais.)

(a) (z1,22) + (y1,92) = (21,22 + y2), a(@1, 22) = (az1, axs).
Solugao
V néo é um espago vetorial, pois a comutatividade falha. De fato, sejam u = (z1,22) e v = (y1,y2) em V, entédo
u—+v=(x1,22) + (y1,¥2) = (1,22 + y2). Por outro lado,
v+ u=(y1,y2) + (21, 22) = (1,92 + 22).
Em geral, u + v # v + u, por exemplo, tome u = (1,2), v = (2,1) e, assim,
utv=(1,2)+(2,1) = (1,2 + 1) = (1,3).
Por outro lado,
vu=(2,1)+(1,2) = (2,1+2) = (2,3).
Logo, u+ v # v + u.



TRO DE MATEMATICA, COMPUTACAO E COGNICAO

Universidade Federal do ABC

(b) (21,22) + (y1,92) = (21 + Y1, 22 + y2), a(z1, z2) = (az1,0).
Solucgao
V' néo é espago vetorial, pois falha a multiplicagdo pelo elemento identidade 1 de R. De fato, seja u = (x1,x2) em
V,29#0ea=1¢€R, entado
lu = 1(z1,22) = (121,0) = (21,0) # (21, 22) = u.
(¢) (z1,22) + (y1,92) = (z1 + 41 + 1,22 + y2), a(x1, 22) = (a1, axs).
Solugao
V' néo é espago vetorial, pois a distributividade falha. De fato, sejam u = (z1,22) e v = (y1,y2) em V e a # 1 em
R, entao
a(u+v) = af(z1,z2) + (Y1,92)] = a(z1 +y1 + 1,22 + y2) = (ax1 + ayr + a, ars + aysz). Por outro lado,
au+ av = a(x1,x2) + a(yr, y2) = (ax1, axe) + (ay1, aye) = (a1 + ayr + 1, azs + ays).
(d) (w1,22) + (y1,92) = (|z1 + 31|, |22 + y2l), a(z1, 22) = (az1, axz).
Solugao
V néo é um espago vetorial, pois a associatividade falha. De fato, sejam u = (z1,22), v = (y1,y2) e w = (21, 22)
em V', entao
(u+v) +w=[(z1,22) + (y1,92)] + (21, 22) = (|1 + y1], w2 + y2) + (21, 22) = (|21 + 91| + 21, [[2 + Y| + 22]).
Por outro lado,
u+ (v+w) = (21, 22) + [(y1,92) + (21, 22)] = (21, 22) + (|y1 + 21, [y2 + 22[) = (|1 + [y1 + 2], |2 + [y2 + 22]]).
Em geral, (u+v) + w # u+ (v + w). Por exemplo, sejam u = (1,0), v = (—1,0) e w = (0,—1), entdo
(utv) +w=([|z1 +y1| + 21], [[52 + ya2| + 22]) = (/1 = 1| + 0], [|[0 4 0] — 1]) = (0,1).
Por outro lado,
u+ (vt w) = (21 + [y + 21|, [z2 + ly2 + 22l) = (11 + | = 1+ 0[|,[0+ [0 = 1[[) = (2,1).
Portanto, (u+ v) + w # u + (v + w).
(e) (z1,72) + (y1,92) = (21y1, T2y2), a(z1, ¥2) = (aw1, axa).
Solucao
V nao é espago vetorial, pois a distributividade falha. De fato, sejam v = (z1,22) e v = (y1,y2) em V e a # 1 em
R, entao
a(u+v) = af(z1,22) + (y1,92)] = (@Y1, 22y2) = (@Y1, OT2Y2).
Por outro lado,
au+ av = a(xy, x2) + ay1, y2) = (w1, axs) + (ayi, ayz) = (0‘23519170129192)-
Portanto, a(u + v) # au + av.

4) Dados os espagos vetorias Vi, Vo considere o conjunto V' = V; x V4 (produto cartesiano de V; por V3), cujos elementos
sao os pares ordenadosv = (v1,v2), com v € V] e vy € V,. Defina operagdes que tornem V um espago vetorial.
Verifique a validade de cada um dos axiomas.

Solugao

Sejam u = (u1,uz) e v = (v1,v2) em V. A soma é definida por
u~+v = (u; + v, u2 + v2).
A multiplicagdo por um escalar « é definida por
au = aur,us) = (Quy, aus).

Vamos mostrar que o conjunto V' é um espaco vetorial com as operagoes acima definidas.

Sejam u = (u1,usz), v = (v1,v2), w = (w1, wz) em V e a, f € R, entdo

iou4v=(u1,us)+ (v1,v2) = (ug +v1,us +v2) = (v1 +uy,v2 +uz) = (v1,v2) + (u1,u2) = v+ u.

comutativa emV; e Vo

. (u+4v)+w=[(ur,v2) + (v1,0v2)] + (w1, w2) = (u1 + v1,us + v2) + (w1, w2) = ((ug +v1) + wy, (ug + v3) + ws) =
(u1 + (v1 + w1),u2 + (va + w2)) = (ug,u2) + (v1 + w1, v2 + w2) = u+ (v + w).

associativa emVi e Vo
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iii. 0= (01, 02) é o elemento nulo de V, em que 0; sdo elementos nulos de V;,i = 1,2. De fato,
u+0= (ur,u2) + (01,02) = (ug + 01, us + 02) = (u1,us) = u.

iv. —u = (—uq, —usg) é o inverso de V. De fato,
u+ (—u) = (ug,uz) + (—u1, —u) = (ug — uy,uz — uz) = (01,02) = 0.

inverso emVi e Vs
v. a(Bu) = alf(ur,u2)] = a(Bus, Buz) = (a(Bui), a(Buz)) = ((aB)us, (aB)uz) = (af)u.
vi. a(u+v) = af(ur,u2) + (v1,v2)] = alur + v1,us + v2) = (a(u; + v1), a(uz + v2)) = (auy + vy, aus + avg) =
(quy, aug) + (avy, avy) = alug, ug) + alvy, v2) = au + av.
vil. (a+ Bu = (a+ B)(u1,u2) = ((a + Bu, (a + Bluz) = (auy + Pug,aus + Puz) = (aur, aus) + (Bu, fuz) =
afur, uz) + B(ur, u2) = au + Bu.

viil. 1u = 1(ug, u2) = (lug, lug) = (ug,ug) = u.

Portanto, V' é um espago vetorial.

5) Sejam V um espago vetorial, v € V um elemento qualquer de V' e & € R um nimero real. Use os axiomas de espaco
vetorial para provar que:

a) v+ v+v=23v;

b) 0.v = 0;
¢) @.0=0;
d) se a.v =0, entdo a =0 ou v =0.

Solucgao
d) Comece com a hipétese av = 0 e separe em dois casos (& =0 e a # 0).
6) Defina a média uxv entre dois vetores u, v no espaco vetorial V pondo uxv = fu-+1v. Prove que (uxv)xw = ux(v+w)
se e somente se U = w.
Solugao
Provar usando a definicao de média dada. Este opercao néo satifaz o axioma associativo. Nao se esqueca que é preciso
provar a “ida” e a “volta” (por causa do “se e somente se”).
7) Seja V um espaco vetorial real. Verifique que V' e {0} sao subespacos de V'
Solugao

V' é um subespago vetorial de V. De fato, sejam u, v em V e a € R, entao

i. 0 € V, pois V é espaco vetorial.
ii. u+wv €V, pois V é espago vetorial.

iii. au € V, pois V é espacgo vetorial.

Portanto, V é subespaco vetorial de V.

{0} também é subespago de V. De fato:
i. 0 € {0}.
ii. 040=0¢€ {0}
ii. a0 =0c¢ {0}
Portanto, {0} é subespaco vetorial de V.

8) Quais dos seguintes subconjuntos sdo subespagos vetoriais?

(a) O conjunto X C R3 formado pelos vetores v = (x,y, 2) tais que z = 3z e z = 2y.
Solugao
Os elementos do conjunto X sdo os vetores v = (2y,%,6y), y € R. X é um subespaco vetorial de R3. De fato,
sejam u = (2y1,y1,6y1), v = (2y2,y2,6y2) em X e o € R, entdo
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i. (0,0,0) € X, basta tomar y = 0.
ii. u+v=(2y1,91,6y1) + (292, Y2, 6y2) = (2y1 + 22, Y1 + Y2, 6y1 + 6ya) =
= (2(y1 +¥2), y1 +y2,6(y1 +v2)) € X.
i, au = a(2y1,y1,6y1) = (a2y1, ayr, abyr) = (2(ay1), ayr,6(ay1)) € X.
Portanto, X é um subespaco vetorial de R3.

O conjunto Y C R? formado pelos vetores v = (x,y, z) tais que 2y = 0.

Solugao

Y nédo é um espago vetorial, pois nao é fechado em relacao a soma. De fato, sejam u = (z1,y1, 21), v = (T2, Y2, 22)
em Y tais que z1y1 = 0 e zoy2 = 0, entao

u+v=(1,Y1,21) + (T2, Y2, 22) = (1 + T2, y1 + Y2, 21 + 22) € (21 +22) (Y1 + Y2) = T1y1 + T1y2 + Toy1 + Toys =
1Yz + x2y1 # 0 em geral.

Como exemplo, tome 25 = y; = 1, 1 = y2 = 0 e, assim, sejam u = (0,1,0), v = (1,0,0) em Y, entao
u+v=(0,1,0)4(1,0,00=(1,1,0)elx1=1#4#0=u+v ¢Y.

Portanto, Y nao é subespaco vetorial de R3.

O conjunto Y é unido de duas retas (z,y, z) tais que x = 0Uy = 0. A unido nao necessariamente é subespago.

O conjunto F C F(R,R) formado pelas fungoes f tais que f(z + 1) = f(z) para todo = € R.

Solugao

F é um subespaco de F(R,R). De fato, sejam f,g € F e a € R, entdo
i. A fungdo nula 0(z) de F(R,R) estd em F, pois 0(x + 1) = 0(x).
i (f+9)z+1)=fl+1)+g(x+1) = f(x) +9(x)=(f+9)x) = f+g el
iil. (af)(x+1)=af(z+1)=af(z)=(af)(x) = af €T.
Portanto, F é subespaco de F(R,R).
é o subespago das fungoes periddicas, de periodo 1.
O conjunto dos vetores v € R® que tem duas ou mais coordenadas nulas.
Solugao
O conjunto X dos vetores v € R? que tem duas ou mais coordenadas nulas ndo é um subespaco vetoial. De fato,
sejam u = (a1, a2,0,0,0), v = (0,0, a3,a4,a5) em X, a; # 0,7 =1,...,5, entdo
u+v = (a1,a2,0,0,0) + (0,0,as, as,as) = (a1,as,as,a4,a5) ¢ X.
Portanto, X ndo é subespaco vetorial de R®.
Este conjunto também pode ser pensado como uniao de subespagos, e por tanto, nao necessariamente subespaco.
O conjunto dos vetores v € R? que tem pelo menos uma coordenada > 0.
Solucgao
O conjunto V dos vetores v € R que tem pelo menos uma coordenada > 0 ndo é subespaco vetoial de R3. De
fato, sejam v = (1,1,1) em V e a« = —1 € R, entao
av=(-1)(1,1,1) = (-1,-1,-1) ¢ V.
Portanto, V nao é subespaco vetorial de R3.
O conjunto dos vetores v = (z,y) € R? tais que =3 + 3z = y? + 3y.
Solucgao
O conjunto V' dos vetores v = (x,7) € R? tais que 2% + 32 = y? + 3y ndo é subespaco vetorial de R2.De fato,
sejam u = v = (1,1) em V, entdo
utv=(1,1)+(1,1)=(2,2)e22+32#£22+32=utv ¢ V.
Portanto, V nao é subespaco vetorial de R2.

9) Quais dos seguintes subconjuntos de R? sdo subespagos vetoriais de R3?

(a)

{(z,y,2) e R® : 2 = 0}.

Solugao

O subconjunto V = {(z,y, z) € R3 : = 0} é subespaco vetorial de R3. De fato, sejam u = (0,y1,21), v = (0, y2, 22)
em V e a € R, entao

i. (0,0,0) €V
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il. u4v=1(0,y1,21) + (0,92, 22) = (0,y1 + y2,21 + 22) € V.
ili. ou = a(0,y1,21) = (0,ay1,21) € V.
Portanto, V é um subespaco vetorial de R3.
(b) {(,9,2) ER® 2=y = 2}.
Solucao
O subconjunto V = {(z,y,2) € R® : x = y = z} é subespago vetorial de R®. De fato, sejam u = (z1,y1,21),
v = (x2,Y2,22) em V, com x1 =y = 21, T3 = Y = 22 € & € R, entdo
i. (0,0,0) eV
. u4v=(21,y1,21) + (T2,y2, 22) = (T1 + x2,y1 + Y2, 21 + 22) € V. E temos que x1 + 2 = y1 + y2 = 21 + 22
somando as igualdades acima.
ili. au = (az1,ay1,az;). E temos que ax; = ay; = az;
Portanto, V' é um subespaco vetorial de R3.
(c) {(z,y,2) €R®: 2 +y =0}
Solugao
O subconjunto V = {(x,y,2) € R® :  +y = 0} é subespaco vetorial de R3. De fato, sejam u = (x1,1,21),
v = (x2,Y2,22) em V, tais que 1 +y1 = 0, z2 + y2 = 0 e a € R, entdo
i. (0,0,0)€V

i u+v=(21,91,21) + (T2,y2, 22) = (x1 + T2, Y1 + Y2, 21+ 22) € (x1 +22) + (Y1 +y2) = (@1 +y1) + (22 +y2) =
0+0=0=u+velV.

ili. au =a(z1,11,21) = (az1,ay1,az1) eary +ayy =z +y1) =a0d=0=au e V.
Portanto, V' é um subespaco vetorial de R3.
(d) {(z,y,2) €R®:y >0}
Solugao
O subconjunto V = {(z,y, 2) € R? : y > 0} ndo é um subespaco vetorial de R3. De fato, sejam u = (0,1,0) em V
ea=—1¢€R, entao
au = (-1)(0,1,0) = (0,—-1,0) ¢ V.
Portanto, V ndo é um subespaco vetorial de R3.
10) Seja V um espago vetoriais real. Sejam W7 e Wy dois subespagos vetoriais de V. Mostre que W7 N W3 é, ainda, um
subespago vetorial de V.

Prova

Sejam u, v € W1 N W5 e a € R, entao

i. 0e Wiy N Ws.
il. u, v e Wy eu+ve Wy, pois Wy é subespago vetorial de V. Também,
u, v € Wy e u+v € Wa, pois Wy é subespago vetorial de V.
Logo, u+v € Wy N Wa.
iii. u € W1 e au € Wy, pois Wy é subespaco vetorial de V. Também,
u € Wy e au € Wa, pois Wy é subespaco vetorial de V.
Logo, au € W1 N Wh.

Portanto, W7 N W5 é subespago vetorial de V.

11) Seja S o conjunto das fungoes y satisfazendo a equagao

dy
2—=+3y=0
dx +oy
(a) Mostre que o conjunto S é néo vazio.
Solugao
O conjunto S é nao vazio, pois a funcdo nula y = 0 pertence a S.
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(b) Mostre que S é um subespaco do espago vetorial F(R,R).

Solucgao

sejam y1, y2 em S e a € R, entao

i.y=0es.
d d d d d
i 20wt we) gy o8 o dW) g g 08 W) gy 08W2) sy 00— 0% gty € S,
dx dx dx dx dx
i, 2dOv) g a(QM +3y)=a0=0= ay €.
dzx dxr

Portanto, S é um subespago vetorial de F(R,R).



