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Lista 4 - Produto interno

1) Mostre que (z,y) = 2z1y1 + 372y + ¥3y3 é um produto interno em R3.
Solugao

Sejam & = (w1, 72, 73), ¥y = (y1,%2,¥3) € 2 = (21,22, 23) em R3 e A € R. Vamos mostrar que satisfaz os seguintes quatro
axiomas:

(A1) (z+y,2) = (w1, 22, 23) + (Y1, Y2, ¥3), (21, 22, 23)) = ((x1 + Y1, T2 + Y2, T3 + ¥3), (21, 22, 23))
=2(x1 +y1)21 + 3(w2 +y2)22 + (w3 + y3)23 = 20121 + 2y121 + 3w222 + Y222 + X323 + Y323 = (27121 + 3T222 +
w323) + (2y121 + By222 +y323) = (2,2) + (Y, 2).

(A2) (Az,y) = (M1, 22, 23), (Y1, Y2, ¥3)) = (A1, AT2, AZ3), (Y1, Y2, ¥3)) = 2AT1y1+3AT2y2+AT3y3 = A(221y1 +32292+
z3y3) = A (2, y).

(A3) (z,y) = (w1, 22, 23), (Y1, Y2, ¥3)) = 2x1y1 + 3T2y2 + T3Yy3 = 2y121 + 3y222 + Y323 = (¥, T).

(A4) (z,7) = ((x1, 72, 73), (T1,T2,73)) = 22171 + 30279 + 2373 = 207 + 322 + 23 > 0 se 2 # (0,0,0) de R3.
(7,2) =0=2224+323+ 23 =011 =23 =23 = 0 <= 2 = (0,0,0)

Portanto, (z,y) = 2x1y1 + 3z2y2 + 23y3 é um produto interno de R3.

2) Dado x = (21, ...,Z5) € ¥ = (Y1, ..., Yn) vetores em R™. Determine se (x,y) é um produto interno ou ndo. E se nao for
que axiomas falham.

(a) (@,y) = E:‘L:I TiYi (b) (z,y) = ZZ‘L:1 Ti Z?:l Yi
(e) (2,y) =i @i lyil (d) (z,y) = 2202, wayil
Solugao

Sejam & = (21, ..., Tn), Y = (Y1, -, Yn) € 2= (21,...,2,) em R" e A € R.
n

(a) (x,y) = Z z;y; ¢ um produto interno em R™. De fato, vamos mostrar que satisfaz os seguintes quatro axiomas:
i=1

(A1) (= —|;Ly,z> = <(:z:1,...,7:f:n)—|—(y1,.. 2 Yn), (zl,. ,zn)) (1 + Y1, s T + Yn)s (21, s 20))

= Z(wz + yi)zi = Z(xzzz + yizz Z Tizi + Zyzzz = <y7 >
=1

i=1

(A2) <>\ﬂ),y> = <)\(£L‘1, ...,l'n), (yla ayn)> = <()‘xla a)‘xn) Y1, -- 7yn ZAnyz

= )\Z!Eiyi =A(z,y).

i=1

(A?’) <xvy> = <(1‘1,..., ) Y1, -- ayn szyz Zyzmz =\

(A4) (z,z) = ((T1, .oy Tp), (21, o0y T le:vz fo >0sex #(0,...,0) de R™.
i=1

(@,2) =0¢= Y a7 =0<=x;=0,i=1,.,n <=z =(0,0,.,0)
i=1

Portanto, (z,y) = Z x;y; ¢ um produto interno em R™.
i=1
(b) (z,y) = Z x; Z y; ndo é um produto interno em R™, pois satisfaz os axiomas (A1), (A2) e (A43) e falha o axioma
i=1 =1
(A4). De fato:



TRO DE MATEMATICA, COMPUTACAO E COGNICAO

Universidade Federal do ABC

(Al) <ZL‘ +y7 > <(£l?1, axn) + (ylv' ayn)7 (ila afn» = <(5L’1 + Y1y, T+ yn)a (Zh 7Zn)>

_Z$z+yz Z Zi szzzz+zyizzi:<xaz>+<y7‘z>'

i=1 =1 i=1 i=1

(A2) (Ax,y) = (M@1y ey @)y Y1y ooy Un)) = (A1, ooy AZ0), (W1, ooy Yn)) Z)\leyl = AZley, =Mz, y).

B

-
&
s
&

(A3) (@9) = (@1, ces), s ) = Do Y = D

(A4) Seja z = (1,-1,0,...,0) € R", entao

n n n
(x,z) =((1,-1,0,...,0),(1,-1,...,0)) = Z:ci T; = ino =0 e, assim, (z,z) = 0 sem que z = (0,...,0)
=1 i=1 i=1
de R™.
n n
Portanto, (z,y) = Z T Z y; nao é um produto interno em R™.
i=1 =1

(¢) (z,y) = >, xi|y;| ndo é um produto interno em R", pois satisfaz os axiomas (A1) e (A2) e falha os axiomas
(A3) e (A4). De fato:

(A1) (x—l—y, 2y = ((x1,...,x )—l—(yl,...,yn) (21,.. Zn)) = ((xl + Y1y ey T+ Yn), (21, oy 20))
_Z xz+yz |ZZI_Z(xl|zz|+yz|Zz sz|zz|+zyz|zz|_ z, Z < Z)

(A2) (A\x,y) = (M@1, ey @), Y1y ooy Un)) = (A1, ooy A0, (Y1, ooy Yn)) Z)\xl|yl| =

=AY wilyil = Az, y).
i=1
(A3) Tome xz = ( 1,0,..,0) ey = (1 0,...,0) em R™, entao

szwz' =-1#1= Zyzlle = ya

(A4) Tome x = ( 1,0,...,0) € R™, entao
n

= Z$I|ZE1| =-1<0.
=1

n
Portanto, (z,y) = Z x;|y:| ndo é um produto interno em R™.
1=1
n

(d) (z,y) = inyi néo é um produto interno em R™, pois falham os axiomas (A1) e (A2) e satifaz os axiomas

i=1
(A3) e (A4). De fato:
(A1) Tome z =z = (1,0,. ,0) ey=(—1,0,...,0) em R", entdo
<£L'+y,2,’> = <(1 0 )—"_( 170’ ’0)7(170""’0)> = <(070?"'?0)7(170""70)> =

i=1
Por outro lado,

<£L’,Z> + <y,z> = <(1?0, '~-70)7 (170) ,0)> + <(_1a07 "'?0)7 (1 0 iZi| = I+1=2
Portanto, (x + y, z) # (x, z) + (y, 2).
(A2) Tome z =y = (1,0,...,0) e A = —1 € R, entéo
(Az,y) = ((~1)(1,0,...,0),(1,0,...,0)) = ((=1,0,...,0), (1,0, =D dmiy| =1# -1 = XD zy| =
i=1 i=1

Az, y).

(A3) (z,9) = (21, 2n), (Y150 Yn)) =
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n
2
2.

=1

(Ad) (z,2) = (1, ..y Tp), (T1, 0y Tp)) = > 0sex #(0,...,0) de R™.

n
E LiZi
i=1

n

Z TiYi

i=1

Portanto, (z,y) = nao é um produto interno em R”™.

3) Em R* determine se (x,y) = x1y1 + T2y2 + T3y3 — T4y4 é um produto interno.
Solugao

Note que (z,y) = z1y1 + T2y + T3Yy3 — T4y4 ndo é um produto interno em R*, pois falha o axioma (A44). De fato, tome
x =(0,0,0,1), entdo

(z,2) = ((0,0,0,1),(0,0,0,1)) = —1 < 0.

4) Em R? determine se (z,y) = 2z1y1 + 272y2 — T1Y2 — T2y 6 um produto interno
Solucao

(x,y) = 22191 +2T9Ys — T1Y2 — T2y1 é um produto interno em R2. De fato, sejam x = (z1,22), ¥y = (y1,v2) € z = (21, 22)
em R? e A\ € R. Vamos mostrar que satisfaz os seguintes quatro axiomas:

(A1) (z+y,2) = ((x1,22) + (Y1, ¥2), (21, 22)) = ((x1 + Y1, 22 + y2), (21, 22)) = 2(x1+y1)21 +2(z2+y2)22 — (T1+ Y1) 22 —
(X2 +y2)z1 = 2x121 +2y121 + 2x222 + 2Y220 — T122 — Y122 — T221 — Y221 = (20121 + 22220 — X122 — T221) + (2121 +
Y220 — Y122 — Y221) = (T, 2) + (Y, 2).

(A2) (Az,y) = (M1, 22), (y1,92)) = ((Az1, AT2), (Y1,Y2)) = 2AT191 + 2AT2y2 — AT1Y2 — AT2y1 = A(271y1 + 272y2 —
T1Y2 — 9322/1) =A <33ay>-

(A3) (z,y) = ((v1,72), (y1,y2)) = 271Y1 + 2T2y2 — T1Y2 — Tay1 = 2Y171 + 2Y2¥2 — Y1T2 — Y21 = (Y, T).

(A4) (z,2) = ((71,22), (¥1,T2)) = 22121 + 27229 — T1T2 — Towy = 223 + 223 — 27122 > 0 se z # (0,0) de R3, pois para
qualquer valor de xo = a # 0, temos
22 4+ a% —azx; =0 & 23 —azxy +a® = 0 e, assim, como A = a? — 4a® = —3a®? < 0 nao temos raizes reais. Além
disso, como o coeficiente de ¥3 = 1 > 0 segue que x? — ax; + a® > 0 sempre.

Portanto, (z,y) = 2x1y1 + 2@2y2 — T1y2 — Z2y1 é um produto interno de R2.
5) Mostre que as seguintes fungoes bilineares sao produtos internos definidos no epago vetorial V:

(a) V é o espago das fungdes continuas reais no intervalo [—1, 1],

1
(o fo) = /_ (@) fafa)dr. para fr.fo € V.

Solucao
Sejam f1, fo e f3 em V e A € R. Vamos mostrar que satisfaz os seguintes quatro axiomas:

1
1

1 1
(AL) (1 + for fo) = / (F1(2) + fol()) fola)de = / Bl )+ / e fla)de = (fr. i) + (o o).
(A2) (A1, fo) = / A (@) fafa)de = X / (@) faade = A {fs. o).

1 1
(A3) (fi. o) = / (@) () = / fo@) fi(2)dz = (fo. ).
1 711
(A4) (f1, f1) = /_1 fi(@) fi(z)dx = /_1 (fl(ac))2 dr>0se fi #0de V.
(f1, f1) =0<:>[1(f1(x))2dz=0<:) fi=0

1
Portanto, / fi(x) f2(z)dz é um produto interno em V.
~1

(b) V= M(Q, 2), <A, B> = a11b11 + a12b12 + a21b21 + a22b22, para A= [aij] e B= [b”] em V .
Solugao
Sejam A = [a;;], B = [bi;] e C = [c;j] em V e XA € R. Vamos mostrar que satisfaz os seguintes quatro axiomas:
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(A1) (A+ B,C) = (a1 + bir)cir + (@12 + bi2)ciz + (ag1 + bai)car + (age + baz)cao = aricii + biicin + aizciz +
biaci2 + ag1c21 + baicar + agacae + bazcoa = (arici1 + a12¢12 + azica1 + a22¢22) + (bric1n + bizciz + biacia +
biaciz + barcar + bazcaz) = (A, C) = (B, C).

(A2) (AA, B) = Aa11b11 + Aaigbiz + Aag1bar + Aagabaa = A(ai1biy + aiebiz + az1ba1 + agzbaa) = A (A, B).

(A3) (A, B) = a11bi1 + a12b12 + a21ba1 + a22baa = bryary + bizaiz + baraz; + bazage = (B, A).

(Ad) (A, A) = ar1a11 + a12a12 + 21021 + a22a22 = a%l + a%z + a%l + a§2 >0se AF# [Oij] de V.
<A,A> :0(:>a%1+a%2+a§1+a§2:0(:>a11 =12 =a21 = a2 =0<= A =0.

Portanto, (A, B) = a11b11 + a12b12 + a21b21 + a22bee é um produto interno em V.

6) Dado um espago vetorial V' com produto interno ( ,), mostre a desigualdade de Schwartz |(u,v)| < |Ju|l||v] para
qualquer u,v € V. Usando a desigualdade de Schwartz, mostre a desigualdade triangular ||u + v|| < |lu|| + |Jv]|.

Prova - Desigualdade de Schwartz.

Para o € R e u,v € V, temos:

0 < (au —v,au — v) = (qu, au — v) + (—v, au — v) = (au, au) + (qu, —v) + (v, au) + (v, —v) = o? (u,u) — a (u,v) —
o {w,) + (0,0) = o2 ul]® — 20 {u, ) + o]

Dai, segue que

0 < (au — v, au—v) = a2 |Jul| — 2a (u, v) + ||v]|>.

Note que a2 [[ul|* = 2 (u, v) + ||v]|* é uma equagao do segundo grau em « que para ser ndo-negativa é preciso que:

A = 4w o) = 4ul’[lv]* <0 & 4<<Uav>2— HU||2||U||2> <0 & (o) < ul*IPI* & (w,0)* < (lullo])* =
[{w, )| < [lul[ f[o]l-

Portanto, |(u,v)| < [Ju||||v] -

Prova - Desigualdade triangular.

Para u, v linearmente independentes em V', teremos:
lu+o* = (utov,uto) = (wuto) + (vu+o) = (wu) + (u,0) + (0,u) + (v,0) = [[u]* + 2(u,0) + [[o]* <

2 2 2 2 2
u||” + 2 (u,v)| + ||v < Nlul||” 4+ 2 [|ul| {|v]| + ||v||” = (||u]l + ||v]])°.
[[ull” + 2 [(u, v)| + [[v]| | [ull ol +[lo]" = (lull + [l]))

DS
Dai, segue que
2 2

0 < flu+of|” < (flull +llv[)” = llu+oll < flull + o]l
Portanto, ||u + v|| < ||lull + ||v].

7) Sejam os vetores de R3, u = (1,1,1),v; = (1,—1,3),v2 = (0,2,2) e v3 = (1,2,3). Considere o produto escalar como
produto interno em R3.

(a) Descubra qual dos vetores v; tem o menor dngulo em relagao a wu.
Solugao
Temos que ||[ul = V3, [[v1]| = V11, ||Jvz] = V8 e |lvs]| = 14, entdo
<1L,’U1> <(1a171)a(17_1a3)> 3

030 = Tl Ton] AV 75

cosf = <U,U2> _ <(17171)a(07272)> _ l
Tl T NN Vo

cosl) = <U,’U3> _ <(17171)3(17273)> — 6

lullllosl] — V3v14 Va2

Sabemos que quanto menor for o angulo entre os vetores maior é o valor do cosf.

Portanto, o vetor vz tem o menor angulo em relagao ao vetor u.

(b) Descubra qual dos vetores v; tem a menor distancia em relacgéo a u.
Solucgao

Para descobrir qual dos vetores v; tem a menor distancia em relacao a u, calculemos
lu—wvi] = \/(1—1)2+(1+1)2+(1_3)2 :\/g’
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= vall = /T =02+ (1 27 + (1 2 = V2,
Ju = vl = /T= D7+ (T =27 + (1= 3 = V5.

Portanto o vetor vo tem a menor distancia em relacao a wu.

. . 11 1 1 1 2
8) Sejam as matrizes (vetores) de M(2,2), A = (1 0),3 = (_1 0) eC = <3 0).

Considere o produto interno do exe.(5b).

(a) Descubra qual dos vetores B ou C tem o menor angulo em relacao a A.
Solugao
Temos que ||A|| = v/3, ||B|| = V3 e |C|| = V14, entdo

(G 0) (o))

cost = =

1
. V3V3 3’

wer (606 D)

cos = = = .
1AlIC V3v14 V42

Sabemos que quanto menor for o angulo entre os vetores maior é o valor do cosf.

Portanto, o vetor C' tem o menor angulo em relagdo ao vetor A.

(b) Descubra qual dos vetores B ou C' tem a menor distancia em relagao a A.

s 15— (1) (1 D)= (0 0).
e I T

4~ Bl = <A—B,A—B>=\/<(g o) (5 0))-vi-z
|A—C| = (A—C’,A—C):\/<<_02 —01>7(_02 —01)>:¢5.

Portanto, o vetor B tem a menor distancia em relagao a A.

9) Sendo 5 = {(1 2),(2,1)} uma base de R?, use o processo de ortogonalizacio de Gram-Schmidt para achar uma base
ortonormal B em relagao ao produto interno usual.

Solugao

Denotemos v; = (1,2) e vy = (2,1). Utilizando o processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt vamos achar uma base
ortonormal 3 de R?. Para tal, tome

wy =v; =(1,2) e

2:112—<1)2’w1> 1= 21_w12:21_§12: §_§

! N T T A A (5-5)
ortanto, g’ = 4 ——L Y2 { _ (1,2) (8, —%) f2f 2v5 VB
Portanto, 7 ‘{||w1||’||w2||}‘{||<12|| H(g,—g)n} {(£.20). (3 9) ).

10) Sendo 8 ={(1,1,1), (0, 2, 1),(0,0,1)} uma base de R?, use o processo de ortogonalizagio de Gram-Schmidt para achar
uma base ortonormal B em relagdo ao produto interno usual. [ Mantenha a ordem original dos vetores de 8 de forma
que o primeiro vetor de 3" seja proporcional a (1, 1, 1).]
Solugao
Denotemos v; = (1,1,1), v2 = (0,2,1) e v3 = (0,0,1). Utilizando o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt
vamos achar uma base ortonormal ﬂ de R3. Para tal, tome
wp =V = (171,1) .

0,2,1),(1,1,1
Wy = vy — <U2aw1>w1:( .2, )_ <( i) )7( ) )>

1,1,1) = (0,2,1) — (1,1,1) = (-1,1,0).
s || I(1,1,1)]” ( )= )l )= :
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((0,0,1),(1,1,1))

w
W3 =3 — P 2w2:(07071)_ 3 (1,1,1)
(w1 || [[we]] (1,1, 1)

((0,0,1),(~1,1,0)) 1 ( 11 2)

- -1,1,0) = (0,0,1) = (1,1, 1) = (=3, -3, 3 |-
icLiop b0 =00D =5 0= {55
1 2
Portanto, :{ e , w2 , ws }: (1,1,1) , (=1,1,0) , (_%7_5’5) _
[wi]]” lwz | [Jws] 1(1, 1, 1)) IELLo -1 12y

((5.6:6). (-2.40). (6.-.22))

11) Em P, considere o produto interno de (5a). A partir da base canonica & = {1,¢,t?}, encontre uma base ortogonal
utilizando o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt.
Solucgao
Denotemos fi(t) =1, fa(t) =t e f3(t) = t2, entdo
1
147 = () = 0 = [ 1d= [, =14 1=2
-1
) L #1112
= =ty=| Ldt=|—| ==+>=2.
I8 =t = ety = [ a5 —5+5=3

Agora, para encontrar uma base ortogonal utilizando o processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt, considere

at) = fi(t) =1
' tQ]I 11
tdt = 1.1
<t’1>1:t—/1 :t—[Q Loy 2 24

(f2(t), g1(t))

g2(t) = fa(t) — a(t)=t

g1 (6)]1? P 2 2 2
1 1 t3 1
t2dt t3dt —

o a®) Be®) . (B _/ _/_1 i 2_[3]_1_
BO=LO=2 o " e PO T T e T T T 3 B
B

3 3

Portanto, 8 = {g1(t), g2(t), g3(t)} = {1,¢,t* — £} é a base ortogonal procurada.
12) Seja V=R3e S ={(1,0,1),(1,1,0),(2,1,1)}.
(a) Encontre St e verifique que ele é um subespaco vetorial de V.
Solugao

Chamamos de ortogonal a S ao conjunto S+ = {v € V : (v,u) = 0,Yu € S}.
Seja v = (z,y,2) € V, entao

<(.’E,y,2),(1,0,1)>:0 r+2=0 r=—z
((,9,2),(1,1,0) =0 & qz+y=0 e {y=z2
<($,y,Z),(2,1,1)>:O 2x+y+2§:0 zZ=2z

Portanto, S* = {(z,y,2) €V iz = —2,y = 2,2 € R}.
O conjunto S+ é um subespaco vetorial de V, mesmo que S ndo tenha a estrutura de espaco vetorial. De fato,
i. (0,0,0) € S*, pois basta tomar z = 0 e ((0,0,0),u) = 0,Yu € S.
ii. Se vy,ve € St entdo (vy,u) = (vg,u) =0, Yu € S.
Portanto, temos (v; + v, u) = (v1,u) + (vo,u) =0+ 0 =0, Vu € S e, entdo v; + vy € S*.
iii. Sev; € S+ e\ €R, entdo (vy,u) =0, Vu € S.
Portanto, temos (Avy,u) = A (v1,u) = A0 =0, Yu € S e, entdo \v; € S*.
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Encontre uma base ortogonal para S-*.
Solugao
Os vetores em S+ sdo da forma (—z,2,2) = z(—1,1,1) e, assim, 8 = {(—1,1,1)} é uma base ortogonal para S*.
Se S fosse [(1,0,1),(1,1,0),(2,1,1)], qual seria S*+? Encontre bases ortogonais para S e S+ nesse caso.
Solugao
O conjunto S* é mesmo que foi definido no item (a), pois basta definir no conjunto de geradores. Também, a
base ortogonal de S+ é a mesma do item (b).
Resta encontrar uma base ortogonal para S.
Primeiramente, note que (1,0,1) 4+ (1,1,0) = (2,1, 1) e, assim, podemos descartar o vetor (2,1,1). Dessa forma,
S =1{(1,0,1),(1,1,0)}] e x = {(1,0,1),(1,1,0)} é uma base para S.
Agora, denotemos u; = (1,0,1) e us = (1, 1,0), tome entao
vy =up = (1,0,1).

(ug,v1) ((1,1,0),(1,0,1)) 1 1 1
vy =g = S Hgt = (1,1,0) TERIE (1,0,1) = (1,1,0) = 5 (1,0,1) = (2,1, 2).

1 1
Portanto, p = {(1,0, 1), (57 1, —§>} é uma base ortogonal de S.

13) Sendo v = (1,2, 3), utilize o produto interno usual de R? e encontre as coordenadas [v] g€ [v] s em relagao as bases [

eﬁ/

do exe. 10.[ Qual a vantagem de ter uma base ortonormal?].

Solugao

Para encontrar as coordenadas de [v] 5> €SCIevemos

(1, 1,1) +5(0,2,1) + ¢(0,0,1) = (1,2,3) = v e, calculemos
={((1,2,3),(1,1,1)) = (a(1,1,1) + b(0,2,1) + ¢(0,0,1),(1,1,1)) =
:a<(1,1,1),(1,1,1)> b((0,2,1),(1,1,1)) +¢{(0,0,1),(1,1,1)) = 3a + 3b +c.
=((1,2,3),(0,2,1)) = {(a(1,1,1) + b(0,2,1) + ¢(0,0,1),(0,2,1)) =
:a<(1,1,1),(0,2,1)>+b<(0 2,1),(0,2,1)) + ¢((0,0,1),(0,2,1)) = 3a + 5b + c.
={((1,2,3),(0,0,1)) = (a(1,1,1) + b(0,2,1) + ¢(0,0,1),(0,0,1)) =
a{(1,1,1),(0,0,1)) +((0,2,1),(0,0,1)) + ¢((0,0,1),(0,0,1)) =a+ b+ c.
Dali, temos
3a+3b+c=6
3a+5bb+c=7
a+b+c=3
Cuja solugao é: a = % ec= %

1,b
Portanto, [v]; = (1,3.3).

/ 7
Agora, como 8 é uma base ortonormal podemos escrever

3
v= Z (v, V) Vg, vg vetores da base g
k=1
Logo, as coordenadas [v] 5 sdo dadas por:

(v,01) = <(1,2,3), (% Ve ?3)> —2/3;
(v, v9) = <(1,2,3), (—VT?, 72,0)> =2,
(v.va) = ((1,2,3), (=48, -4, 28) ) = 5.

Portanto, [v]; = (2\/§ ‘/757_6).

A ventagem que o calculo pode ser feito diretamente, sem resolver um sistema linear.
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14) Considere o espaco vetorial R* munido do produto interno usual. Seja U o subespaco gerado pelos elementos u; =
(1,-1,1,1) e uzg = (1,2,0,1).

a) Determine uma base para o subespaco U+.

b) Escreva o vetor (2,1,1,—1) como uma soma de dois vetores, sendo um deles pertencente a U e o outro pertencente
aU™t.

Solucgao

a) Mostre que os vetores de UL tem a forma (a, b, 3b, —a — 2b) e conclua que {(1,0,0,—1),(0,1,3,—2)} é base de U+;

b) Solugao 1 Ortonormalize as bases de U e U~ e assim obtenha uma base ortonormal para o espaco todo. Decomponha

o vetor dado nessa base obtida. Resposta: (2,1,1,—1) = (§ 81 §) + (é 13 —Z), onde o primeiro vetor pertence a
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U e o segundo a U—.
Solugao 2 Se nao quiser achar as bases ortonormais, pode ser feito na forma usual escrevendo o vetor (2,1,1,—1)

como uma combinagao linear das bases e resolvendo um sistema de equagoes. Como a projegdo ortogonal é tnica o
resultado serd o mesmo.

(2,1,1,—1) = a(1,—1,1,1) + b(1,2,0,1) +¢(1,0,0, —1) + d(0,1, 3, -2).
evU e Ut
Resolvendo o sistema linear obtem-se: a =1/4,b=1/2,¢=5/4 e d = 1/4. Entao,
a(l,—1,1,1)+b(1,2,0,1) = (1/4)(1,-1,1,1)+(1/2)(1,2,0,1) = (3,3, 1,3) e ¢(1,0,0,-1)+d(0,1,3,-2) = (5/4)(1,0,0, 1)+

(1/4)(0,1,3,-2) = (2,4,3,-1).

Na solugao 1 é mais facil calcular os coeficientes dado que a base é ortonormal. Como no exercicio anterior (ex. 13),
quando a base é ortonormal, nao é necessario resolver um sistema linear.



