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Algebra Linear - 2019.1

Lista 6- Matriz mudanca de base - Transfromagoes Lineares e Matrizes

1) Sejam B; = {(1,0),(0,1)},Bs = {(1,1),(2,3)} e Bs ={(-1,2),(—2,1)}. Exiba as matrizes mudanca de base:

(a) da base By para a base Bj.
Solucgao
Queremos determinar a matriz P de mudanca da base By para a base Bi. Para tal, vamos escrever os elementos
da base By como combinacao linear dos elementos da base By, isto é:

(]., ]_) = a1(1,0) -+ (12(0, ].) == {al -
as = 1
e
by =2
(2,3) = b1(1,0) + bo(0,1) = '
by =3
Portanto,

1 2
o [1 3] .
(b) da base B; para a base Bs.
Solugao
Queremos determinar a matriz ) de mudanga da base By para a base Bs. Para tal, vamos escrever os elementos
da base B; como combinacao linear dos elementos da base Bs, isto é:

1
—a; —2a; =1 ay = 3
(1,0) = a1 (~1,2) +as(~2,1) & {1 50 i
201 +a9 =0 a9 = —=
3
€
b 2
—by —2by =0 1=
0,1) = by (—1,2) + by(—2,1) & o 3
(0,1) = bu( ) + b ) {ﬂu+b2=1 b2:_1
3
Portanto,
12
Q= 32 31
3 3

(¢) da base By para a base Bs.
Solugao
Queremos determinar a matriz R de mudanga da base By para a base Bs. Para tal, vamos escrever os elementos
da base By como combinagao linear dos elementos da base Bg, isto é:

—a—2ay =1 ~1
@n:mpmm+@@zn@{“1 2 @{m

2a1+a2=1 CLQZ—].
€
by — 2b b= o
—by —2 o = 2 1= 3
2,3) = by (—1,2) + by(—2,1) & ! & 3
(2,3) = bu( )+ b ) &m+®:3 %:_z
3
Portanto,
; 8
R= 3
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2) Quais sao as coordenadas do vetor v = (2, —3) em relacdo as bases By, By e B3?
Solugao

Para determinarmos [v] p, vamos escrever v como combinacao linear dos vetores da base B, isto ¢é:

(2,-3) = 2(1,0) — 3(0, 1) = [v] 5, = [ 2 } .

Para determinarmos [v] 5, vamos escrever v como combinagao linear dos vetores da base By, isto é:

a1 + 2as =2 a; =12 12
2,-3)=a1(1,1) +a2(2,3) & & = |v = .
2.3 = (L. 1) + >{al+3®:_3 hw~5 oo = | 3 |

Para determinarmos [v] 5, vamos escrever v como combinagao linear dos vetores da base Bs, isto é:

4 4
by — 2by =2 by =—3 —=

2,-3) =b1(—1,2) + by(-2,1) & & = =
(2,-3) = b(=1,2) +o(~2,1) éh+®:_3 b b Tl
3 3

3) As coordenadas de uma vetor w em relagao a base Bs sdo dadas por:

ul, = (3 )

Quais sao as coordenadas de w em relacao as bases By e Bs.
Solucgao

Temos que a matriz mudanca da base By para a base B é:
1 2
p-[l 7]

ul, =Pluls, = |1 3|3 ] =[5 |

Também, temos que a matriz mudanca da base By para a base Bs é:

Portanto,

. 8
R= B _3Z
3
Portanto,
1 0 8
s, =Rl = | %[5 ] =] 5 ]
3

4) Considere V o espago vetorial de matrizes 2 x 2 e duas bases das matrizes triangulares superiores
B, = 1 0 0 1 0 0
7\ o0)\o o) \o 1
B, = 1 0 11 11
71\ o)°\o o) \0 1

Encontre a matriz de mudanca da base 32 para a base ;.

Solucao
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Queremos determinar a matriz A de mudanca da base 8o para a base (5;. Para tal, vamos escrever os elementos da
base 82 como combinacédo linear dos elementos da base (31, isto é:

G,l:l
10 10 0 1 0 0
(0 0)=oo o) res(s o) res(s §) gm0 .
a3:0
11 10 01 0 0 br=1
<0 O)Zbl(o 0>+b2<0 0)+b3<0 1)@ bp=1,
b3:O
C1 1
L1y (1 oy, 01y 00y )
0 1) "o o) "%2\o o) "%\0 1 €2 =
C3 —
Portanto,
11 1
A=10 1 1
00 1

5. Seja T : R?® — R3 a transformacdo linear dada por T'(x,y,2) = (z + 2,y + z, 2 + y + 22).

Encontre as matrizes de T com relagdo a base candnica, C, e em relagdo a base B formada pelos vetores: u =
(1,1,2),v=(-1,1,0) e w = (-1, -1,1).

Solucao

Primeiramente vamos determinar [T],. Temos que:
T(1,0,0) = (1,0,1) = 1(1,0,0) 4 0(0, 1,0) + 1(0,0, 1),
7(0,1,0) =(0,1,1) = 0(1,0,0) + 1(0,1,0) + 1(0,0, 1),
7(0,0,1) =(1,1,2) = 1(1,0,0) + 1(0,1,0) + 2(0,0,1).

Portanto,

T(1,1,2) = (3,3,6) = 3(1,1,2) + 0(—1,1,0) + 0(—1, -1, 1),
T(_17 170) = (_17 170) = 0(13 172) + 1(_17 170) + O(_17 _13 1)7
T(-1,-1,1) = (0,0,0) = 0(1,1,2) + 0(=1,1,0) + 0(—1, —1,1).

Portanto,

6. Seja T € L(P,(R),R) dada por T'(p) = fol p(x)dz. Encontre as matrizes de T em relacao as bases canonicas de Pa(R)
eR

Solucgao

Queremos determinar a matriz M de T em relagio as bases B = {1,z,2%} e C = {1}, de P» (R) e R, respectivamente.
Para tal, calculemos
T(1) = [ 1dz = [z]) = 1,
1

T(z) = [, adx = [%2]0 = %
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Portanto,

7. Seja T : R? — R3 um operador lienar tal que

T(e1) =(2,3,1),T(e1 +e2) =(5,2,7) e T(er +ea+e3)=(-2,0,7).

(a) Encontre T'(x,y, z) para (z,y,2) € R3.
Solugao
Temos que,
T(e1) = (2,3,1),
T(e1+ex) =T(e1) +T(e2) = (5,2,7) = T(e2) = (5,2,7) — (2,3,1) = (3,—1,6),
T(e1+ex+e3) =T(er +e2)+T(e3) =(—2,0,7) = T(es) = (—2,0,7) — (5,2,7) = (=7,-2,0).
Uma vez que
(z,y,2) = xe; + yes + zes,

apliquemos a transformagao linear 7' em ambos os lados da igualdade acima, obtendo
T(x,y,z) =aT(er) + yT(e2) + 2T (e3)
=x(2,3,1) +y(3,—1,6) + 2(—7,—2,0)
= (2$, 3, x) + (Syv -Y 6y) + (_727 -2z, 0)
=2z +3y— 72,3z —y — 2z, 2 + 6y).

(b) T é sobrejetora? Justifique sua resposta.
Solugao
Sim, pois 8 = {(2,3,1),(3,—1,6),(—=7,—2,0)} é uma base para Im(T) e como a dim(R3) = 3, temos que 3 também é
uma base para R?, isto é, T é sobrejetora.
(¢) T é injetora? Justifique sua resposta.
Solugao
Sim, pois pelo Teorema do Nicleo e da Imagem , temos que
dim(R3) = dim(Ker(T)) + dim(Im(T)) = 3 = dim(Ker(T)) + 3 = dim(Ker(T)) =0 = Ker(T) = {(0,0,0)} .
Portanto, T é injetora.
(d) T é bijetora? Justifique sua resposta.
Sim, pelos itens (b) e (c¢).
O exercicio foi resolvido encontrando uma base para a imagem e utilizando um teorema importante
que sempre tem que ser considerado nestes casos. Agora, tente resolver usando uma representagao em

uma base da transformacao linear e o fato de que as dimensoes podem ser calculadas com o posto e a
nulidade desta matriz.

8. Seja T : P,(R) — P»(R) um operador linear tal que
(T(po))(t) = 1+, (T(pr(t)(t) =t + 1 e (T(p2))(t) =1+t — 12,
onde p;(t) =t',i=0,1,2.
(a) Encontre T'(p) para p € Py(R).
Solugao

Temos que
ap —+ alt =+ a2t2 = (lo(].) =+ al(t) —+ a2(t2).

Aplicando a tranformacao linear T' em ambos os lados da igualdade acima, obtemos
T(ap + ait + ast?) = agT(1) + ayT(t) + axT(t?)
=ag(l+t) +ai(t+t°) + az(l +t — 1)
=ag +as + (ag + ay + az)t + (a1 — az)t?.
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(b) T é sobrejetora? Justifique a resposta.
Solugao
Sim, pois 8 = {1 +t,t+¢* 1+t —t*} é uma base para Im(T) e como a dim(P(R)) = 3, temos que 3 também
é uma base para P»(R), isto é, T é sobrejetora.
(¢) T é injetora? Justifique sua resposta.
Solucgao
Sim, pois pelo Teorema do Nicleo e da Imagem , temos que
dim(P2(R)) = dim(Ker(T)) + dim(Im(T)) = 3 = dim(Ker(T)) + 3 = dim(Ker(T)) = 0= Ker(T) = {0} .
Portanto, T é injetora.
(d) T é bijetora? Justifique sua resposta.
Solugao
Sim, pelos itens (b) e (c).

O exercicio foi resolvido encontrando uma base para a imagem e utilizando um teorema importante
que sempre tem que ser considerado nestes casos. Agora, tente resolver usando uma representagao em
uma base da transformacao linear e o fato de que as dimensoes podem ser calculadas com o posto e a
nulidade desta matriz.

. Seja T : R? — R? um operador linear cuja matriz na base B = {(1,0), (1,4)} é

11 . . < .
1) = (5 1). Determinar a matriz de T’ em relagdo & base candnica de R2.

Solugao

Denotemos por C' = {(1,0),(0,1)} & base canonica de R?. Para determinar [T], devemos aplicar a férmula [T, =
P! [T]5 P, em que P é a matriz de mudanca da base C' para a base B. Calculemos P.

= 1 =
(1,0) = a1 (1,0) + ax(1,4) & {“1“‘2 s {“1

4(12:0 as =
b+ b .
:0 1= -7
(0,1) = by (1,0) + bo(1,4) & 4 1 772 & 14
4by =1 by = —
4
Logo,
1
1 —=
0o =
4
Portanto,

re-rmar=( ) D, #)- ()

Seja B = {ej, €2, e3} uma base do espago vetorial V. Se T, S : V' — V sao operadores lineares em V tais que

T(e1) =2e; —3eq + e3, T(ez) = €1 + ez, T(e3) =ea + €3

S(el) = 3ey + 2eq, 5(62) —=e1 — ey — €3, 5(63) =e1 + ey — 2es.

Determinar as seguintes matrizes: [T]5, [S]z, [SoT]g, [S*+1], e [T°—-S57],.

Solugao
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Temos que:
2 10 31 1
Tly=(-3 1 1|,[Slz=[2 -1 1].
1 01 0 -1 -2
Logo,
31 1 2 10 4 4 2
[SoT)z=[SzTz=(2 -1 1 -3 1 1|=1[8 1 0|,
0 -1 —2 1 01 1 -1 -3
1 1 2 100 12 1 2
(S2+1], =[S +lz=4 2 -1|+[0 1 0)]=[4 3 -1
-2 3 3 00 1 -2 3 4
e
-6 4 4 11 1 2 -17 3 2
13 -84, =M% -[8)=-8 —-10 0] -4 2 —1|=|-12 -12 1
4 4 2 -2 3 3 6 1 -1

11. Considere a transformagcao linear D : P3(R) — P3(R), onde D(p) = p/
(a) Escreva D na forma matricial em relagdo & base candnica {t3, t2,t, 1}.

Solugao
Temos que:
D(t?) = 3t* = 0(t%) + 3(t?) + 0(¢) + 0(1),
D(t%) =2t = 0(¢%) + 0(t?) + 2(¢) + 0(1),
D(t)=1=0(t3) +0(?) + 0(t) + 1(1),
D(1) =0 =0(t3) + 0(t%) + 0(¢) + 0(1).
oo 00 0 0
Ple=15 3 o o
00 1 0

(b) Determine Ker(D) e Im(D) e encontre uma base para cada um destes subespagos. Verifique o teorma do ntcleo
e da imagem.

Solucgao
Seja p(t) = ast3 + ast? + a1t + ag em P3(R). Logo,

D(p) = 3azt® + 2ast + a1 = az(3t*) + a2(2t) + a1 (1).

Assim,

Ker(D) = [{1}] e 1 = {1} é uma base para o Ker(D).

Im(D) = [{3t,2t,1}] e B2 = {3t?,2t,1} ¢ uma base para Im(D).

Note que vale o Teorema do Nicleo e da Imagem, pois 4 = dim (P5(R)) = dim(Ker(D)) + dim(Im(D)) =1+ 3 = 4.
(¢) Mostre que Do Do Do D = 0. Primeiro usando a definigdo de derivada. Depois usando a representagdo matricial.
Solucgao

Seja p(t) = ast® + ast? + a1t + ag em P3(R). Entdo,

( (t)) = 3ast® + 2ast + ay,
D?%(p(t)) = 6ast + 2as,
D3(p(t)) = 6@3,

D*(p(t)) =

Agora usando a representacao matricial, temos que:
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