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Algebra Linear - 2019.1

Lista 8 - Autovalores e Autovetores

1) Sendo T': V. — V um operador linear, mostre que o conjunto V) = {v € V : Tv = Av}, formado pelos autovetores
associados a um autovalor A, inclusive v = 0, é um subespago vetorial de V.

Solucgao

Sejam u,v € V) e a € R. Entao,

i. 0 € Vy, pois T(0) = 0 = 0.
. T(u4v) =T(u)+Tw) = Au+ v = Au+0v).
Logo, u+ v € V.
iil. T(au) = a(T'(u)) = a(Au) = Aaw).
Assim, au € V).

Portanto, V) é um subespaco vetorial de V.

2) Encontre os autovalores e autovetores associados dos operadores lineares T : V. — V e matrizes em M (n, n) seguintes:

(a) V=R*T(x,y) = (z+y,2z +y)
Solugao
Seja C' = {(1,0),(0,1)} a base canénica de R? sobre R. Entéo,

Portanto,

Assim, o polinémio caracteristico é:

p(N) = det ([T]g — AI) = det (1;A 1i,\) — X2 on 1.

Logo,
pPAN)=02X-2-1=0=>X=1-V2 e M=1+V2

Vamos determinar os autoespagos associados aos respectivos autovalores:
e Para A\ =1 — \/§7 temos

([Tle = Ml)v1 =0 = (1 _2Al 1 —1A1) @i) - <8>

-(F BE-0-{

Y1 =y
Assim,
V2
Vieva= {(95171/1) € R|zy = ECEAE
Portanto, uma base para o autoespago V;_ 5 é f1 = {(—‘/75, 1)} . Em outras palavras, v; = (—32Q, 1) é um

autovetor associado ao autovalor A\; = 1 — /2.
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e Para Ao =1+ \/5, temos

Logo,

2
Vievz = {(93273/2) € R?|ay = gyz} -

2 2
Portanto, uma base para o autoespago V, | 5 é B2 = { (%—, 1) } . Em outras palavras, ve = (%, 1> ¢ um

autovetor associado ao autovalor Ao = 1 + /2.
(b) V= RQ? T(SC, y) = (_ya x)
Solucao
Seja C' = {(1,0),(0,1)} a base canénica de R? sobre R. Entao,

T(1,0) = (0,1) = 0(1,0) +
7(0,1) = (—1,0) = 0

Portanto,

Assim, o polinémio caracteristico é:

p(\) = det ([T] o — M) = det <:i _1/\> =X+ 1.

Logo,
p(A) =0\ +1=0,
que nao tem solugao em R.
Portanto, concluimos que [T}, nao tem autovalores em R nem autovetores em R2.
() V="P,T(az? +br+c)=az?+cr+b
Solucgao
Seja C = {x?,x,1} a base canonica de P»(R). Entéo,

T(2?) = 2* = 1(z*) + 0(z) + 0(1),
T(z)=1=0(z?) +0(z) + 1(1),
T(1) =z = 0(2?) + 1(z) + 0(1)
Portanto,
1 00
T)l.=1{0 0 1
010
Assim, o polinémio caracteristico é:
1-Xx 0 0
p(A) = det ([T, — M) = det ( 0 -2 1 ) = (1-A)(A%2=1) = (1-N)A=1)(A+1) = (=1)(A=1)(A=1)(A+1).
0 1 =X

Logo,
pA) =0 (-1)(A-1)A-1DA+1)=0=X =1 =1 e Ag=-1.

Vamos determinar os autoespacos associados aos seus respectivos autovalores:
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e Para A\ = Ay = 1, temos
T(ax®> + bz +c)=ar’+cx+b=N(az’ +br+c) S ar’ +cx+b=az? +bx+c<=b=rca,ceR.

Logo,
Vi ={p(z)=az’ +bz+ce P(R):p(z)=az’+bx+babeR}.
Portanto, uma base para Vi é 31 = {x2, T+ 1} . Em outras palavras, p1(z) = 2% e pa(z) = z + 1 sdo
autovetores associados ao autovalor \; = Ay = 1.
e Para A3 = —1, temos
T(az® +br+c)=az?+cr+b=N(az’ +br+c) < ax?+cr+b=—ar’> —br—c<=a=0,b=—c,ccR.
Assim,

Vo1 = {p(z) = az® + bx + c € P(R) : p(z) = —cx + ¢,c € R} .
Portanto, 82 = {—x + 1} é uma base para V_;. Em outras palavras, p3(x) = —z+1 é um autovetor associado
ao autovalor A3 = —1.
(d) V = Py, T(ax® + bz + ¢) = 2az + b, (derivada)
Solugao
Seja C = {x?, 2,1} a base canonica de P»(R). Entéo,

T(2?) = 2z = 0(2?) + 2(z) + 0(1),
T(x) =1=0(z%) +0(z) + 1(1),
T(1)=0=0(z?) +0(x) + 0(1)

Portanto,

Assim, o polinémio caracteristico é:

-2 0 0
p(\) = det ([T), — M) = det ( 2 —-X 0 ) =-\3.
0 1 =X

Logo,
p(/\)=0<:>—)\3=0:>/\1:/\2=)\3=0.

Vamos determinar o autoespaco associado aos autovalores Ay = Ao = A3 = 0:
T(ax® +bx+c¢)=2ax+b=M(az’ +br+¢c) S 2ax+b=0<a=b=0,ccR.

Assim,
Vo = {p(z) =az® +bx +c€ P(R): p(z) =c,c€R}.
Por conseguinte, § = {1} é uma base para V.
(e) V.=M(2,2), T(A) = AT, A e M(2,2)

sain 0= (5 O).(0 D)0 0)-(5 )} s canticn e 322, B
(600)=6 0) =1 )+l o)+ §)+o 1)
() R v R O R G R G R ()
f((10)=0 0)=o6 510 o)+l 5+ 1)
() R U R O R (I R G R O
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Portanto,
1 0 0 O
0 010
e 01 00
0 0 01
Assim, o polinémio caracteristico é:
1-X 0 0 0
pON) =det (T —AD =det | O A L O oo no—no—1)0+1)
¢ 0 1 =X 0 ‘
0 0 0 1-—-2X

Logo,
pPA=0A-1DA-1DA-DA+1)=0=>M=X=X=1 ¢ Ay=-1
Vamos determinar os autoespacos associados aos respectivos autovalores:

e Para A\ = Ay = A3 =1, temos

ajp = ail
T ((an au)) =\ (au (112) PN (011 a21> _ (an a12> & {ags = ag
az1 Q22 az1 Q22 aiz @22 agy @G22
g2 = 22
Assim,
aj; a2
Vi={AeV :T(A) =\A} = eV:iap=a
1 { ( ) 1 } {(a21 a22> 12 21}
Portanto, 51 = {(é 8) , (2 é) , <8 2)} é uma base para V.
e Para A4 = —1, temos
ail = 0
T ((011 a12>) =\ (all (112) PN <1111 ll21> _ <—(111 _a12> o {ap = —an
az1 Q22 ag1 G2z aiz @22 —a21 —ag2
agg = 0.
Assim,

V_1:{A€VT(A):/\4A}:{(Z;1 Z;)EV:aH:azg:O & a12=—a21}

Portanto, 8 = { <(1) _01> } é uma base para V_j.

0a- (4 2)

Solugao
O polinémio caracteristico é:
1—A 2

p(A)zdet(A—AI)zdet( 0 1o

):A2—1:(A—1)(A+1).
Logo,
pA) =0 A-1)A+1)=0=X =1 e =1

Vamos calcular os autoespagos associados aos respectivos autovalores:

(A=MD)v =0 (1‘0Al _12_A1) @) _ (8)
=6 B 0)-6)- (o

Vi ={(z1,y1) € R?ly; =0} .
Portanto, 51 = {(1,0)} ¢ uma base para V;.

e Para \; = 1, temos

Logo,
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oo (VL2 ()= ()
6 )E-O-{r

Voi = {(z2,y2) ER*[zo = —ya}.
Portanto, 52 = {(—1,0)} é uma base para V_;.

@wa=(11)

Solucao

e Para Ay = —1, temos

Assim,

O polinémio caracteristico é:

1-A 1

p(A)zdet(A—)J)zdet( 1 11

)=A2—2A:A(,\—2).
Logo,
pA)=0AXA-2)=0=X =0 e X=2.

Vamos calcular os autoespagos associados aos respectivos autovalores:

oo (5 15) () ()
(NG ={n,n

Vo = {(z1,41) € R*[x1 = —y1 } .
Portanto, uma base para Vp é 81 = {(-1,1)}.

oo (0 1) ) -0
o)) -@){r

Vo = {(z2,92) ER*lza =y} .
Portanto, 52 = {(1,1)} é uma base para V5.

wa=(3 1)

Solugao

e Para \; =0, temos

Assim,

e Para \y = 2, temos

Logo,

O polinémio caracteristico é:

5—2A 3

p(A)zdet(A—)J)zdet( 3 _3_)

):/\2—2>\—24=()\+4)(>\—6)~

Logo,
p()\>:O<:>()\+4)()\—6):0:>)\1:—4 e Ay =0.

Vamos calcular os autoespagos associados aos respectivos autovalores:
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e Para A\ = —4, temos
_ 5— /\1 3 X1 o 0
aosmre (52006 -()
1
SRIARCR
hn U =1
Logo,

1
Voy= {(171,91) € R?|z; = —§y1}-

1
Portanto, 51 = { <——, 1> } . ¢ uma base para V_g4.

3
aonee (5520 ()=
o (3 ) (@) ()< {ro

Vo = {(22,y2) € R?|z5 = 3y} .
Portanto, uma base para Vg é 02 = {(3,1)}.

13 -3
(i)A:<04 o)
-3 3 1

Solugao

e Para Ay = 6, temos

Assim,

O polinémio caracteristico é:

1-X 3 -3
p()\):det(A—)\I):det( 0 4=X 0 | ==XN+6A-32=(-1)A+2)(A—4)(A—4).
-3 3 1-2A
Logo,
PA) =06 (1)A+2)A—4)A—4)=0= X\ =-2 e dp=A;=4.

Vamos determinar os autoespacos associados aos respectivos autovalores:

e Para A\ = —2, temos que
1-— )\1 3 -3 X 0
(A—)\ll)U1:0<:> 0 4— X\ 0 Yyi | = 0
-3 3 1-— )\1 Z1 0
3 3 -3 1 0
<10 6 0 y1 | =10l <ey1=0 e x1=2.
-3 3 3 z1 0
Logo,
Voo ={(z1,91,21) ER*|y1 =0 e a1 =2}.
Portanto, uma base para V_o é 8; = {(1,0,1)}.
e Para Ay = \3 = 4, temos
1— /\2 3 -3 To 0
(A—)\2])’U2=0<:> 0 4— )Xg 0 y2 | =10
-3 3 1-— )\2 zZ9 0

-3 3 -3 To 0 T2 =Y2 — 22
54 0 0 0 Yo =10] & Yo = Y2
0

Z9 = Z2.
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Assim,
Vi = {($2,y2,22) € R3|9E2 =Y2 — 22} .

Portanto, uma base para Vy é S = {(1,1,0),(-1,0,1)}.

-1 -4 14
G) A= 2 -7 14
2 —4 11
Solugao
O polinémio caracteristico é:
—1-A —4 14
p(A\) = det (A — \I) = det 2 ~T—X 14 | =243 4450 +81=(—1)(A+3)(A+3)(A—9).
2 —4 11-=A

Logo,

Vamos determinar os autoespacos associados aos respectivos autovalores:

e Para A\ = Ay = —3, temos
—1—-X —4 14 1 0
(A—)\ll)v1:O<:> 2 —7T-X\ 14 y1 ] =10
2 —4 11— )\1 Z1 0
2 —4 14\ [z 0 x1 =2y — Tz
S 12 -4 14 Yyi | = 0] Y1 = Y1
2 —4 14 21 0 2 = 2.
Logo,
V_g = {(xl,yl,zl) € R3|1‘1 =2y — 721} .
Portanto, uma base para V_3 é 81 = {(2,1,0),(=7,0,1)}.
e Para A3 =9, temos que
—-1-— )\3 —4 14 T2 0
(A—>\3])”U3=OC> 2 —7—X3 14 Yo | = 0
2 —4 11 — )\3 z9 0
—-10 -4 14 To 0 T2 = Y2 = 22
S| 2 16 14 y2 | =10 & Sy2 =1
2 —4 2 z9 0 29 = 29

Logo,
Vo = {(5”2792,22) S R3|.’E2 =Yy = 22} .

Portanto, uma base para Vy é 82 = {(1,1,1)}.

3) (a) Calcule os autovalores reais e seus autovetores do operador linear em R?® dado pela rotacio de § em torno de z:

cos® —sinf 0
sinf cosf 0
0 0 1

Solugao
O polinémio caracteristico é:
cos — A —sinf 0
p(A) =det (A= X)) =det | sinf  cos@—X 0 | =(1-X)(\?—2cosO\+1).
0 0 1—A
Logo,
pAN) =0 (1 =AM\ —2c0s0A+1) =0 A=1 ou A —2cos0\+1=0.
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Dai,

5= 2c080 + V4c0s20 — 4 _ 2co0sf) & \/4(cos?0 — 1)  2cosb = V—4sin20
2 2 2
Em vista disso, se 0 # kn, k € Z, s6 temos um tnico autovalor real, a saber, A = 1.
Se 0 = 2kn, k € Z, temos o autovalor A = 1 de multiplicidade algébria 3.
Se 8 = (2k + )7,k € Z, temos o autovalor A = —1 de multiplicidade algébrica 2 e o autovalor A = 1 de
multiplicidade algébrica 1.
Vamos calcular os autovetores para cada um dos casos:

e Para A=1¢e 0 # kn, k € Z, temos

cosh —1 —sind 0 T 0
sinf cosd —1 0 1| =10 <z1=9y=0 e 2z €R
0 0 0 21 0

Portanto, o autovetor associado ao autovalor 1 é:

0
v = 0
1
Os outros dois casos fica como exercicio.
(b) rotagdo de 7 em torno de (1,1,1):
1 1 11 1
PR A Lo T Ys s
ST PRl ] W
3773 3 + 7 3 1-— \/§ 1+ \/g 1
[Dica: qual é o autovetor (dire¢ao invariante) ébvio?]
Solugao
O polinémio caracteristico é:
1 1 11 1
A A :
p(A) = 3175 15‘3 373 =(=A =D -1).
53—y sty 3 A

Logo, o tnico autovalor é A = 1. Calculemos o autovetor a ele associado.

1 1 1 1 1 2 1 1 1 1

3N 3573 3t (e 0 3 375 3t (e 0
Ly 1 1y 1_ 1 —lolael|i+rdi _2 1_ 1 =1lo
373 3 373 Y 373 3 37 /3 Y
FAN S B U WS G I O 0 1M 1, 72 2 0
3 Vv3 3 V8 3 3 V3 3 V3 3

Sr=y==z.
Portanto, um autovetor associado ao autovalor A =1 é:

. 0 2
4) SeJaA_<1 1 )

(a) Encontre os autovalores de A e A~}
Solugao
Primeiramente encontremos os autovalores da matriz A.
O polinémio caracteristico é:

—-A 2

p(A)zdet(A—)J)zdet(l 11

):)\2—)\—2:()\4—1)()\—2).
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Portanto,
pA) =0 A+1)(A=2)=0=>XM=-1 e =2
Temos que
(1)
AT = .
10
Logo,
-1-x 1 1.1 1
N =det (AP = XI)=( 2 =X+ A=A+ D) - 2).
p = det (a7 a0 = (T30 L) —a s S )
Portanto,

1
p()\):O@()\—l—l)()\—5):0:>)\1=—1 e Ay =

Encontre os autovetores.

Solucao
Vamos determinar os autoespacos associados aos autovalores da matriz A.
Para Ay = —1, temos
o —)\1 2 1\ 0
wormve (25 (6)-(0
1) -O-fr
L 2) \m 0 Y1 = y1-
Assim,

Voy = {(z1,51) € R® : g = =2y}

Portanto, 81 = {(—2,1)} é uma base para V_;. Em outras palavras, v; = (—2,1) é um autovetor associado ao

autovalor A\; = —1.
B g 2 2\ _ (0
(A_Azf)v2—0@< 1 1—>\2> <y2>_<0)

o5 ()0

Vo = {(z2,92) € R® : 2y = 1o}

Portanto, 82 = {(1,1)} é uma base para V2. Em outras palavras, vo = (1,1) é um autovetor associado ao autovalor
Ao = 2.
Agora, vamos determinar os autoespacos associados aos autovalores da matriz A~

s (1)) 0)
2 DE) ()=l

Voy = {(z1,51) €R® 1y = =2y}

Portanto, 81 = {(—2,1)} é uma base para V_;. Em outras palavras, v; = (—2,1) é um autovetor associado ao
autovalor Ay = —1.

Para Ay = 2, temos

Assim,

Para A\; = —1, temos

Assim,

1
Para Ay = > temos
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Assim,
Vi = {(22,92) €R® 12y = o}

Portanto, 82 = {(1,1)} é uma base para V% . Em outras palavras, va = (1, 1) é um autovetor associado ao autovalor

5) Dado um operador linear T : V' — V| mostre que ker(T) = V), com A = 0. Mostre que quando A = 0 é autovalor, T

6)

nao ¢ injetora. Mostre a reciproca: quando 7' nao ¢é injetora, A = 0 é autovalor de T'.

Prova

i. Mostremos que o Ker(T) = V), com A = 0.
Por defini¢ao, temos que

Vo={veV;T(w)=0=00=0}={veV;T(v) =0} = Ker(T).

Portanto, o Ker(T) = V), com A = 0.

ii. Agora vamos mostrar que quando A = 0 é autovalor, T' ndo é injetora. Para tal, seja v o autovetor associado ao
autovalor A = 0. Entao,
T(v) = v =0v
Portanto, T' néo é injetora, pois Ker(T') # {0}.

Por fim, mostremos a reciproca: quando 7" nao ¢ injetora, A = 0 é autovalor de T'. Para tal, seja T : V — V um
operador linear nao injetor. Como T' é néo injetor, existe um vetor nao nulo v € Ker(T), tal que

=0.
iii.

T(w) =X v=0v=0.
Portanto, A = 0 é autovalor de T.

Verifique quais dos operadores e matrizes da questdo 2 sdo diagonalizdveis. (Um operador é diagonalizdvel quando sua
matriz de transformagao em alguma base é diagonalizdvel. Uma matriz é diagonalizdvel quando é possivel encontrar
uma base de autovetores para V.)

Solucgao
Nao sdo diagonalizdveis os operadores dos itens (b) e (d), pois ndo admitem uma base de autovetores para V.

5 3

Diagonalize a matriz A = ( 3 _3

> , i.e., encontre uma matriz M tal que M ~'AM é uma matriz diagonal. Verifique

que M~ YAM = ( A(l) )\O ) , onde Ai, Ay sdo os autovalores de A.
2
Solugao
Pelo exercicio 2, item h, obtemos que os autovalores de A sdo Ay = —4 e Ay = 6. Os respectivos autovetores sao
— 1 —
v =(—%,1) evy=(3,1).
Logo,
G e
M = 3 e M= 1 >
1 1 i 10
Portanto,

_3
M~YAM = ( 40
10

Diagonalize a matriz A em (2.7).

Solugao
Pelo exercicio 2, item i, obtemos que os autovalores de A sdo Ay = —2 e Ay = A3 = 4. Os respectivos autovetores sao
vy = (1,0,1), va = (1,1,0) e v3 = (—1,0,1).
Logo,
1 11
L1 -1 2 T3 3
M=|0 1 0 e M'=10 1 0
11 1
1o 1 3 2 2

10
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Portanto,
i -1 1 1 3 =3\ /1 1 -1 -2 0 0 A0 00
M3*AM=|0 1 0 0 4 0 01 0fl=(0 40l=[0 X 0
-3 3 L) \-3 3 1 1 0 1 0 0 4 0 0 X3

9) Resolva o seguinte sistema de equagoes diferenciais ordindrias para as varidveis x(t), y(¢):

x =51+ 3y,
y' =3z — 3y.
(utilize o exercicio 7.)

Solugao

Pelo exercicio 2, item h, obtemos que os autovalores de A sao A\

e (Y enr=2).

Logo, sabemos que a solugao é:

—4 e Ay = 6. Os respectivos autovetores sao

_1
go(t) = C16>‘1tv1 + Cge’\ztUQ = cle_4t ( 13) + 026615 <i>> .

10) Sendo A a matriz do exercicio 7, calcule A%, A% e A9, Utilize A2 = (MDM ') (MDM~') = MD*M~!, onde D ¢ a

11)

matriz diagonal apds diagonalizagio. Calcule A? explicitamente e compare.
Solucgao

No exercicio 7 determinamos que

1 3 9
-z 3 —-= = -4 0
— 3 -1 _ 0 10 —
=) = ) -8,
Logo,
1 2 3 9
- —= 3\ [(—4) 0 —= =
A% = MD?*M 1:( 3 >( )( Jo 110)7
11 0 ©0)?)\ 5 5
L3\ /(-4* o0 -3 92
A*=MD*M! = ( 3 30 P,
11 0 ©*)\ 35 5
_1 3 (_4)10 0 _3 9
A =MD"YM! = ( 3 Joo10).
11 0 6"\ &5 &
Diz-se que um operador linear 7" : V. — V ¢é nilpotente se existir um nimero inteiro positivo n, tal que T" =

0(i.e.,ToTo..oT(v) =0 Vv e V). Sendo T nilpotente,
(a) Encontre seus autovalores;

Solucgao
Seja v um autovetor associado ao autovalor A. Entao,

T(v) = v, T?(v) = T(T(v)) = T(\v) = AT(v) = A\(\v) = A?v e, prosseguindo, obtemos que T"(v) = A\"v = 0 = A"
0=A=0.

Portanto, A = 0 é o unico autovalor com multiplicidade algébrica n do operador linear nilpotente.

(b) Mostre que um operador linear nilpotente, ndo nulo, néo é diagonalizdvel;

Solucgao

Seja A a matriz do operador linear nilpotente, ndo nulo, em uma base de V.

Suponhamos que A seja diagonalizavel, entdo existem matrizes M, M~! e uma matriz diagonal D, formada pelos
autovalores de A, ou seja, D é a matriz nula, tais que

A=MDM =0

11
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O que é um absurdo, pois A é nao nula.

Portanto, um operador linear nilpotente, nao nulo, nao é diagonalizavel.
(¢) Mostre que T' dado em (2.d) é nilpotente

Solucgao

Temos

T(az? + bz + ¢) = 2az + b,
T?(az® + bz + ¢) = T(T(az® + bx + ¢)) = T(2az + b) = 2a,
T3(az? + bx + ¢) = T(T?*(ax® + bz + ¢)) = T(2a) = 0.

Portanto, T' é um operador linear nilpotente.
12) Diz-se que um operador linear T : V. — V é idempotente se T? = T(i.e.,T o T(v) = T(v) Yv € V). Sendo T
idempotente,
(a) Encontre seus autovalores;
Solugao
Seja v um autovetor associado ao autovalor A\. Entao,
Tw)=XM e T*v)=T(T(v)) =T0M) = I(v) =) = \v.
Logo,
T?() =Tww) e o= e N -ANv=02AXA-1)=0=A=0 ou A=1.
Portanto, os autovalores de um operador linear idempotente sao A=0e A = 1.
(b) Dé um exemplo de matriz idempotente para V = R?;
Solucgao
Seja T : R? — R?, dada por T(x,y) = (x,0) é um operador idempotente.

De fato, temos que:
T?(x,y) = T(T(z,y)) = T(,0) = (,0).

Portanto, 72 = T e, assim, T é um operador idempotente.
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