Lista de Algebra - Teoria dos Anéis
1. Seja R anel, a € R,n € 7Z, definimos:

ata+---+a sen >0

nsomandos

n.a = S—a)+(—&)+---+(—az sen <0

~
|n|somandos

0.a=0

2. Esse exercicio mostra que todo anel R pode ser imerso (se necessério)
num anel S com identidade, possuindo a mesma caracteristica de R.
Seja

RxZ secar(R)=0
S = ou
R x Z se car(R) = n.

A adicao em S é definida componente a componente e a multiplicagao
¢ definida por:

(r1,m1)(r2, n2) = (r1r2 + ny.r2 + na.ry, nang),
onde n.r tem o significado expresso pelo exercicio anterior.

a) Mostre que S é um anel.

—~ o~

)
b) Mostre que S possui identidade.
(c) Mostre que S e R possuem a mesma caracteristica.
(d) Mostre que a aplicacao ¢ : R — S definida por ¢(r) = (r,0) para

r € R mapeia R isomorficamente sobre um subanel de S, isto ¢,

¢(R) é um subanel de S isomorfo a R.

z

nz)

(b) Dé exemplo de um dominio de integridade infinito com carac-
teristica finita.

3. (a) Determine car(

4. Todo anel com identidade possui um subanel isomorfo a Z ou a %

para algum n > 0. E possivel que um anel com identidade possa
simultaneamente conter dois subanéis isomorfos a nZ—Z e % paran # m?

Se isso for possivel, dé um exemplo. Caso contrario, prove que isso é
impossivel.
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E possivel para um dominio de integridade conter dois subanéis isomor-

fosa Z e Z com p e ¢ ambos primos, p # ¢? Dé razoes ou apresente
uma ilustracao.

ﬁeqz’

. Seja p : R — S homomorfismo de anéis.

(a) Mostre que se I C R é um ideal de R entao ¢(I) é um ideal de
©(R). ¢(I) ¢ um ideal de S?

(b) Mostre que se J C S é ideal de S entao ¢~ '(J) = {z € R | ¢(z) €
J} éideal de R que contém Ker(p).

(c) Como se correspondem os ideais de R e S, se ¢ for um epimor-
fismo?

Sejam [, J ideais de um anel R.

(a) Mostre que J é ideal de I + J.

(b) Mostre que I N J ¢ ideal de I.

I+J 4 I
(c) Mostre que ~= é isomorfo a +=.

5L
157

é isomorfo a Z.

Mostre que 15Z é um ideal de 5Z e que 37

Determine todos os homomorfismos de (anéis) de Z em Z.
Determine todos os homomorfismos de (anéis) de Q em Q.
Determine todos os homomorfismos de (anéis) de R em R.

(a) Mostre que os anéis 2Z e 5Z nao sao isomorfos. (mas 2Z e 5Z sao
isomorfos como grupos aditivos!!).

(b) Mostre que os corpos Q(v/2) e Q(v/3) nao sdo isomorfos. Eles sao
isomorfos como Q—espagos vetoriais?

Seja R anel comutativo com identidade e seja Hg = {a + bi + ¢j + dk |
abc,d € Ri2 =2 = k2= —1,ij = —ji = k,jk = —kj = i, ki =
—ik = j} o anel dos quatérnions sobre R. Defina: a + bi + ¢j + dk =
a — bi — c¢j — dk, o conjugado de a + bt + cj + dk. Mostre que:

(a) @ = a e que a3 = Ba, para todo o € H.
(b) [leB]| = [la[[|B]], para todo a, 3 € HL.
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Considere C([0,1],R) o anel das fungdes continuas de [0, 1] em R.

(a) Mostre que M ¢é um ideal maximal de C([0, 1], R) se e somente se
existe a € [0, 1] tal que M = M, = {f € C([0,1],R) | f(a) = 0}.

(b) Mostre que I = {f € C([0,1],R) | f(3) = f(5) = 0} é um ideal
de C([0,1],R) que nao é primo.

Sejam m, n inteiros relativamente primos (i.e.mdc(m,n) = 1). Mostre

L ~ 2 o L
que ng_mZXnZ'

Seja R anel com a propriedade que a? = a, para todo a € R. Mostre

que R é comutativo. O anel R com a propriedade anterior é chamado
de anel de Boole. Adicionalmente, mostre que se R é um anel de Boole
entao a caracteristica de R é dois.

Seja R anel com a propriedade que a® = a, para todo a € R. Mostre

que R é comutativo. (De modo mais geral, é possivel demonstrar que se
R anel tal que para todo elemento a € R, a™ = a, para algum n = n(a),
entdo R é comutativo).

Seja R anel comutativo com identidade. Mostre que:
(a) M é ideal maximal de R se e somente se, o quociente R/M ¢é
corpo.
(b) P éideal primo de R se e somente se, o quociente R/P é dominio

de integridade.

Seja R anel e M ideal de R. Entao R/M é simples, se e somente se, M
¢ ideal maximal.

Descreva todas as estruturas de anéis nao comutativos nao isomorfas
que podem ser definidas num conjunto com quatro elementos.

Sejam F' corpo e R anel. Seja ¢ : F' — R homomorfismo de anéis, nao
nulo. Mostre que ¢ é monomorfismo de anéis.

Seja R anel e sejam f,g : Q@ — R homomorfismos de anéis tais que
f(n) = g(n) para todo n € Z. Mostre que f = g.

Seja R anel. Um elemento a € R ¢é dito ser nilpotente, se existir um
inteiro positivo n tal que a™ = 0. Um elemento e € R é idempotente,
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se €2 = e. Num anel com identidade, os elementos 0 e 1 sao chamados
de idempotentes triviais.

Seja n = p*---p* € N*. Prove que m € Z/nZ é nilpotente se e
somente se p; - - - pi divide m.

Determine os elementos idempotentes do anel Z/nZ. Mostre a seguir
que o anel Z/nZ nao possui elementos idempotentes nao triviais se e
somente se n é um poténcia de um nimero primo.

Seja R anel, e € R, idempotente de R. Mostre que o conjunto eRe =
{ere | r € R} é um subanel de R com identidade e.

Sejam n,m inteiros positivos n > 2, m > 2. Determine os homomorfis-
mos de anéis Z/nZ — 7Z/mZ.

Existe um anel comutativo R com identidade tal que R[X]| = (Z,+,.)?

Sejam D1, Dy anéis de divisao e suponha que para n,m € N* exista um
isomorfismo M,,(D;) = M,,(D3). Mostre que n = m e que Dy = D;.

Dé exemplos de anéis R e subanéis S de R satisfazendo:

0.1 Anéis de polinéomios

Seja K corpo, f(z) € K[z]. Mostre que sao equivalentes:

(a) f(z)
(b) < f(z) > ¢é ideal maximal de K|[z].
() =5

<f(z)>
(a) Seja D dominio. Descreva os inversiveis de D]x].
(

¢é irredutivel sobre K.

é corpo.

@]

b) Encontre os inversiveis de Z[z| e de Zz[z].
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Considere f(z) = 2%+ 32° +42% -3z +2 e g(x) = 2% +2x — 3, em Zz[z].
Encontre q,r € Z7[z] tais que f = g-q+r, com r =0 ou gr(r) < 2.
(a) Decomponha o polinémio f(r) = x*+4 em fatores irredutiveis de
Z5 [l‘]
(b) Faga o mesmo para f(z) = 2% + 2z + 3 em Zs[z].
(¢) O polinomio f(x) = x? + 6x + 12 é irredutivel em Q[z]? E em
R[z]? E em C[z]?
(d) Repita o ftem (c) para g(r) = 2? + 8z — 2.

Encontre o mmc e o mdc entre os seguintes polinomios sobre o corpo

Q:
(a) f(x)=x*—622+x+4eg(xr)=2"—6r+1
) flx)=2*+1leglx)=a+23+2+1

Mostre que:

a) x? +x + 1 é irredutivel em Zs|x]

(
(b

)

) 2 + 1 é irredutivel em Zz[z]
(c) 2® — 9 é irredutivel em Zgz; [z]
)

)

(d
(a

23 — 9 ¢ irredutivel em Zy; [z]
Mostre que 2% + 1 é irredutivel em Zy;[x] e prove diretamente que
Z1i[z]
<:L"121+1>
(b) Mostre que 2% + x + 4 é irredutivel sobre Z;; e prove diretamente

Z11[x]
queé s as
le[af,‘} le[.l‘}
<x?4+1> 7 <z?+rta>

é um corpo com 121 elementos.

é um corpo com 121 elementos.

(c¢) Os corpos sao isomorfos? Justifique.

R ~
Mostre que <m2[ﬂ> ~ C.

Sejam K corpo e f(z) = ag+ a1z +agz* + -+ - +a,z" € Klz], f #0. A
derivada f’(x) de f(z) é o polinémio

flix)=a +-+ (G -Daz"™ +- 4+ (n-Daz"?,
onde 7 - 1 possui o seu sentido usual parai € ZT el € K.

Mostre que f é divisivel pelo quadrado de um polinomio nao constante
se e somente se mdc(f, f7) = 1.
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Se f € Z,|x] é irredutivel sobre Z,, (p primo), de grau n. Mostre que
Zplz]
<f>

¢ um corpo com p" elementos.

Mostre que se p é um primo, entdo o polinémio f(x) = 2™ — p é irre-
dutivel sobre Q, Vn > 1.

Verifique-se cada um dos polindmios f € Z|[x] abaixo é irredutivel sobre
Q e, se for o caso, decomponha-o como produto de irredutiveis em Q|x].

Considere o polinomio f = z* + 152 4+ 7 € Z[z]. Use redugao médulo
5 para concluir que f é irredutivel sobre Q. Mostre que f, considerado
como um elemento de Zs|x], é redutivel.

0.2 Anéis Euclidianos, Principais e Fatoriais

Determine o grupo de unidades de Zg, Z7, Zs.
Determine todos os homomorfismos de Q(v/2) em Q(v/2).

Mostre que ¢ : Q[z] — Q(v/2) definida por o(f(z)) = f(v/2) é um ho-
momorfismo de anéis. Determine Ker(p). Ker(p) é um ideal maximal

de Q[x]?
Seja R dominio de integridade de caracteristica p > 0.

(a) Seja p primo positivo. Mostre que p | (f), para todo 7, 1 <1 < p;
onde (?) = Z,(p—'

i p—i)!*

(b) Mostre que (x + y)? = 2P + yP, para todo z,y € R.
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(c) Mostre que a aplicagdo ¢ : R — R, definida por ¢(a) = a?, é
um homomorfismo de anéis (denominado homomorfismo de Frobe-
nius).

(d) Mostre que se R for um dominio de integridade finito de carac-
teristica p > 0 entao o homomorfismo de Frobenius é um auto-
morfismo de R.

(e) Dado p € Z, primo, provar que o unico automorfismo de Z, em
Z, é o automorfismo idéntico. Deduza dai que a” = a (mod p),
para todo a € Z.

(f) Provar que se p nao divide a entao a?~! =1 (mod p). Este dltimo

resultado é conhecido como Pequeno Teorema de Fermat.

Seja K corpo de caracteristica p > 0 e n € N\ {0}. Mostre que
L={x € K |2"" = x} é um subcorpo de K.

(a) Determine os inversiveis de Z[i].
(b) Mostre que se @« = a+bi € Z[i] nao ¢é inversivel, entdao a®+b* > 1.

Determine o méximo divisor comum em Z[i], entre os seguintes elemen-
tos:

—3+4dieB=4-3i
—11+TieB=18—i.

(a)
(b) @
(a) Mostre que as tnicas unidades de Z[y/—5] sdo +1.
(b)
)
)

b) Mostre que (1 +2v/—5)(1 —2y/=5)=3-T7.
(¢) Mostre que (1 — 2v/—5) e 3 sdo irredutiveis em Z[/—5].
(d) Mostre que 3 nao é primo em Z[v/—5].

Mostre que (Z[v/—2],+,.,¢) é um dominio euclidiano, onde ¢ é dada
por p(a + by/=2) = a® + 2b*.

Dados a« = 1+ 2i, 8 = 3+ 4i, o, 5 € Z[i]. Achar q,r € Z][i] tais que
a = fq+r,onde r =0 ou p(r) < p(B). Tais q,r sao tnicos?

Considere Z[x] o anel de polindmios com coeficientes inteiros.

(a) Z[z] é um dominio de fatorizagao tinica?

7
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(b) Mostre que I = {2p(x) + zq(z) | p(x),q(x) € Z[z]} é um ideal de
Z[z]. O ideal I é maximal?

(¢) Zlx] é um dominio principal?

(d) Z|z] é um dominio euclidiano?
Verifique se cada uma das afirmacoes abaixo é verdadeira ou falsa,
provando-a ou exibindo um contra-exemplo:

(a) Todo dominio euclidiano é principal.

(b) Todo dominio principal é euclidiano.

(¢) Todo dominio de fatorizagao tinica é euclidiano.
Verifique se os elementos « abaixo sao irredutiveis nos dominios D

indicados. Nos casos em que couber, decomponha « como produto de
irredutiveis:

(a) a=14em D =7Z.

(b) @ =2z —10 em D = Z[z].

(¢) o =2x—10 em D = Zy[]

(d) a=5em D = Zli]

() a=Tem D = Zli]

(f) a =4+ 3iem D = ZJi].

Mostre que % ¢ um corpo, mas % nao é corpo.

Mostre que Q[z,y] ndo é um anel principal.

0.3 Extensoes finitas e algébricas

Calcule [E : F] e encontre uma base de E como F-espago vetorial, nos
seguintes casos. Determine também u € E tal que F = F(u).

(a) E=Q(V2),F=Q
(b) E=Q(V3,4),F =Q;
() E=Q(vV2,V3,VI8),F =Q;
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Q(v2,V6), F = Q(v/3);
Q(v2,v6 + V10), F = Q(+/3 + V5);

Seja ¢ € C,e? = 1. Calcule [Q(¢) : Q).

) E=Q(
) E=Q(
) E= Q(f/?f\/_)F Q
) E=Q(
) E=Q(

Prove que f(z) = 2? — 3 é irredutivel sobre Q(+v/2).
Prove que Q(v3, v7) = Q(v3 + V7).
Generalize o resultado do exercicio anterior.

Seja L = K(u), onde u € L é algébrico sobre K e [L : K] é impar.
Mostre que L = K (u?).

Mostre que se L/K é uma extensao finita de corpos tal que [L : K] seja
um numero primo, entdo L = K(«), para qualquer o € L\ K.

(Um exemplo de extensio algébrica que nao é finita) Seja £ = Q(v/2,v/3, - - -

o subcorpo de R gerado por QQ e pelas raizes quadradas de todos os
nimeros primos positivos.

(a) Mostre que Q C Q(v/2) € Q(v/2,V3) C --- é uma cadeia ascen-

dente prépria de subcorpos de R e, portanto, £//Q nao é extensao

finita. (Sugestao: Mostre que se p1, -+« , Pp, Pns1 SA0 0S primeiros
n + 1 primos entao /pni1 € Q(/P1, - , /Pn), usando inducao
em n.)

(b) Mostre que E/Q é uma extensao algébrica.
Para cada n > 1, seja L, = @(W)

(a) Mostre que [L,, : Q] = n;

(b) Se m > 1 divide n, mostre que L,, C L, e, determine [L,, : L,].
(¢) Se mdc(m,n) = 1, mostre que Ly, = Q( ¥/2, ¥/2).
Seja L/ K uma extensao de corpos e sejam u, v € L elementos algébricos

sobre K tais que [K(u): K] =ne [K(v): K| =m.

9
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(a) Mostre que se mdc(n,m) = 1 entdo Irr(v, K) ¢é irredutivel sobre
K (u).

(b) Mostre que se mdc(n,m) =1 entéo [K(u,v) : K| = nm.

(c) Calcule [Q(v/2,/5) : Q.

0.4 Corpos Finitos

Seja F uma extensao de um corpo finito F, |F| = q. Seja a € FE,
algébrico sobre F' de grau n. Quantos elementos possui o corpo F'(«)?

Dé exemplo de um corpo com 9 elementos.

(a) Mostre que existe p(x) € Zs[z|, de grau 3, irredutivel sobre Zj.
(b) Use o ftem (a) para provar que existe um corpo F' com 27 elemen-

tos. Qual a caracteristica de F'7

Seja F' corpo finito de caracteristica p > 0. Mostre que todo elemento
de F' ¢ algébrico sobre Z, C F.

Prove que toda extensao finita de um corpo finito é simples.

(a) Mostre que F' é um corpo finito entao existem n € Z,n > 1, e p
um primo positivo, tais que |F| = p™.

(b) Dados n € Z,n > 1 e p um primo positivo, existe um corpo finito
F com p" elementos?
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