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Lista 5 - Introducao a Teoria dos Grupos.

. Sejam H, K subgrupos ciclicos distintos do grupo GG. Mostre que H N

K = {e}.

Sejam m, n inteiros positivos. Mostre que mdc(m,n) = 1 se e somente
S€ Ly X Ly = Lippp. Neste caso, Z,, X Z, ¢é ciclico.

Seja n inteiro positivo, n = pi'py? - - p;t a decomposi¢ao em poténcias

d i do intei Most = Z &) z D D z
e primos do immteiro n. ostre que — = e .
P Wz~ iz prz 'z

Seja G grupo abeliano, mostre que T(G) = {x € G | o(z) < oo} é um
subgrupo de G. T(G) é denominado subgrupo de torgao de G. Dizemos
que G é um grupo abeliano livre de torgao, se T(G) = {e}.

(a) Quais sao os divisores elementares e os fatores invariantes do grupo
Zz P Zg P Z35?
(b) Idem para o grupo Zas ® Zys ® Zag © Zioo ® Ziooo-

Determine, a menos de isomorfismo, todos os grupos abelianos de or-
dem n, n < 20.

Determine os divisores elementares e os fatores invariantes do grupo
Lo ® L2 ® ZLas

Seja G grupo abeliano finito. Definimos o expoente de G denotado
exp(G), como exp(G) = mmec{o(g) | g € G}, isto é, o minimo multiplo
comum das ordens dos elementos de G. Prove que G ¢ ciclico se e
somente se |G| = exp(G).

. Verifique-se os grupos A = Zsg ® Zog D Zy € B = L5 B Zag D Zqg Sa0

isomorfos.

Determine, a menos de isomorfismo, todos os grupos abelianos de or-
dem 352.

Sejam H, K subgrupos normais do grupo G tais que H N K = {e}.
Mostre que hk = kh, para todo h € H, todo k € K.
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Seja A um grupo abeliano de ordem p* com p primo, e sejam p®,i =
1,--- ,r os fatores invariantes de A, onde e¢; < ey < --- < e,. Mostre
que A tem p" — 1 elementos de ordem p.

Sejam K, H grupos, 0 : K — Aut(H) homomorfismo de grupos tal
que:
o(k) =0y € Aut(H),Vk € K.

Seja G' o conjunto H x K e defina a seguinte operacao sobre G:
(h, k)(W K" = (hop(R'), kK')

(a) Prove que G munido da operagao definida acima é um grupo.
Esse grupo ¢ chamado produto semidireto externo de H e K e é
denotado por H x, K;

(b) Mostre que as aplicagoes

a:H— Hx, K,a(h) = (h,e),Yh € H

f:K— Hx, K alk)=(ek),Vke K
sao homomorfismos de grupos injetivos e que a(H) < H %, K.

(¢) B(K)< H %, K se, e somente se o é trivial.

Seja G grupo e sejam H <G, K < G tais que G = HK. Mostre que é

sempre possivel definir um homomorfismo o : K — Aut(H) de modo
que G = H x, K;

Dé exemplo de grupo soltvel nao nilpotente.

Mostre que a menos de isomorfismo os tnicos grupos nao abelianos de
ordem 8 sao Dg e (Jg.

Sejam G, H grupos tais que Aut(G) = Aut(H). E verdade que G = H?



