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Considere uma equagao de diferenga linear de primeira ordem da forma:

Tp41 = ATy + ba

onde a e b sdo constantes reais, e x, representa a sequéncia de interesse.

A solucao geral é

o + bn sea=1
.’17(n)= n 1
xoa"™ + b se a # 1.
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Caso a = a(n) e b =b(n) a solugao geral é

onde s; é a solugao da parte homogénea x, 1 = azy,.

1.1 Ponto de equilibrio

Um ponto de equilibrio, ou ponto fixo, * é um valor constante tal que, se x,, = x* para algum n, entao
Tpr1 = z¥. Ou seja, a sequéncia permanece constante ao longo do tempo. No caso homogéneo linear,
frequentemente z* = 0.

Para determinar xz*, resolvemos:

x* =ax* +b. (2)

Reorganizando:

b
2 (l—a)=b = x*:m, desde que a # 1. (3)

1.1.1 Convergéncia

A convergéncia de uma solucao z(n) de uma equacao de diferenga de ordem 1 refere-se ao comportamento
da sequéncia a medida que n — oco. Diz-se que a solugao converge para um ponto z* se

. _ *
nl;rr;o xz(n) = z*.

Se a sequéncia gerada pela iteragao converge, o limite é um ponto fixo da funcgao.

1.1.2 Estabilidade do ponto de equilibrio

Dizemos que um ponto de equilibrio é estdvel se solugbes que comegam préximas a ele permanecem
proximas todo tempo. Se, além disso, elas convergem para o equilibrio, ele é assintoticamente estdvel.
e Estabilidade: Para todo & > 0, existe § > 0 tal que se |£(0) —z*| < §, entdo |z(n) —z*| <e, Vn>0.

e Estabilidade assintética: Além da estabilidade, tem-se lim,, o, (n) = z*.

Seja x* ponto de equilibrio. A estabilidade de z* est4 relacionada ao comportamento da sequéncia z,, quando
perturbada ligeiramente. Definimos a perturbacao como e, = x,, — x*. Substituindo na equacao original:

Tpy1 = axy +b=a(z"+e,)+b=ax"+ae, +b
=z" 4+ ae, (pois z* satisfaz * = az™ +b)

= €pt1 = Tp41 — " = aey,.
Portanto, a perturbagao evolui segundo:
e, = a’eg. (4)
Critério de estabilidade:
e Se |a| < 1, entao e, — 0 quando n — oo: o ponto de equilibrio é assintoticamente estavel.

e Se |a| =1, entdo e, nao converge a zero: o ponto de equilibrio é neutro ou instével, dependendo do
valor de eg, a estabilidade é marginal.

e Se |a| > 1, entdo e, — oo (z(n) diverge); o ponto de equilibrio é instavel.



2 Equacoes de diferenca lineares de segunda ordem

Consideramos equagoes de diferenca lineares, homogéneas, com coeficientes constantes, de ordem 2:

Tpao + aTpy1 +bx, =0, coma,beR (5)
Nesse caso, nao é dificil verificar que valem:
1. Se A,r € R entdo x(n) = Ar™ € solugao.

2. Se f(n), g(n) sao solugées entao f(n)+ g(n) € solugao.

2.1 Equagao caracteristica

Buscamos solugoes da forma z,, = ™. Isso leva a equacao caracteristica:
r’4+ar+b=0 (6)

As raizes dessa equacao determinam a forma geral da solugéo.

Polinémio caracteristico Queremos reescrever a equagdo (5) como um sistema de equagoes de primeira
ordem. Definimos as varidveis auxiliares:

Yn = Tn, Zn = Tp+41-
Com isso, obtemos:
Yn+1 = Zn,

e, substituindo na equagao original:
Zn+l = —aZp — byp.

Assim, o sistema equivalente de primeira ordem é:

{yn+1 = Zn, (7)

Zn+1 = —AZp — by77,~

Forma Matricial Podemos expressar esse sistema em forma matricial como:

[znﬂ B [—Ob —14 Bﬂ : 8)

Denotando

o sistema é compactamente escrito como:
Upy1 = Au,g,.

Iterando obtemos
Uy = An'LLQ.

A matriz A é chamada de matriz Jacobiana do sistema. O polindmio caracteristico da matriz A é dado
por:
-2 1
—b

p(\) = det(A — AI) = det ([ i

D:X“Jrawrb. (9)

ou seja, o polinémio da equagdo caracteristica (6).



Estabilidade A estabilidade do sistema é determinada pelos autovalores da matriz A, que sao as raizes do
polinémio caracteristico:

e Se todos os autovalores satisfazem |A\| < 1, o ponto de equilibrio (a origem) é assintoticamente
estavel.

e Se algum autovalor satisfaz |[A| > 1, o sistema ¢ instavel.

e Se todos os autovalores satisfazem |A| < 1 e os autovalores com |A| = 1 sdo simples (néo repetidos), o
sistema é estdvel (mas nao necessariamente assintoticamente estével).

Dependendo do sinal de A = a? — 4b, as formas canénicas de Jordan (ou diagonalizagao) de A, que sao
lteis para calcular a poténcia A™, sao:

e A > 0: dois autovalores reais distintos A\; 2 = %(—a + v/A). Nesse caso A é diagonalizavel sobre R:

A0
WP
0 A3
onde P é a matriz cujas colunas sao os autovetores associados a A; e Ay e ~ é para semelhanca de
matriz.

AN
0 A

A0 .
de modo que A" = P

e A =0: um autovalor real (com multiplicidade 2) A = —Za.

Se A for diagonalizdvel, ou seja, o sistema linear (A — AI)x = 0 tem conjunto solu¢do de dimensao 2,
entdo A = Al e, imediatamente, A™ = (A)™ = A" I. Sendo, se A ndo for diagonalizdvel temos (forma

de Jordan)
A1

onde J = A + N e N* = 0 para todo k > 2. Entdo
=M+ N =) (Z)A”ka = A"T+nA""IN.
k=0
Como N = J — A, concluimos

JU = A"T+n A" J = \).

Voltando & matriz A, usando A = PJP~!, obtemos, usando que J" = A" [

(1) n{)\}

A" =PJ" Pt =P(\"T+n\""1(J-A)) P!
= \"(PIP~") +nX""}(PNPY)
= AT +n A" A=),

Em outras palavras,

A" =X"T + nA" (A=),

e A < 0: autovalores complexos conjugados A = a +iff, a= -3, = —VEA. Nao é possivel diagona-
lizagdo em R, mas hé forma de Jordan (bloco de rotagdo—dilatagdo); A é semelhante a um bloco de
rotacdodilatacio A = PJP~1:

a —
A~ J= P .
b«

Define-se 7 = /a2 + 2 =+Vbe § = arctan(%) com 6 € (5, 5).



0 é tal que a = rcosf e B = rsinf assim, podemos reescrever

J—r cosf) —sinf
~ |sinf  cos@

} = rR(0)

onde R(#) é a matriz de rotagao de angulo 6.

Queremos calcular A™ = P~1J?P. Usando as propriedades de poténcias de matrizes, temos:
J" = (rR(0))" =r"(R(9))" =r"R(nf)

pois R(f) é uma matriz de rotacdo, disso temos (R(0))™ = R(n#), pois a composigao de n rotagoes de
0 é uma rotacao de n#d.

Finalmente,
r™cos(nf) —r"sin(nd)| _;

n __ —1\n __ np—1 _
A" = (PIPT" = PT"PT =P | i) o cos(n)

2.2 Tipos de solugoes e estabilidade

De modo mais pragmético, podemos resumir caso a caso a descri¢gao anterior do seguinte modo de acordo
coma as raizes da equacao caracteristica
r? 4+ ar+b=0.

2.2.1 Raizes reais e distintas: r; £, € R

A solucao geral é
x(n) = Ayl + Agry

com A; e Ay determinados pelas condigoes iniciais xg e 1

{Al + Ay = 2 (10)

A1r1 + AQT‘Q =T

e Se |r1| < 1 e |re| < 1: solugdo converge para o ponto de equilibrio, o sistema é assintoticamente
estavel.

e Se algum |r;| > 1: solugdo diverge, cresce exponencialmente, o sistema ¢é instavel.

e Se algum |r;| = 1, o sistema é liminarmente estdvel, e a solugdo pode ser limitada mas nao converge.

2.2.2 Raizes reais e iguais: ry =ry =71

x(n) = (A1 + Agn)r™
com A; e Ay determinados pelas condigoes inicias xg e xq

Al = X9 (11)
A +Ayr =ux;

e Se |r| < 1: decaimento para ponto de equilibrio, temos estabilidade assintética.
e Se |r| = 1: crescimento linear, a solucao diverge = instavel.

e Se |r| =1, o termo nA" cresce em médulo: instavel.



2.2.3 Raizes complexas conjugadas: o +if
Se o discriminante do polinémio caracteristico r2+ar+b = 0 é negativo, as raizes sdo complexos conjugados
. _ +i0 _ . .
axif =re™’ =r(cosf +isinb)

comr =+/a?2+ B2 =vb, a=rcosd, f=rsinfefe (—m/2,7/2). A solucdo ainda é x(n) = Ar} + Aor?
e pode ser escrita como

xz(n) = A1 (a+18)" + Az(a — 18)"
=7r"(A;1(cosf +isinf)™ + Ay(cosf —isinh)")
= b2 (A (cos(nf) + isin(nb)) + As(cos(nb) — isin(nd)))
= b"/2 (A + As) cos(nb) + (A; — Ay)isin(nd))

(A1 + As) cos(nb) + (A — As)isin(nd))

(
_ bn/2 (

com A; e Ay determinados pelas condigbes inicias g, x; € R, portanto x,, € R para todo n. Para que a
solucéo x,, seja real para todo n, impomos que Ay é o conjugado de Aj.

A1 + A2 = Xo
Al"’l + A27’2 =

de modo que do caso n = 0 temos A; + Ay € R. Além disso, A;7 + Ao7 € R implica em Ay = A; (deixamos
uma demonstracao no final deste manuscrito. Assim

z(n) = b"/? (Acos(nb) + Bsin(nd))

com A, B € R constantes.
A solugao é um termo oscilatério (cosseno e seno) multiplicado por 7.

z(n) =r" (Acos(nb) + Bsin(nd))
e Se r < 1: oscilagbes decrescentes (assintoticamente estavel).

e Se r = 1: oscilagoes tem amplitude constante: o sistema é estavel mas nao assintoticamente estavel
(estavel marginalmente).

e Se r > 1: oscilagOes crescentes (instavel).

2.2.4 Critério de estabilidade

O ponto de equilibrio z* satisfaz x* 4+ ax* + bz* = 0 logo se 1 + a + b # 0 entdo z* = 0 é ponto de
equilibrio estavel assintoticamente se as raizes da equagao caracteristica satisfazem:

Ir] <1 e |ral <lou|r| <Ll
A regiao de estabilidade no plano (a,b) é caracterizada pelas seguintes condigoes simultaneas:

o] <1,
la] <1+b, se b>0, (12)
la] <1—-0, se b<0.

Geometricamente, a regido é um losango (ou diamante) limitado pelas retas:
a=14+b, a=-1-b, a=1-b, a=-1+0D,

com —1 <b<1.



3 Equacoes nao homogénea de coeficientes constantes
Considere uma equagao de diferenga linear de segunda ordem na forma escalar:
Tnt2 + @1Tpy1 + aTn = b,

onde ag, a; e b sao constantes reais. Esse tipo de equacao pode ser reescrito como um sistema de primeira
ordem, o que facilita a analise. A forma matricial equivalente é

Tpi1 = Az, +b, com wn:[xx”], A:{?L 1@}7 b:{o]‘
n+1 —ap —ai

Um ponto de equilibrio * satisfaz:
r¥=Ax"+b = ([I—-Az"=hb.
Se a matriz (I — A) é invertivel, entdo o ponto de equilibrio é:
xzt=(1—-A)""'b.

No caso homogéneo (b = 0), como vimos, temos z* = 0.
A estabilidade é determinada pelos autovalores da matriz A, que sao as raizes do polinémio caracteristico
da equagao:
)\2+a1)\+a0 =0.

Denotando as raizes por A\; e A2, temos os seguintes casos:
e Estavel: se [\1| <1 e |\2] <1, todas as solugdes convergem para o ponto de equilibrio.
e Instavel: se pelo menos um dos autovalores tem médulo maior que 1.

e Liminarmente estavel: se |\;| <1 para ambos, mas algum tem mddulo exatamente 1. Neste caso, a
estabilidade depende da natureza do autovalor (simples ou multiplo) e da solucao.

e Oscilagoes: ocorrem quando os autovalores sao complexos, ou seja, a equagao tem solugao com termos
oscilatérios (como seno e cosseno).



4 Sistemas de equacgoes de ordem 1

Vimos que a equagao de diferenga linear homogénea com coeficientes constantes 12 + ax, 11 + bx, =0,
a,b € R é equivalente a ao sistema
{yn+1 = Zn, (13)

Zp4+1 = —aZp — byn

Por outro lado, dado sistema de equacgoes lineares de primeira ordem

Yn+1 = A11Yn T+ Q122n,
Zn+1 = A21Yn + G222n,

tomamos z, = i(ynﬂ — a11Yn), assumindo a2 # 0, avangamos um passo na 1% equagao

Yn+2 = G11Yn+1 + Q122041

e substituimos z,+1 usando a segunda equagao de (14), z,+1 = a21Yyn + a222, onde o z, é substituido pela
expressao ja obtida acima

1
Zn4+1 = G21Yn + Q22 - Tm(yn+l — Q11Yn)-

Com isso temos:
Yn+2 = A11Yn+1 + G122n41
a22
= 011Yn+1 + @12 |G21Yn + P (Yn+1 — @11Yn)
12

= 011Yn+1 + @12021Yn + a22(yn+1 - Clnyn)

(@11 + a22)Yn+1 + (a12021 — @11022)Yn-

Assim, obtemos a equacao de segunda ordem:
Yn+2 — (@11 + a22)Yn+1 — (a12a21 — a11a22)yn = 0. (15)
Novamente, o polinémio caracteristico da matriz do sistema
p(r) = det(rl — A) = r® — (a11 + a22)r + (a11a20 — a12az1),

coincide com o polinémio caracteristico da equagao de segunda ordem (15).
O sistema linear na forma matricial é escrito como

Um vetor u* € R? é ponto de equilibrio do sistema se u,,; = u, = u*. Substituindo na equacdo do
sistema:

u"'=Au" = ([-Au"=0.
No caso homogéneo (sem termo constante), o inico ponto de equilibrio é:

ut = 0, se det(I — A) = (1 — an)(l — (122) — Q12021 7é 0.

Para sistemas lineares do tipo u,+1 = Au,, a estabilidade da origem é determinada pelos autovalores
A1, Ao da matriz A:

e A origem ¢ assintoticamente estavel se [\| < 1 e || < 1.
e A origem ¢ instavel se a0 menos um autovalor tem médulo > 1.

e A origem é estavel (nao assintética) se todos os autovalores tém médulo < 1 e os de médulo 1 s@o
simples (nao-defeituosos).

Assim, a andlise de convergéncia (ou seja, u,, — 0) se reduz ao estudo espectral da matriz A.



4.1 Exemplo: Distribuicao de carros entre Sao Paulo e Rio de Janeiro

Uma locadora de veiculos possui filiais em Sao Paulo e no Rio de Janeiro, e atende agéncias de turismo
cujos clientes frequentemente retiram o carro em uma cidade e o devolvem na outra. Os itinerarios podem
comegar em qualquer uma das cidades, e a empresa deseja determinar quanto cobrar pela conveniéncia da
devolucao em local diferente da retirada.

Para isso, é necessério saber se o fluxo natural de devolugoes garante um nimero suficiente de veiculos em
cada cidade para atender a demanda, ou se serd necessario transportar carros entre cidades — o que implica
custos adicionais.

Segundo registros histdricos, 60% dos carros alugados em Sao Paulo sdo devolvidos na mesma cidade, e
40% no Rio. J4 dos carros alugados no Rio de Janeiro, 70% retornam ao Rio, e 30% véo para Sao Paulo.

Essas informagoes sao representadas graficamente na Figura 1.

40%
60% 70%
30%

Figura 1: Transicoes de devolugao de veiculos entre Sao Paulo e Rio de Janeiro

Vamos desenvolver um modelo para o sistema. Seja n o nimero de dias uteis. Definimos:

S, = numero de carros em Sao Paulo no final do dia n,

R,, = nimero de carros no Rio de Janeiro no final do dia n.
Assim, os registros histéricos revelam o seguinte sistema:

SnJrl = 076571 + 073Rn7
Ry+1 =045, 4+0,7R,.

4.1.1 Valores de Equilibrio

Os valores de equilibrio para o sistema sao aqueles valores de S,, e R, para os quais nao ocorre mudanca
no sistema. Vamos chamar os valores de equilibrio, se existirem, de S e R, respectivamente. Entao, temos
S =S5n+1 =5, e R=R,+1 = R, simultaneamente.

Substituindo no modelo, obtemos:

S = 0,65 + 0,3R,
R =0,4S + 0,7R.

04 —-03|[S| |0
Soa a7 =10
Observe que det(I —A) = (0,4)(0,3) — (—0,3)(—0,4) = 0,12—0,12 = 0, o que implica que o sistema possui
infinitos pontos de equilibrio diferentes de zero.
Este sistema é satisfeito sempre que S = %R, ou seja, o conjunto dos pontos de equilibrio é R(%, 1) para
R € R. Por exemplo, se a empresa possuir 7000 carros e comegar com 3000 em Sao Paulo e 4000 no Rio de
Janeiro, entao o modelo preveé:

Ou, em forma matricial:

S1=0,6 - 3000 + 0,3 - 4000 = 3000,
Ry =0,4-3000+ 0,7 - 4000 = 4000.

Assim, o sistema permanece em (.5, R) = (3000, 4000) se iniciarmos com esses valores.



4.1.2 TIteragoes com Condicoes Iniciais Diferentes

Vamos agora explorar o que acontece se comegarmos com valores diferentes dos de equilibrio. Iteramos o
sistema para os seguintes quatro conjuntos de condigoes iniciais:

Caso | Sao Paulo | Rio de Janeiro
1 7000 0
2 5000 2000
3 2000 5000
4 0 7000

Uma solucao numérica, ou tabela de valores, para cada conjunto de valores iniciais é mostrada na Figura
correspondente (Figura 1.23 no original).

4.1.3 Sensibilidade as Condicoes Iniciais e Comportamento em Longo Prazo

Em cada um dos quatro casos, dentro de uma semana o sistema esta muito proximo do valor de equilibrio
(3000, 4000), mesmo na auséncia de qualquer carro em um dos dois locais. Nossos resultados sugerem que o
valor de equilibrio é estdvel e insensivel aos valores iniciais.

Com base nessas exploragoes, somos levados a prever que o sistema se aproxima do equilibrio em que

3 da frota acaba em Sao Paulo e os 2 restantes no Rio de Janeiro. Essa informacao é ttil para a em-
7 7
presa: conhecendo os padroes de demanda em cada cidade, a empresa pode estimar quantos carros precisa

transportar.
Na lista de exercicios, pedimos que vocé explore o sistema para determinar se ele é sensivel aos coeficientes
nas equagoes para Sp4+1 € Ry41.

Evolugao da Frota - Caso 1

Tabela 1: Evolucao da Frota - Caso 1 6,000 | i
g
n Sn Rn 2
(&)
0 7000 0 g 4000 il
1 4200 2800 %
2 3360 3640 g
3 3108 3892 2 20000 |
4 3032.4 3967.6
5 3009.72 3990.28 ol i
6 3002.916 3997.084 | | ‘ ‘ | | | |
7 3000.875 3999.125 0 1 2 3 4 5 6 7

n (dias)

—e— Sao Paulo
—=— Rio de Janeiro

10



Evolucao da Frota - Caso 2

[ [ [ [ [ [
5,000 |
Tabela 2: Evolugao da Frota - Caso 2
S
n Sh R, § 4,000 |-
0 5000 2000 3
1 3600 3400 %
2 3180 3820 £ 3,000 -
3 3054 3946 Z
4 3016.2 3983.8
5 3004.86 3995.14
6 3001.458 3998.542 2,000 |-
A4 . \ w w | \ | |
7 3000.437 3999.563 5 : R T
n (dias)

—e— Sao Paulo
—m— Rio de Janeiro

Evolucao da Frota - Caso 3

-3

I I I I I I
5,000 |-
Tabela 3: Evolucao da Frota - Caso 3
8
—
0 2000 5000 3
1 2700 4300 g
2 2910 4090 £ 3,000 -
3 2973 4027 Z
4 29919 4008.1
5  2997.57  4002.43
6 2999.271 4000.729 2,000 |-
2 . 1 4 21 | | | | | | |
7 2999.78 000.219 01 3 3 1 5 6
n (dias)

—o— Sao Paulo
—m— Rio de Janeiro

11
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Evolugao da Frota - Caso 4

N U W~ O3

Tabela 4: Evolugao da Frota - Caso 4 6,000 |-
2
Sn R, 3
o 4,000
0 7000 <
2100 4900 g
2730 4270 =
2919 4081 2 2,000

2975.7 4024.3
2992.71  4007.29
2997.813  4002.187 0f
2999.344  4000.656

o -
—
[N)

3 4 5 6

n (dias)

—e— S&o Paulo
—a— Rio de Janeiro
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4.2 Exemplo: Modelo Discreto de Epidemias

Considere uma doenca que estd se espalhando, como uma nova gripe. O governo estéd interessado em
estudar e experimentar um modelo para essa nova doenca antes que ela se torne de fato uma epidemia.
Vamos considerar a populagao dividida em trés categorias: suscetiveis (5), infectados (I) e removidos (R).
O modelo considerado é conhecido como SIR'. Fazemos as seguintes suposicdes para nosso modelo:

e Ninguém entra ou sai da comunidade e nao ha contato com o exterior.

e Cada pessoa estd em um dos trés estados: suscetivel S (pode pegar a gripe), infectado I (tem a gripe
e pode transmiti-la), ou removido R (j& teve a gripe e nao pode pegé-la novamente, incluindo os casos
de 6bito).

e Inicialmente, cada pessoa estd em S ou I.
e Uma vez que alguém pega a gripe neste ano, nao pode pega-la novamente.

e A duragdo média da doenca é de 5/3 semanas (1% semana), durante a qual a pessoa é considerada
infectada e pode transmitir a doenca.

e O periodo de tempo do modelo é semanal.

Além disso, a duracao da doenga é 5/3 semanas.
Definimos as seguintes varidveis:

S, = nimero de suscetiveis apds o periodo n
I, = niimero de infectados apds o periodo n

R,, = niimero de removidos apds o periodo n

e comecamos modelando R,. A taza de remoc¢ao v é a proporcao de infetados removidos em um periodo,
AR = ~vI,, ou seja, é a proporc¢ao que indica qual fracdo das pessoas infectadas sai da categoria “infectado”
em um periodo de tempo,

Rn+1 :Rn+’}/In

e se D é a duragdo média da infecgdo entdo Dy = 1. No nosso exemplo v = 3/5 = 0,6, ou seja, 60% dos
infectados deixam de ser infectados a cada semana.

A taza de transmissao [ mede a velocidade com que a doenga se espalha na populagao, ela representa a
probabilidade de um contato entre um suscetivel e um infectado resultar em infeccao por unidade de tempo,
assim o numero esperado de novas infecgoes

AS = —BS,1,.

O termo de novos infectados por semana é Al: S,1,, em cada semana, cada par suscetivel-infectado tem
uma chance de aproximadamente 8 de resultar em nova infeccao diminuida da remogao dos infectados vI,,

Al = (Bsn - ’Y)In (16)

se £S, > 7 a doenca tende a se espalhar e se se 55, < v tende a desaparecer. Assumimos inicialmente que
B é constante e pode ser estimada a partir das condicGes iniciais?

Observagao Ry = 88, define o nimero bdsico de reproduc¢ao, que mede o potencial de disseminagao da
doenga: Se Ry > 1, a doenca tende a se espalhar; se Ry < 1, a epidemia tende a desaparecer. No inicio
Ry =~ (8/7)N. Nesse caso, o isolamento social (quarentena) diminui o § que, por sua vez, faz
diminuir o Ry.

Los parametros do modelo SIR sao de dificil obtencao. E necessério equipes interdisciplinares para fazer tratamento de dados.
2Por exemplo, se I(0) =5 e S(0) = 995, e I(1) = 9, temos: I(1) = I(0) — 0,6 - I(0) +a - I(0) - S(0) = B = 0,001407

13



Nosso modelo é entao:
Rn+1 == Rn + O,GIn

I,+1 =1, —0,61, +0,0014071,5,
Sn+1 = Sn — 0,001407S,,1,,
com condigdes iniciais: I(0) =5, S(0) =995, R(0)=0.
Esse sistema SIR pode ser resolvido iterativamente e analisado graficamente para compreender o compor-
tamento da epidemia.

Semana (n) Sn I, Ry

Semana (n) Sn In Ry

0 995.000000 5.000000 0.000000

26 84.547904 0.009239 915.442857
1 988.000175 8.999825 3.000000

27 84.546805 0.004795 915.448400
2 975.489372 16.110733 8.399895

28 84.546235 0.002488 915.451277
3 953.377173 28.556492 18.066335

29 84.545939 0.001291 915.452770
4 915.071446 49.728324 35.200230

30 84.545785 0.000670 915.453545
5 851.045954 83.916821 65.037225

31 84.545705 0.000348 915.453947
6 750.562135 | 134.050548 | 115.387317

32 84.545664 0.000180 915.454156
7 608.999271 | 195.183083 | 195.817646

33 84.545642 0.000094 915.454264
8 441.754309 | 245.318195 | 312.927496

- 34 84.545631 0.000049 915.454320

9 289.277198 | 250.604389 | 460.118413

35 84.545626 0.000025 915.454349
10 187.277950 | 202.241004 | 610.481046

36 84.545623 0.000013 915.454364
11 133.987430 | 134.186921 | 731.825649

37 84.545621 0.000007 915.454372
12 108.690470 78.971729 812.337801

38 84.545620 0.000004 915.454376
13 96.613521 43.665640 859.720839

39 84.545620 0.000002 915.454378
14 90.677823 23.401955 885.920223 G

40 84.545620 0.000001 915.454379
15 87.692115 12.346490 899.961396

41 84.545619 0.0000005 915.454380
16 86.168770 6.461940 907.369289

42 84.545619 0.0000003 915.454380
17 85.385328 3.368218 911.246454

43 84.545619 0.0000001 915.454381
18 84.980680 1.751936 913.267385

44 84.545619 | 0.00000007 | 915.454381
19 84.771205 0.910249 914.318546

45 84.545619 | 0.00000004 | 915.454381
20 84.662636 0.472668 914.864696

46 84.545619 | 0.00000002 | 915.454381
21 84.606332 0.245372 915.148296

47 84.545619 | 0.00000001 | 915.454381
22 84.577123 0.127358 915.295519

48 84.545619 | 0.00000001 | 915.454381
23 84.561967 0.066099 915.371934

49 84.545619 | 0.00000000 | 915.454381
24 84.554103 0.034304 915.411593 50 84.545619 | 0.00000000 | 915.454381
25 84.550022 0.017803 915.432176

Tabela 5: Evolucgao das varidveis do modelo SIR ao longo das semanas (tabela dividida).

Modelo SIR: S,,, I, e R,

1,000 T T T T T
— 5, H
800 T é" .
- fin
Q
A 600 =
'._"5
2
2 400t .
200 + =

0 1 | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

Semana n

Figura 2: Evolugao das populagoes Suscetivel, Infectada e Removida ao longo do tempo.

4.2.1 Ponto de equilibrio do modelo SIR discreto

O ponto de equilibrio é um conjunto de valores (S*, I*, R*) tal que, se o sistema atinge esses valores, ele
permanece neles para sempre.
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S, ~ Suscetiveis I, ~ Infectados R, - Removidos
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800 250/ 1 800
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400 - 400 -

200 - 200

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 02 6 s 10 12 14 16 18 20 22 ) 2 6 s 10 12 14 16 18 20 22

Semana n Semana n Semana n

Figura 3: Evolucao temporal de S,, I, e R,, com pontos marcados.

Conservacao da populacdo Como ninguém entra ou sai da comunidade (populacdo fechada), temos:
S, + I, + R, = N = constante.
Formalmente:
Sn+1 :Sn:S*, In+1 :In:_[*7 Rn+1 :Rn:R*

As equagoes do sistema SIR discreto sao:
Sna1 = Sp —aSply

In+1 =1, — 'YIn + aSnIn
Rn+1 =R, + ’YIn

No equilibrio, temos:
AS =—aS*I" =0

Al = —~I* +aS*T* =0
AR=~I"=0

Portanto, a tnica solugao é I* = 0, ou seja, nao ha mais infectados. Assim, o ponto de equilibrio é:

(5" 1", R") = (5", 0, N - 5"

com 0 < S§* < N.

O sistema sempre converge para uma situacdo em que ndao ha mais infectados e a populacdo se divide
entre os que nunca foram infectados (S*) e os que foram infectados e se recuperaram ou morreram (R*) O
valor exato de S* depende da dinamica da epidemia, nao necessariamente todos se infectam.

4.2.2 Estimativa de S* (nimero de suscetiveis no final)

Queremos estimar S*, o ndmero final de pessoas que nunca foram infectadas. O numero béasico de
reprodugao é

Ry = ZN.
v

Com os valores do exemplo: § = 0,001407, v = 0,6 e N = 1000

~0,001407-1000 1,407
0= 0,6 T 06

=~ 2,345

Vamos relacionar diretamente S e R, eliminando I. Como a populacao total é constante AS,, + AL, +
AR, = 0 calculamos as variagoes:
ASn = Ont+l1 — Sn = _ﬁSnIn
ARn = Rn—l—l - Rn = ’}/In

dividindo as duas expressoes:
AS,  BSul. B

AR, vI, S

= |

portanto




somando ao longo do tempo (do estado inicial até o final T'):

T

T
S 25 _ PSR,
=0

n=0 Sn 7

O lado direito aproximamos por uma integral [ £dS = In(S(T)) — In(5(0)) = In(5*) —In(S)), o lado direito
é uma soma telescopica, o que leva a:

Pv—sv)

InS* —1InSy = —é(R* —Ry)=-%
Y Y

pois Ry =0 e R* = N — 5*. Concluindo

In S* = In(Sy) — §<N -5

A equagao acima relaciona o nimero final de suscetiveis S* ao nimero inicial Sy, ela é uma equagao implicita
— nao conseguimos isolar S* de forma analitica —, por isso, para encontrar S*, devemos recorrer a métodos
numéricos ou grdficos. Contudo, uma boa aproximacao pratica quando Ry > 1 é:

S*/N ~ o—Ro-(1=5*/N)

Com Ry = 2,345, é esperado que aproximadamente 15% da populagdo permaneca suscetivel. No nosso
exemplo, com N = 1000, temos:
S* 84,5
N 71000

(8,45% da populagao)

permanece suscetivel.

A Coeficientes conjugados

Sejam A1, Ay € C tais que
A1+ Ay =a, acR,

zA1 +zZA=b, beR,

onde z € C e Z € o conjugado de z. Entdo Ay e As sao conjugados um do outro.

Como a € R, temos:
AL+ Ay = Ay + As.

Analogamente, como b € R, temos:
ZA1 + ZAQ = ZAl + ZAZ.

Expandindo o lado esquerdo:
2zA1 +ZAy = 2A; + ZAy
=ZA +2zA,.

Portanto, o o
zAL +ZAs = Z A + z As.

Agrupando os termos:

(241 + 2A) — (2 A1 + 2 A2) =0,
2(Ay — Ag) + 2(Ay — Ap) = 0.
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Agora, como z e Z sdo, em geral, linearmente independentes sobre C, concluimos que:

A1*A72:03
Ay — A; = 0.

Ou seja,
Al = Aan
Ay = A,
Assim, A; e As sdo conjugados um do outro.
Agora, z = a+if e Z = a — i nao sao linearmente independentes sobre C quando « =0 ou f =0. O

caso 8 = 0 implica em raiz real (A = 0).
O caso a = 0 ocorre quando Z,4+2 + bz, = 0. A equacdo caracteristica é

P+b=0 = ri=-b

Caso 1: b > 0 As raizes sao r = +ivb. A solugao geral é: x, = Acos(vbn) + Bsin(v/bn) onde A e B
sao constantes determinadas pelas condigoes iniciais.

Caso 2: b < 0 As raizes sdo reais: r = £1/—b. A solugdo geral é: z,, = A(v/—b)" + B(—v/—b)" que pode
ser reescrita como x,, = (v/—b)"(A + B(—1)").

Caso 3: b =0 A equacdo se reduz a 42 = 0, portanto, ro = x3 = x4 = --- = 0 e a solugao é

Tg, sen=20
Tp =<1, sen=1
0, sen>2

B Exemplo: estabilidade de um sistema linear

Considere o sistema:

Tn+1 T 05 02
= A I’ A = . 17
|:yn+1:| |:yn:| 0 [ 0 0.8} (17)

Neste caso, o vetor constante b = 0, entao o ponto de equilibrio é 0.
Para analisar a estabilidade, determinamos os autovalores de A:

0.5—2A 0.2

det(A—)\I):‘ 0 0.8 —

‘ = (0.5 — A)(0.8 — \).

As raizes da equacgao caracteristica sao:

Como ambos os autovalores satisfazem |\| < 1, o ponto de equilibrio 0 é assintoticamente estivel.

Simulacao de trajetoéria

. S 1 . -
Considere a condigao inicial ¢y = [ } . Calculamos algumas iteragoes:

1

21 = Azy — [0.5 0.2] [

0 08 1} = [0'7} . xo = Axy = 0~5(0-7)+0-2(0-8)} _ [0.47} |

1~ |08 0.8(0.8) 0.64

e assim por diante.
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A trajetdria converge para a origem, confirmando a estabilidade assintética do sistema.

C Exemplo: sistema com autovalores complexos

Considere o sistema linear:

0.8 —0.6
0.6 08 |°

Ty = Ax,, com A= [

Calculamos os autovalores resolvendo det(A — A\I) = 0:

08—A —061] , -
det ) To6 08— /\} = (0.8 —X)* 4 0.36 = 0.

(08—-X2=-036 = X\=0.8%0.6i.

Os autovalores sao complexos conjugados com modulo:
I\ = 1/0.82 4+ 0.62 = v/0.64 + 0.36 = V1 = 1.

Discussao da estabilidade Como |A| = 1, o sistema tem solug¢oes com comportamento oscilatério (devido
a parte imagindria) e ndo converge ao ponto de equilibrio. Como nio hé crescimento, o sistema é estdvel
no sentido de Lyapunov, mas nao é assintoticamente estavel.

Se 0 médulo fosse um pouco menor que 1 (por exemplo, A = 0.9 & 0.4¢), o sistema seria assintoticamente
estavel com oscilacao decrescente.

Simulacao da trajetoria

Seja a condigao inicial:

o — 1
0 — 0 .
Vamos iterar o sistemas:

o Jos . [0.8(0.8) —0.6(0.6)] _ [0.28
1 = Azo = [0.6] = Am = [0.6(0.8) +0.8(0.6)| — |0.96] %
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Yn | —e— Trajetdria

0.5

0.5 1

A trajetoria gira em torno da origem com raio constante, formando uma érbita eliptica — tipico de
sistemas com autovalores complexos com |A| = 1.

D Sistema com autovalores complexos e b £ 0

Considere o sistema de equagoes de diferenga:

0.8 —-0.6 1
Tpt1 = Az, +b, com A= [0.6 0.8 } , b= [0] ) (19)

Ponto de equilibrio O ponto de equilibrio * satisfaz:
r*=Ax"+b = ([I—-Az"=hb.
Calculamos I — A:

0.2 0.6

[=A= [—0.6 0.2

} , det(I —A) =0.22 +0.6% = 0.04 + 0.36 = 0.4.

A inversa é: )
1 1 102 -06| (05 —1.5
T=4" =53 [0.6 0.2] - {1.5 0.5 ]
Logo:
«_ (1 a—1p_ |05
' =(1-A) b_[l.t')}

Dinadmica da perturbagao Se definirmos e,, = x,, — x*, entdo a equagdo para a perturbacéo é:
Ent1 = Ae,,,

isto é, a mesma equagao homogénea do exemplo anterior. Portanto, a trajetéria de x,, serd uma espiral em

torno do ponto de equilibrio x* = [1 5

}, com raio constante (ja que |A| = 1).
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2.5%7

0.5+

Y Trajetoria
—e— Ponto de equilibrio

Tn

1 —05

05 1 15

O sistema é estavel, mas nao assintoticamente estavel.
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