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Google

Motivação

Google é um grande consumidor de álgebra linear:
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Navegação

Exemplo: Navegação

Problema: estimar posição e velocidade de um véıculo viajando ao
longo de uma estrada.

A posição é medida (com erro) 10 vezes por segundo (T = 0, 1).

x – estado do sistema (velocidade,posição) – não observado
diretamente
u – aceleração dada pelo motorista
y – posição observada
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Navegação

Exemplo: Navegação de um véıculo

velocidade: vt+1 = vt + Tut+ṽt (1)

posição: pt+1 = pt + Tvt +
1

2
T 2ut+p̃t (2)

estado: xt =

(
pt
vt

)
(3)


xt+1 =

(
1 T

0 1

)
xt +

(
1
2T

2

T

)
ut+w̃t

yt =
(

1 0
)
xt+z̃t
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Navegação

Filtro de Kalman
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Álgebra Linear



Motivação O que eu não vou explicar Espaço Vetorial Combinações Lineares Sistemas lineares Transformações lineares Matrizes e transformações lineares Espaço das transformações Determinantes Autovalores e autovetores

Navegação

Filtro de Kalman no aplicativo para GPS do smartphone
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Navegação

mais navegação
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Sistemas Lineares

Sistema Linear

{
2x + y = 3

x − 2y = −1

(
2 1
1 −2

)(
x
y

)
=

(
3
−1

)
(

2/5 1/5
1/5 −2/5

)(
2 1
1 −2

)(
x
y

)
=

(
2/5 1/5
1/5 −2/5

)(
3
−1

)
⇒(

x
y

)
=

(
1
1

)
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Sistemas Lineares

Sistema Linear — forma matricial
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Sistemas Lineares

Sistema Linear — visto pelas linhas

{
2x + y = 3

x − 2y = −1

y = 3− 2x
x − 2(3− 2x) = −1
x = 1
y = 3− 2x = 1 x

y

−1 1 3
2

1
1
2

3

2x + y = 3

x − 2y = −1
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Sistemas Lineares

Sistema Linear — visto pelas colunas

{
2x + 1y = 3

1x −2y = −1

(
2
1

)
x +

(
1
−2

)
y =

(
3
−1

)
x

y

0 1 2

1
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Álgebra Linear



Motivação O que eu não vou explicar Espaço Vetorial Combinações Lineares Sistemas lineares Transformações lineares Matrizes e transformações lineares Espaço das transformações Determinantes Autovalores e autovetores

Sistemas Lineares

Sistema Linear — visto pelas colunas

{
2x + 1y = 3

1x −2y = −1

(
2
1

)
x +

(
1
−2

)
y =

(
3
−1

)
x

y

0 1 2

1

−2

Professor : jair.donadelli@ufabc.edu.br
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Operações com matrizes

Operações com matrizes

A é uma matriz com m linhas e n colunas:

A =


a1,1 a1,2 · · · a1,n

a2,1 a2,2 · · · a2,n
...

... · · ·
...

am,1 am,2 · · · am,n


B é uma matriz com m linhas e n colunas

B =


b1,1 b1,2 · · · b1,n

b2,1 b2,2 · · · b2,n
...

... · · ·
...

bm,1 bm,2 · · · bm,n


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Operações com matrizes

Operações com matrizes

A + B =


a1,1 a1,2 · · · a1,n

a2,1 a2,2 · · · a2,n
...

... · · ·
...

am,1 am,2 · · · am,n

+


b1,1 b1,2 · · · b1,n

b2,1 b2,2 · · · b2,n
...

... · · ·
...

bm,1 bm,2 · · · bm,n



=


a1,1 + b1,1 a1,2 + b1,2 · · · a1,n + b1,n

a2,1 + b2,1 a2,2 + b2,2 · · · a2,n + b2,n
...

... · · ·
...

am,1 + bm,1 am,2 + bm,2 · · · am,n + bm,n


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Operações com matrizes

Operações com matrizes

(A m × n)(B n × p)=(C m × p)

AB =



a1,1 a1,2 · · · a1,n

a2,1 a2,2 · · · a2,n
...

... · · ·
...

ai ,1 ai ,2 · · · ai ,n
...

... · · ·
...

am,1 am,2 · · · am,n




b1,1 b1,2 · · · b1,j · · · b1,p

b2,1 b2,2 · · · b2,j · · · b2,p
...

... · · ·
... · · ·

...
bn,1 bn,2 · · · bn,j · · · bn,p

 =


c1,1 c1,2 · · · c1,p

c2,1 c2,2 · · · c2,p
...

... ci ,j
...

cm,1 cm,2 · · · cm,p

 , ci ,j =
n∑

k=1

ai ,kbk,j
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Operações com matrizes

Operações com matrizes

αA =


αa1,1 αa1,2 · · · αa1,n

αa2,1 αa2,2 · · · αa2,n
...

... · · ·
...

αam,1 αam,2 · · · αam,n



A− B = A + (−1)B
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Matrizes Inversa e Identidade

Inversa e Identidade

matriz inversa A−1, quando existe, é uma matriz tal que

AA−1 = A−1A =


1 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
... · · ·

...
0 0 0 · · · 1



matriz identidade
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Matrizes Inversa e Identidade

Inversa e Identidade

matriz inversa A−1, quando existe, é uma matriz tal que

AA−1 = A−1A =


1 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
... · · ·

...
0 0 0 · · · 1



matriz identidade
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Ilustrações

Operações com matrizes – ilustração

Imagens são representadas em computador por matrizes.
Soma de matrizes:
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Ilustrações

Operações com matrizes – ilustração

Multiplicação de matrizes:

(a) A

(b) A


0 · · · 0 1
0 · · · 1 0
... · · ·

...
...

1 · · · 0 0



(c)


0 · · · 0 1
0 · · · 1 0
... · · ·

...
...

1 · · · 0 0

A
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Ilustrações

Operações com matrizes – ilustração

Rotação R =

cos θ − sin θ 0
sin θ − cos θ 0

0 0 1


(a) imagem original

(b) (a) rodado θ = π − π/16

(c) imagem original

(d) (c) rodado θ = −π/16
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Álgebra Linear



Motivação O que eu não vou explicar Espaço Vetorial Combinações Lineares Sistemas lineares Transformações lineares Matrizes e transformações lineares Espaço das transformações Determinantes Autovalores e autovetores

Axiomas

§1. Espaços vetoriais
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Axiomas

Espaço Vetorial Real

(V,⊕,�)

V um conjunto não vazio cujos elementos são vetores

⊕ uma soma de vetores

� um produto de vetor por escalar (número real)

formam um espaço vetorial real se valem os seguintes axiomas
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Axiomas

Axiomas

EV1 ∀~u, ~v ∈ V; ~u ⊕ ~v ∈ V
EV2 ∀~u ∈ V, ∀α ∈ R; α� ~u ∈ V
EV3 ∀~u, ~v ∈ V; ~u ⊕ ~v = ~v ⊕ ~u
EV4 ∀~u, ~v , ~w ∈ V; ~u ⊕ (~v ⊕ ~w) = (~u ⊕ ~v)⊕ ~w

EV5 ∃~0 ∈ V,∀~u ∈ V; ~u ⊕~0 = ~0⊕ ~u = ~u

EV6 ∀~u ∈ V,∃~w ∈ V; ~u ⊕ ~w = ~w ⊕ ~u = ~0

EV7 ∀~u ∈ V,∀α, β ∈ R; α� (β � ~u) = (α · β)� ~u
EV8 ∀~u, ~v ∈ V, ∀α ∈ R; α� (~v ⊕ ~u) = (α� ~v)⊕ (α� ~u)

EV9 ∀~u ∈ V,∀α, β ∈ R; (α + β)� ~u = (α� ~u)⊕ (β � ~u)

EV10 ∀~u ∈ V; 1� ~u = ~u
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Consequências dos axiomas

Consequências dos axiomas

Teorema (1)

Se (V,⊕,�) é um espaço vetorial real então para quaisquer
~u, ~v ∈ V e quaisquer α, β ∈ R

1 ~u ⊕ ~v = ~v ⇒ ~u = ~0;

2 0� ~v = ~0;

3 o vetor oposto a ~v é unico;

4 (−α)� ~v = α� (−~v) = −(α� ~v);

5 α�~0 = ~0;

6 há um único ~w tal que ~v +⊕~w = ~u.
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Subespaço vetorial

Subespaços Vetoriais
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Subespaço vetorial

Exerćıcio (2)

Dado um espaço vetorial (V,⊕,�) e U ⊂ V não vazio tal que

SV1 ∀~u, ~v ∈ U vale ~u ⊕ ~v;

SV2 ∀α ∈ R,∀~u ∈ U vale α� ~u ∈ U;

então (U ,⊕,�) é espaço vetorial?
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Subespaço vetorial

Subespaços Vetoriais

Dado um espaço vetorial (V,⊕,�) um sobconjunto U ⊂ V não
vazio é um subespaço (vetorial) de V se U com as operações ⊕ e
� for um espaço vetorial.
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Subespaço vetorial

Teorema (3)

O subconjunto U 6= ∅ é um subespaço de V se, e só se, U é
fechado para as operações do espaço vetorial V.

Na prática, verificamos ~0 ∈ U (∴ não vazio), SV1 e SV2.
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Subespaço vetorial

Proposição (4)

Se U e W são subespaços de V então U ∩W é subespaço de V.
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§2. Combinações lineares
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(V,+, ·) espaço vetorial

Combinação linear de vetores de V

α1 · ~v1 + α2 · ~v2 + · · ·+ αn−1 · ~vn−1 + αn · ~vn

α1, . . . , αn escalares e ~v1, . . . , ~vn vetores .
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Geradores

Geradores

S ⊂ V

[S ] =

{
n∑

i=1

αi · ~vi
∣∣∣ αi ∈ R(∀i), ~vi ∈ V(∀i), n ∈ Z+

}

com a convenção
[∅] := {~0}.
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Geradores

Proposição (5)

[S ] é subespaço de V.
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Geradores

Teorema (6)

Sejam S ,T ⊂ V. Então

1 S ⊂ [S ];

2 se S ⊂ T então [S ] ⊂ [T ];

3
[
[S ]
]

= [S ];

4 se S é subespaço então [S ] = S.
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Dependência linear

Dependência linear
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Dependência linear

Conjunto L.I.

U ⊂ V linearmente independente (L.I.) se ∀{~v1, . . . , ~vn} ⊂ U

α1 · ~v1 + α2 · ~v2 + · · ·+ αn−1 · ~vn−1 + αn · ~vn = ~0

=⇒

α1 = α2 = · · · = αn−1 = αn = 0

caso contrário, é linearmente dependente (L.D.)
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Dependência linear

Proposição (7)

Se S ⊂ V é L.I. então todo ~v ∈ [S ] é escrito de forma única como
combinação linear de vetores de S.
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Álgebra Linear



Motivação O que eu não vou explicar Espaço Vetorial Combinações Lineares Sistemas lineares Transformações lineares Matrizes e transformações lineares Espaço das transformações Determinantes Autovalores e autovetores

Base e dimensão

Base

B ⊂ V é base de V se

1 B é L.I.

2 B gera V.

V tem dimensão finita se admite uma base finita
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Base e dimensão

Proposição (8)

Se V não trivial tem dimensão finita, então

1 todo conjunto gerador finito pode ser reduzido a uma base;

2 todo conjunto L.I. pode ser estendido a uma base.

Corolário (9)

Todo V de dimensão finita tem uma base.
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Base e dimensão

Dimensão

Teorema (10)

Se V = [~u1, . . . , ~un] e X = {~x1, . . . , ~xk} é L.I. então podemos
reordenar ~u1, . . . , ~un de modo que V = [~x1, . . . , ~xt , ~ut+1, . . . , ~un].

Corolário (11)

k 6 n.
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Base e dimensão

Teorema (12)

Se {~u1, . . . , ~un} e {~v1, . . . , ~vm} são bases de V então m = n.

Se V tem dimensão finita, a dimensão de V, dim(V), é a
cardinalidade de uma base de V.

com a convenção
dim({~0}) := 0.
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Base e dimensão

Exerćıcio

Um subespaço de um espaço de dimensão finita tem dimensão
finita.
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§3. Sistemas lineares

Professor : jair.donadelli@ufabc.edu.br
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Solução

sistema de equações lineares


a1,1x1 + a1,2x2 + · · ·+ a1,nxn = c1

a2,1x1 + a2,2x2 + · · ·+ a2,nxn = c2

...

am,1x1 + am,2x2 + · · ·+ am,nxn = cm

Uma solução é uma atribuição de valores reais às variáveis
xi := αi tal que todas as equações lineares estejam satisfeitas.

Uma solução é um vetor

α1
...
αn

 ∈ Rn.
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Sistemas lineares em álgebra linear

Sejam {~v1, . . . , ~vn} e ~c vetores no Rm

(1) A é L.I. se, e só se, o sistema linear homogêneo

n∑
i=1

xi~vi = ~0

admite somente solução trivial ~x = ~0.

(2) ~c ∈ [~v1, . . . , ~vn] se, e só se, o sistema linear não homogêneo

m∑
i=1

xi~vi = ~c

admite solução.
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Sistemas lineares em álgebra linear

para todo i , ~vi =


a1,i

a2,i

. . .
am,i

 com ai ,j ∈ R para todos i , j

de modo que
n∑

i=1

xi~vi = ~c fica escrito como

x1 ·


a1,1

a2,1

. . .
am,1

+ x2 ·


a1,2

a2,2

. . .
am,2

+ · · ·+ xn ·


a1,n

a2,n

. . .
am,n

 =


c1

c2

. . .
cm

 (4)
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Sistemas lineares em álgebra linear

Teorema (13)

Um sistema linear homogêneo com m equações e n > m variáveis
admite solução não trivial.
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Escalonamento de matriz

Escalonamento de matriz

Uma matriz está na forma escalonada por linhas se

1 todas as linhas com pelo menos um elemento diferente de
zero estão acima de todas as linhas com todos elementos
iguais a zero;

2 o pivô de uma linha (o primeiro número diferente de zero a
partir da esquerda) está sempre estritamente à direita do pivô
da linha acima.

Dizemos que a matriz escalonada está na forma escalonada
reduzida se todo elemento pivô é 1 e em sua coluna o pivô é o
único elemento não-nulo.
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Escalonamento de matriz

Escalonamento de uma matriz refere-se ao processo de transformar
uma matriz A em uma matriz B escalonada por linhas através de
uma sequência de operações elementares nas linhas, as quais são

1 trocar duas linha (Li ↔ Lj);

2 multiplicar uma linha por uma constante α não nula
(Li → αLi );

3 somar a uma linha um múltiplo de uma outra linha
(Li → Li + αLj).
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Escalonamento de matriz

Escrevemos A −→ B se obtemos a matriz B a partir da matriz A
por uma sucessão de operações elementares.

Se A −→ B então B −→ A pois as operações elementares são
reverśıveis.

Se A −→ B então dizemos que as matrizes A e B são linha
equivalentes.
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Escalonamento de matriz

Qualquer matriz não-nula é linha equivalente a uma matriz
escalonada reduzida:

Seja A = (ai ,j) uma matriz não nula

1 ` = 1;

2 Seja c(`) o menor ı́ndice > ` de uma coluna não nula;

3 caso necessário permute duas linhas de modo que a`,c(`) 6= 0;

4 multiplique a primeira linha por 1/a`,c(`);

5 para cada j 6= `: subtraia da linha j a linha ` multiplicada por
aj ,c(`);

6 se há linha > ` não nula, some 1 a ` e repita o processo a
partir do passo 2.
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Escalonamento de matriz

Teorema

Qualquer matriz não nula é linha equivalente a uma única matriz
escalonada reduzida.
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Posto

Espaço linha

Se A ∈ Mm×n(R), o espaço-linha(A) é o subespaço do Rn gerado
pelas linhas da matriz (se as vemos como m vetores do Rn)

posto-linha(A) := dim(espaço-linha(A))
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Posto

Proposição (14)

Se A −→ B então espaço-linha(A) =espaço-linha(B).
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Posto

Proposição (15)

As linhas não nulas de uma matriz escalonada são L.I.

A quantidade de linhas nulas é a nulidade de A.

Corolário (16)

Se A −→ R, R escalonada, posto-linha(A) é a quantidade de
linhas não nulas em R.
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Posto

Espaço coluna

Se A ∈ Mm×n(R), o espaço-coluna(A) é o subespaço do Rm

gerado pelas colunas da matriz (se as vemos como vetores n do Rn)

posto-coluna(A) := dim(espaço-coluna(A))
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Posto

Teorema (17)

Para toda matriz A ∈ Mm×n(R), posto-linha(A) =posto-coluna(A).

posto(A) := posto-coluna(A) = posto-linha(A)
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Gauss–Jordan

Teorema (18)

Se A tem posto m então o sistema linear A~x = ~c admite pelo
menos uma solução.
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Gauss–Jordan

Solução de sistemas lineares


a1,1x1 + a1,2x2 + · · ·+ a1,nxn = c1

a2,1x1 + a2,2x2 + · · ·+ a2,nxn = c2

...

am,1x1 + am,2x2 + · · ·+ am,nxn = cm

Matriz dos coeficientes

A =


a1,1 a1,2 · · · a1,n

a2,1 a2,2 · · · a2,n
...

...
. . .

...
am,1 am,2 · · · am,n



Matriz aumentada

[A|~c] =


a1,1 a1,2 · · · a1,n c1

a2,1 a2,2 · · · a2,n c2
...

...
. . .

...
...

am,1 am,2 · · · am,n cm


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Gauss–Jordan

Teorema (19)

O sistema linear A~x = ~c tem solução se, e somente se,

posto(A) = posto([A|~c]).
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Gauss–Jordan

Os sistemas lineares

A~x = ~c e B~x = ~d

são equivalentes se admitem as mesmas soluções.
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Gauss–Jordan

Teorema (20)

Os sistemas lineares A~x = ~c e B~x = ~d são equivalentes se as
matrizes aumentadas [A|~c] e [B|~d ] são linha equivalentes.

Corolário

A~x = ~c tem as mesmas soluções que R~x = ~d em que [R|~d ] é a
matriz linha-equivalente escalonada reduzida de [A|~c].
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Álgebra Linear



Motivação O que eu não vou explicar Espaço Vetorial Combinações Lineares Sistemas lineares Transformações lineares Matrizes e transformações lineares Espaço das transformações Determinantes Autovalores e autovetores

Gauss–Jordan

Método de Gauss–Jordan

Seja A ∈ Mm×n(R). Dado um sistema linear A~x = ~c , obtenha a
forma escalonada reduzida [R|~d ] de [A|~c].

1 se toda coluna da matriz R tem um pivô
(posto(R) = posto([R|~d ]) = n), então a solução é única e é a
solução do sistema escalonado;

2 se alguma linha de [R|~d ] é não nula apenas na última coluna
(posto(R) < posto([R|~d ])) então o sistema não tem solução;

3 nos outros casos (posto(R) = posto([R|~d ]) < n) cada coluna
com pivô corresponde a uma variável pivô e as outras variáveis
são livres; escrevemos as variáveis pivô em função das
variáveis livres. O sistema tem muitas soluções.

Professor : jair.donadelli@ufabc.edu.br
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Transformação linear

§4. Transformações lineares

Professor : jair.donadelli@ufabc.edu.br
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Transformação linear

Transformação linear

U e V são espaços vetoriais reais

T : U → V é transformação linear (T.L.) se

1 T (~u + ~v) = T (~u) + T (~v), para todos ~u, ~v ∈ U ;

2 T (α~v) = αT (~v), para todos ~v ∈ U e α ∈ R.

Exerćıcio

Se T é T.L. então T (~0) = ~0.
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Transformação linear

Equivalentemente, T é T.L. se

T (α~u + β~v) = αT (~u) + βT (~v)

para todos ~u, ~v ∈ U e α, β ∈ R.

Por indução, para todo inteiro positivo n

T

(
n∑

i=1

αi~vi

)
=

n∑
i=1

αiT (~vi ) .
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Transformação linear

Teorema (21)

Se U tem dimensão finita então qualquer transformação linear
T : U → V fica definida pelos seus valores numa base de U .
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Imagem e Núcleo de uma transformação linear

Imagem

T : U → V uma T.L.

A imagem de T é o subconjunto

Im(T ) :=
{
~v ∈ V | ∃~u ∈ U ; T (~u) = ~v

}

Proposição

Im(T ) é subespaço vetorial de V.
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Imagem e Núcleo de uma transformação linear

Núcleo ou Kernel

T : U → V uma T.L.

O Núcleo (ou kernel) de T é o subconjunto

N(T ) = ker(T ) :=
{
~u ∈ U | T (~u) = ~0

}

Proposição

N(T ) é subespaço vetorial de U .
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Teorema do Posto

Posto

Exerćıcio

Se T : U → V é uma T.L. e U tem dimensão finita então Im(T ) e
N(T ) têm dimensão finita.

Portanto, se U tem dimensão finita ficam definidos

posto de T : posto(T ) := dim(Im(T ))

nulidade de T : nulidade(T ) := dim(N(T ))
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Teorema do Posto

Proposição (22)

T : U → V é injetiva se, e somente se, N(T ) = {~0}.
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Teorema do Posto

Teorema (Teorema do Posto)

Se T : U → V é uma T.L. e U tem dimensão finita então

dim(U) = dim(N(T )) + dim(Im(T )). (5)

Ou, equivalente a (5)

dim(U) = posto(T ) + nulidade(T ).
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Teorema do Posto

Exerćıcio

Se T : U → V é uma T.L. então decorre do teorema do posto que

1 se dim(U) < dim(V) então T não é sobrejetiva;

2 se dim(U) > dim(V) então T não é injetiva

Observação

Decorre do exerćıcio que se T é bijetiva então dim(U) = dim(V).
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Teorema do Posto

Corolário (Corolário do Teorema do Posto)

Se dim(V) = dim(U) então são equivalentes:

1 T é sobrejetiva;

2 T é injetiva;

3 T é bijetiva;

4 T transforma base em U em base em V.
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Isomorfismo

Isomorfismo

Uma T.L. bijetiva é chamada isomorfismo.

Os espaços vetorias U e V são ditos isomorfos se existe um
isomorfismo entre eles.
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Isomorfismo

Teorema (23)

Dois espaços vetoriais de dimensão finita são isomorfos se, e
somente se, eles tem a mesma dimensão.

Corolário (24)

Todo espaço vetorial de dimensão n é isomorfo ao Rn.
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Matrizes e transformações lineares

§5. Matrizes e transformações
lineares
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Coordenadas

Coordenadas com relação a uma base

V espaço vetorial de dimensão n e B = (~v1, . . . , ~vn) uma base
ordenada

~v ∈ V fica unicamente determinado por uma n-upla


x1

x2
...
xn

 ∈ Rn

De fato, ~v =
∑

i xi~vi ; e vice-versa, isto é,

[ ]B : V → Rn

~v 7→

x1
...
xn

 é um isomorfimo.
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Coordenadas

Exerćıcio

Mostre que [ ]B acima é uma transformação linear e é bijetiva.
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Coordenadas

[~v ]B =


x1

x2
...
xn


são as coordenadas de ~v com relação a base B
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Matriz mudança de base

Matriz mudança de base

Sejam A = (~a1, ~a2, . . . , ~an) e B = (~b1, ~b2, . . . , ~bn) bases ordenadas
de V

Para todo j = 1, 2, . . . , n,

~bj = α1,j~a1 + α2,j~a2 + · · ·+ αn,j~an

De modo que

~v =
n∑

j=1

xj~bj =⇒ ~v =
n∑

i=1

 n∑
j=1

αi ,jxj

 ~ai
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Matriz mudança de base

se [~v ]A =


y1

y2
...
yn

 e [~v ]B =


x1

x2
...
xn

 então


y1

y2
...
yn

 =


α1,1 α1,2 · · · α1,n

α2,1 α2,2 · · · α2,n
...

...
. . .

...
αn,1 αn,2 · · · αn,n



x1

x2
...
xn

 (6)

MB
A :=

(
αi ,j

)n
i=1

n

j=1

é a matriz mudança de base de B para A.
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Matriz mudança de base

Reescrevemos (6) como

[~v ]A = MB
A · [~v ]B

Exerćıcio

[M]BA : Rn → Rn, dada por [M]BA(~x) = MB
A · [~x ]B , é um

isomorfismo.
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Matriz de uma Transformação Linear

Matriz de uma Transformação Linear

U espaço vetorial e B = (~b1, ~b2, . . . , ~bm) uma base.
V espaço vetorial e A = (~a1, ~a2, . . . , ~an) uma base.

T : U → V uma transformação linear. Para todo j ,

T (~bj) = α1,j~a1 + α2,j~a2 + · · ·+ αm,j~am

De modo que

~u =
n∑

j=1

xj~bj =⇒ T (~u) =
n∑

j=1

xjT (~bj) =
m∑
i=1

 n∑
j=1

αi ,jxj

 ~ai
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Matriz de uma Transformação Linear

Em coordenadas, se [~u]A =


x1

x2
...
xn

 e [T (~u)]B =


y1

y2
...
yn

 então


y1

y2
...
yn

 =


α1,1 α1,2 · · · α1,n

α2,1 α2,2 · · · α2,n
...

...
. . .

...
αn,1 αn,2 · · · αn,n



x1

x2
...
xn

 (7)

[T ]BA :=
(
αi ,j

)n
i=1

n

j=1

é a matriz da transformação T com respeitos as bases B e A.
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Matriz de uma Transformação Linear

Reescrevemos (7) como

[T (~u)]A = [T ]BA · [~u]B

Com essa notação, escrevemos [Id]BA para a matriz mudança de
base, que corresponde a matriz da transformação linear identidade
sobre V

IdV : V(base B) → V(base A)

[~v ]B 7→ [~v ]A

[~v ]A = [IdV ]BA · [~v ]B

Professor : jair.donadelli@ufabc.edu.br
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Matriz de uma Transformação Linear

Exerćıcio

posto(T ) = posto([T ]BA)?
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Matriz de uma Transformação Linear

Exerćıcio (25)

Sejam U um espaço vetorial com bases (distintas) B1 e B2. Sejam
V um espaço vetorial com bases (distintas) D1 e D2. Prove que

[T ]B2
D2

= [Id]D1
D2

[T ]B1
D1

[Id]B2
B1

(8)
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Espaço das transformações

§6. Espaço vetorial das
transformações lineares
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Espaço das transformações

O espaço vetorial das T.L. U → V .

L(U ,V) denota o conjunto de todas as transformações lineares
com doḿınio U e contradoḿınio V.

Exerćıcio

L(U ,V) é um espaço vetorial real com as operações usuais de
soma de funções e produto de função por escalar.
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Espaço das transformações

Espaços de dimensão finita

Se U tem base A = (~a1, . . . , ~an) e V tem base B = (~b1, . . . , ~bm) e

S ,T ∈ L(U ,V), então

[S + T ]AB = [S ]AB + [T ]AB

[λS ]AB = λ[S ]AB

ou seja,
[ ]AB : L(U ,V)→ Mm×n(R) é transformação linear.
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Espaço das transformações

Espaços de dimensão finita

Teorema (26)

[ ]AB : L(U ,V)→ Mm×n(R) é um isomorfismo.

Corolário

dim(L(U ,V)) = m · n.

Corolário

Se T ∈ L(U ,V) é a transformação nula então [T ]AB é a matriz
nula.
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Espaço das transformações

Composição

Se T ∈ L(U ,V) e S ∈ L(V,W) então S ◦ T ∈ L(U ,W) i.e.

S ◦ T : U → W

dada por
S ◦ T (~u) := S

(
T (~u)

)
é uma transformação linear.

Exerćıcio

Verifique que S ◦ T é uma transformação linear.
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Motivação O que eu não vou explicar Espaço Vetorial Combinações Lineares Sistemas lineares Transformações lineares Matrizes e transformações lineares Espaço das transformações Determinantes Autovalores e autovetores

Espaço das transformações

Propriedades

Exerćıcio

Para quaisquer S ,T ∈ L(V,W), quaisquer Q,R ∈ L(U ,V) e
qualquer P ∈ L(W,X ) valem

1 S ◦ (Q + R) = (S ◦ Q) + (S ◦ R);

2 (S + T ) ◦ Q = (S ◦ Q) + (T ◦ Q);

3 IdV ◦ R = R e R ◦ IdU = R;

4 para todo α ∈ R, α(S ◦ R) = (αS) ◦ R = S ◦ (αR);

5 P ◦ (S ◦ R) = (P ◦ S) ◦ R.
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Espaço das transformações

Composição em espaços de dimensão finita

Se U , V e W são espaços vetorias e A = (~a1, . . . , ~an),
B = (~b1, . . . , ~bm) e C = (~c1, . . . , ~ck) respectivas bases ordenadas

Proposição (27)

Se T ∈ L(U ,V) e S ∈ L(V,W) então [S ◦ T ]AC = [S ]BC · [T ]AB .
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Inversa

Inversa

Uma função T : U → V tem inversa se existe uma função
S : V → U tal que

S ◦ T = IdU e T ◦ S = IdV
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Inversa

Proposição (28)

Se T tem inversa, é única.

Notação: T−1 denota a inversa de T

Proposição (29)

T tem inversa se, e só se, T é bijetiva.
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Inversa

Teorema (30)

Se T ∈ L(U ,V) tem inversa então T−1 ∈ L(V,U).
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Inversa

Inversa em espaços de dimensão finita

Teorema (31)

Se U ,V têm dimensão finita, então para respectivas bases A,B
temos para toda T ∈ L(U ,V)

[T−1]AB =
(
[T ]AB

)−1

Corolário

T é isomorfismo se, e só se, [T ]AB é invert́ıvel.
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Inversa

Exerćıcio

Se a matriz A é uma matriz de mudança de base então A é
invert́ıvel.

Exerćıcio

Se S ∈ L(V,W) e R ∈ L(U ,V) então (S ◦ R)−1 = R−1 ◦ S−1

quando as inversas existem.
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§7. Determinantes
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Matrizes inversas

Matrizes inversas

A matriz B n ×m tem inversa a esquerda se existe uma matriz A
m × n tal que AB = Idm

A matriz B n ×m tem inversa a direita se existe uma matriz C
m × n tal que BC = Idn

Exerćıcio

Se AB = Idm e BC = Idn então A = C.
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Matrizes inversas

Matriz inversa ou não singular

A matriz B tem inversa, ou é invert́ıvel, se existe uma matriz C
tal que BC = CB = Id.
Nesse caso B também é chamada de não singular

Notação: B−1 denota a inversa de B

Exerćıcio

Deduza do Teorema do Posto e da Proposição 29 que se B tem
inversa então B é uma matriz quadrada.
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Matrizes elementares

Matrizes elementares

Uma matriz elementar é uma matriz obtida submetendo a matriz
identidade Id a uma das operações elementares das linhas de uma
matriz

1 trocar duas linhas: Id
Li↔Lj−−−−→ Ei,j (i 6= j);

2 multiplicar linha por uma constante não nula:

Id
Li→αLi−−−−−→ E(α) i;

3 somar a uma linha um múltiplo de uma outra linha:

Id
Li→Li+αLj−−−−−−−→ Ei,(α) j (i 6= j).
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Matrizes elementares

Se A é uma matriz quadrada então

1 Ei ,j · A resulta na matriz A com as linhas i e j trocadas;

2 E(α) i · A resulta na matriz A com a i-ésima linha multiplicada
por α;

3 Ei ,(α) j · A resulta na matriz A após a soma de α vezes a
j-ésima linha sobre a i-ésima.

Exerćıcio

Toda matriz elementar é invert́ıvel.
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Matrizes elementares

Exemplo

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 L2↔L3−−−−→

1 0 0
0 0 1
0 1 0



1 0 0
0 0 1
0 1 0

a b c
d e f
g h i

 =

a b c
g h i
d e f


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Álgebra Linear



Motivação O que eu não vou explicar Espaço Vetorial Combinações Lineares Sistemas lineares Transformações lineares Matrizes e transformações lineares Espaço das transformações Determinantes Autovalores e autovetores

Matrizes elementares

Exemplo

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 L3←L3−2L2−−−−−−−→

1 0 0
0 1 0
0 −2 1



1 0 0
0 1 0
0 −2 1

a b c
d e f
g h i

 =

 a b c
d e f

−2d + g −2e + h −2f + g


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Álgebra Linear



Motivação O que eu não vou explicar Espaço Vetorial Combinações Lineares Sistemas lineares Transformações lineares Matrizes e transformações lineares Espaço das transformações Determinantes Autovalores e autovetores

Matrizes elementares

Proposição (31)

Se A −→ B então existe uma sequência E1,E2, . . . ,Ek de matrizes
elementares tais que B = Ek · Ek−1 · · ·E2 · E1 · A.
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Matrizes elementares

Proposição (32)

A forma escalonada reduzida de uma matriz invert́ıvel A é a
identidade.

Nesse caso, A −→ Id, existe uma sequência E1,E2, . . . ,Ek de
matrizes elementares tais que

Id = Ek · Ek−1 · · ·E2 · E1 · A

portanto
A−1 = Ek · Ek−1 · · ·E2 · E1 · Id
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Matrizes elementares

Lema (33)

Uma matriz quadrada A é invert́ıvel se, e somente se, puder ser
escrita como o produto de matrizes elementares, i.e., existem
matrizes elementares Ei tais que

A = E1 · E2 · · ·Ek
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Matrizes elementares

Exerćıcio

Uma operação elementar nas linhas de uma matriz n × n é uma
transformação linear em L(Mn×n(R)) cuja representação matricial
é a matriz elementar correspondente.
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Matrizes elementares

Teorema (34)

Para toda matriz quadrada A de ordem n são equivalentes:

1 posto(A) = n;

2 A~x = ~b tem solução única para todo ~b;

3 A~x = ~0 tem somente a solução trivial ~x = ~0;

4 A é invert́ıvel;

5 A −→ Idn.

Em qualquer desses casos A é dita não singular
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Função determinante

Função determinante

D : Mn×n → R é uma função determinante se

1 D(A) = 0 se A tem linhas L.D.

2 D(Id) = 1;

3 D é multilinear nas linhas.

Professor : jair.donadelli@ufabc.edu.br
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Função determinante

Propriedades de uma função determinante

Proposição (35)

D(A) = −D(Ei ,i+1 · A), isto é, permutar duas linhas consecutivas
muda o sinal de uma função determintante.
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Função determinante

Propriedades de uma função determinante

Teorema (36)

Para qualquer escalar α 6= 0 e quaisquer i 6= j

1 Se A
Li↔Lj−−−−→ B então D(B) = −D(A).

2 Se A
Li←αLi−−−−−→ B então D(B) = αD(A).

3 Se A
Li←Li+αLj−−−−−−−→ B então D(A) = D(B).
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Função determinante

Propriedades de uma função determinante

Corolário (37)

Se A −→ B então D(A) = 0⇔ D(B) = 0.

Corolário (38)

D(E · A) = D(E ) · D(A) para qualquer matriz elementar E .

Professor : jair.donadelli@ufabc.edu.br
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Função determinante

Observação (39)

Se A −→ B então B = E1 · · ·ErA, portanto, existem escalares
α1, . . . , αs tais que

D(B) = (−1)tα1 · · ·αsD(A) (9)

onde t é o número de operações de troca (permuta) de duas linhas
e s é o número de operações de substituição de uma linha por um
múltiplo escalar dela.
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Função determinante

Teorema (40)

A é não singular se, e somente se, D(A) 6= 0.
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Função determinante

Teorema (41)

D(A · B) = D(A)D(B)
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Função determinante

Teorema

Existe uma função determinante.
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Função determinante

Teorema

A função determinante é única.

Notação: det(A) é o determinante da matriz A.
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§8. Autovalores e autovetores
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Autovalor e autovetor de um operador linear

Subespaço invariante

Sejam T ⊂ L(V) e U ⊂ V subespaço

U é invariante por T se T (U) ⊂ U

T
∣∣
U denota a restrição de T a U ; T

∣∣
U ∈ L(U)

dim(U) = 1 =⇒ U = [~u] para algum ~u 6= ~0 e

U invariante por T ⇐⇒ T (α~u) =∈ [~u]⇐⇒ T (~u) = (β/α)~u.
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Autovalor e autovetor de um operador linear

Autovetor e Autovalor

~u ∈ U não nulo é autovetor de T ∈ L(U) se

∃λ ∈ R tal que T (~u) = λ~u

λ é autovalor associado a ~u, o qual é único
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Autovalor e autovetor de um operador linear

Autoespaço ou subespaço próprio do autovalor λ

V (λ) = {~u ∈ U | T (~u) = λ~u}

V (λ) = ker(T − λIdU ) portanto é subespaço.

Valem:

(1) todo ~u ∈ V (λ) não nulo é autovetor de T

(2) V (λ) é invariante por T
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Polinômio caracteŕıstico

Polinômio caracteŕıstico

Seja T ∈ L(U) com dim(U) = n

∃~x 6= ~0 tal que T (~x) = λ~x para algum λ ∈ R

se, e só se, ∃~x 6= ~0 tal que (T − λIdU )(~x) = ~0

se, e só se, (T − λIdU ) não tem inversa.

se, e só se, [T − λIdU ]BB não tem inversa, para qualquer base B

se, e só se, [T ]BB − λIdn não tem inversa

se, e só se,

det([T ]BB − λIdn) 6= 0
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Polinômio caracteŕıstico

Polinômio caracteŕıstico

det([T ]BB − λIdn) é um polinômio em λ de grau n.
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Polinômio caracteŕıstico

Esse polinômio não depende da base:

Pelo Exerćıcio 25, pág. 100, se C é base

[T ]CC = [Id]CB [T ]BB [Id]BC onde [Id]CB = ([Id]BC )−1

de modo que det
(
[T ]CC − λIdn

)
é

det
(
[Id]CB [T ]BB [Id]BC − λIdn

)
= det

(
[Id]CB [T ]BB [Id]BC − λ[Id]CB Idn[Id]BC

)
= det

(
[Id]CB([T ]BB − λIdn)[Id]BC

)
= det

(
[Id]CB

)
det
(
[T ]BB − λIdn

)
det
(
[Id]BC

)
= det

(
[T ]BB − λIdn

)

Professor : jair.donadelli@ufabc.edu.br
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Polinômio caracteŕıstico

Polinômio caracteŕıstico

O polinômio caracteŕıstico de T é dado por

pT (λ) := p[T ]BB
(λ) = det

(
[T ]BB − λIdn

)
e não depende da base B.

As ráızes reais de pT (λ) são os autovalores de T .
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Autovalor, autovetor e polinômio caracteŕıstico de uma matriz

Matrizes

A ∈ Mn×n(R) é um operador em L(Rn)

Autovalor ~x 6= ~0 com autovalor λ ∈ R de A:

A~x = λ~x

Polinômio caracteŕıstico de A:

pA(λ) = det(A− λIdn)
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Autovalor, autovetor e polinômio caracteŕıstico de uma matriz

Teorema (42)

0 é um autovalor de A ∈ Mn×n(R) se, e só se, A é singular.
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Autovalor, autovetor e polinômio caracteŕıstico de uma matriz

Teorema (Teorema 34 revisitado)

Para toda matriz quadrada A de ordem n são equivalentes:

1 posto(A) = n;

2 A~x = ~b tem solução única para todo ~b;

3 A~x = ~0 tem somente a solução trivial ~x = ~0;

4 A é invert́ıvel;

5 A −→ Idn;

6 det(A) 6= 0;

7 0 não é autovalor de A.
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Diagonalização

Teorema (43, parte 1)

Sejam T ∈ L(U) e B = (~b1, ~b2, . . . , ~bn) uma base de U .

Se [T ]BB =


a1

a2 0
. . .

0 an−1

an

 é uma matriz diagonal

então
T (~bi ) = ai~bi para todo i .
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Diagonalização

Teorema (43, parte 2)

Sejam T ∈ L(U) e B = (~b1, ~b2, . . . , ~bn) uma base de U .
Se ~b1, ~b2, . . . , ~bn são autovetores de T então

[T ]BB =


λ1

λ2 0
. . .

0 λn−1

λn


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Diagonalização

Teorema (44)

Sejam ~u1, ~u2, . . . , ~uk autovetores de T ∈ L(U) com os respectivos
autovalores associados λ1, λ2, . . . , λk . Se λi 6= λj sempre que
i 6= j , então {~u1, ~u2, . . . , ~uk} é l.i..
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Diagonalização

Diagonalização de um operador linear

Seja U espaço vetorial finito dimensional.

T ∈ L(U) é diagonalizável se existe uma base B de U formada
por autovetores de T

Reescrevendo o Teorema 43,

Teorema (43)

Sejam T ∈ L(U), com U de dimensão finita. Então, T é
diagonalizável se, e somente se, existe uma base de U em cuja
representação matricial de T é uma matriz diagonal.
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Álgebra Linear



Motivação O que eu não vou explicar Espaço Vetorial Combinações Lineares Sistemas lineares Transformações lineares Matrizes e transformações lineares Espaço das transformações Determinantes Autovalores e autovetores

Diagonalização

Diagonalização de uma matriz

A ∈ Mn×n(R) é diagonalizável se existe M ∈ Mn×n(R) não
singular tal que M−1AM é diagonal.

Ou seja, A é diagonalizável se for semelhante a uma matriz
diagonal.

Proposição

T é diagonalizável se, e só se, [T ]BB é diagonalizável.
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