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Motivagdo
©00

Google

Motivacao

Go gle € um grande consumidor de dlgebra linear:
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Motivagdo
fo] Yole

Google

Aplicagoes

MIT
Technology
Review

A NEWS&ANALYSIS » | FEATURES

——

How Google Converted
Language Translation Into a
Problem of Vector Space
Mathematics

3]+ 8 ]4]

To translate one language into another, find the linear
transformation that maps one to the other. Simple, say ateam of
Google engineers
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Motivagdo
ooe

Google

Aplicacoes

THE §25.000,000,000° EIGENVECTOR
THE LINEAR ALGEBRA BEHIND GOOGLE

KURT BRYAN?t AND TANYA LEISE?

Abstract. Google's success derives in large part from its PageRank algorithm, which ranks the importance
of webpapes sccording to an eigenvector of a weighted link matrix. Analysis of the PageRank formula provides s
wonderful applied topic for a linear algebra course. Instructors may sssign this article as a project to more advanced
students, or spend one or two lectures presenting the material with assigned homework from the exercises. This
material also complements the discussion of Markov chains in matrix algebra. Maple and Mathematica files supporting
this material can be found at www.rose-hulman edu /~bryan.

Key words. linear algebra, PageRank. eigenvector, stochastic matrix

AMS subject classifications. 15-01, 15A18, 15A51
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Motivagdo
©0000

Navegagido

Exemplo: Navegacao

Problema: estimar posicado e velocidade de um veiculo viajando ao
longo de uma estrada.

A posicdo é medida (com erro) 10 vezes por segundo (T = 0,1).

x — estado do sistema (velocidade,posi¢do) — ndo observado
diretamente

u — aceleracdo dada pelo motorista

y — posicao observada
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Motivagdo
0®000

Navegagido

Exemplo: Navegacao de um veiculo

velocidade: vii1 = v + Tuy (1)
- 1
posicdo: pry1 = pr + Tve + §T Ut (2)
estado: x; = < Pe > (3)
Vi

1 T N 1T
X = X u
t+1 0 1 t T t

ve =(10)x
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Motivagdo
0000

Navegagido

Filtro de Kalman

2010 International Conference on Measuring Technology and Mechatronics Automation

A Linear Algebraic Approach to Kalman Filtering

Yiping Cheng
Beijing Jiaotong University, Beijing 100044, China
ypcheng @uste.edu

Abstract—A new linear algebraic approach is used here to noise, and output signals; the ng-dimensional vector & and

derive the celebrated Kalman filter. The filtering problem is each wy are random vectors satisfying
first converted into an equivalent linear algebraic problem by

relating the estimate of process state to the vector of measured &~ N(0.1), (4)
output via a linear equation. Then we obtain the Kalman
recursion equations by using a simple linear algebraic lemma. Wi ~N(0.I) for all k>0 (5)

This derivation is conceptually simple, elegant, and thus very
suitable for pedagogical purposes. Another advantage of our
approach is that the noise correlated case is dealt with as easily
as the noise uncorrelated case. .

£ and all wy(k > 0) are mutually independent.  (6)
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Motivagdo
000®0

Navegagido

Filtro de Kalman no aplicativo para GPS do smartphone

Utilizar nomes em inglés
Escolher entre os nor

Unidade de medida

Alterar unidades de

Conduzir do lado esquerdo
e para pa m tré

Tema da aplicagao
Escolha o tema d

Modo seguro

ar a aplic
nte).

aberratio

Saida para orientagao por voz
dependente
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Motivagdo
[eleYele] ]

Navegagido

mais navegacao

A seguinte equagdo é um modelo extremamente simplificado do comoporta-
mento de um Boeing 7o7-321 voando a uma velocidade 80ms~1:

004600 010681 000000 —0.17122 016023  0.00211
) _0.16759 —051500  1.00000 n.numz] 0.00820 —3_03025]
M= 015431 —054795 —090600 —0o00ms2| ¥+ loger7a _p7s2s3 ] Bl
0.00000 000000  1.00000 n.numu] 0.00000 n.mmu]

=15 o o 1x0-
No modelo acima, x(f) corresponde aos estados internos, u(t) aos controles do
piloto e y(t) aos observdoeis, descritos na tabela abaixo:
1y =y | x; +80ms~! é o médule do vetor Velocidade
em relacdo ao ar.
X7 f\nguln do eixo do avido com o vetor velocidade.
X3 Velocidade angular de arfagem
X4 =12 zamgulo de arfagem (eixo do avido,
em relagio ao plano horizontal)
iy Impulso do motor

s A]'IB'LIID do Profundor
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Motivagdo
©000

Sistemas Lineares

Sistema Linear

2x+y =3
x—2y=-1

air.donadelli@ufabc.edu.br
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Motivagdo
000

Sistemas Lineares

Sistema Linear — forma matricial

2x+y =3
x—2y=-1
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Motivagdo
000

Sistemas Lineares

Sistema Linear — forma matricial

x—2y=-1

G 0-0)

{2x+y:3
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Motivagdo
000

Sistemas Lineares

Sistema Linear — forma matricial

x—2y=-1

G 0-0)

{2x+y:3
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Motivagdo
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Sistemas Lineares

Sistema Linear — visto pelas linhas

2x+y =3
x—2y=-1
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Motivagdo

00®0
Sistemas Lineares

Sistema Linear — visto pelas linhas

2x+y =3
x—2y=-1

<
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Motivagdo
00®0

Sistemas Lineares

Sistema Linear — visto pelas linhas
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Motivagdo
oooe

Sistemas Lineares

Sistema Linear — visto pelas colunas

2x+1ly =3
Ix -2y =-1
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Motivagdo
oooe

Sistemas Lineares

Sistema Linear — visto pelas colunas

2x+1ly =3
Ix -2y =-1
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Motivagdo
oooe

Sistemas Lineares

Sistema Linear — visto pelas colunas

2x+1ly =3
Ix -2y =-1
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O que eu n3o vou explicar
€000

Operagdes com matrizes

Operagdes com matrizes

A é uma matriz com m linhas e n colunas:

dai1 412 - dln
a1 a2 - an

dm,1 dm2 **° dmpn
B é uma matriz com m linhas e n colunas

bii1 bip -+ big
b1 bp - byp
bm,l bm,2 T bm,n
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O que eu n3o vou explicar
0®00

Operagdes com matrizes

Operagdes com matrizes

a1 aip atn bi1 bip b1 n

a1 axp - an b1 bop b
A+ B= . . . + .

dm,1 dm,2 dm,n bm,l bm,2 bm,n

ai1+bi1 aip+bia - ain+ bip
a1+by1 ap+bo - a,+ b

am,1 + bm,l am,2 + bm,2 ** dmn + bm,n
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O que eu n3o vou explicar
fole] To)

Operagdes com matrizes

Operagdes com matrizes

(A mxn)(Bnxp)=(C mx p)

a1 412 -t adin
a1 a2 - anp b171 b172 - bl,j e bl,p

: : : b2,1 b272 ce b2-J c b27p
aij1  di2 -+ din : : R :
bnl bn2 an s b”yP

) )

dm,1 dm_2 *°* dmpn

€1 G2 - Cip
@1 Q2 - Cp

Cm1l Cm2 - Cmp
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O que eu n3o vou explicar
ocooe

Operagdes com matrizes

Operagdes com matrizes

Qayl1 «@ai2 -+ Qdip
aaz i Qazp -+ (Qaxn

Qam1 Qam2 - Qamn

)

A—B=A+(-1)B
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O que eu n3o vou explicar
°

Matrizes Inversa e Identidade

Inversa e Identidade

matriz inversa A~!, quando existe, é uma matriz tal que

100 -0
010 -0
AATL=A"tA=]0 0 1 -0
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O que eu n3o vou explicar
°

Matrizes Inversa e Identidade

Inversa e Identidade

matriz inversa A~!, quando existe, é uma matriz tal que

100 0
010 0
AATE=ATA= (0 0 1 0
000 1

matriz identidade

Professor: jair.donadelli@ufabc.edu.br
Algebra Linear



O que eu n3o vou explicar
000

llustragdes

Operacdes com matrizes — ilustracio

Imagens sao representadas em computador por matrizes.
Soma de matrizes:
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O que eu n3o vou explicar
0®0

llustragdes

Operacdes com matrizes — ilustracio

Multiplicacao de matrizes:

(a) A
0 - 01
0 -~ 10
(b) A _
1 00
0 01
0 10
(c) : A
1 00
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O que eu n3o vou explicar
ooe

llustragdes

Operacdes com matrizes — ilustracio

cos —sing 0
Rotacdo R = | sinf —cosf 0
0 0 1
(a) imagem original
(b) (a) rodado # =7 — /16
(c)
(d)

c) imagem original

d) (c) rodado § = —7/16
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Espago Vetorial
000

Axiomas

1. Espacos vetoriais
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Espago Vetorial
0®0

Axiomas

Espaco Vetorial Real

V,8,0)

Y um conjunto ndo vazio cujos elementos sio vetores
@ uma soma de vetores
® um produto de vetor por escalar (nimero real)

formam um espaco vetorial real se valem os seguintes axiomas
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Axiomas

Espago Vetorial
ooe

Axiomas

EV1
EV2
EV3
EV4
EV5
EV6
EV7
EVS
EV9
EV10

VieV,weV, iow=woid=0
VieVVo,BeR, a0 (fod)=(a-B)Od
Vi,veV.VaeR, a® (Ve i) =
Vie V,Va,B eR; (a+p)oOd=
VieV,1ou=1d
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Espago Vetorial
°

Consequéncias dos axiomas

Consequéncias dos axiomas

Teorema (1)
Se (V,®,®) € um espaco vetorial real entdo para quaisquer
u,v €V e quaisquer o, 3 € R

Q@ ioV=V=i=0

@ 007V=0;

© o vetor oposto a V € unico;

Q (—)ov=a0(-V)=—(aOV),

Q@ ac0=0;

@ hd um dnico w tal que Vv + dw = .
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Espago Vetorial
€0000

Subespaco vetorial

Subespacos Vetoriais
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Espago Vetorial
00000

Subespaco vetorial

Dado um espaco vetorial (V,®,®) eUd C V nio vazio tal que
SV1 Vi, velU vale i® v;

SV2 VaeR,Vield valea® i € U;
entdo (U, D, ®) € espaco vetorial?
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Espago Vetorial
00000

Subespaco vetorial

Subespacos Vetoriais

Dado um espaco vetorial (V, @, ®) um sobconjunto U C V n3o
vazio é um subespaco (vetorial) de V se U com as operagdes @ e
® for um espaco vetorial.
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Espago Vetorial
00000
Subespaco vetorial

Teorema (3)

O subconjunto U # () é um subespaco de V se, e s6 se, U é
fechado para as operagdes do espaco vetorial V.

Na prética, verificamos 0 € U (.". ndo vazio), SV1 e SV2.
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Espago Vetorial
0000e®

Subespaco vetorial

Proposicdo (4)

SelU e W sdo subespacos de V entdo U N WV €é subespaco de V.
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Combinagdes Lineares
°0

32. Combinacoes lineares
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Combinagdes Lineares
oe

(V,+, ) espago vetorial

Combinacgdo linear de vetores de V

a1 Vit+ag- Vot Qpo1 Vo1 + Qp -V

o1, ...,0, escalares e vq, ..., V, vetores .
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Combinagdes Lineares
€00

Geradores

Geradores

Scvy

[S] = {Zai'Vi

a; € R(Vi), vi € V(Vi), n€ Z+}
i=1

com a convencao

[0] = {0}.
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Combinagdes Lineares

(o] lo}

Geradores

Proposi¢do (5)

[S] € subespaco de V.
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Combinagdes Lineares
ooe

Geradores

Teorema (6)
Sejam S, T C V. Entdo
Q@ Scls];
@ seS C T entdo[S]C[T];
o [1s] = [sl;
Q se S € subespaco entio [S] = S.
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Combinagdes Lineares
©00

Dependéncia linear

Dependeéncia linear
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Combinagdes Lineares
00

Dependéncia linear

Conjunto L.I.

U C V linearmente independente (L.I.) se V{V,...,V,} C U

o Vit oot FQp1 Vg1 +ap vV, =0

ar=ay=---=ap1=0a,=0

caso contrario, é linearmente dependente (L.D.)
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Combinagdes Lineares
ooe

Dependéncia linear

Proposicdo (7)

Se S CV é L.l entdo todo V € [S] € escrito de forma tnica como
combinacdo linear de vetores de S.
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Combinagdes Lineares
©0000

Base e dimensdo

Base

B CV é base de V se
Q@ BéLL
@ B gera V.

VY tem dimensao finita se admite uma base finita
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Combinagdes Lineares
0®000

Base e dimensao

Proposicio (8)

Se V ndo trivial tem dimens3o finita, entdo

@ todo conjunto gerador finito pode ser reduzido a uma base;
@ todo conjunto L.I. pode ser estendido a uma base.

Corolario (9)

Todo V de dimenséo finita tem uma base.
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Combinagdes Lineares
0000

Base e dimensdo

Dimensao

Teorema (10)

SeV =|i,...,0,] e X ={x1,..., Xk} € L.I. entdo podemos
reordenar i1, . .., U, de modo que V = [Xi,...,X¢, U1, - - -, Up).

Coroldrio (11)

k < n.
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Combinagdes Lineares
000®0

Base e dimensao

Teorema (12)

Se{i,...,un} e{Vh,...,V;m} sdo bases de V entio m = n.

Se V tem dimens3o finita, a dimensao de V, dim(V), é a
cardinalidade de uma base de V.

com a convencao

dim({0}) == 0.
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Combinagdes Lineares
[eleYele] ]

Base e dimensao

Um subespaco de um espaco de dimensao finita tem dimensdo
finita.
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Sistemas lineares
]

§3. Sistemas lineares
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Sistemas lineares
°

Solugédo

a11x1 +aipxe + -+ ainXp = C1
a,1X1 +azpxe + -+ a2 pXp = 2

sistema de equagdes lineares

Am,1X1 + am2X2 + -+ amnXn = Cm
Uma solucao é uma atribuicdo de valores reais as varidveis
x; = «; tal que todas as equacdes lineares estejam satisfeitas.

a1
Uma solugdo é um vetor | : | € R™.

Qp
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Sistemas lineares
©00

Sistemas lineares em algebra linear

Sejam {v1,...,V,} e C vetores no R™

(1) Aé L.l se, e sé se, o sistema linear homogéneo
n
g xivi =0
i=1

admite somente solucdo trivial X = 0.

(2) Ce[Vh,...,Vp] se, e sé se, o sistema linear ndo homogéneo

m
E XjV; =C
i—1

admite solucdo.
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Sistemas lineares

(o] Je}
Sistemas lineares em algebra linear
ai,i
.o an i .o
para todo i, v; = com a;; € R para todos i/,
am,i
n
de modo que g x;V; = C fica escrito como
i=1
a1,1 ai2 al.n a
a1 a2 azn 6]
X1 + X2 + 4 Xy = (4)
am,1 am,2 dm,n Cm
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Sistemas lineares
ooe

Sistemas lineares em algebra linear

Teorema (13)

Um sistema linear homogéneo com m equages e n > m varidveis
admite solucdo nao trivial.
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Sistemas lineares
©0000

Escalonamento de matriz

Escalonamento de matriz

Uma matriz estd na forma escalonada por linhas se

© todas as linhas com pelo menos um elemento diferente de
zero estao acima de todas as linhas com todos elementos
iguais a zero;

@ o pivd de uma linha (o primeiro ndmero diferente de zero a
partir da esquerda) esta sempre estritamente a direita do pivd
da linha acima.

Dizemos que a matriz escalonada estd na forma escalonada
reduzida se todo elemento pivd é 1 e em sua coluna o piv6 é o
inico elemento n3o-nulo.
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Sistemas lineares
0®000

Escalonamento de matriz

Escalonamento de uma matriz refere-se ao processo de transformar
uma matriz A em uma matriz B escalonada por linhas através de
uma sequéncia de operacoes elementares nas linhas, as quais sao
@ trocar duas linha (L; <> Lj);
@ multiplicar uma linha por uma constante a ndo nula

(L,‘ — aL,-);
© somar a uma linha um miltiplo de uma outra linha
(L,' — L; + OzLJ').
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Sistemas lineares
00®00

Escalonamento de matriz

Escrevemos A — B se obtemos a matriz B a partir da matriz A
por uma sucessao de operacdes elementares.

Se A — B entdo B — A pois as operacdes elementares sdo
reversiveis.

Se A — B entdo dizemos que as matrizes A e B sdo linha
equivalentes.
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Sistemas lineares
0000

Escalonamento de matriz

Qualquer matriz ndo-nula € linha equivalente a uma matriz
escalonada reduzida:

Seja A = (ajj) uma matriz ndo nula

Q /=1

@ Seja ¢(¢) o menor indice > ¢ de uma coluna n3o nula;

© caso necessério permute duas linhas de modo que ay .(¢) # 0;

@ multiplique a primeira linha por 1/3@76(5);

© para cada j # £: subtraia da linha j a linha £ multiplicada por
se(0):

@ se hd linha > £ ndo nula, some 1 a £ e repita o processo a
partir do passo 2.
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Sistemas lineares
0000®

Escalonamento de matriz

Teorema

Qualquer matriz ndo nula € linha equivalente a uma unica matriz
escalonada reduzida.
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Sistemas lineares
©0000

Posto

Espaco linha

Se A € Mpmxn(R), o espago-linha(A) é o subespago do R” gerado
pelas linhas da matriz (se as vemos como m vetores do R")

posto-linha(A) := dim(espago-linha(A))
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Sistemas lineares
0000

Posto

Proposi¢cdo (14)

Se A — B entdo espaco-linha(A) =espago-linha(B).
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Sistemas lineares
00®00

Posto

Proposigdo (15)

As linhas ndo nulas de uma matriz escalonada sdo L.I.

A quantidade de linhas nulas é a nulidade de A.

Coroldrio (16)

Se A— R, R escalonada, posto-linha(A) € a quantidade de
linhas ndo nulas em R.
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Sistemas lineares
00000

Posto

Espaco coluna

Se A € Mpxn(R), o espago-coluna(A) é o subespago do R™
gerado pelas colunas da matriz (se as vemos como vetores n do R")

posto-coluna(A) := dim(espago-coluna(A))
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Sistemas lineares
oooo0e

Posto

Teorema (17)
Para toda matriz A € Mpyxn(R), posto-linha(A) =posto-coluna(A).

’ posto(A) := posto-coluna(A) = posto-linha(A) ‘
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Sistemas lineares
€00000

Gauss—Jordan

Teorema (18)

Se A tem posto m entdo o sistema linear AX = ¢ admite pelo
menos uma solucao.
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Sistemas lineares
000000
Gauss—Jordan

Solugao de sistemas lineares

ai1xy+aiexe+ -+ ainxp =0
a1X1 +axexo + -+ apXp =

am,1X1 + ama2X2 + 4+ amnXn = Cm

Matriz dos coeficientes Matriz aumentada

di1 412 - dln a1 412 -+ din G

a1 a2 - anp a1 a2 - a2n @
- : : " : [Ale] = : : :

dm,1 dm,2 dm,n dm,1 dm,2 dm,n Cm

: jair.donadelli@ufabc.edu.br

Algebra Linear




Sistemas lineares
000000

Gauss—Jordan

Teorema (19)

O sistema linear AX = C tem solucdo se, e somente se,

posto(A) = posto([A|c]).
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Sistemas lineares
000000

Gauss—Jordan

Os sistemas lineares

AX=CeBX=d

sdo equivalentes se admitem as mesmas soluc¢des.
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Sistemas lineares
000000

Gauss—Jordan

Teorema (20)

Os sistemas lineares AX = € e BX = d s3o equivalentes se as
matrizes aumentadas [A|c] e [B|d] sdo linha equivalentes.

Corolario

AX = C tem as mesmas solucdes que RX = d em que [R|d] é a
matriz linha-equivalente escalonada reduzida de [A|c].
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Sistemas lineares
00000®

Gauss—Jordan

Método de Gauss—Jordan

Seja A € My,xn(R). Dado um sistema linear AX = C, obtenha a
forma escalonada reduzida [R|d] de [A|c].

© se toda coluna da matriz R tem um pivd
(posto(R) = posto([R|d]) = n), ent3o a solugdo é (inica e é a
solucdo do sistema escalonado;

@ se alguma linha de [R|c7] é ndo nula apenas na dltima coluna
(posto(R) < posto([R|d])) entdo o sistema ndo tem solu¢do;

@ nos outros casos (posto(R) = posto([R|d]) < n) cada coluna
com pivo corresponde a uma varidvel pivd e as outras varidveis
sdo livres; escrevemos as varidveis pivd em funcdo das
varidveis livres. O sistema tem muitas solu¢des.
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Transformagao linear

34. Transformacdes lineares
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Transformagao linear

Transformacao linear

U e V s3o espacgos vetoriais reais

T :U — V é transformacao linear (T.L.) se
Q@ T(u+ V)= T(a)+ T(V), para todos i,V € U,
@ T(av)=aT(V), paratodos Vel e a € R.

Se T é T.L. entdo T(0) =0.
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Transformagd
[e]e] T}

Transformagao linear

Equivalentemente, T é T.L. se
T(ad+ Bv) =aT(d)+ BT(V)

para todos U, Ve U e a, 5 € R.

Por induc3o, para todo inteiro positivo n

n n
T Za,’\?,- :Za;T(V',-).
i=1 i=1
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Transformagd
[e]ele] ]

Transformagao linear

Teorema (21)

Se U tem dimens3o finita entdo qualquer transformacdo linear
T :U — YV fica definida pelos seus valores numa base de U.
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Transformagd
L o]

Imagem e Niicleo de uma transformagao linear

Imagem

T:U—VumaT.L.

A imagem de T é o subconjunto

Im(T)={veV|3Idel; T(d) ="V}

Proposicao

Im(T) € subespaco vetorial de V.
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Imagem e Niicleo de uma transformagao linear

Nucleo ou Kernel

T:U—VumaT.L.

O Nicleo (ou kernel) de T é o subconjunto

N(T) =ker(T):={decu | T(d) =0}

Proposicao

N(T) é subespago vetorial de U.
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Teorema do Posto

Posto

SeT:U—YV éuma T.L. el tem dimenséo finita entdo Im(T) e
N(T) tém dimensio finita.

Portanto, se U tem dimens3o finita ficam definidos
posto de T: posto(T) = dim(Im(T))
nulidade de T: nulidade(T) = dim(N(T))
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Teorema do Posto

Proposigdo (22)

T :U — V é injetiva se, e somente se, N(T) = {0}.
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Transformagd
[o]e]

Teorema do Posto

Teorema (Teorema do Posto)

SeT:U—=YV éuma T.L. el tem dimens3o finita entio

dim(U) = dim(N(T)) + dim(Im(T)). (5)

Ou, equivalente a (5)

dim(U) = posto(T) + nulidade(T).
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Transformagd
000
Teorema do Posto

SeT:U—YV éuma T.L. entdo decorre do teorema do posto que
Q se dim(U) < dim(V) entdo T nio € sobrejetiva;
@ se dim(U) > dim(V) entdo T nio € injetiva

Observacao

Decorre do exercicio que se T € bijetiva entdo dim(U) = dim(V).
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Transformagd
000
Teorema do Posto

Corolario (Corolario do Teorema do Posto)

Se dim(V) = dim(U) entdo sdo equivalentes:
© T é sobrejetiva;
@ T é€ injetiva;
Q T € bijetiva;

©Q T transforma base em U em base em V.
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Transformagd

Isomorfismo

Isomorfismo

Uma T.L. bijetiva é chamada isomorfismo.

Os espacos vetorias U e V sdo ditos isomorfos se existe um
isomorfismo entre eles.
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Transformagd
Isomorfismo

Teorema (23)

Dois espagos vetoriais de dimensao finita sdo isomorfos se, e
somente se, eles tem a mesma dimensao.

Corolario (24)

Todo espaco vetorial de dimensao n é isomorfo ao R".
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Coordenadas

Coordenadas com relacdo a uma base

V espago vetorial de dimensdo ne B = (v,...,V,) uma base
ordenada
X1
S . . . X2
v €V fica unicamente determinado por uma n-upla | . | € R”
Xn

De fato, V =) . x;Vj; e vice-versa, isto &,

[ ]6:V—> R"

X1 € um isomorfimo.

Xn
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Coordenadas

Mostre que [ |g acima é uma transformagio linear e € bijetiva.
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Coordenadas

Xn

sdo as coordenadas de v com relacdo a base B
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Matriz mudanga de base

Matriz mudanca de base

—

Sejam A= (a1,a2,...,a,) e B= (51, by,..., En) bases ordenadas
de V
Para todo j =1,2,...,n,

—

bj = ayjar + azja + - + apjap
De modo que
n n

n
vV = ijj —— vV = E E Qi iXj | aj
j=1 i=1 \ j=1
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Matriz mudanga de base

n X1
L Y2 X2 N
se[Vla=|". | elvle=| . | entdo

Yn Xn
n Q11 Q12 - Qlnp X1
Y2 Q21 Q22 -+ Q2p X2

= (6)
Yn Qp1 Qp2 -+ Opp Xn
B — . n n
MA — (O"J)izljzl

é a matriz mudanca de base de B para A.
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Matriz mudanga de base

Reescrevemos (6) como

[V]a = Mg - [V]g

[M]& : R" — R", dada por [M]&(X) = ME - [X]g, é um
isomorfismo.
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Matriz de uma Transformagdo Linear

Matriz de uma Transformacao Linear

U espaco vetorial e B = (51,52, .., b
a,

m) uma base.
V espaco vetorial e A = (a1, a2, ) uma base.

.
T : U — V uma transformag3o linear. Para todo j,

T(bj) = al’j51 + 012,]52 + -+ Oém’jé‘m
De modo que

n n m
i=Y xb = T(@=) xTh)=) (D aix|a
j=1

j=1 i=1
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Matriz de uma Transformag&o Linear

X1
X2
Em coordenadas, se [U]a =
Xn
n Q11 Q12
Y2 Q1 Q22
Yn Qp1 Qp2

7
e [T(d)]g = r2 entdo
Yn
Q1.n X1
azn | | x2 @)
Qn.n Xn

(715 = (o) s

¢ a matriz da transformacao T com respeitos as bases B e A.
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Matriz de uma Transformag&o Linear

Reescrevemos (7) como

[T(@D]a=1[TIZ - [@s

Com essa notagdo, escrevemos [Id]ﬁ para a matriz mudanga de
base, que corresponde a matriz da transformac3o linear identidade
sobre V

Idy : V(base B) — V(base A)
[Vlg = [V]a
[7]a = [ldv]Z - [V]e
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Matriz de uma Transformag&o Linear

posto(T) = posto([T]§)?
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Matriz de uma Transformag&o Linear

Sejam U um espaco vetorial com bases (distintas) By e By. Sejam
V um espago vetorial com bases (distintas) D1 e D>. Prove que

(715, = W]y [T]5 d]g; (8)
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Espago das transformagdes

36. Espaco vetorial das
transformacoes lineares




Espago das transformagdes

O espaco vetorial das T.L. U/ — V.

L(U,V) denota o conjunto de todas as transformagdes lineares
com dominio U e contradominio V.

L(U,V) é um espaco vetorial real com as operagbes usuais de
soma de fungées e produto de funcdo por escalar.
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Espago das transformagdes

Espacos de dimensao finita

Se U tem base A= (,...,3,) e V tem base B = (by,...,bp) e

S, T e L(U,V), entdo

[S+TI5 =S5 +[Tl5
[\SI5 = AlS]5

ou seja,
[ 13 : LU, V) — Mmxn(R) é transformagso linear.
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Espago das transformagdes

Espacos de dimensao finita

Teorema (26)

[ 13: LU, V) — Mmxn(R) é um isomorfismo.

Coroldrio
dim(L(U,V)) =m-n.

Coroldrio

Se T € L(U,V) € a transformagio nula entdo [T]a é a matriz
nula.
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Espago das transformagdes

Composicao

Se Te LU, V)eSecL(V,W)entdo So T € LIU,W) i.e.

SoT:U—W

dada por
SoT(u)= S(T(LT))

é uma transformacao linear.

Verifique que S o T é uma transformagdo linear. \
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Espago das transformagdes

Propriedades

Para quaisquer S, T € L(V, W), quaisquer Q,R € L(U,V) e
qualquer P € L(W, X) valem

Q@ So(R+R)=(50Q)+(SoR);

Q@ (S+T)oQR=(SoQ)+(ToQ),

© IdyoR=ReRoldy =R;

Q paratodoa €R, a(SoR) = (aS)oR=So(aR);

Q@ Po(SoR)=(PoS)oR.
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Espago das transformagdes

Composicao em espacos de dimensao finita

Se U, V e W s&o espagos vetorias e A = (31,...,4dn),
B = (b1,...,bm) e C=(&,...,Ck) respectivas bases ordenadas

Proposigdo (27)

SeT e LU, V)eScL(V,W)entio[SoT|2= [5]5 : [T]AB'
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Inversa

Inversa

Uma fungdo T : U/ — V tem inversa se existe uma fungdo
S:V —= U tal que

SoT =1Idy e ToS=1Idy
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Inversa

Proposigdo (28)

Se T tem inversa, é Unica.

Notacdo: 7! denota a inversa de T

Proposicdo (29)

T tem inversa se, e s6 se, T € bijetiva.
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Inversa

Teorema (30)

Se T € L(U,V) tem inversa entdo T—L € L(V,U).
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Inversa

Inversa em espacos de dimensao finita

Teorema (31)

Se U,V tém dimens3o finita, entdo para respectivas bases A, B
temos para toda T € L(U,V)

[7-48 = ([T18)

Corolario

T é isomorfismo se, e s6 se, [T| € invertivel.
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Inversa

Se a matriz A é uma matriz de mudanga de base entdo A é
invertivel.

SeS e L(V,W)eReLU,V) entio(SoR) =R 1o51

quando as inversas existem.
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§7. Determinantes
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Matrizes inversas

Matrizes inversas

A matriz B n x m tem inversa a esquerda se existe uma matriz A
m x n tal que AB = 1d,

A matriz B n X m tem inversa a direita se existe uma matriz C
m x n tal que BC = 1d,,

Se AB =1d,, e BC =1d, entdo A= C. \
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Matrizes inversas

Matriz inversa ou nao singular

A matriz B tem inversa, ou é invertivel, se existe uma matriz C
tal que BC = CB =1d.
Nesse caso B também é chamada de nao singular

Notacao: B! denota a inversa de B

Deduza do Teorema do Posto e da Proposicdo 29 que se B tem
inversa entdo B é uma matriz quadrada.
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Matrizes elementares

Matrizes elementares

Uma matriz elementar é uma matriz obtida submetendo a matriz
identidade Id a uma das opera¢bes elementares das linhas de uma
matriz

Li<L; .,
O trocar duas linhas: Id —— 2 Ei; (i #));

@ multiplicar linha por uma constante n3o nula:
Li—al;
Id —— E(y)i
© somar a uma linha um miltiplo de uma outra linha:
Li—Li+al;

Id ———— Ej(q); (i # )
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Matrizes elementares

Se A é uma matriz quadrada entdo
© E; - A resulta na matriz A com as linhas i e j trocadas;
@ E(,);- Aresulta na matriz A com a j-ésima linha multiplicada
por «;
© Ej(q)j - A resulta na matriz A apSs a soma de « vezes a
j-ésima linha sobre a j-ésima.

Toda matriz elementar € invertivel.
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Matrizes elementares

Exemplo

1 00 100
010|225 001
0 01 010
1 00 a b c a b c
0 01 d e fl=1g h i
010 g h i d e f
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Matrizes elementares

Exemplo

1 00 1 0 O

01 0] BEb2 (g 1 9

0 01 0 -2 1
1 0 O a b c a b c
O 1 0 d e | = d e f
0 -2 1 g h i —2d+g —2e+h —2f+g

Professor: jair.donadelli@ufabc.edu.br
Algebra Linear



Matrizes elementares

Proposigdo (31)

Se A — B entdo existe uma sequéncia E1, E;, ..., Ex de matrizes
elementares tais que B = E, - Ex_1--- E» - E1 - A.
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Matrizes elementares

Proposicao (32)

A forma escalonada reduzida de uma matriz invertivel A é a
identidade.

Nesse caso, A — Id, existe uma sequéncia Ei, E», ..., Ex de
matrizes elementares tais que

d=E-E1---E-E-A

portanto
A'=E - E 4 E-E-1d
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Matrizes elementares

Uma matriz quadrada A € invertivel se, e somente se, puder ser
escrita como o produto de matrizes elementares, i.e., existem
matrizes elementares E; tais que

A=FE -E- E
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Matrizes elementares

Uma operacdo elementar nas linhas de uma matriz n x n € uma
transformagéo linear em L(Myx,(R)) cuja representagcdo matricial
€ a matriz elementar correspondente.
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Matrizes elementares

Teorema (34)
Para toda matriz quadrada A de ordem n sdo equivalentes:
Q posto(A) = n;

@ AX=b tem solug¢do tnica para todo b;

Q@ AX =0 tem somente a soluc3o trivial X = 0;
Q A é invertivel:
Q@ A—1d,.

Em qualquer desses casos A é dita nao singular
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Fungdo determinante

Funcao determinante

D : My, — R é uma funcao determinante se
Q@ D(A) =0 se A tem linhas L.D.
Q@ D(Id) =1,

© D é multilinear nas linhas.
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Fungdo determinante

Propriedades de uma funcao determinante

Proposicdo (35)

D(A) = —D(E;j j+1 - A), isto € permutar duas linhas consecutivas
muda o sinal de uma funcio determintante.
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Fungdo determinante

Propriedades de uma funcao determinante

Teorema (36)

Para qualquer escalar o # 0 e quaisquer i # j
Ll
@ Se A—"7 B entio D(B) = —D(A).
L,‘(—OZL‘

@ Se A——= B entdo D(B) = aD(A).

0 Se A Z N, B eniso D(A) = D(B).
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Fungdo determinante

Propriedades de uma funcao determinante

Corolario (37)
Se A— B entdo D(A) =0« D(B) =0.

Corolario (38)
D(E - A) = D(E) - D(A) para qualquer matriz elementar E.
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Fun¢do determinante

Observagdo (39)

Se A— B entdo B = E; --- E, A, portanto, existem escalares
ai, ..., Qs tais que

D(B) = (~1)!a1 - - asD(A) (9)

onde t € o nimero de operacées de troca (permuta) de duas linhas
e s é o numero de operacoes de substituicido de uma linha por um
mdltiplo escalar dela.
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Fungdo determinante

Teorema (40)

A € ndo singular se, e somente se, D(A) # 0.
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Fungdo determinante

Teorema (41)

D(A- B) = D(A)D(B)
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Fungdo determinante

Teorema

Existe uma funcdo determinante.
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Fungdo determinante

Teorema

A funcdo determinante € dnica.

Notacdo: det(A) é o determinante da matriz A.
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98. Autovalores e autovetores




Autovalor e autovetor de um operador linear

Subespaco invariante

Sejam T C L(V) e d C V subespago

U é invariante por T se T(U) C U

T’u denota a restricdo de T a U; T}u e L(U)
dim(i) = 1 = U = [d] para algum 7#0 e

U invariante por T <= T(ad) =€ [u] <= T(d) = (/).
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Autovalor e autovetor de um operador linear

Autovetor e Autovalor

7 € U n3o nulo é autovetor de T € L(U) se

JX € R tal que T(d) = Ad

A é autovalor associado a 7, o qual € tnico
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Autovalor e autovetor de um operador linear

Autoespaco ou subespaco préprio do autovalor A

V(\) = {7 e U | T(d) = \d}

V(M) = ker(T — Aldy) portanto é subespaco.
Valem:
(1) todo & € V(A) ndo nulo é autovetor de T

(2) V() é invariante por T

Professor: jair.donadelli@ufabc.edu.br
Algebra Linear



Polindmio caracteristico

Polinomio caracteristico

Seja T € L(U) com dim(U) = n
3% £ 0 tal que T(X) = AX para algum A € R
se, e s6 se, 3% # 0 tal que (T — Mdy)(X) =0
se, e s6 se, (T — AIdy) ndo tem inversa.
se, esése, [T — )\Idu]g ndo tem inversa, para qualquer base B
se, e s6 se, [T]E — Ald, n3o tem inversa

se, e sO se,

det([T]E — \Id,) # 0
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Polindmio caracteristico

Polinomio caracteristico

det([T]5 — Ald,;) é um polinémio em A de grau n.
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Polindmio caracteristico

Esse polindmio n3o depende da base:

Pelo Exercicio 25, pag. 100, se C é base

[T]e = Md]5[T]E[1d]¢ onde [Id]5 = ([1d]¢)
de modo que det([T]E — Ald,,) é

det ([Id]§[T]E[Id]2 — Ald,) = det
= det
= det
= det

[1d]5[T15[1d]2 — A[Id]§1d,[1d]¢)
[Ld]§([T]8 — Ad,)[Id]¢)
[1d]§)det([T]2 — Ad,)det ([Id]2)
[T]Z — Ald,)

o~~~ —~
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Polindmio caracteristico

Polinomio caracteristico

O polindmio caracteristico de T é dado por

pr(A) = pyrs(A) = det ([T]g — )\Id,,>

e n3o depende da base B.

As raizes reais de pr(\) sdo os autovalores de T.
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Autovalor, autovetor e polinémio caracteristico de uma matriz

Matrizes

A € Myyn(R) é um operador em L(R")

Autovalor X # 0 com autovalor A € R de A:

Polindmio caracteristico de A:

pa(A) = det(A — Ald,)

Professor: jair.donadelli@ufabc.edu.br
Algebra Linear



Autovalor, autovetor e polindmio caracteristico de uma matriz

Teorema (42)

0 é um autovalor de A € Mpxn(R) se, e s6 se, A € singular.
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Autovalor, autovetor e polindmio caracteristico de uma matriz

Teorema (Teorema 34 revisitado)

Para toda matriz quadrada A de ordem n sdo equivalentes:
@ posto(A) = n;
Q@ AX=b tem solug¢do tinica para todo b;
© Ax =0 tem somente a soluc3o trivial X = 0;
Q A € invertivel;
Q@ A—1Id,;
Q det(A) #0;

@ 0 ndo € autovalor de A.
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Diagonalizagdo

Teorema (43, parte 1)
Sefam T € L(U) e B = (51, by, .. .,En) uma base de U.

ai
an O

Se [T = € uma matriz diagonal

dn
entao

T(b;) = ajb; para todo i.
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Diagonalizagdo

Teorema (43, parte 2)

Sej{m Te E(Z:{) e B = (51, 52, ol En) uma base de U.
Se by, by, ..., b, sdo autovetores de T entdo
A1
o 0
T8 =
0 )\nfl
An
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Diagonalizagdo

Teorema (44)

Sejam iy, Uy, . . ., Uy autovetores de T € L(U) com os respectivos
autovalores associados A1, A2, ..., . Se \j # \j sempre que
i #j, entdo {th, U, ..., Uy} €li.
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Diagonalizagdo

Diagonalizacao de um operador linear

Seja U espaco vetorial finito dimensional.

T € L(U) é diagonalizavel se existe uma base B de U formada
por autovetores de T

Reescrevendo o Teorema 43,

Teorema (43)

Sejam T € L(U), com U de dimensio finita. Entdo, T é
diagonalizavel se, e somente se, existe uma base de U em cuja
representacdo matricial de T é uma matriz diagonal.
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Diagonalizagdo

Diagonalizacao de uma matriz

A € Myyn(R) é diagonalizavel se existe M € M, ,(R) ndo
singular tal que M~1AM é diagonal.

Ou seja, A é diagonalizavel se for semelhante a uma matriz
diagonal.

Proposicao

T é diagonalizdvel se, e s6 se, [T]5 € diagonalizavel.
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