Prova 1 - Algebra Linear - 2025/1

Instrucdes

1. Justifique todas as respostas.

2. Sobre a carteira, apenas lapis, borracha, caneta e documento com foto.

3. Nenhum eletrénico (celular, relégio, calculadora, ....) é permitido durante a prova.
4. A corre¢do leva em conta a organizacdo, clareza e corretude das respostas.

5. Pode responder usando lapis e em qualquer ordem.

Questoes

1. (20) Use o que estudamos para solucionar sistemas de equacdes lineares para encontrar um polindémio de grau 3 cujo o
grafico passa pelos pontos (1,3), (2,-2), (3,-5) e (4,0).
Sol.: O polinémio é da forma az® + bz? + cx + d e dos pontos temos
a+b+c+d=3
8a+4b+2c+d= -2

27a +9b+3c+1= -5
64a + 16b+4c+d=0

1 1 11 3
8 4 2 1 -2
a matriz aumentada é
27 9 3 1 5
64 16 4 1 O
1 1 1 1 3
i 0 —4 -6 -7 —26
escalonanda fica
0 O 3 —11/2 31
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portanto d=4, c=3, b=-5, a=1.

2.(30) Considere F(RR), o espaco vetorial das funcdes de R em R. Quais dos seguintes subconjuntos define um subespaco de
F(R).
2.1 Seja U o subconjunto definido pelas fun¢des f tais que f(1) + f(—1) = 0.
Sol.: U é n&o vazio pois a funcdo identicamente nulan: R — R, n(z) = 0 (Vz), satisfaz a condicdon(1) +n(—1) = 0.
Sejam f,gc Uea € R.
(F+9) 1)+ (f+9)(=1) = f(1) +9(1) + F(=1) + 9(=1) = (f(1) + f(-1)) + (¢(1) + g(-1)) =0+ 0 =0.
(af)(1) + (af)(-1) = af(1) + af(-1) = a(f(1) + f(-1)) = 0.

Como € ndo vazio e fechado para as operagdes, é subespaco.

2.2 Seja W o subconjunto definido pelas funcées f tais que f(z + y) = f(z) + f(y) paratodos z,y € R.
Sol.: W é ndo vazio pois a fungao identicamente nula n: R — R, n(z) = 0 (Vz), satisfaz a condicdo n(z + y) = n(z) + n(y)

Sejam f,geUea € R.
(f+9)(z+y) = flz+y) +g(z+y) = flz) + fly) + g(z) + g(y) = (f(z) + g(x)) + (f(y) +9(y)) = (f +9)(z) + (f + 9)(v)

(af)(z+y) = af(z+y) = a(f(z) + f(v) = af(z) + af(y)) = (af)(@) + (af)(y)-

Como é ndo vazio e fechado para as operagdes, é subespaco.


af://n0
af://n16

3.(10) Escreva o sistema linear cujas solucées sejam os elementos do subespaco do R? gerado pelos vetores (-1,0,1) e (3,5,-2).
Sol.: se (x, y, z) esta no subespago entdo (z,y, z) = a(—1,0,1) + 3(3,5, —2), logo
—a+38=z

56=y
a—2B8=z

4. (40) Sejam {1, £5 e £3 os vetores-linha e c1, ¢ e c3 0s vetores-coluna da matriz

4.1 Verifique as relagdes 3 = 209 — l1 ec3 = 2¢cy — c1.
Sol.: 205 — 01 = 2(4,5,6) — (1,2,3) = (8,10,12) — (1,2,3) = (7,8,9)
2¢o — c1 = 2(2,5,8) — (1,4,7) = (4,10,16) — (1,4,7) = (3,6,9)

4.2 Escreva cq e co como combinacgdes lineares de £ e 5 e vice-versa.

Sol.: De ¢; = afy + By obtemos

a+4p=1 B
2a + 58 = 4 equivalente a {a—|—46— 1 logo o = %, 8= —%
3a+68="7 —38=2

De ¢y = afy + [l obtemos
a+48=2 B
2a+55:5equivalentea{a+4ﬁ logoa =12, B=—1
304 68— 8§ 38=1

De /1 = acy + Pey obtemos
a+26=1

28=1

4o + 58 = 2 equivalente a {a+ E logoa=—1,8=2
Ta+83=3 —36=-2

De £3 = acy + Bcy obtemos
a+28=4 B
4o + 56 = 5 equivalente a {a+2[3—4 logoa = -4, =11
To+ 88 =6 —-38=-11

cujas solugdes fornecem
Cc1 = £é1 - lfz e C2 = 1—0£1 - l€2

{1 = Cl + Cg ely = _ﬂcl + —62

4.3 Deduza que os vetores-linha e os vetores-coluna da matriz geram o mesmo subespaco do R3.
Sol.: De (4.1), o subespaco gerado pelas linhas é L = [{{1,¢>}] e o das colunas C' = [{c1, c2}].

SevelL entéo existem escalares a e 3 tais que v = a1 + f¢5. De (4.2)

v=a(—3c1+ 2c) + B(—Ler + He) = (’T“—M)c + (% —|—%)02€C.

Analogamente, se v € C' entdo existem escalares « e ( tais que v = acy + Sco. De (4.2)
v=a(Lt — 20,) + B0 — Lop) = (Me  yp, (222 4 Ly, e L

4.4 Dé um exemplo de matriz 3 X 3 em que os vetores-linha e vetores-coluna geram subespacos diferentes.

1 00
Sol.: ConsidereamatrizA= |0 1 0
1 10

O subespaco gerado pelos vetores-linha ¢ L = [{(1,0,0), (0,1,0), (1,1, 0)}|. Observamos que a terceira coordenada é
sempre 0 em todo subespaco.



O subespaco gerado pelas colunas de A é C = [{(1,0,1),(0,1,1),(0,0,0)}] e como c3 é o vetor nulo, podemos ignoréa-lo,
C =1(1,0,1),(0,1,1)].

O vetor (1,0, 1) pertence a C mas ndo a L, pois tem componente ndo nulo na 3% coordenada. Logo os subespacos s&o
diferentes.

5. (bdnus: 30) Considere o corpo Iy dado pelo conjunto {0, 1} com as operacges:
49 | 0 1 - | 0 1
0 ‘ 0 1eo0]0 o
1|11 0 110 1

Agora, para A um conjunto nio vazio qualquer, considere o conjunto P(A) = {B : B C A} das partes de A. Sobre P(A)
definimos as operacdes:

soma: By @ By = (B1 U Bs) \ (B1 N By) (conhecida com diferenca simétrica), para quaisquer By, By € P(4), e
multiplicacéio por escalar: 0 © B =0 e 1 ® B = B, paratodo B € P(A).

(P(A), ®,®) é um espago vetorial sobre Fy?
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