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Planos

Ementa Sistemas Lineares. Espaços vetoriais. Transformações lineares.
Autovalores e autovetores. Diagonalização de operadores. Produtos
internos e normas. Ortogonalização.

Provas 3 provas/sub/rec

Frequência ≥ 75%
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Google

Google é um grande consumidor de álgebra linear
Busca e tradutor
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Navegação

Navegação — GPS
Usam preditor de deslocamento
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Navegação

num aplicativo de navegação para smartphone
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Navegação

num aplicativo de navegação para smartphone

Professor : jair.donadelli@ufabc.edu.br Sala: 546-2-A

AlgeLin



Motivação — Algumas aplicações de AlgeLin Revisão de matrizes Sistema linear Escalonamento de matriz Matrizes elementares

Navegação

Aprendizado de máquinas
Predição e Classificação
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Navegação

Aprendizado de máquinas
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§1 — Matriz
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Operações com matrizes

Matriz

Matriz de números reais com m linhas e n colunas é representada como:

A =


a1,1 a1,2 · · · a1,n
a2,1 a2,2 · · · a2,n
...

...
. . .

...
am,1 am,2 · · · am,n


onde ai ,j ∈ R, i ∈ {1, 2, . . . ,m} é o ı́ndice da linha e j ∈ {1, 2, . . . , n} o da coluna.
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Operações com matrizes

Matriz

Escrevemos, genericamente,
A = [ai ,j ] (1)

para nos referirmos aos elementos ai ,j de A e

A ∈ Rm×n ou A ∈ Mm×n(R) (2)

para explicitar que a é uma matriz de m linhas por n colunas cujas entradas são
números reais.
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Operações com matrizes

Operações com matrizes
Soma de matrizes

Se [ai ,j ] e [bi ,j ] são duas matrizes de mesmas dimensões, então

[ai ,j ] + [bi ,j ] = [ai ,j + bi ,j ]
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Operações com matrizes

A+ B =


a1,1 a1,2 · · · a1,n
a2,1 a2,2 · · · a2,n
...

...
. . .

...
am,1 am,2 · · · am,n

+


b1,1 b1,2 · · · b1,n
b2,1 b2,2 · · · b2,n
...

...
. . .

...
bm,1 bm,2 · · · bm,n



=


a1,1 + b1,1 a1,2 + b1,2 · · · a1,n + b1,n
a2,1 + b2,1 a2,2 + b2,2 · · · a2,n + b2,n

...
...

. . .
...

am,1 + bm,1 am,2 + bm,2 · · · am,n + bm,n
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Operações com matrizes

Operações com matrizes
Multiplicação por escalar

Se [ai ,j ] é matriz e α ∈ R, então

α · [ai ,j ] = [α · ai ,j ]
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Operações com matrizes

α · A =


αa1,1 αa1,2 · · · αa1,n
αa2,1 αa2,2 · · · αa2,n
...

... · · ·
...

αam,1 αam,2 · · · αam,n


Com isso

−A é a matriz (−1) · A
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Operações com matrizes

Operações com matrizes
Produto de matrizes

[ai ,j ] matriz m × n e [bi ,j ] matriz n× p

[ai ,j ] · [bi ,j ] = [ci ,j ]

ci ,j =
n∑

k=1

ai ,kbk,j
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Operações com matrizes

A · B =



a1,1 a1,2 · · · a1,n
a2,1 a2,2 · · · a2,n
...

...
. . .

...
ai ,1 ai ,2 · · · ai ,n
...

...
. . .

...
am,1 am,2 · · · am,n


·


b1,1 b1,2 · · · b1,j · · · b1,p
b2,1 b2,2 · · · b2,j · · · b2,p
...

...
. . .

...
. . .

...
bn,1 bn,2 · · · bn,j · · · bn,p



=


c1,1 c1,2 · · · c1,p
c2,1 c2,2 · · · c2,p
...

...
. . .

...
cm,1 cm,2 · · · cm,p

 , onde ci ,j =
n∑

k=1

ai ,kbk,j
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Operações com matrizes

Operações com matrizes
Produto de matrizes

No produto A · B = C o ci ,j é “produto escalar” da linha i de A com a coluna j de B.
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Matrizes Inversa e Identidade

Inversa e Identidade

A inversa da matriz A, denotada A−1, quando existe, é a única matriz tal que

A · A−1 = A−1 · A =


1 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1


︸ ︷︷ ︸

matriz identidade
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Matrizes Inversa e Identidade

Uma matriz que tem inversa é dita inverśıvel.

Uma matriz inverśıvel é quadrada, ou seja,

nº de linhas = nº de colunas.

A matriz identidade In = (ei ,j) ∈ Rn×n é quadrada com ei ,j ∈ {0, 1} e ei ,j = 1 se e

somente se i = j .
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Matrizes Inversa e Identidade

Operações com matrizes
Propriedades

A soma tem as seguintes propriedades: para A,B,C , 0 ∈ Rm×n

1 Comutatividade: A+ B = B + A

2 Associatividade: (A+ B) + C = A+ (B + C )

3 Elemento Neutro: A+ 0 = A em que 0 é a matriz com a mesma dimensão de A e
os elementos nulos

4 Elemento Oposto: Para cada A, A+ (−A) = 0
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Matrizes Inversa e Identidade

Operações com matrizes
Propriedades

A multiplicação por escalar tem as seguintes propriedades: para α, β ∈ R e
A,B ∈ Rm×n

1 Distributividade sobre a soma de matrizes: α(A+ B) = αA+ αB

2 Distributividade sobre a soma de escalares: (α+ β)A = αA+ βA

3 Associatividade com escalares: (αβ)A = α(βA)

4 Elemento Neutro: 1A = A
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Matrizes Inversa e Identidade

Operações com matrizes
Propriedades

O produto de matrizes tem as seguintes propriedades: para
A,E ∈ Rm×n,B,D ∈ Rn×p,C ∈ Rp×r , α ∈ R

1 Associatividade: (AB)C = A(BC ).

2 Distributividade sobre a soma de matrizes: A(B + D) = AB + AD e
(A+ E )B = AB + EB

3 Elemento Neutro: AIn = ImA = A

4 Compatibilidade com a multiplicação por escalar: α(AB) = (αA)B = A(αB)
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Matrizes Inversa e Identidade

Operações com matrizes
Propriedades

O produto de matrizes, em geral, não é comutativo

AB ̸= BA
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Exemplos ilustrados

Exemplos ilustrados
Imagens são representadas em computador por matrizes.

Soma de matrizes:
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Exemplos ilustrados

Exemplos ilustrados
Imagens são representadas em computador por matrizes.

Diferença:

A B A− B
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Exemplos ilustrados

Exemplos ilustrados
Imagens são representadas em computador por matrizes.

Produto:

X =


0 · · · 0 1
0 · · · 1 0
...

. . .
...

...
1 · · · 0 0


A é matriz da imagem (a)

(b) é o resultado de A · X
(c) é o resultado de X · A

Professor : jair.donadelli@ufabc.edu.br Sala: 546-2-A

AlgeLin



Motivação — Algumas aplicações de AlgeLin Revisão de matrizes Sistema linear Escalonamento de matriz Matrizes elementares

Exemplos ilustrados

Rotação Rz(θ) =

cos θ − sin θ 0
sin θ − cos θ 0
0 0 1


A é a matriz de (a)
C é a matriz de (c)

Rz(π − π/16) · A é a matriz de (b)

Rz(π/16) · C é a matriz de (c)
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Exemplos ilustrados

Exerćıcio

Sejam A,B ∈ Rn×n inverśıveis. Então

1 (AB)−1 = B−1A−1

2 (A−1)−1 = A

3 I−1n = In.

Professor : jair.donadelli@ufabc.edu.br Sala: 546-2-A

AlgeLin



Motivação — Algumas aplicações de AlgeLin Revisão de matrizes Sistema linear Escalonamento de matriz Matrizes elementares

§2 — Sistema de equações lineares

Professor : jair.donadelli@ufabc.edu.br Sala: 546-2-A

AlgeLin



Motivação — Algumas aplicações de AlgeLin Revisão de matrizes Sistema linear Escalonamento de matriz Matrizes elementares

Sistema linear a 2 equações e 2 incógnitas

{
2x + 3y = −5
5x + 2y = 4

Conjunto das soluções é formado por todos pares (s, t) ∈ R2 tais que para x = s e
y = t ambas igualdades valem.
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Sistema linear a 2 equações e 2 incógnitas

{
2x + 3y = −5
5x + 2y = 4

tem as mesmas
soluções que

{
2x + 3y = −5
0x + 11y = −33

O conjunto das soluções é invariante pelas operações

I trocar a posição das duas linha;

II multiplicar uma linha por uma constante α ̸= 0;

III somar a uma linha um múltiplo de uma outra linha.

ditas operações elementares nas equações do sistema.
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Sistema linear a 2 equações e 2 incógnitas

Exerćıcio

Verifique que o conjunto das soluções de um sistema linear a 2 equações e 2 incógnitas
é invariante pelas operações elementares nas equações do sistema.

Exerćıcio

Verifique que cada operação elementar na equação de um sistema é reverśıvel por meio
de outra operação elementar.
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Sistema linear a 2 equações e 2 incógnitas
Resumindo

A aplicação de qualquer uma das operações elementares não muda o número de
equações, nem o número de incógnitas e nem o conjunto solução.

Cada operação elementar é reverśıvel por meio de outra operação elementar.

Os sistemas lineares nas mesmas incógnitas com mesmo conjunto solução são
chamados de equivalentes.

Professor : jair.donadelli@ufabc.edu.br Sala: 546-2-A

AlgeLin



Motivação — Algumas aplicações de AlgeLin Revisão de matrizes Sistema linear Escalonamento de matriz Matrizes elementares

Sistema linear — visto pelas linhas

{
2x + 3y = −5
5x + 2y = 4

x

y

1 2 3−2 −1

1

2

−1

−2

−3
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Sistema linear a 2 equações e 2 incógnitas — visto pelas linhas

Da Geometria Anaĺıtica:

não tem solução (imposśıvel)

tem uma solução (posśıvel determinado)

tem infinitas soluções (posśıvel indeterminado)
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Sistema linear — visto pelas colunas

{
2x + 3y = −5
5x + 2y = 4

x

[
2
5

]
+ y

[
3
2

]
=

[
−5
4

]
x

y

1 2 3 4−5 −4 −3 −2 −1

1

2

3

4

5
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Sistema linear — visto pelas colunas

{
2x + 3y = −5
5x + 2y = 4

x

[
2
5

]
+ y

[
3
2

]
=

[
−5
4

]
x

y

1 2 3 4−5−4−3−2−1

1

2

3

4

5
2 ·

[
2
5

]

(−3) ·
[
3
2

]

Professor : jair.donadelli@ufabc.edu.br Sala: 546-2-A

AlgeLin



Motivação — Algumas aplicações de AlgeLin Revisão de matrizes Sistema linear Escalonamento de matriz Matrizes elementares

[
2
5

]
x +

[
3
2

]
y︸ ︷︷ ︸ =

[
−5
4

]
[
2 3
5 2

]
·
[
x
y

]
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Sistema linear — forma matricial

{
2x + 3y = −5
5x + 2y = 4

[
2 3
5 2

]
︸ ︷︷ ︸

[
x
y

]
︸︷︷︸ =

[
−5
4

]
︸ ︷︷ ︸

A · X = B

[
−2/11 3/11
5/11 −2/11

] [
2 3
5 2

] [
x
y

]
=

[
−2/11 3/11
5/11 −2/11

] [
−5
4

]
⇒

[
x
y

]
=

[
2
−3

]
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Equação linear a m incógnitas

a1x1 + a2x2 + a3x3 + · · ·+ am−1xm−1 + amxm = b

coeficientes: a1, a2, . . . , am são elementos de R

termo independente: b também pertence a R

incógnitas: x1, x2, x3, . . . , xm−1, xm
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Equação linear a m incógnitas

a1x1 + a2x2 + a3x3 + · · ·+ am−1xm−1 + amxm = b

solução: sequência de valores reais (s1, s2, . . . , sm) que atribúıdos às incógnitas
x1 = s1, . . . , xm = sm satisfaz a igualdade na equação.

conjunto solução:

S = {(s1, s2, . . . , sm) ∈ Rm : (s1, s2, . . . , sm) é solução da equação}

Professor : jair.donadelli@ufabc.edu.br Sala: 546-2-A

AlgeLin



Motivação — Algumas aplicações de AlgeLin Revisão de matrizes Sistema linear Escalonamento de matriz Matrizes elementares

Sistema linear a n equações e m incógnitas


a1,1x1 + a1,2x2 + · · ·+ a1,mxm = b1

a2,1x1 + a2,2x2 + · · ·+ a2,mxm = b2
...

an,1x1 + an,2x2 + · · ·+ an,mxm = bn

Solução do sistema é uma sequência de valores para as incógnitas que satisfaz,
concomitantemente, todas as igualdades dos sistema. O conjunto solução é

S = {(s1, s2, . . . , sm) ∈ Rm : (s1, s2, . . . , sm) é solução do sistema}
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Sistema linear a n equações e m incógnitas
Exerćıcio: Verifique as afirmações a seguir.

A aplicação de qualquer uma das operações elementares sobre as equações de
um sistema linear não muda o número de equações, não muda o número de
incógnitas e não muda conjunto solução do sistema.

Cada operações elementar é reverśıvel por meio de outra operação elementar.
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Matrizes de um sistema linear


a1,1x1 + a1,2x2 + · · ·+ a1,mxm = b1

a2,1x1 + a2,2x2 + · · ·+ a2,mxm = b2
...

an,1x1 + an,2x2 + · · ·+ an,mxm = bn

Matriz dos coeficientes

A =


a1,1 a1,2 · · · a1,m
a2,1 a2,2 · · · a2,m
...

... · · ·
...

an,1 an,2 · · · an,m
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Matrizes de um sistema linear


a1,1x1 + a1,2x2 + · · ·+ a1,mxm = b1

a2,1x1 + a2,2x2 + · · ·+ a2,mxm = b2
...

an,1x1 + an,2x2 + · · ·+ an,mxm = bn

Matriz das incógnitas

X =


x1
x2
...
xm
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Matrizes de um sistema linear


a1,1x1 + a1,2x2 + · · ·+ a1,mxm = b1

a2,1x1 + a2,2x2 + · · ·+ a2,mxm = b2
...

an,1x1 + an,2x2 + · · ·+ an,mxm = bn

Matriz dos termos independentes

B =


b1
b2
...
bn
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Sistema linear na forma matricial

AX = B

Uma solução é uma matriz-coluna

 s1
...
sm

 ∈ Rm×1 tal que X =

 s1
...
sm

 torna a igualdade

AX = B verdadeira.
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Teorema 1

Se A ∈ Rn×n é inverśıvel então AX = B tem uma única solução qualquer que seja
B ∈ Rn×1. Em particular, AX = 0 admite apenas a solução X = 0.

Demonstração.

X = A−1B é solução. Sejam X0 e Y0 soluções.
AX0 = B e AY0 = B temos AX0 = AY0, multiplicando pela inversa de A à esquerda
X0 = Y0. ♦
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O sistema linear AX = B pode

1 ter solução,
1 ter uma solução, ou
2 ter mais que uma solução, ou

2 não ter solução.
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Se AX = B é sistema linear com > 1 solução:

A · X

X2

X1

B
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... então tem infinitas

λX1 + (1− λ)X2, ∀λ ∈ [0, 1]

A · X

X2

X1

B
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Teorema 2

O sistema linear AX = B pode

1 ter só uma solução — posśıvel e determinado;

2 ter infinitas soluções — posśıvel e indeterminado;

3 não ter solução — imposśıvel.

♦
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§3 — Escalonamento de matriz e
Matriz elementar
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Operações elementares sobre linhas de matriz

Li denota a linha i de uma matriz

Operação Notação

I trocar duas linha Li ↔ Lj

II multiplicar por escalar α ̸= 0 Li ← αLi

III somar a uma linha um múltiplo de outra Li ← Li + αLj
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Exemplo de operações sobre uma matriz

0 0 3 9
1 5 −2 2
1
3 2 0 3

 L1↔L3−−−−→

1
3 2 0 3
1 5 −2 2
0 0 3 9


L1←3L1−−−−−→

1 6 0 9
1 5 −2 2
0 0 3 9


L2←L2−L1−−−−−−→

1 6 0 9
0 −1 −2 −7
0 0 3 9
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1 6 0 9
0 −1 −2 −7
0 0 3 9

 L2←−L2−−−−−→

1 6 0 9
0 1 2 7
0 0 3 9


L1←L1−6L2−−−−−−−→

1 0 −12 −33
0 1 2 7
0 0 3 9


L3← 1

3
L3−−−−−→

1 0 −12 −33
0 1 2 7
0 0 1 3
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1 0 −12 −33
0 1 2 7
0 0 1 3

 L3← 1
3
L3−−−−−→

1 0 −12 −33
0 1 2 7
0 0 1 3


L1←L1+12L3−−−−−−−−→

1 0 0 3
0 1 2 7
0 0 1 3


L2←L2−2L3−−−−−−−→

1 0 0 3
0 1 0 1
0 0 1 3
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Matrizes equivalentes

Duas matrizes A e B quaisquer são ditas linhas-equivalentes, denotado por

A↔ B

se uma pode ser obtida da outra por uma sequência de operações elementares.
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Escalonamento de matriz

Uma matriz está na forma escalonada por linhas se

1 todas as linhas nulas (caso existam) estão abaixo das linhas não nulas, e

2 o primeiro número ̸= 0 de uma linha não nula, o pivô da linha, está mais a
direita do que o pivô da linha acima.


0 0 ∗ − − − − − −
0 0 0 0 ∗ − − − −
0 0 0 0 0 ∗ − − −
0 0 0 0 0 0 0 ∗ −
0 0 0 0 0 0 0 0 0

 ∗ é pivô ̸= 0 e − é escalar qualquer
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Exemplos de matriz escalonada


3 2 5
0 2 6
0 0 2
0 0 0

,
1 0 2 3 5
0 2 4 0 0
0 0 3 0 0

,

−2 0 1
0 0 5
0 0 0
0 0 0
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Teorema 3

Qualquer matriz é linha-equivalente a uma matriz escalonada.
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Demonstração

Seja A = [ai ,j ] uma matriz não nula (0 é escalonada). Façamos

(1) ℓ = 1. Repita enquanto houver linha > ℓ não nula:

(1.1) Seja c(ℓ) o menor ı́ndice ≥ ℓ de uma coluna não nula;
(1.2) caso necessário permute duas linhas de modo que aℓ,c(ℓ) ̸= 0, esse é o pivô da linha ℓ;

(1.3) para cada j > ℓ faça Lj ← Lj +
(

−aj,c(ℓ)
aℓ,c(ℓ)

)
Lℓ;

(1.4) ℓ = ℓ+ 1.

Após um número finito de passos o processo termina com uma matriz escalonada. ♦
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Observe que para cada c(ℓ) determinado na linha 2 pode haver mais de uma linha j
com aj ,c(ℓ) ̸= 0.

Escolhas diferentes para essa linha podem resultar em matrizes escalonadas distintas.
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Matrizes elementares
Representação matricial das operações elementares

Matriz elementar é qualquer matriz obtida submetendo a matriz identidade In a uma
única operação elementar

1 trocar duas linhas: In
Li↔Lj−−−→ Ei,j (i ̸= j);

2 multiplicar linha por uma constante não nula: In
Li←αLi−−−−→ E(α),i (α ̸= 0);

3 somar a uma linha um múltiplo de uma outra linha:

In
Li←Li+αLj−−−−−−−→ Ei,(α),j (α ̸= 0, i ̸= j).
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Matrizes elementares

Matrizes elementares podem ser usadas para realizar, por meio da multiplicação à
esquerda, operações elementares sobre as linhas de uma matriz.
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Matrizes elementares

Se A é uma matriz então

1 A
Li↔Lj−−−→ Ei,j · A

2 A
Li←αLi−−−−→ E(α),i · A

3 A
Li←Li+αLj−−−−−−−→ Ei,(α),j · A

(observada a compatibilidade das dimensões das matrizes).
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Exemplo

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 L2↔L3−−−−→

1 0 0
0 0 1
0 1 0


1 0 0
0 0 1
0 1 0

a b c d e
f g h i j
k l m n o

 =

a b c d e
k l m n o
f g h i j
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Exemplo

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 L3←L3−2L2−−−−−−−→

1 0 0
0 1 0
0 −2 1


1 0 0
0 1 0
0 −2 1

a b c
d e f
g h i

 =

 a b c
d e f

−2d + g −2e + h −2f + i
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Matrizes elementares

Proposição 1

Toda matriz elementar é inverśıvel.
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Demonstração

Seja E ∈ Rn×n uma matriz elementar.

Se F ∈ Rn×n é a matriz elementar correspondente à operação que reverte a operação
elementar que define E , então FE = In.

Analogamente, se J ∈ Rn×n é a matriz elementar correspondente à operação que
reverte a operação elementar que define F , então JF = In.

J = J · In = J · (F · E ) = (J · F ) · E = In · E = E .

Portanto, FE = In = EF , logo F = E−1. ♦
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Matrizes elementares

Proposição 2

Se A↔ B então existe uma sequência E1,E2, . . . ,Ek de matrizes elementares tais que
B = Ek · Ek−1 · · ·E2 · E1 · A. ♦

... logo E1
−1E2

−1 · · ·Ek
−1B = A.

Como o produto de matrizes inverśıveis é inverśıvel:

Corolário da Proposição 2

Se A↔ B então existe P inverśıvel tal que B = P · A. Ademais, A é inverśıvel se e
somente se B é inverśıvel. ♦
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Matrizes elementares

Proposição 3

Se A↔ In então A ∈ Rn×n é produto de matrizes elementares, portanto inverśıvel.

Para a demonstração, note que

EkEk−1 . . .E2E1A = In ⇔ A = (EkEk−1 . . .E2E1)
−1In = (EkEk−1 . . .E2E1)

−1

⇔ A = E−1
1 E−1

2 . . .E−1
k−1E

−1
k

⇔ A−1 = (E−1
1 E−1

2 . . .E−1
k−1E

−1
k )−1

⇔ A−1 = EkEk−1 . . .E2E1

♦
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Matrizes elementares

Corolário da Proposição 3

Se A↔ In então a a mesma sequência de operações elementares sobre A que produz
In, produz A−1 a partir de In.
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