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Motivagdo — Algumas aplicagbes de AlgeLin

Google

ogle € um grande consumidor de algebra linear

Busca e tradutor
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Motivagdo — Algumas aplicagbes de Algelin

Navegagao

Navegacao — GPS

Usam preditor de deslocamento

IEEE/SICE/RS) Internatio... @
2010 International Conference on Measuring Technology and Mechatronics Automation

A Kalman filter to estimate direction for automotive navigation
Publisher: IEEE m

£ Y.Gunji; S.0ho ; K. Takano Al Authors

A Linear Algebraic Approach to Kalman Filtering

y China
ypeheng @ustc.cdu

bstract—A new linear algebraic approach is used here to
derive the celebrated Kalman filter. The filtering problem is
first converted into an equivalent linear algebraic problem by
relating the estimate of process state to the vector of measured
gL YR o ik equaton, Thed e obéay the Kolian
von equsions by wing o smple Hnear algehesc lemii
i derivaton 1s conceptualy simple, clogant mnd thas very
sitible for polagotieal pargbeet, Anothes sAmniage ol omr o
approach is that the noise correlated case is dealt with as easily nd all wy(k > 0) are mutually independent.
as the noise uncorrelated

Abstract
tion is reported. An
nd a rate
e for the sensor errors; the result is an op|

0.1) for all k>0 erences mathematical model for magnetic ¢ errors caused by body magnetization and the

body effect of magnetic material is proposed. An error model of the rate gyroscope is also

Citations tablished. Errors of both sensors are calibrated through a computer simulation. Finally
xperimental navigation results are demonstrated.
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Motivagdo — Algumas aplicagbes de AlgeLin
0000

Navegagao

num aplicativo de navegacao para smartphone

e @ T .am21:00
(- Configuragdes globais da aplicagao

Utilizar nomes em inglés
Escolher entre os nomes nativos e inglés

Unidade de medida

Alterar unidades de medida de distancia e velocidade

Conduzir do lado esquerdo
Selecione para paises com trafego a esquerda

Tema da aplicagao
Escolha o tema da aplicagéo

Modo seguro
Executar a aplicagao em modo seguro (menos.
eficiente).

Local de Armazenamento
/storage/sdcard0

Use Kalman filter
Use Kalman filter to avoid compass.
aberrations

Saida para orientagao por voz

Escolha o canal para orientagéo por voz (dependente
do sistema)
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Motivagdo — Algumas aplicagbes de AlgeLin
00000

Navegagao

num aplicativo de navegacao para smartphone

e © T 4lm21:00
(- Configuragdes globais da aplicagao

Utilizar nomes em inglés
Escolher entre os nomes nativos e inglés

Unidade de medida

Alterar unidades de medida de distancia e velocidade

Conduzir do lado esquerdo
Selecione para paises com trafego a esquerda

Tema da aplicagao
Escolha o tema da aplicagdo

Modo seguro
Executar a aplicagao em modo seguro (menos.
eficiente).

Local de Armazenamento
/storage/sdcard0

Use Kalman filter
Use Kalman filter to avoid compass
aberrations

Saida para orientagao por voz

Escolha o canal para orientagao por voz (depeiidente
do sistema)
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Motivagdo — Algumas aplicagbes de Algelin
Navegagao
Aprendizado de mdaquinas

Predicdo e Classificagdo
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Motivagdo — Algumas aplicagbes de Algelin

Navegagao

Aprendizado de mdaquinas

The Netflix Prize and Singular Value
Decomposition

NOTE: The following are based on the win m on paper as well as their

publ

MATRIX
FACTORIZATION
TEGHNIQUES FOR

Problem Statement

The Netflix Prize was an open competition for the best collaborative filtering algorithm to predict
user ratings for films, based on previous ratings without any other information about the users or
films, i.e. without the users or the films being identified except by numbers assigned for the

RECOMMENDER
SYSTEMS

i Chris Volinsky, AT&T Labs—Research

contest.

The competition was held by Netflix, and on September 21, 2009, the grand prize of US $1,000,000
was given to the BellKor's Pragmatic Chaos team which bested Netflix's own algorithm for
predicting ratings by 10.0
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Revisdo de matrizes
°

§1 — Matriz
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Revisdo de matrizes
©00000000

Operagdes com matrizes

Matriz

Matriz de niimeros reais com m linhas e n colunas é representada como:

di1 412 - dln
a1 a2 - anp

dm,1 dmz2 °°° dmpn

onde a;; € R, i € {1,2,...,m} é o indice da linha e j € {1,2,...,n} o da coluna.
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Revisdo de matrizes
0®0000000

Operagdes com matrizes

Matriz

Escrevemos, genericamente,
A= [a,-d-]

para nos referirmos aos elementos a; ; de A e

AeR™" ou A€ Mpxn(R)

para explicitar que a é uma matriz de m linhas por n colunas cujas entradas sao
numeros reais.
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Revisdo de matrizes
00®000000

Operagdes com matrizes

Operacdes com matrizes

Soma de matrizes

Se [ajj] e [bi ] sdo duas matrizes de mesmas dimensées, entdo

[ai,j] + [bij] = [ai; + bi]
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Revisdo de matrizes
000®00000

Operagdes com matrizes

a1 a2 - ain bi1 bio

) )

a1 axp -+ an N b1 bop

A+ B=

dm,1 dmz2 " dmpn bm,l bm,2

ai1+big ap+bia - ain+ bin
a1+by ap+by - ap+ b

| dm,1 + bm,l dm,2 + bm,2 **° dmn + bm,n
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Revisdo de matrizes
0000®0000

Operagdes com matrizes

Operacdes com matrizes

Multiplicagdo por escalar

Se [ajj] é matriz e o« € R, entdo

a-lajj] = [a-ai]
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Revisdo de matrizes
00000@000

Operagdes com matrizes

Qai 1 Qai2 -+ Qain
a3271 043272 04327,,

am1 Qam2 - Qadmn

)

Com isso

—A é amatriz(-1)-A
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Revisdo de matrizes
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Operagdes com matrizes

Operacdes com matrizes

Produto de matrizes

[ai j] matriz m x n e [b;j] matrizn x p

[aij] - [biy] = [ciy]

n
Gij =Y aikbj
k=1
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Revisdo de matrizes
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Operagdes com matrizes

aii
ari

aj1
| dm,1

C1,1
2,1

Cm,1

a2
as2

dm,2

C1,2
.2

Cm,2
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dl,n
a2 n bl,l b1’2 200 bl,j

: bo1 bop b>
3i,n

bn,l bn,2 an
dm;n |
Cl,p
n
C2.,p 9 onde Cij = Z a,-,kb;w-
fe=il

Cm,p



Revisdo de matrizes
000000000

Operagdes com matrizes

Operacdes com matrizes

Produto de matrizes

No produto A- B = C o ¢;; é “produto escalar” da linha i de A com a coluna j de B.
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Revisdo de matrizes
©00000

Matrizes Inversa e |dentidade

Inversa e Identidade

A inversa da matriz A, denotada A~1, quando existe, é a tnica matriz tal que

[1 0 0 - 0
010 ---0
A-Al—a1l.4A=10 0 1 0
0 0 0 1

matriz identidade
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Revisdo de matrizes
000000

Matrizes Inversa e |dentidade

Uma matriz que tem inversa é dita inversivel.
Uma matriz inversivel é quadrada, ou seja,

n? de linhas = n? de colunas.

A matriz identidade I, = (ej;j) € R"™" é quadrada com e;j € {0,1} ee;j=1see
somente se | = .
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Revisdo de matrizes
000000

Matrizes Inversa e |dentidade

Operacdes com matrizes
Propriedades

A soma tem as seguintes propriedades: para A, B, C,0 € R™*"
® Comutatividade: A+ B=B+ A
® Associatividade: (A+B)+C=A+(B+ ()

® Elemento Neutro: A+ 0 = A em que 0 é a matriz com a mesma dimens3o de A e
os elementos nulos

© Elemento Oposto: Para cada A, A+ (—A)=0
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Revisdo de matrizes
00000

Matrizes Inversa e |dentidade

Operacdes com matrizes
Propriedades

A multiplicagdo por escalar tem as seguintes propriedades: para o, 5 € R e
A B € Rm™*"

® Distributividade sobre a soma de matrizes: a(A+ B) = aA+ aB
@ Distributividade sobre a soma de escalares: (o + 5)A = aA + A
© Associatividade com escalares: (a5)A = a(BA)

© Elemento Neutro: 1A= A
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Revisdo de matrizes
000000

Matrizes Inversa e |dentidade

Operacdes com matrizes
Propriedades

O produto de matrizes tem as seguintes propriedades: para
A EeR™" B DeR™ CeRP aeR

® Associatividade: (AB)C = A(BC).

@ Distributividade sobre a soma de matrizes: A(B+ D) = AB+ AD e
(A+E)B=AB+ EB

© Elemento Neutro: Al, =1,A=A
© Compatibilidade com a multiplicagdo por escalar: a(AB) = (cA)B = A(aB)
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Revisdo de matrizes
00000e

Matrizes Inversa e |dentidade

Operacdes com matrizes
Propriedades

O produto de matrizes, em geral, ndo é comutativo

AB + BA
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Revisdo de matrizes
©0000

Exemplos ilustrados

Exemplos ilustrados

Imagens sdo representadas em computador por matrizes.

Soma de matrizes:

ST
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Revisdo de matrizes
0®000

Exemplos ilustrados

Exemplos ilustrados

Imagens s3o representadas em computador por matrizes.

Diferenca:

AP
ST AL
AMWAS AN
JUATALY
=1~ 1
AU
=N\~ \"
N i\
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Revisdo de matrizes
0000

Exemplos ilustrados

Exemplos ilustrados

Imagens sdo representadas em computador por matrizes.

Produto:
0 - 01
0 - 10
X = ,
1 0 0
A é matriz da imagem (a)
(b) é o resultado de A - X
(c) é o resultado de X - A
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Revisdo de matrizes
0000

Exemplos ilustrados

cos¢ —sinf 0
Rotag¢do R,(#) = [sinf —cosf 0
0 0 1

A é a matriz de (a)
C é a matriz de (c)

R,(m — m/16) - A é a matriz de (b)

R,(7/16) - C é a matriz de (c)

Professor: jair.donadelli@ufabc.edu.br Sala: 546-2-A
AlgeLin



Revisdo de matrizes
0000®

Exemplos ilustrados

Exercicio

Sejam A, B € R"*" inversiveis. Entdo
@ (AB)l=pB1A"1

@A) T=A
@ It=1,.
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Sistema linear
©00000000000000000000000

§2 — Sistema de equacdes lineares
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Sistema linear
0@0000000000000000000000

Sistema linear a 2 equacdes e 2 incdgnitas

2x+3y = -5
5x+2y =4

Conjunto das solucdes é formado por todos pares (s, t) € R? tais que para x = s e
y = t ambas igualdades valem.
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Sistema linear
00®000000000000000000000

Sistema linear a 2 equacdes e 2 incognitas

x4 3y = —5 tem als mesmas 2x +3y = —5
solucoes que
5x+2y =4 Ox + 11y = —33

O conjunto das solucdes é invariante pelas operacdes

© trocar a posicdo das duas linha;
@ multiplicar uma linha por uma constante « # 0;

@ somar a uma linha um multiplo de uma outra linha.

ditas operacdes elementares nas equacoes do sistema.
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Sistema linear a 2 equacodes e 2 incégnitas

Exercicio

Verifique que o conjunto das solugdes de um sistema linear a 2 equagdes e 2 incognitas

é invariante pelas operacdes elementares nas equacdes do sistema.

Exercicio
Verifique que cada operacao elementar na equacdo de um sistema é reversivel por meio

de outra operacao elementar.
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Sistema linear
0000@0000000000000000000

Sistema linear a 2 equacdes e 2 incognitas

Resu

mindo

A aplicacdo de qualquer uma das operacoes elementares nao muda o nimero de
equacgdes, nem o niimero de incégnitas e nem o conjunto solucao.

Cada operacdo elementar é reversivel por meio de outra operaciao elementar.

Os sistemas lineares nas mesmas incégnitas com mesmo conjunto solugao sio
chamados de equivalentes.
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Sistema linear
000008000000000000000000

Sistema linear — visto pelas linhas

2x+ 3y = -5
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Sistema linear
000000®00000000000000000

Sistema linear a 2 equacdes e 2 incégnitas — visto pelas linhas

Da Geometria Analitica:

* n3o tem solugdo (impossivel)
* tem uma solugdo (possivel determinado)

* tem infinitas solu¢des (possivel indeterminado)
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Sistema linear
000000080000000000000000

Sistema linear — visto pelas colunas
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Sistema linear
000000008000000000000000

Sistema linear — visto pelas colunas

2x+3y = -5
5x4+2y =4
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Sistema linear
000000000800000000000000
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Sistema linear — forma matricial

2x+3y =-5
5x+2y =4

BRI
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Sistema linear
00000000000e000000000000

Equacao linear a m incégnitas

aix1 + axxo + azxzs+ -+ am—1Xm—1 + amXm = b
coeficientes: ai, ap,...,an sdo elementos de R
termo independente: b também pertence a R
incognitas: xi,x2, X3, ..., Xm—1, Xm
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Sistema linear
000000000000e00000000000

Equacao linear a m incégnitas

aixy +axxo+asxs+ -+ am—1Xm—1+ amxm = b
solugdo: sequéncia de valores reais (s1, 2, . .., Sm) que atribuidos as incdgnitas
X1 = S1,--.,Xm = Sm satisfaz a igualdade na equacao.
conjunto solucao:

S={(s1,5,---,5m) €E R™: (s1,%,...,5m) é solugdo da equagdo}
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Sistema linear
0000000000000e0000000000

Sistema linear a n equacbes e m incégnitas

arixi +aioxo 4+ -+ aymXm = by
a2 1x1 + axoXo + -+ + A mXm = by

an,1X1 + an2X2 + -+ + anmXm = b

Solucao do sistema é uma sequéncia de valores para as incégnitas que satisfaz,
concomitantemente, todas as igualdades dos sistema. O conjunto solucao é

S={(s1,52,.--,5m) € R™: (s1,%,...,5m) é solugdo do sistema}
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Sistema linear
00000000000000e000000000

Sistema linear a n equacdes e m incégnitas

Exercicio: Verifique as afirma¢Ges a seguir.

A aplicacao de qualquer uma das operacoes elementares sobre as equacoes de
um sistema linear nao muda o nimero de equacoes, nao muda o nimero de
incégnitas e nao muda conjunto solucao do sistema.

Cada operacoes elementar é reversivel por meio de outra operacao elementar.
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Sistema linear
000000000000000e00000000

Matrizes de um sistema linear

ay1x1 + aipxo + - 4 ay,mXm = by
a21X1 + @ X0 + -+ 4 @ mXm = bo

an,1X1 + apn2X2 + -+ anmXm = bn

Matriz dos coeficientes
a1 a2 - dlm
a1 a2 - am

dnl dn2 - dnm

Professor: jair.donadelli@ufabc.edu.br Sala: 546-2-A

AlgeLin



Sistema linear
0000000000000000e0000000

Matrizes de um sistema linear

ai1x1 +aipXo + -+ a1, mXm = by

ax1X1 + a2xp + - 4 a2 mXm = bo

dn,1X1 + dn2X2 + -t anmXm = bn

Matriz das incognitas
X1
X2

X =

Xm
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Sistema linear
00000000000000000e000000

Matrizes de um sistema linear

ai1x1 +aipXo + -+ a1, mXm = by

ax1X1 + a2xp + - 4 a2 mXm = bo

dn,1X1 + dn2X2 + -t anmXm = bn

Matriz dos termos independentes
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Sistema linear
000000000000000000e800000

Sistema linear na forma matricial

AX =B

S1 S1
Uma solugdo é uma matriz-coluna | : | € R™! tal que X = | : | torna a igualdade

Sm Sm
AX = B verdadeira.
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Sistema linea:

Teorema 1

Se A € R™" ¢ inversivel entdo AX = B tem uma (nica solucdo qualquer que seja

B € R"™1. Em particular, AX = 0 admite apenas a solucio X = 0.

Demonstracao.

X = A71B é solucdo. Sejam Xp e Y solucdes.
AXo = B e AYp = B temos AXy = AYp, multiplicando pela inversa de A a esquerda

Xo = Yo.
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Sistema linear
00000000000000000000e000

O sistema linear AX = B pode

© ter solucdo,

® ter uma solucdo, ou
® ter mais que uma solug3o, ou

@ nao ter solucio.

Professor: jair.donadelli@ufabc.edu.br Sala: 546-2-A
AlgeLin



Sistema linear
000000000000000000000e00

Se AX = B é sistema linear com > 1 soluc3o:

X

Xo @
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Sistema linear
0000000000000000000000e0

. entao tem infinitas

X

2

AX1+ (1= N)Xz, VA €[0,1]

Xo @
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Teorema 2
O sistema linear AX = B pode

@ ter s6 uma solucdo — possivel e determinado;

@ ter infinitas solucdes — possivel e indeterminado;

@ n3o ter solucdo — impossivel.
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Escalonamento de matriz
©0000000000

§3 — Escalonamento de matriz e
Matriz elementar
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Escalonamento de matriz
0®000000000

Operacoes elementares sobre linhas de matriz

L; denota a linha i/ de uma matriz

] \ Operacao Notacao
I | trocar duas linha Li < L;
IT | multiplicar por escalar a # 0 L; + «olL;
III | somar a uma linha um miiltiplo de outra | Lj < L; + alL;
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Escalonamento de matriz
00®00000000

Exemplo de operacdes sobre uma matriz

00 3 120 3
15 2 2| &5 115 22
$2 0 3 00 3 9
sl 16 0 9
s N )
00 3 9

pen, 16 0 9

Lo tn TN [

0 0 3 9
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Escalonamento de matriz

1 6 0 9 1 6 0 9
0 -1 —2 —7| ==Ly o127
0 0 3 9 00309
1 0 —12 —33]
L1<—L1—6L2 012 7
00 3 9
1 0 —12 —33]
Lz<1L
G 01 2 7
00 1 3
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Escalonamento de matriz

1 0 —12 -33 L1l [1 0 —12 -33
01 2 7 01 2 7
0 0 1 3 0 0 1 3
Ly Ly+12L3 DS
—_ 012 7
0 0 1 3]
Lo+Lo—213 DR
ST 01 01
0 0 1 3]
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Escalonamento de matriz
00000000000

Matrizes equivalentes

Duas matrizes A e B quaisquer s3o ditas linhas-equivalentes, denotado por
A< B

se uma pode ser obtida da outra por uma sequéncia de operagoes elementares.
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Escalonamento de matriz
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Uma matriz estd na forma escalonada por linhas se

© todas as linhas nulas (caso existam) est3o abaixo das linhas n3o nulas, e

© o primeiro nimero # 0 de uma linha

direita do que o piv6 da linha acima.

00 % — — — — — —
0000 * — — — —
0000 0 =« -
00000 0 0 % —
000000 OO0 O
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Exemplos de matriz escalonada

3 25 102 35 -2 01
0 2 6 0 0 5
0 2 4 0 0f,

0 0 2 00300 0 0O
0 0O 0 0O
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Teorema 3
Qualquer matriz é linha-equivalente a uma matriz escalonada.
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Demonstracao

Seja A = [a;;] uma matriz ndo nula (0 é escalonada). Fagamos

(1) ¢ =1. Repita enquanto houver linha > ¢ ndo nula:

.1) Seja ¢(¢) o menor indice > ¢ de uma coluna n3o nula;
-2) caso necessdrio permute duas linhas de modo que ay .(¢) # 0, esse € o pivd da linha ;

(1.1

(1.2

(1.3) para cada j > /¢ faga L; < L; + <%§Z)> Le;
(1.4) £=£+1.

Apds um nidmero finito de passos o processo termina com uma matriz escalonada. ¢

N
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Observe que para cada c(¢) determinado na linha 2 pode haver mais de uma linha j
com aj (¢ # 0.

Escolhas diferentes para essa linha podem resultar em matrizes escalonadas distintas.
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Matrizes elementares

Representagdo matricial das operagdes elementares

Matriz elementar é qualquer matriz obtida submetendo a matriz identidade I, a uma
unica operacao elementar

L,'<—>L' . .
® trocar duas linhas: I, — E;; (i #J);
- . = Li<oal;
® multiplicar linha por uma constante n3o nula: I, ——2 Ew),; (a#0);
® somar a uma linha um miltiplo de uma outra linha:
Li<-Lital; ..
I, ——— Ei(a); (a70,i#))
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Matrizes elementares

Matrizes elementares podem ser usadas para realizar, por meio da multiplicacdo a
esquerda, operacdes elementares sobre as linhas de uma matriz.
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Se A é uma matriz entdo

Li<>L;
o A5 E; A

@ AZTN EL A

L,‘(—L,‘—l—OzLj
=

© A Eiwi-A

(observada a compatibilidade das dimensdes das matrizes).
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Matrizes elementares

Exemplo

_100LL100
010231001
0 0 1 010

1 0 0|[a b c d e a b c d e

0 0 1(|f g h i jl=|k I m n o

0 1 0]k I mmno f g h i j

N
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Matrizes elementares

Exemplo
1 0 0 T 1 0 O
01 of B2y 1 ¢
0 0 1 0o -2 1
1 0 O a b c a b c
0 1 0| |(d e f|= d e f
0 -2 1| (g h i —2d+g —2e+h —2f+
N
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Matrizes elementares

Proposicao 1
Toda matriz elementar é inversivel.
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Demonstracao

Seja E € R™" uma matriz elementar.

Se F € R™" & a matriz elementar correspondente a operacdo que reverte a operacio
elementar que define E, entao FE = 1,,.

Analogamente, se J € R™" é a matriz elementar correspondente a operacdo que
reverte a operacdo elementar que define F, entdo JF =1,.

J=J-1,=J-(F-EY=(J-F)-E=1,-E=E.

Portanto, FE =1, = EF, logo F = E~L. *
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Proposicao 2
Se A <> B entdo existe uma sequéncia Ei, Ep, ..., Ex de matrizes elementares tais que

B=Ex Ex1---E-E-A ¢

.. logo Ei 167 ETIB = A

Como o produto de matrizes inversiveis € inversivel:

Corolario da Proposicao 2
Se A < B entdo existe P inversivel tal que B = P - A. Ademais, A é inversivel se e

somente se B é inversivel. ¢
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Matrizes elementares

Proposicao 3

Se A < I, entdo A € R™" é produto de matrizes elementares, portanto inversivel.

Para a demonstracdo, note que

ExEi 1...BEIA=1,5 A= (EkEx 1... BE) M, = (ExEx_1... BE) 7!
SA=E'E . ELE!
S A = (e B ETD) T
S A =EE .. EE

’\
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Matrizes elementares

Corolério da Proposicao 3

Se A <> 1, entdo a a mesma sequéncia de operacdes elementares sobre A que produz

I,, produz A~1 a partir de I,.
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