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Dependéncia linear

Para {V1, 5, ..., Vp} C V a equagdo vetorial
a1Vi +agVh + -+ v + -+ apvp, =0
sempre vale para a; = ap = -+ = a, = 0.

Se ha outra solugdo, entdo existe i tal que «; # 0, logo

. -1 -1 & —aiy1 -
Vi = <> %1 ++ () Vi1 + <> V,'+]_ +
Qj Qj Qj
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Dependéncia linear

{Va, V5, ..., Vp} CV ndo vazio é linearmente dependente (l.d.) se existem escalares
ai,...,a, nao todos nulos tais que

i+ + -+ aivi+ -+ apv, =0

Caso contrario S C V é linearmente independente (l.i.).

Equivalentemente ...
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Conjunto LI

{V1,V%,...,Vp} CV é linearmente independente se

caso contrdrio, é linearmente dependente

UFABC
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Combinacao linear trivial

A combinac3o linear

Oh + 0%+ -4 -+ 0V, =0

é chamada de combinac3o linear trivial.
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Exemplos

{14+ x—2x%, 2+5x —x?, x+x%} é1.d. no P»(R)

a(l+x—2x?) + B2 +5x —x2)+y(x+x2) =0«

a+28=0
a+58+v=0
—2a—-8+~7v=0
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Exemplos
10 —2/30
01 1/3 0| =a=3tB8=—3t,7=t(teR).
0 0 0 0

Por exemplo, t = 3, temos a c.l. entre os polinbmios dados

24+ 5x — x% = 2(1 + x — 2x?) + 3(x + x?).
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Exemplos

{(1,-2),(3,1)} c R2 ¢ l.i.
{(1,-2),(3,1),(1,1)} C R? & I.d.
{(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} c R3 ¢ L.i.

{cos(x),sin(x)} é Li. em F(R)
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Exemplos

{\717 \727 \73} no R2 é l.d.

Escreva v; = (vj1,Vvj2) e tome a1y + aovh + azvz = 0. Entdo temos

aivil + aove + Oé3\737]_ =0

a1vip + v +azvzo =0
que é possivel indeterminado (Teorema 4), portanto, tem solugdes n3o triviais.
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Exercicio
Mais que n vetores tomados no R” formam um conjunto |.d..
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Caracterizacao de conjuntos LD

Proposicao 7

S C V finito com |S| > 2 é |.d. se, e sé se, algum vetor de S pode ser escrito como

combinacdo linear dos outros vetores de S.

Esclarecendo “algum vetor de S pode ser escrito como c.l. dos outros vetores de S":

Pondo S = {vi,...,V,}, existe i tal que v; € [S\ {Vi}].
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Propriedades

Proposicao 8

® Se0cSentioSéld.

@ Se S él.i. entdo todo U C S é |.i..

@ Se S é1l.d. entio todo U D S é |d.

Professor: jair.donadelli@ufabc.edu.br Sala: 546-2-A

AlgeLin



Dependéncia linear
0000000000000

Propriedades

Teorema 10

Sejam V espaco vetorial, S C V ndo vazioe vV € V.
@ Se Séli.evV¢g][S]entdo SU{V}éli.

@ Se Séld.eue S écl dos outros vetores de S, entdo [S] =[S\ {d}].
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Exemplo

Em P3(R) temos {1 — x2,2 — x2} l.i.,
pois um polindmio n3o é miuiltiplo do outro.
3

x> nao pode ser escrito como c.l. desses dois polinémios.

Portanto {1 — x2,2 — x2,x3} é L.i.
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Seja V um e.v. finitamente gerado e S = {vq,...,V,} um gerador.
Se S é I.d. entdo, para algum i, v; € [S\ {Vi}].

Logo, [S] =[S\ {vi}].

Se S\ {vi} é |.d. entdo, para algum j # i, v; € [S\ {V}, Vj}] e

[S] =[S\ {vi, vj}].

Se S\ {v, v} é1d. ... [S] =[S\ {¥, v, vi}] ...
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S é finito, logo a repeticdo desse processo termina.

Quando termina, temos subconjunto B de S.

Pela construgdo, B é li. e [B] = [S].
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Base

Um conjunto B C V finito é base de V se

@8 Bél.i

@ B é gerador de V.
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Espacos finitamente gerados

Teorema 11
Se V é finitamente gerado ent3o VV admite uma base.
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Exemplo

bases candnicas

{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é base do R3, chamada base candnica.

Os vetores unitarios candnicos
é =(1,0,0,...,0), & =(0,1,0,...,0), ..., & =(0,0,0,...,1)

geram o R” e sdo l.i. (verifique). Esses vetores formam a base candnica de R”.
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Exemplo

bases candnicas

1 0 01 0 0 0 0 ; . S
{(0 O)’(O 0>,<1 0>,<0 1)}eabasecanomcadoR :

{1,x,x2,x3} é a base canénica do P3(R).

Qual a base canénica do P,(R)?
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Exemplo

P>(R) é gerado por {1+ x,x +2x2,1 — x?}:
Dados a, b, c, € R, existem «, 3,7 € R tais que

a(l+x) + B(x +2x3) +v(1 — x*) = ax® + bx + ¢

1 0 1 « c
se, |11 1 O B| = |b| tem solucdo.
0 2 -1 |v F]

O sistema é possivel determinado. Portanto é gerador.
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Exemplo

P,(R) é gerado por {1+ x,x+2x2,1 —x?}. E Li.?

a equacgdo vetorial
a1+ x)+B(x+2x) +v(1 - x*) =0

1 0 1 « 0
corresponde ao sistema |1 1 0 Bl =10
0 2 1] |v 0

Que tem s6 a solugdo trivial (Teorema 5), logo l.i.
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Exemplo

H={(x,y,z) €ER3: x+3y —5z=0}.

(a,b,c) e H seesésea+3b—5c=0seesédsea=5c—3b

(5¢ — 3b,b,c) = (5¢,0,¢c) + (—3b,b,0) = c-(5,0,1) + b-(—3,1,0)
Portanto H = [{(5,0,1),(—3,1,0)}],

{(5,0,1),(—3,1,0)} é L.i., logo é base.
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[{l.i.}| < |[{gerador}|

Proposicao 9
Em um espaco vetorial finitamente gerado,
se o subconjunto L é l.i. e o subconjunto G é gerador, entao

LI < |G|.
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Demonstracao

Sejam L = {ih, b2, ..., 0m} Li. e G = {wy, wh,...,w,} gerador.
Assuma m > n.

Existem escalares «; tais que

n
LT,':E ajwj, parai=1,2,...,m.
j=1
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Demonstracao

No sistema linear homogéneo [aji][x;] = 0:

a11X1 + a21X2 + -+ - + Am1Xm = 0,

a12x1 + apxo + -+ + amaXm = 0,
01nX1 + a2pX2 + - - + CmpXm = 0.

temos m incégnitas > n equagdes. E possivel indeterminado (Teorema 4).
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Demonstracao

Tome x1 = B1, xo = B2 ... Xm = Bm uma solucdo nao trivial.

Considere a c.|. dos vetores de L com escalares 31, ..., m

m m n n m
E Shiy = § Bi § aw; | = E Bicj | W
i=1 i=1 j=1 Jj=1 \i=1
m m n n m
E Bil; = § Bi § a;w; | = § E Bicj | w; =0
i=1 i=1 j=1 Jj=1 \i=1
=0

contrariando o fato de i, ..., Uy, ser Li.
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Teorema do completamento

Exercicio — Teorema do completamento

Prove que se {1, ..., V,} é l.i. num espaco vetorial V finitamente gerado, ent3o existe

uma base B de V que contém o conjunto {v,..., V,}.
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Resumindo

S3o consequéncias do ultimo teorema e dltimo exercicio

® Todo gerador pode ser reduzido a uma base.

Formalmente, todo subconjunto gerador contém uma base.

@ Todo l.i. pode ser estendido a uma base.

Formalmente, todo subconjunto l.i. estd contido em uma base.
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Dimensao

Teorema 12
Se B e C s3o bases de V finitamente gerado, entdo |B| = |C|.
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Corolério do Teorema 12
Seja S um subconjunto de vetores de um espaco vetorial onde toda base tem n vetores.

@ Se S é li. entdo |S| < n; se vale a igualdade, S é base.

@ Se S gera V entdo |S| > n; se vale a igualdade, S é base.
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Dimensao

Seja ¥V um espaco de dimens3o finita.

Se V # {0}, a dimens3o de V, denotada dim(V), é a cardinalidade de uma base
qualquer de V.

Se V = {0}, a convengdo é que dim(V) = 0.

Todo subespaco de V tem dimensao finita?
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Exemplos

A dimensdo de P»(R) é 3.

A dimensdo de Pp(R) é n+ 1.
A dimensao de R"” é n.

A dimens3o de R?*? ¢ 4.

A dimensdo de R™*" é m - n.

A dimensdo de H = {(x,y,z) e R®: x +3y —5z =0} é 2. Ye
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Exemplo

Dimensao de subespac¢o das solugdes de AX =0

10 3] |%| o
i a 1 o) = ?
Qual a dimens3o do espaco vetorial das solucdes de [1 1 5/3} {0} /

N <

1 0 -3 o 1 0 -3

1 1 5/3 0 1 14/3

r X 3

(1) (1) 1;/331 y| = {81 tem solugdo geral:  t- llf (t eR)
L z

O subespaco tem dimensao 1.
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Exemplo

Dimensao de subespac¢o das solugdes de AX =0

Qual a dimens3o do espaco vetorial das solucdes de
X

[1 —2 3 -2 0 1 -2 3 -2 1 -2
3 6 1 0| [Y]|=]o0]> 3 6 1 0|0 0
—2 4 4 —2||* 0 2 4 4 -2/ |o o
L w

X 2 1/5

Yl =s L +t 0 (s,t € R), a dimensdo é 2 (os vetores sdo |.i.)

z 0 3/5| > ' 1)

Lw 0 1
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Exercicios

Dimensao de subespac¢o das solugdes de AX =0

© Mostre que se a matriz A pode ser obtida por operacdes elementares nas
linhas da matriz B, entao cada linha de A é combinacao linear das linhas de
B.

® Seja R matriz escalonada obtida a partir de A. Relacione a quantidade de
pivos de R com o tamanho de um conjunto gerador do subespaco de
solucbes de RX = 0.

© Prove que o espaco vetorial das solucdes de AX = 0, em que A € R™*" ¢é
um subespaco de R"*! de dimens3o n — p onde p é a quantidade de pivos
de uma matriz escalonada obtida de a partir de A. Yo
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Dimensao de subespacos

Teorema 13
Um subespaco W de um espacgo de dimensao finita V também tem dimens3o finita.

Ademais, dim(W) < dim()) com igualdade se e sé se W = V.
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