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Distribuicdo uniforme em [a, b]

X ~ U(a, b) se X é absolutamente continua

1
com densidade f(x) = 53 1,5(x)

com distrib. acumulada ‘Fx(t) =P[X < t] ‘ =




Distribuicdo uniforme em [0, 1]

X ~U(0,1) se X é absolutamente continua

com densidade  f(x) =11y 1j(x)

0, t<0,
com distrib. acumulada  Fx(t)=<¢t, 0<t<1,

1, t>1.



Transformac3o integral da probabilidade

Proposicao

Seja F uma funcdo de distribuicdo acumulada qualquer e defina
F~Y(u) =inf{x €R: F(x) > u}, Vu € (0,1).

Se U ~ U(0,1), entdo F~1(U) tem fungdo de distribuicio F.

» Vale para qualquer F — discreta, continua, mista.
» F~!é a inversa generalizada: coincide com a inversa usual quando F é bijetora.

» Demonstragdo (omitida) usa monotonicidade e continuidade a direita de F.



Por que isso importa

Qualquer distribuicdo pode ser simulada a partir de uma Gnica
variavel uniforme.

» Base de todos os algoritmos probabilisticos que geram v.a.’s a partir de random().

» Mais adiante: usar o mesmo U para gerar duas variaveis diferentes cria uma
dependéncia controlada entre elas — a ideia central de acoplamento.



Simulacdo de uma Bernoulli

X ~ Bernoulli(p)

0, t<0
Fx(t)=<1—p, 0<t<1
1, t>1.

Fx(t)

1-p
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Simulacdo de uma Bernoulli

X ~ Bernoulli(p)

Fx(t
0, t<0 x(t)
Fx(t)=q1-p, 0<t<1 1 -
1 t> 1. 1—p
0 1
0, u<l—
Fxl(u):inf{x;FX(X)>U}:{1’ Z>1£

U~TU(0,1) = X" = F}(U) = Tiys1-p] X~ Bernoulli(p)



Simulacdo de uma Bernoulli

1-U~U(0,1)ePlUL p]=0p

=

X' = 1y<p] = Ij_y>1-p] ~ Bernoulli(p)

Por isso, costuma-se escrever de forma simétrica que U nos da

X, == ﬂ[ng]




Simulando um dado justo

Y €{1,...,6} uniforme discreta:
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Simulando um dado justo

k—1 k
Fy'(u) = k sempre que 5 < < 3

Y' = F (V) = [6U]

Pela proposicdo, Y’ tem distribuicdo de um dado justo.



Dominancia estocastica e acoplamento

» o mesmo U ~ U(0, 1) pode gerar varias variaveis aleatdrias diferentes, cada uma
com a distribuicdo correta. Ex.:

X" = Ty<p ~ Bernoulli(p) e Y’ := [6U] ~ Uniforme({1,...,6}).
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Dominancia estocastica e acoplamento

» o mesmo U ~ U(0, 1) pode gerar varias variaveis aleatdrias diferentes, cada uma
com a distribuicdo correta. Ex.:

X" = Ty<p ~ Bernoulli(p) e Y’ := [6U] ~ Uniforme({1,...,6}).

» Se eu uso o mesmo U para gerar X' e Y/, existe alguma relacdo pontual entre X’
e Y'?

» Essa construcdo — variaveis com as distribuicdes certas, definidas no mesmo
espaco, relacionadas pontualmente — é o que chamaremos de acoplamento.

» Ela vai caracterizar a dominancia estocastica entre duas distribuicdes.



Dominacdo estocastica
Sejam X e Y variaveis aleatérias reais (ndo necessariamente definidas no mesmo espaco

de probabilidade).

Dizemos que X domina estocasticamente Y, e escrevemos X = Y, se
P[X>t]>P[Y > t]

para todo t € R.



Dominacdo estocastica
Sejam X e Y variaveis aleatérias reais (ndo necessariamente definidas no mesmo espaco

de probabilidade).

Dizemos que X domina estocasticamente Y, e escrevemos X = Y, se
P[X>t]>P[Y > t]

para todo t € R.

Distribuigbes Acumuladas: Fx(t)<Fy(t) VtER

Equivalentemente,

L0 ity
]
Regiéo onde F(t)<Fy(t)

°

Fx(t) < Fy(t) (VteR).

°

Probabilidade Acumulada




p = q = Bernoulli(p) = Bernoulli(q)

X ~ Bernoulli(p), Y ~ Bernoulli(q) com p > gq.
t<0=P[X>t]=P[Y>t]=1
0K<t<1l=PX>t]l=p=2qg=P[Y >t]
parat>1=PX>t]=P[Y >t]=0

Logo X = Y.



Acoplamento
X ~ Bernoulli(p), Y ~ Bernoulli(q) comp>¢q e U~ U(0,1).
X =Ty X, Y=l
[U<q] C[U<p]= (XY’ nunca assume o valor (0, 1).
Y' <X, logo X = Y pois X' £ X, y' L ¥

Obs X, Y independentes, entdo P[(Y,X)=(1,0)]=q(1—p) >0(¢ >0, p<1)



Acoplamento

X e Y v.a. (possivelmente definidas em espacos de probabilidade diferentes).

Um acoplamento de X e Y é um par (X', Y’) de variaveis aleatdrias definidas no
mesmo espaco de probabilidade tal que

A distribuicdo conjunta de (X', Y’) é livre: é justamente isso que se escolhe de modo
conveniente.



Interregno cultural

Escolha (X, Y) uniformemente no disco unitario x* + y? < 1.

Cada coordenada, vista sozinha, assume qualquer valor em [—1,1].

Mas, se X = 0,9, entdo Y = +(1 — 0,81)/2 ~ +0, 44, logo sio dependentes.



Teorema de Strassen para ordem estocastica por quantis
Para variaveis aleatérias reais X e Y, vale X = Y se, e somente se, existem variaveis

aleatérias X’ < X e Y' 2 Y definidas num mesmo espaco de probabilidade tais que
Y’ < X’ com probabilidade 1.

Corolario

Se X = Y, entdo EY < EX (quando as esperangas existem) e, mais geralmente,
Ef(Y) < Ef(X) para toda fungdo f ndo decrescente.



p > g = Binomial(m, p) = Binomial(m, q)

Se X ~ Binomial(m, p) e Y ~ Binomial(m,q) com1>p>q >0, entdo X = Y.

Ideia: somar acoplamentos Bernoulli, um para cada tentativa, com o mesmo U; em
cada par.

> Ja sabemos: Bernoulli(p) = Bernoulli(q) pelo acoplamento 1y« = Ljy<q)-

» Falta: passar de uma tentativa para m tentativas independentes.



Sejam Ui, ..., Uy, independentes, U; ~ U(0,1), e
B,’ = ]l[Uiép]’ C,' = 1[U,—<q]v I = 1, e, m.

1. By,..., By sdo independentes, Bernoulli(p);
Gi,. .., Gy sdo independentes, Bernoulli(g).

2. Logo
m m
X' = Z B; ~ Binomial(m, p), Y = Z C; ~ Binomial(m, q),
i=1 i=1

. . d d .
isto &, X’ =X e Y/ = Y: &um acoplamento.

3. Como g < p, [U; < q] C Ui < p], logo C; < B; para todo i e todo w. Somando,
Y < X

Pelo teorema, X = Y. O



Ponte com o QS

> Aqui p e g sdo constantes.

» No QS, a probabilidade de sucesso é p; > «, mas p; depende do histérico:
» Z; = lyy,<p) com p; aleatério, entdo ), Z; ndo & binomial;
> Y; = 1ljy,<q continua i.i.d. Bernoulli(a);

» Y; < Z; vale com probabilidade 1.

> Mesmo U;, mesma comparacio: sé muda que a cota inferior o substitui o g fixo, e
o resultado é uma dominacdo ) ; Z; = >, Yi ~ Binomial(m, o).



No quicksort

» S =(x1,x2,...,Xn)
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No quicksort

» S =(x1,x2,...,Xn)
> X; = nimero de comparacdes x; : pivd
> x; participa de no maximo ¢ particionamentos com sucesso.

» Quando x; deixa de participar, continua com particionamentos ficticios, com
probabilidade 0,76 independentemente do passado.

» M, o nimero de particionamentos reais de que x; participa



No quicksort
S = (x1,x2,...,Xn)
X; = nimero de comparacdes x; : pivd

X; participa de no maximo £ particionamentos com sucesso.

vV v. v Y

Quando x; deixa de participar, continua com particionamentos ficticios, com
probabilidade 0,76 independentemente do passado.

v

M; o nimero de particionamentos reais de que x; participa

» 7; o instante do (¢ + 1)-ésimo sucesso na sequéncia completada.



No quicksort
S = (x1,x2,...,Xn)
X; = nimero de comparacdes x; : pivd

X; participa de no maximo £ particionamentos com sucesso.

vV v. v Y

Quando x; deixa de participar, continua com particionamentos ficticios, com
probabilidade 0,76 independentemente do passado.

v

M; o nimero de particionamentos reais de que x; participa
» 7; o instante do (¢ + 1)-ésimo sucesso na sequéncia completada.

> X, <M <7 =< BN(€+ 1, 0,76)



No quicksort
S = (x1,x2,...,Xn)
X; = nimero de comparacdes x; : pivd

X; participa de no maximo £ particionamentos com sucesso.

vV v. v Y

Quando x; deixa de participar, continua com particionamentos ficticios, com
probabilidade 0,76 independentemente do passado.

v

M; o nimero de particionamentos reais de que x; participa
» 7; o instante do (¢ + 1)-ésimo sucesso na sequéncia completada.

> X, <M <7 =< BN(€+ 1, 0,76)



No quicksort
S = (x1,x2,...,Xn)
X; = nimero de comparacdes x; : pivd

X; participa de no maximo £ particionamentos com sucesso.

vV v. v Y

Quando x; deixa de participar, continua com particionamentos ficticios, com
probabilidade 0,76 independentemente do passado.

v

M; o nimero de particionamentos reais de que x; participa
» 7; o instante do (¢ + 1)-ésimo sucesso na sequéncia completada.

> X, <M <7 =< BN(€+ 1, 0,76)

EX; < EM; < Er, < EBN({+1,076)= {5 < 20
—~— ~~ :

algoritmo combinatoéria

Vv
dominag3o estocastica
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No quicksort
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No quicksort

> X,' < M,', L:=12¢
> X; > L = x; participa de mais que L particionamentos reais

» W, o nimero de sucessos entre esses L particionamentos: [X; > L] C [W; < /]

» W; = Binomial(L,0,76): P[ W; > t] > P[Binomial(L,0,76) > t].



No quicksort

> Xi <M, L=12%

> X; > L = x; participa de mais que L particionamentos reais

» W, o nimero de sucessos entre esses L particionamentos: [X; > L] C [W; < /]
» W, > Binomial(L,0,76): P[ W; > t] > IP[ Binomial(L,0,76) > t].

P(X;>L) < P(W; <) < P(Bin(L,0,76) < ¢) = P(Bin(L,0,24) > F)
algoritmo combinatéria dominacéc:;stocéstica simetria k<>L—k




Lema de dominacdo por «

Lema de dominac3o por «
Sejam 73, Z,--- € {0,1} tais que, para todo i e todo histérico (zi,...,z—1) de
probabilidade positiva,

]P)[ Z,': 1 ’ Zl :Zl,...,Z,'_l = Zj_1 ] 204.

Entdo
(a) >-", Z; domina estocasticamente uma Binomial(m, «);

(b) o nimero de tentativas até o r-ésimo sucesso é dominado estocasticamente por
uma binomial negativa BN(r, «); em particular, sua esperanga é no maximo r/a.



Demonstracdo: construcdo do acoplamento

Sejam Uy, Us, ... independentes, U; ~ U(0,1), e
Yi= ]l[UiSOé]’ Zi = ]l[Uiépi]’

em que p; > « é a probabilidade condicional de sucesso na j-ésima tentativa dado o

histérico Z1,..., Z;j_1.

1. U; é independente de Ui, ..., U;_1 e p; &€ funcdo dessas variaveis, logo
P[Z=1| Ui,...,Ui—1 ] = pi. Porindugdo, (Z;); tem a distribuicdo conjunta
exigida.

2. Cada Y; é fungdo s6 de U;: as Y; sdo independentes e Y; ~ Bernoulli(a).



Demonstracdo: comparacdo e conclusdo

Comoa<p;, [U<a]lC[Ui<p] istoé Yi=1= Z =1. Logo
Y; < Z; com probabilidade 1 (n3o sé em distribuigdo),

pois € o mesmo U; que define Y; e Z;.
(a) Somando, 1", Z; > 32", Vi, e 32, Vi ~ Binomial(m, a).

(b) Sejam 77 e Ty os instantes do r-ésimo sucesso de (Z;); e (Y;);. Todo sucesso de
(Y;)i é sucesso de (Z;);, logo 7z < 7y. Como Ty & a soma de r geométricas
independentes de pardmetro a,

r

EngETy:*.
«Q



Quicksort com alta probabilidade: preliminares

» Particionamento de S é sucesso se min{|Sg|, |Sp|} > |S|/10. Se |S| > 50, a
probabilidade de sucesso é p > 0,76, dado o passado.

> (= [logyg/9 n]. Como logyg/ N~ 9,49In n, temos £ < 10In n.
> Exercicio: x; participa de no maximo £ particionamentos reais com sucesso.

» Sequéncia completada de x;: reais, depois ficticios (sucesso com probabilidade
0,76, independentemente do passado).

» X; < M; (uma comparagdo com pivé por particionamento real).



Dominacdo estocastica

L := cInn (de fato [cInn], o que s6 altera constantes), onde ¢ > 10 é uma constante
a ser escolhida: quanto maior ¢, mais forte sera a conclus3o final.

B := nimero de sucessos entre os L primeiros particionamentos da sequéncia
completada de x;.

Pelo lema de dominacio
B > Binomial(L,0,76).
O nimero de fracassos F := L — B satisfaz, para todo t,
P[F>t]=P[B < L—-t]<P[Binomial(L,0,76) < L —t] =P[ G > t],

G ~ Binomial(L,0,24) e EG = 0,24 L = 0,24 ¢ Inn.



O evento "muitos particionamentos”

Se M; > L, os L primeiros particionamentos s3o todos reais e, sabemos, contém no
maximo ¢ < 101In n sucessos. Logo, supondo ¢ > 10,

F=L-B>L—-/{>clnn—10Inn=(c—10)Inn.

P[M;>L] < P[F>(c—10)Inn] < P[G > (c—10)Inn]

algoritmo combinatéria dominagdo estocastica




Cota de Chernoff (cauda superior)

Chernoff (forma geral)
Se G é soma de variaveis de Bernoulli independentes, u =EG e § > 0, ent3o

—52M
P[G>(1+d)u] <exp 755 )"

Aqui G ~ Binomial(L,0,24), = 0,24 ¢ Inn. Queremos (14 d)u = (c —10)Inn:

0,76 c — 10 19
§=-= — = 3,1667.
0,24 ¢ ) ’

Precisamos 6 > 0 < ¢ > 10/0,76 ~ 13,16.



Cota de Chernoff: a conta, em funcio de ¢

0,76 c — 10)° 124¢— 10
&2 :(’—l PRI Sl ol it
K 0,24 c na T 0,24 ¢

Dividindo,
§u (0,76 c — 10)? .
240  124c—10 ‘

(0,76 ¢ ~ 10)°

Definindo b(c) := o 10

P[G > (c—10)Inn] < n 2 — P[M;>clnn] < n b,

b(c) ~ 0,4658 ¢ — co: b(14) ~ 0,06, b(30) ~ 6,02, b(50) ~ 15,08, b(100) ~ 38,21.



Conclusdo, em funcdo de uma constante a a escolher
Unido sobre os n elementos:

P[3i: M;>clnn] < n-n5€) = pt=be),

Escolhendo a (n~? no lado direito)
Dado a > 0 desejado, basta b(c) > a+ 1 =: K, isto &,

0,5776 ¢ — (15,2 + 1,24K) ¢ + (100 + 10K) = 0.

Como b(c) — oo diverge, essa equagdo sempre tem solugdo ¢ para qualquer a > 0
desejado. Entdo

P[evento ruim] < n™?.

Exemplo: a=6 (K =7) = c~32.2.



Conclus3o final

Com probabilidade pelo menos 1 — n=2, vale X; < M; < clnn para todo /. Como cada
comparagdo com pivd é contada uma vez, pelo elemento n3o pivo,

T:ZX;<n~c|nn:O(nlnn).
i=1

Somando as O(n) comparagdes da ordenagdo por forca bruta, o total é
T = O(ninn) com probabilidade 1 — O(n™?),

onde a > 0 pode ser escolhido livremente (ao custo de um ¢ maior, isto &, de tolerar
mais particionamentos antes de considerar o evento “ruim").
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