3
Quicksort probabilistico

O quicksort é um algoritmo recursivo de ordenagdo que, grosso modo,
funciona da seguinte maneira: dada uma sequéncia S de nameros,
dos quais o primeiro é chamado de pivd, o quicksort(S) compara

o pivd com cada outro elemento de S e rearranja a sequéncia, os
elementos menores que o pivo formam a subsequéncia Si (alocados
a esquerda do pivo no vetor) e os demais, que ndo o pivo, formam

a subsequéncia Sy, (alocados a direita do pivd no vetor); o algoritmo
devolve a sequéncia (quicksort(Sg), pivo, quicksort(Sy)) ordenada
recursivamente.

O quicksort foi inventado por Charles A. R. Hoare por volta de
1960 e sabemos que é muito rapido em geral, mas é lento em algu-
mas raras instancias. E um algoritmo que ordena os ntimeros em
fungdo dos resultados das comparagdes entre elementos da entrada e,
nesse tipo de algoritmo, medimos a eficiéncia do algoritmo contando
o nimero de comparagdes realizadas para ordenar a sequéncia. O
algoritmo quicksort executa O(nInn) comparagdes em média e O(n?)
comparagdes no pior caso para ordenar sequéncias de tamanho n. A
Figura 3.1 abaixo ilustra exemplos de melhor caso e de pior caso da
drvore de recursdo para uma sequéncia de tamanho 6.

4,2,3,1,5,6

Figura 3.1: em cima a direita
temos uma arvore de recursdo
do quicksort onde o pivd é a
mediana da sequéncia. A outra
arvore, abaixo e a esquerda, é
o caso onde o piv0 é sempre 0
menor elemento da sequéncia.
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E sabido que para garantir O(nInn) comparagdes numa execugio
é suficiente garantir que as subsequéncias geradas no pivotamento
tenham sempre uma fra¢do aproximadamente constante do tamanho
da sequéncia que as origina. Por exemplo, se S¢ (ou Sp) sempre tem
10% do tamanho de S entdo o nliimero de comparagdes executadas
pelo quicksort numa instancia de tamanho 7, que denotamos T (1), é
o niimero de comparagdes executadas em Sy mais o ntimero de com-
paragdes executadas em Sy, mais as O(n) comparagdes executadas no
particionamento que cria essas subsequéncias

T(n) = T(0,1n) + T(0,97) + O(n)

cuja solugdo é uma fungdo em O(nlnn). Nao ha nada de especial na
escolha de 10%. De fato, se uma proporcdo for mantida no particio-
namento, digamos que a menor parte tem uma fracdo « da entrada,
entdo a recorréncia f(n) < t(|an]) + t(| (1 —a)n|) + cn para constan-
tes a, ¢ > 0 tem solugdo O(nInn) (Cormen et al., 2009).

Na versao probabilistica do quicksort a aleatoriedade é usada para
descaracterizar o pior caso no sentido de que, sorteando o pivé como
qualquer elemento da sequéncia, com grande chance evitamos os
10% menores e 0s 10% maiores elementos do vetor de modo que na
maior parte do tempo os particionamentos garantem pelo menos
uma fragdo constante da sequéncia original no menor lado.

Algoritmo 3.1: Quicksort aleatorizado.

Instincia: uma sequéncia numérica S = (x1,x2,...,X,).
Resposta: os elementos de S em ordem crescente.

1 se |S| < 50 entdo

2 ordene S na forga bruta ;

3 responda a sequéncia ordenada.
4 sendo z & S;

5 paracaday € S, y # z faca

6 se y < z entdo insira y em Sg;

7 sendo insira y em Sy;

8 ordene recursivamente a subsequéncia Sg;
9 ordene recursivamente a subsequéncia Sp;
10 responda (Sg, z, Sp).

Sedgewick (1977) analisou matematicamente a sobrecarga das
chamadas recursivas do quicksort em vetores muito pequenos. Ele
provou que interromper a recursdo para subsequéncias com tamanho
< ng e aplicar o insertion sort reduz significativamente o tempo total
de execugdo. Nos resultados originais da década de 1970, a constante
ideal encontrada para 1y situava-se na faixa de 10 a 25 elementos

58



ALGORITMOS PROBABILISTICOS

(com 20 a 25 sendo o ponto ideal nos modelos computacionais ana-
lisados na época). Em arquiteturas modernas e linguagens atuais,
esse limite costuma variar entre 10 e 15 devido ao comportamento de
cache e otimizagées de instrugdo do processador. Aqui, por conveni-
éncia, usamos 50.

Para simplificar a andlise assumimos que na instancia os elemen-
tos de S sdo distintos. Mostraremos que, com essa estratégia, o nu-
mero de comparagdes entre elementos de S é O(nlnn) com alta
probabilidade.

A andlise desse algoritmo é um detalhamento da seguinte ideia:
consideremos um elemento x de uma instancia S para o algoritmo.
Sejam Sy := Se S1,5y,...,5Mm as subsequéncias a que x pertence
ap0s cada particionamento durante uma execugdo. O i-ésimo partici-
onamento é bom se o pivd ndo estd entre os 10% menores nem entre
0s 10% maiores elementos de S;, 0 que supomos, neste pardgrafo,
ocorrer com probabilidade exatamente 4/5 e independente dos ou-
tros particionamentos, de modo que |S;[/10 < |S;+1| < 9|S;]/10
e portanto x passa por no maximo logy, 4(1) particionamentos
bons. Agora, a variavel aleatéria M = M(x) ndo deve ser muito
maior que 2logy, ,4(1) pois pelo Exercicio 12, pagina 55, a probabili-
dade de ocorrerem menos que log; (1) particionamentos bons em
2log;/9(n) particionamentos é menor que

4\ 210810/9(1) 9 \ 2logi0(m) 1
OB € R

A cada particionamento o elemento ndo-pivo x é comparado uma
tnica vez, com o pivd sorteado. Assim, o ntmero total de compa-
ragdes numa execugdo é a soma para todo x do ntmero de particio-
namentos pelos quais x passa. Portanto, uma execucao realiza mais
que 2nlog; ¢(n) comparagdes somente se existe um x que passa por
mais que 21log; (1) particionamentos o que ocorre com probabili-
dade no méximo n(1/n%) = 1/n. Portanto, com alta probabilidade, o
quicksort realiza O(nlnn) comparagdes.

As ordenagoes “na forca bruta” das subsequéncias disjuntas com
até 50 elementos também fazem comparagdes, mas sdo O(1) compa-
ragdes em cada uma e isso soma O(n), o que ndo altera o resultado.

3.1 Dominagdo estocdstica

Em muitas andlises de algoritmos probabilisticos a distribui¢do exata
de uma variavel aleatéria é complicada, mas sabemos que ela é “pelo
menos tdo grande quanto” (ou “no maximo tdo grande quanto”) uma
variavel cuja distribui¢do conhecemos bem. Por exemplo, no quicksort

aleatorizado a probabilidade de um particionamento ser um sucesso
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muda a cada passo, mas sabemos que ela nunca é menor que uma
constante p. A dominagdo estocdstica formaliza essa comparagdo.

Intuitivamente, a dominacédo estocéstica captura a ideia de que
uma varidvel “tende a assumir valores maiores” do que a outra. Para
varidveis aleatérias reais, ela é definida em termos de probabilidades
de cauda, ou equivalentemente em termos de fung¢des de distribuicado
acumulada.

Defini¢do 3.1: Dominacio estocastica

Sejam X e Y varidveis aleatdrias reais (ndo necessariamente
definidas no mesmo espaco de probabilidade). Dizemos que X
domina estocasticamente Y, e escrevemos X = Y, se

P[X > t] > P[Y > t]

para todo t € R.

Observemos que a definicdo compara apenas as distribuigdes; nada
é dito sobre a relagdo entre os valores de X e Y numa mesma reali-
zagdo do experimento. Na verdade, X e Y podem até ser indepen-
dentes, e nesse caso pode ocorrer X < Y com probabilidade positiva,
mesmo com X > Y.

Por exemplo, se X ~ Bernoulli(p) e Y ~ Bernoulli(g) com p > g.
Para t < 0 as duas probabilidades P[X > t| = P[Y > t] valem 1;
para0 <t < ltemosP[X >t] =p > q = P[Y > t];parat > 1
ambas valem 0. Logo X = Y.

Exemplo 3.1: Quando Poisson = Bernoulli

Seja X uma varidvel aleatéria discreta representando a conta-

gem de eventos e A € (0,00).

Dizemos que X segue uma distribui¢do de Poisson com para-

metro de taxa A, denotado por X ~ Poisson(A), se tem lei
Ake=2

TR

Sejam X ~ Poisson(A) e Y ~ Bernoulli(p) (p € (0,1)).

]Px(k) kE{O,l,...}.
e Parat <0, P[X>t]|=P[Y>t]=1

e Para0 < t < 1, P[X>t] = P[X>1] = 1—-e e
P[Y > t] =p.

e Parat>1,P[X>t]>0=P[Y >¢].
Assim, P[X > t] > P[Y > t] se e somente se

l-e*>peA>—In(1-p)
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logo, X = Y se, e somente se, A > In((1—p)~!).

Escrevemos X £ Y para denotar que

para todo t € R, e dizemos que as varidveis aleatérias X e Y sdo
iguais em distribui¢do.

Exemplo 3.2: Dominacao entre geométricas

Sejam 0 < g < p < 1. Se Y ~ Geom(q) e X ~ Geom(p), entdo
P[Y >j]=(1-q) > (1—p) = P[X > j]. Portanto, Y = X,
ou seja, um sucesso mais provavel chega mais cedo.

3.1.1  Acoplamento

Para comparar duas variaveis aleatérias, podemos colocé-las no
mesmo experimento aleatdério, de modo que possamos observar
diretamente quando elas diferem. Um acoplamento cria uma depen-
déncia entre elas sem alterar suas distribui¢ées individuais.

Suponha que X ~ Bernoulli(p) e Y ~ Bernoulli(g), com p > g.
Podemos gerar (veja Exemplo 2.12) uma tnica variavel U ~ U[0,1] e
definir

X =1yey, Y =Tyug

Assim, X’ ~ Bernoulli(p) e Y ~ Bernoulli(§) no mesmo espago
de probabilidade, como desejado. Ademais, temos algo interessante:
Y'(w) < X'(w) para todo w, pois [U < g] C [U < p]. Em outras
palavras, o par (Y, X’) nunca assume o valor (1,0).

Note que Y/ < X’ é uma propriedade do par construido, e ndo
de X e Y (que podem ser, por exemplo, independentes). O que
se conclui sobre X e Y é que, para toda fung¢do /1 ndo decrescente,
E(h(Y)) < E(h(X)), pois esses valores dependem apenas das distribui-
¢oes de X eY.

A caracterizagdo a seguir é a que mais usamos na pratica: domi-
nagdo estocdstica equivale a poder construir, num mesmo espago de
probabilidade, varidveis X’ e Y’ com as mesmas distribuigdes de X
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e Y, respectivamente, tais que Y/ < X’ com probabilidade 1.* Cons- Se Y’ < X' vale fora de um conjunto

truir duas varidveis com distribui¢des dadas num mesmo espago de

N com P(N) = 0, defina X" := X1
e Y = Y'ly, isto é, ambas valem 0 em

probabilidade é chamado de acoplamento. N. Como N tem probabilidade zero, X"
e Y” tém as mesmas distribuicdes de X’
eY’, eagora Y < X" vale para todo w:
em N por serem ambas nulas, e fora de
N porque nada mudou. Assim, exigir
Y’ < X' com probabilidade 1 ou para

todo w d& o mesmo resultado.
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Teorema 3.1: teorema de Strassen para ordem estocastica na reta

Para variaveis aleatoérias reais X e Y, vale X > Y se, e somente
se, existem varidveis aleatérias X’ 4 XeY 4 Y definidas num
mesmo espaco de probabilidade tais que Y’ < X’ com probabi-
lidade 1.

Demonstragdo. (=) Sejam Fx(t) = P[X < t]e Fy(t) = P[Y <] as
fungdes de distribui¢do de X e Y. Para uma funcdo de distribuicdo F
qualquer e u € (0,1), seja

FYu):=inf{t: F(t) > u}

a fungdo quantil (finita para u € (0,1)).

Se U ~ U(0,1), entdao F~1(U) tem funcdo de distribuicao F, pela
Proposicao 2.10.

Da hipétese X > Y temos Fx(t) < Fy(t) para todo t. Assim, se
Fx(t) > u entdo Fy(t) > u,isto é, {t: Fx(t) >u} C {t: Fy(t) > u},
e o infimo do conjunto menor é o maior: Fy ' (1) > Fy L(u) para todo
u € (0,1). Tomando X' = F!'(U) e Y’ = F,'(U), com o mesmo U,
temos X' & X, Y Lyey < X' sempre que U € (0,1), isto é, com
probabilidade 1.

(<) Se Y < X’ com probabilidade 1, entdo, para todo ¢, o evento
[Y" > t] esta contido em [X’ > ] a menos de um conjunto de probabi-
lidade zero, logo

PlY>t]=P[Y >t] <P[X' >t] =P[X>t].
Portanto P[X > t| > P[Y > t] para todo t, isto é, X > Y. O

Corolario 3.1

Se X = Y, entdo EY < EX (quando as esperancas existem) e,

mais geralmente, Ef(Y) < Ef(X) para toda fungdo f ndo de-
crescente. Além disso, P[ X < k| < P[Y < k| para todo k.

Demonstragio. Tome o acoplamento Y/ < X’. Como f é ndo de-
crescente, f(Y') < f(X’) e a monotonicidade da esperanga dé4 o
resultado. A dltima afirmacido é o complementar da definicao. O

O corolario é o que justifica, nas andlises, passar de uma variavel
complicada para uma varidvel simples. Basta que a simples esteja do
lado correto da desigualdade.
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Exemplo 3.3: Dominacao entre Binomiais

Se X ~ Binomial(m, p) e Y ~ Binomial(m,q) com1>p > g >
0,entdo X >~ Y.
Sejam Uy, . .., Uy, independentes e uniformes em [0, 1] e defina

Bi:]l[Uigp] e Ci:]l[lliéq]' i=1,...,m.

Como as U; sdo independentes, By, ..., By, sdo independentes
com distribui¢do Bernoulli(p), e Cy, ..., Cy sdo independentes
com distribui¢do Bernoulli(g). Portanto

m m
X":= Y B; ~ Binomial(m,p) e Y': =) C;~ Binomial(m,q),
i=1 i=1

isto é, X' 4 xey Ly (Note que B; e C; ndo sdo indepen-
dentes, pois usam o mesmo U;; isso é o que se deseja e ndo
afeta as distribuicoes de X’ e Y'.)

Como g < p, vale [U; < gq] C [U; < p, logo C; < B; para todo i
e todo w. Somando, Y’ < X’. Pelo Teorema, X > Y.

3.1.2  Dominagdo estocdstica na andlise do QS

Como dito acima, a ideia é estimar qudo longa é a cadeia de sub-
sequéncias S, 5}, S5, ..., S}, obtidas por particionamento e que con-
tém um elemento fixo, mas arbitrdrio x. Se cada particionamento
fosse um sucesso com probabilidade p fixa, independentemente do
histérico de particionamentos, entdo estariamos no caso de estimar
quantos particionamentos até ocorrer um sucesso, que sabemos se
tratar de uma varidvel geométrica de média 1/p. Como o ntimero
de sucessos é limitado, digamos que por ¢, entdo queremos estimar
o numero de particionamentos até ocorrer o (¢ + 1)-ésimo sucesso
em uma sequéncia de experimentos independentes de Bernoulli com
parametro p, uma binomial negativa de pardmetros ¢ + 1, p (cf. 2.11).
Entretanto, assumindo que sucesso resulta em nao escolher o pivo
entre os 10% menores nem entre 0s 10% maiores, se a subsequéncia
tem 100 elementos, entdo a probabilidade de sucesso é 0,8, mas se
a subsequéncia tem 51 elementos, entdo a probabilidade de sucesso
é(10,9-51] —[0,1-51])/51 ~ 0,765 devido aos arredondamentos.
As tentativas ndo sdo independentes, e a probabilidade de sucesso de
cada uma depende do que aconteceu antes. O que sabemos é apenas
que, dado qualquer histérico, a probabilidade de sucesso é pelo menos
uma constante « € (0,1).



Sejam Zj, Zy, ... varidveis com valores em { 0,1 } tais que,
para todo i e todo historico (z1,...,z;_1) de probabilidade
positiva,

]P[Zi=1 | Z1 ZZl,...,Zl‘,l =Zj1 } = Q.
Entdo

(a) onumero de sucessos em m tentativas, } ;" ; Z;, domina
estocasticamente uma Binomial(m, a);

(b) o nuamero de tentativas até o r-ésimo sucesso é dominado
estocasticamente por uma binomial negativa de parametros
(r,a). Em particular, o nimero esperado de tentativas até o

r-ésimo sucesso é no maximo /.
. J

Demonstracdo. Para todo i > 1 tome
Ui~ UO01), Vi =Tucay Zi = Ty

em que Uy, Uy, ... sdo independentes e p; > « é a probabilidade con-
dicional de sucesso na i-ésima tentativa dado o histérico Z1,...,7Z;_1.

Como U; é independente de Uy, ..., U;_1 e p; é funcdo dessas
variaveis, P[ Z; =1 | Uy,...,U;_1 | = p;; assim, por indugdo, (Z;);
tem a distribui¢do conjunta exigida. Além disso, Y; ~ Bernoulli(x) e
Y1,Y),... sdo independentes, pois cada Y; é funcdo sé de U;.

Como « < p;, vale a inclusdo de eventos [U; < a] C [U; < pj], isto
é6,Y;=1= Z; =1. Logo Y; < Z; com probabilidade 1 (ndo apenas
em distribui¢ao)?.

(a) Da desigualdade pontual acima,

m m

Y. Ziz) Y.
i=1 i=1

Ademais, as Y; sdo independentes com P[Y; = 1] = a, de modo que
Yi<m Yi ~ Binomial(m, a).

(b) Seja 17 (resp. Ty) o instante do r-ésimo sucesso da sequéncia
(Z;)i (resp. (Y;);). Como Y; < Z; para todo i, todo sucesso de (Y;); é
também sucesso de (Z;);, logo o r-ésimo sucesso em (Z;); ocorre no
maximo no instante do r-ésimo sucesso em (Y;);. Portanto 77 < ty.
Como 1y é a soma de r geométricas independentes de parametro «,
Ety <]ETY =r/u. O

Fixado um elemento x, os particionamentos de que ele participa
formam uma sequéncia de tentativas cuja probabilidade de sucesso
depende do tamanho corrente da subsequéncia de x, e portanto do

ALGORITMOS PROBABILISTICOS

2é 0 mesmo U; usado nas duas va-
ridveis que torna essa comparagdo
possivel.
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passado. Dado qualquer histérico, essa probabilidade é pelo menos

« (com « a constante da andlise). O lema acima permite, entdo, trocar
essa sequéncia por tentativas independentes de parametro a: o nt-
mero de particionamentos até o (¢ + 1)-ésimo sucesso tem esperanga
no méaximo (¢ + 1) /a. Disso podemos deduzir o nimero esperado de
comparagdes pelas quais passa x sem precisar da distribui¢do exata
do ndmero de particionamentos.

3.2 Andlise do quicksort probabilistico

O particionamento (ou pivotamento) de S nas linhas 4, 5, 6 e 7 do
algoritmo acima é considerado um sucesso se min{|Sg|, |Sp|} >
(1/10)|S|, caso contrario, dizemos que o particionamento foi um
fracasso. Um sucesso significa que o pivd ndo estd entre os 10% mai-
ores elementos da sequéncia particionada e nem esta entre os 10%
menores elementos da sequéncia particionada.

=r—1le | Sp | = | S | —r.O 3 posto é a posigdo do elemento na
sequéncia ordenada.

Para pivo de posto3 r temos | Sg
numero de postos para bons pivos é, entdo, [09|S]|] — [0,1|S|].
Como [0,9]|S]] >09|S|—1e[0,1]S|] <0,1|S]|+1, 0o niamero de
pivos bons é maior que 0,8|S | — 2, portanto, p > 08 —2/|S| > 0,76
para |S| > 50. Por outro lado, [0,9]|S|] — [0,1|S|] < 0,8|S],
portanto

0,76 < p < 0,8.

Consideremos uma execuc¢do do quicksort com entrada S =
(x1,x2,...,xn). Fixadoi € {1,2,...,n}, seja X; o namero de com-
paragdes entre o elemento x; da entrada e algum pivd durante toda
uma execugdo do algoritmo. Em cada particionamento x; é compa-
rado uma tdnica vez (com o piv0) e se x; é escolhido pivd entdo: (1)
cada elemento da subsequéncia da qual x; pertence é comparado com
ele e tais comparagdes sdo contabilizadas pelos outros elementos e (2)
a partir dai x; nunca mais participard de um particionamento e nunca
mais serd comparado com outro elemento de S.

Exercicio 13. Mostre que x; participa de no maximo [log,,,q 7| parti-
cionamentos com sucesso.

Fixemos x; e escrevamos { := [log,,,g7]. O tamanho da sub-
sequéncia que contém x; muda a cada particionamento, e com ele a
probabilidade de sucesso. Seja s; o tamanho da subsequéncia que
contém x; imediatamente antes do k-ésimo particionamento.

Lembremos que toda subsequéncia com no maximo 50 elementos
é ordenada por forca bruta; assim, enquanto x; participa de particio-
namentos, a subsequéncia que o contém tem mais de 50 elementos.

Suponha conhecido tudo o que aconteceu nos k — 1 primeiros par-
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ticionamentos de x; (tamanhos das subsequéncias e pivds sorteados).
Isso determina sg. Dado si, o pivo é escolhido uniformemente entre
0s si postos, e portanto a probabilidade de o k-ésimo particionamento
ser um sucesso depende apenas de s;. Como s, > 50 (pois 0 k-ésimo
particionamento é real), ela é maior que 0,76.

O Lema 3.1, porém, pede essa cota sabendo apenas quais dos k — 1
primeiros particionamentos foram sucessos ou fracassos, o que é me-
nos informacgdo. Ela continua valendo: vérios histéricos completos
sdo compativeis com a mesma sequéncia de sucessos e fracassos, e
a probabilidade de sucesso no k-ésimo particionamento, sabendo s6
essa sequéncia, é uma média ponderada das probabilidades corres-
pondentes a esses histéricos. Como todas sdo maiores que 0,76, a
média também é.

Para que a andlise ndo dependa do instante em que x; deixa de
participar de particionamentos (por ter sido escolhido pivd ou por
ter caido no caso base), imaginamos que, a partir dai, x; continua
participando de particionamentos ficticios, cada um deles com sucesso
com probabilidade 0,76 independentemente do passado. Assim, para
cada x; estd definida uma sequéncia infinita de particionamentos (os
reais, seguidos dos ficticios), cada um com probabilidade condicional
de sucesso pelo menos 0,76 dados os resultados (sucesso ou fracasso)
dos particionamentos anteriores (que é exatamente a hipétese do
Lema 3.1).

Seja M; o nimero de particionamentos reais de que x; participa, e
seja T; o instante do (¢ 4 1)-ésimo sucesso na sequéncia completada.

Pelo Exercicio, os M; primeiros particionamentos da sequéncia
completada, que sdo os reais, contém no maximo ¢ sucessos. Logo
o (£ + 1)-ésimo sucesso, no instante T;, ndo esta entre eles, assim

T > M;.
Pelo Lema 3.1(b), com o« = 0,76 e r = ¢ + 1,
f+1 10
ARG <
ETt < 076 < 7(€+1)\2£,

onde a tltima desigualdade vale porque ¢ > 37 > 3 para n > 50.

Em cada particionamento de que participa sem ser o pivo, x; é
comparado uma tinica vez com o pivd; portanto o ntimero X; de
comparagdes de x; com pivos satisfaz X; < M; < 7;. Pela monotonici-
dade da esperanga,

EX; < Et; < 24.
O ntmero total de comparagdes com pivds durante toda a execugédo é
T =Y, X e, pela linearidade da esperanga, ET < 2n{. Em resumo,

EX; < 2Llog%o n| e ET<2n Llogg nl. (3.1)

Além disso, as subsequéncias disjuntas ordenadas na forga-bruta
na linha 2 fazem, cada uma, O(1) comparagdes, contribuindo no total
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com O(n) comparagdes que, somadas as O(nlnn) de (3.1), totalizam
O(nlnn) comparagoes.

Lema 3.2: O numero esperado de comparacoes do QS

O ndmero esperado de comparagdes entre elementos de uma

sequéncia com 7 elementos numa execucdo do quicksort aleato-
rizado é O(nlnn). O

Da disciplina Andlise de Algoritmos sabemos que todo algoritmo
de ordenacdo baseado em comparagéo realiza Q)(nInn) comparagdes
para ordenar n elementos, ou seja, em esperanca o quicksort aleato-
rizado é o melhor possivel (Cormen et al., 2009). Porém, saber que
um algoritmo é bom em média ndo nos garante que ele é bom quase
sempre. Vamos mostrar que com alta probabilidade o desempenho
do algoritmo esta préximo da média.

Teorema 3.2

O ndmero de comparagdes numa execucdo do quicksort ale-

atorizado com uma entrada de tamanho n é O(nlnn) com
probabilidade 1 — O(n=33).

Demonstracdo. Definimos

= [logy,91]
L:=12 Llogg n| =12¢

F=L—-(=11

Consideramos o evento [X; > L] que, segundo (3.1), diz que o ele-
mento x; foi comparado a um pivé mais do que seis vezes o valor
esperado.

Como X; < M;, o evento [X; > L] implica que x; participa de
mais que L particionamentos reais (néo ficticios); em particular, os
primeiros L particionamentos de sua sequéncia completa sdo todos
reais. Pelo Exercicio 13, x; tem no maximo ¢ sucessos reais ao longo
de toda a execugdo, logo, nesse evento, hd no méximo /¢ sucessos
entre os primeiros L particionamentos da sequéncia completada.

Tomemos Z,EZ) o indicador de sucesso do k-ésimo particionamento
de x; e W; o ntimero de sucessos entre esses L particionamentos, isto

& W; = Yrer 2. Entdo
(X; > L] C [W; < 4.

Pelo Lema 3.1(a), com « = 0,76 e m = L tentativas, W; domina
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estocasticamente uma Binomial(L,0,76), portanto
P[X; > L] < P[W; < ] < P[Binomial(L,0,76) < /]
L /L . ‘
=Y ( ) (0,24)/(0,76) .
j=F \J

Usando o limitante usual para o coeficiente binomial (veja (d.2)),

paraj > F,
L , ‘ el 024\’ el 024\’
24)/(0,76)L77 < . 76)f < (= - 2 76)L.
(].)<o, )i(0,76) <]. 076) 076 < (5 26 ) ©76)
Como L/F =12/11e0,24/0,76 = 6/19,
7
L 024 12 6 72 < 0,9365 < 1.

T o076 °11 19 209

_ 72e
Logo, para ¢ = 555

, F
P[X; > L] < (0,76)" Y. & = (0,76)" =
¥ 1=
209 ‘
= 5505 (076)2 M < 16 ((076)12M)

portanto, P[ X; > L] < 16 (0,019)".
Convertendo para poténcia de n, com £ > log, (1) — 1,

(0,019)! < (0,019)71(0,019)"°810/9(") < 53719810/9(0019)  53;,=37,

portanto ProbEX; > L < 8481~ < n=34,
A probabilidade de existir i com X; > L é

n
]P(U[X,->L]> <n-n3*=n"%,

i=1

logo, com probabilidade 1 — O(n~33), vale X; < 12[log; ¢ 1]

para todo i, e nessa probabilidade o quicksort aleatorizado executa
O(nlnn) comparagdes, incluidas as O(n) comparagdes “forga bruta”
feitas na linha 2 do algoritmo. O

3.3 Esperanga condicional

Sejam (), IP) um espago de probabilidade discreto, A um evento
desse espago com probabilidade positiva e X uma varidvel aleatéria
real e integravel (ou apenas nado negativa). A ocorréncia de A implica
uma nova medida P4 em () e temos uma nova lei, condicionada a A,
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para a varidvel X. A esperanca condicional da varidvel X dado A é o
valor médio de X com respeito a lei condicional

E(X|A)=) P[X=r|A]=Y rPa[X=r]=) rPxal(r).

(3-2)
Por ser uma média de uma variavel aleatéria com respeito a uma
distribuicado, a esperanca condicional usufrui das mesmas proprieda-
des da esperanga: se X e Y sdo integraveis, A um evento de probabili-
dade positiva, B um evento qualquer e 4,b € R, entdo

1. E(c | A)=c

2. E(15 | A)=P(B | A).

3. SeX<Yentao E(X | A)<E(Y | A).

4. E(aX+bY | A)=aE(X | A)+bE(Y | A).

5. Se X e A sdo independentes entdao E( X | A ) = EX. Ademais,
E(XY|A)=E(X|A)-E(Y | A)nem sempre decorre da
independéncia global de X e Y, mas vale caso X e Y sdo indepen-

dentes sob a distribui¢do condicionada* a A. PA([X = x]N]Y = y]) = PA[X =
x]P4[Y = y| para todos x,y

Sobre o tdltimo item acima, considere X e Y independentes, cada
um com distribui¢do Bernoulli(1/2). A distribui¢do conjunta é uni-
forme sobre o0s 4 pares possiveis

PI(X,Y) =(xy)l=7 (Vxye{01})

N

Agora defina o evento A := { X = Y }, ou seja, A ocorre quando X e
Y sdo iguais. Temos

1

P(A) =P({(0,0),(1L1)}) = 5

logoE(X | A)=1/2E(Y | A)=1/2e E(XY | A) =1/2
Nesse caso, globalmente, X e Y sdo independentes mas, ao condici-
onar em A eles se tornam dependentes. Isso mostra que a fatoragao
E(XY|A)=E(X| A)-E(Y | A)ndo vale em geral, apesar de
X e Y serem independentes globalmente, 1/2 # 1/4 e o item 5 exige
independéncia sob a lei condicionada a A (que aqui falha, ja que A
forca X =).

Exemplo 3.4: Esperanca da distribuicao geométrica

Seja X o ntmero de tentativas de Bernoulli até o primeiro
sucesso, com probabilidade de sucesso p. Condicionando no
primeiro resultado, seja A o evento “sucesso”,
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* A ocorre na primeira tentativa, entdo X = 1;

* A ocorre na primeira tentativa, nesse caso, jd gastamos 1
tentativa, entdo X = 1+ Y, com Y ~ Geom(p) (o processo
recomeca do zero). Portanto,

Assim,

E(X)=) xP[X =x]

Agora, E(X | A)=1eE(X | A) =E(Y)+1=E(X)+
1, portanto E(X) = 1-p+ (E(X)+1)(1 —
para EX

) e resolvendo

=

Teorema 3.3: Lei de esperanca total

Se Y é uma varidvel aleatéria integravel, entdo

EY= ) E(Y|X=x)P[X=x] (3-3)
XESy

\ J

Demonstragdo. Seja Y uma varidvel aleatéria integravel. Entdo,

EY = ) yP[Y =y]
YESy

= 2!/(2 P([Y:y]ﬁ[X=x])>

YyESy XeSx

=Y Y yP[Y=y|X=x]P[X=x]

YyESy x€Sx

ZS ZSyH’[Y:y | X =x|P[X = x]
XESx YeoY

Y E(Y | X=ux)P[X=x]

XESx

em que a troca das ordens de soma é pelo teorema de Tonelli-Fubini
para séries (s.5). O
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3.4 Desigualdade de Markov

A desigualdade de Markov tem um enunciado simples e a vantagem Andrey Markov (1856-1922) foi um
matemdtico russo conhecido principal-

. ., mente por suas contribuigdes no que
vel aleatéria, o que a torna amplamente aplicavel. Por outro lado, ela foi posteriormente conhecido como

de valer em situacdes bem gerais, sem muitas hipdteses sobre a varia-

pode fornecer limitantes fracos que, as vezes, sdo pouco uteis. Cadeias de Markov. Seu filho Andrey
Markov Jr (1903-1979) ficou conhe-

Teorema 3.4: Desigualdade de Markov cido pelas contribuicoes em Teoria da
Computacdo.

Se X é uma variavel aleatoria integravel,

_E|X|

Pl X|>t] < . (3.4)

para todo ¢t > 0. Em particular, se X assume valores ndo nega-
tivos,

EX
< ==

P[X>t] < (3.5)

para todo t > 0.

| J

Demonstragido. De X integravel | X | também é integravel. Ademais,
| X| > | X|-1x|> para todo t > 0, logo a desigualdade de Markov
segue da monotonicidade da esperanca

E(|X[) 2 E(| X [Lx>) =2 B(tL x5 ) =
=tB(1x>g) = tP[[ X[ >t]. D

Ha casos onde essa desigualdade ¢ justa, como mostra o seguinte
exemplo. Seja X uma varidvel aleatéria que assume o valor 0 com
probabilidade 99/100 e assume o valor 10 com probabilidade 1/100.
Entio EX =1/10e

1/10 1

>10] < =— =
P[X>10] < 10 100

que é exatamente a probabilidade do evento [X > 10].

ANALISE DO QS USANDO A DESIGUALDADE DE MARKOV

Vejamos uma prova alternativa de que em uma execugdo do quick-
sort probabilistico o nlimero esperado de comparagdes entre elemen-
tos de uma instancia com 1 elementos é O(n1Inn) com alta probabili-
dade. Nesta segdo, para ilustrar a robustez do método de Markov mesmo no
pior caso de recursdo, consideramos a variante do algoritmo cujo caso base é
|S| < 2 (isto é, a recursio prossegue para toda subsequéncia com 3 ou mais
elementos).

Para pivo de posto r temos |Sg| = r—1e|Sp| = |S|—7r. O
numero de postos para bons pivos é [0,9|S|] — [0,1|S|]. Diferente-
mente do caso | S| > 50, aqui ndo hd uma cota inferior proxima de
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0,8: o pior caso ocorre no menor tamanho recursivo, | S| = 3, onde hé
um dnico posto bom (o do meio) entre trés, dando assim,

S<p<
3SPs35

Consideremos um elemento x de uma instancia S para o algoritmo
3.1e Sy = 5,51,52,...,5Mm as subsequéncias a que x pertence apés
cada particionamento durante uma execugéo.

Sorteando um pivod o i-ésimo particionamento é bom se |S;|/10 <
1Sit1] < 9|S;|/10 o que ocorre com probabilidade 0,33 < p < 0,8.

Fixado |S;| = k, o particionamento cai em um de dois casos,
dependendo do piv6 sorteado: se for sucesso (o que ocorre com pro-
babilidade p), entdo, por definicdo, |S;;1| < 9k/10; caso contrario
(fracasso, com probabilidade 1 — p), ndo hd garantia melhor que a tri-
vial |S;41] < |S;i| = k. Tomando a esperanca condicional em cada um
desses dois casos e combinando-as segundo suas probabilidades,

9k P
E(ISin| |1Sil=k)<p- 55 +(1-p)-k=(1-5)k
(ISl 181 =k) <p-5+1=p) k= (1- &)

N——

SUCOSSO fracasso

onde a ultima igualdade é apenas a fatoragdo de k nos dois termos.
Como 1 — p/10 é decrescente em p, o maior valor possivel dessa cota
e, portanto, o pior caso, ocorre no menor p garantido. Com p > 1/3

P Ve< (1oL k22
( 10)k = (1 30>k 30 k.
Agora, podemos usar a lei de esperanca total para escrever
E[Sic1] = ) E([Sial | 1Si] =k )P[|Si] = K]
k

29
< ;@HPHSJ = k]

29
=—) kP[|S] =
29
= 3 EISil
iterando essa desigualdade, partindo de |Sy| = |S| = n, concluimos
29\ M

Queremos escolher M de modo que essa cota seja pequena o bas-
tante para, somada sobre os 1 elementos da instancia, ainda dar
uma probabilidade de falha que tende a zero. Para isso, tomando
M = alogs, /2911, Para uma constante a > 0 a ser escolhida,

29 Mn— 29 ﬂ10g30/29”n_ 30 —‘110g30/z9”n_n_a -
30 \ 30 —\29 - - ’
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Assim, E|Sy| < n'~%. Para que essa probabilidade, somada sobre os
n elementos da instancia, ainda tenda a zero; por isso fixamos, desde
ja, a = 3.

Pela desigualdade de Markov, aplicada a varidvel aleatéria (ndo
negativa) |Sps| com ¢t = 2 (o limiar do caso base)
E | Sm | nl-a

2 S a2

P{|Sml > 2] <

ou seja, a probabilidade de que o elemento fixado x ainda esteja
participando de particionamentos ap6s M = alogg o9 11 passos €
menor que n'~7/2.

Pela unido desse evento sobre os 1 elementos de S, a probabili-
dade de que exista algum x € S que passe por mais que a10g3; 59 1
particionamentos é

nl—a n2—a
<n- 5 = 5

ou seja, o namero de comparagdes efetuadas pelo quicksort é O(nlnn)

com probabilidade pelo menos

n2—a (a=3) 1
I— o > 1——.
2 2n

3.5 Desigualdade de Chebyshev

A préxima desigualdade é conhecida por desigualdade de Chebyshev,
também conhecida por desigualdade de Bienaymé—Chebyshev . Da
equagdo (3.5) obtemos a desigualdade de Chebyshev

H’[IXI%JH’[XZ%ﬂ <]E(t§2) (3.6)

que é mais conhecida na forma enunciada a seguir.

Teorema 3.5: desigualdade de Chebyshev

Para toda constante t > 0 e toda varidvel aleatéria X com qua-
drado integravel temos

P[| X~ EX| > 1] < V220X, )

. J

Demonstragio. Segue da desigualdade (3.6) com a variavel aleatéria
X - EX. O

A desigualdade (3.7) pode ser justa como no seguinte exemplo.
Seja X uma varidvel aleatdria que assume o valor 0 com probabili-
dade q € (0,1) e os valores 1 e —1 com probabilidade p/2 cada, com
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Pafnuty Lvovich Chebyshev (1821-1894)
foi um matemético russo conhecido

por suas contribuigdo a Probabilidade,
dentre seus alunos vérios sdao mate-
maéticos reconhecidos e um deles foi
Andrey Markov. Irénée-Jules Bienaymé
(1796-1878) foi um estatistico francés,
contribuiu para a Probabilidades e o
desenvolvimento da Estatistica e suas
aplicacdes.
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p=1—g. A esperanca de X é 0 e a variancia é p. A probabilidade do
evento [|X| > 1] é p de modo que

< Var( X )

p="P[X-0[>1] 2 =P

Quando a variancia estd definida mas néo é finita, a desigualdade
de Chebyshev nao é ttil. Por exemplo se X tem lei Px(z) = c/z5,
para c > 0 constante e k € ZT, entdao E( X ) = c7t?/6 (veja (s.8)) e
E(X?) = +c0. Com Var( X ) = oo, a desigualdade de Chebyshev nao
da informacdo, enquanto que pela desigualdade de Markov obtemos
P[X >t] < cr?/6t.

Tomando o desvio padrio ox = \/Var( X ) e trocando t por tox >
0 na desigualdade de Chebyshev, obtemos

1
P[|X —EX| > tox] <

e com tEX > 0, obtemos

Var(X) _ E(X?)

P[| X -EX|>tEX] < < .
[ | | ] tz(]EX)Z tz(]EX)Z (3 8)
onde a segunda desigualdade segue do fato de
Var(X) E(X?
(X) _EX) . (3-9)

(EX)Z ~ (EX)?

ANALISE DO QS USANDO A DESIGUALDADE DE CHEBYSHEV

Uma terceira estratégia para mostrar que T concentra em torno
de sua média é aplicar a desigualdade de Chebyshev diretamente ao
total T, em vez de tratar cada X; separadamente e somar as probabili-
dades de falha. Isso requer conhecer (ou estimar) Var( T ).

E um resultado conhecido na literatura (citado na secio 5.2.2,
pég. 120 de Knuth, 1998, como consequéncia do exerc. 6.2.2-8) que
a variancia do ndmero de comparacdes do quicksort aleatorizado
satisfaz (Iliopoulos e Penman, 2010)

212N\ 2
Var(T)=(7— - +O(nlogn) ~ 04203 n”.

Pela desigualdade de Chebyshev, para qualquer ¢ > 0,

Var(T)

P[|T—ET|>t]< 5

Tomando t = cnlogn para uma constante ¢ > 0, e usando ET =
O(nlogn),
0,4203n*  0,4203

P[T>ET+cnlogn] < =
| g1l 2n2log’n  c2log’n n—e

Ou seja, T = O(nlogn) com probabilidade 1 —o(1).
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3.6  Exercicios

Exercicio 14. Em um treino, paraquedistas formam, de inicio, um
grupo de n paraquedistas enfileirados nas posigdes 1,2, ...,n den-
tro de um avido. Em cada etapa do treinamento, um paraquedista é
escolhido e seu grupo é dividido em dois grupos. A escolha é unifor-
memente ao acaso. O paraquedista escolhido cumprimenta todos os
paraquedistas do seu grupo e salta do avido. A divisdo do grupo em
e dois é assim: um novo grupo formado pelos paraquedistas que se
encontravam a esquerda daquele que pulou e o outro grupo formado
pelos paraquedistas a direita.

O procedimento é repetido para cada um dos grupos restantes
até que todos os grupos tenham um dnico paraquedista; esses tl-
timos paraquedistas saltam, entdo, um a um. A ordem relativa dos
paraquedistas dentro de cada grupo é sempre preservada.

Observe que, a partir do momento em que dois paraquedistas
pertencem a grupos distintos, eles ndo se cumprimentam mais.

Prove que os paraquedistas das posigdes i e j, com j > i, se cum-
primentam com probabilidade 2/(j —i +1).

Exercicio 15. Assuma que as instancias para o quicksort padrdo, sem
sorteios, sdo as permutagdes de (1,2,...,n). Demonstre que o o nu-
mero médio de comparagdes para ordenar essa instancias é O(nlnn)
(dica: o exercicio dos parquedistas).

Exercicio 16. Considere o quicksort aleatorizado (Algoritmo 3.1) exe-
cutando sobre uma sequéncia de n elementos distintos, mas com
o limiar do caso base alterado de 50 para 100 elementos (ou seja,
sequéncias com até 100 elementos sdo ordenadas na forca bruta).

(a) Refaga o calculo que leva a desigualdade 0,76 < p < 0,8 feito no
texto, obtendo os novos limitantes para a probabilidade p de um
particionamento ser bom quando | S | > 100.

(b) Explique por que a mudanga do limiar nédo altera a ordem de
grandeza O(nlnn) do numero esperado de comparagdes, mas
pode alterar a constante multiplicativa na cota ET < 2n[log;,,9 7]
de (3.1).

Exercicio 17. No Lema 3.1, a hipdtese é que a probabilidade condicio-
nal de sucesso, dado qualquer histérico, é pelo menos «. Considere a
seguinte variante do particionamento do quicksort: suponha que, em
vez de sortear o pivd uniformemente, o algoritmo sorteia o pivo de
modo que a probabilidade de sucesso no i-ésimo particionamento de
uma dada subsequéncia de x seja exatamente 0,7 se o particionamento
anterior de x foi um sucesso, e 0,9 se foi um fracasso (mas sempre
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pelo menos 0,7).

(a) Verifique que as hipéteses do Lema 3.1 continuam satisfeitas com
« = 0,7, mesmo essa sequéncia de tentativas ndo sendo i.i.d.

(b) Usando o item (b) do lema, dé um limitante superior para o nad-
mero esperado de particionamentos necessarios para x acumular
L +1 = 29 sucessos.

(c) Explique, em uma frase, por que seria errado aplicar diretamente
a férmula da esperanca de uma binomial negativa BN(L+1,0,7)
para calcular exatamente (e ndo apenas limitar superiormente) o
numero esperado de particionamentos nesse cendrio.

Exercicio 18. Em uma execugdo do quicksort aleatorizado sobre uma
entrada de tamanho 7, seja T o ntimero total de comparagdes en-
tre elementos realizadas pelo algoritmo. Vimos em (3.1) que ET <

2n[logyg 9 1].

(a) Usando a desigualdade de Markov (Teorema 3.4), mostre que, para
qualquer constante c > 1,

Q-

P[T > c-2n[log,9n] ] <

(b) Em particular, tome ¢ = 100. Conclua que a probabilidade de
o quicksort realizar mais que 200 [logy, ¢ | comparagdes é no
maximo 1%.

(c) Compare o limitante obtido no item anterior com o limitante do
Teorema que afirma que T é O(nInn) com probabilidade 1 —
O(n=%). Qual dos dois resultados é mais forte para n grande? A
desigualdade de Markov, sozinha, seria suficiente para provar esse
teorema mais forte? Justifique.

(d) Explique, em termos gerais (sem repetir a conta), por que a desi-
gualdade de Markov aplicada diretamente a T fornece um limi-
tante muito mais fraco do que a anélise feita no Teorema 3.2 via
P[ X; > L] para cada elemento x; individualmente, seguida de
unido de eventos. (Dica: pense em quantos "graus de liberdade",
ou quantas varidveis aleatérias diferentes, cada abordagem usa.)

Exercicio 19. Seja Y ~ Geom(1/2). Mostre que X = Y se, e s0 se,
P[X > j] > 27/ para todo inteiro j > 0, para toda X com valores nos
naturais positivos.

Exercicio 20. Mostre que a dominagéo estocastica é transitiva e que
. . d
Y = Xe X = Y implicam que X =Y.
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Exercicio 21. Considere, para cada elemento x; da instancia, a varidvel
W; igual ao ntiimero de particionamentos bem sucedidos entre os
L = 12/ primeiros particionamentos sofridos por x;, de modo que
E(W;) =u=LaeVar(W;) < La(l —a) = O(¥).

O objetivo deste exercicio é mostrar que, se tentarmos substituir
a desigualdade de Chernoff por uma aplicacdo ingénua da desigual-
dade de Chebyshev a cada W; individualmente, o argumento “por
elemento + unido de eventos” deixa de funcionar.

(a) Usando a desigualdade de Chebyshev (Teorema 3.5) com ¢ =
i — ¢ = O(¥), mostre que

‘ Var(W;) /1Y 1
P << S5 =0(7) =0z )

(b) Aplicando a unido de eventos sobre os 1 elementos x1,...,x, da
instancia, mostre que o limitante obtido no item (a) fornece apenas

1
IP[3i: Wigﬂ]gn-0< ),
logn
e explique por que essa cota é iniitil (isto é, por que ela ndo tende a
0 quando n — o).

(c) Compare a ordem de grandeza do desviot = y — ¢ com a do
desvio-padrao /Var( W; ) nesse regime. Explique, em termos ge-
rais, por que o fato de ambos serem da mesma ordem (t = ©({)
e o desvio-padrao ©(v//)) faz com que o quadrado no denomi-
nador de Chebyshev ndo seja suficiente para compensar o fator n
introduzido pela unido de eventos.

(d) Conclua explicando por que, nesse argumento “por elemento
+ unido”, é necessario usar um limitante de cauda exponencial
(como o de Chernoff) em vez de um limitante polinomial como o
de Chebyshev.

VARIANCIA DO NUMERO DE COMPARACOES DO QS

Seja C;; o nimero de comparagdes do quicksort ao ordenar 7 ele-
mentos distintos, com pivd escolhido uniformemente. Seja U, ~
U{0,...,n —1}. Entdo, em distribuigdo,

c, < Cu, +Cp gy, +n—1, (3.10)

onde, para cada k, C; é uma cépia independente de Cy (duas execu-
¢des fisicas distintas do algoritmo) e independente de U,,. Escreve-
mos

un =E(Cy), sp=E(C2%), vy = Var(C, ) = s, — 12,

77



ALGORITMOS PROBABILISTICOS

comCy=C; =0,e

"1 @) "1
Hy=)Y =,  H =) =
=y =1/
Condicionando em U, = k em (3.10),
1 n—1 2 n—1
Pn=n—1+~— Z(HkJan—l—k) =n—1+~- Zﬂk-
"o "o

Multiplicando por 7 e subtraindo a mesma identidade para n — 1,

npn — (=D py1 =2(n — 1) + 2,1
Un  Hn-1 2(” - 1) _ Hun— 4 2

n+1  n n(n+1) n n+l n

Somando de 1 a n (com gy = 0):

Pn 1N _orr 4
e = 4(Hyp —1) ~2Hy = 2H, + g 4,

e portanto

pn =2(n+1)H, — 4n. (3.11)
Condicionando em U, = k e usando a independéncia,
]E< (Ck+Cpq g +n—1)° ) = Sk +Sp—1—k + 2ptn—1—k +2(n — 1) (Ui + pn—1 k) + (n —1)%.
Fazendo a média sobre k e multiplicando por #n, com T}, := ZZ;& UrHn—1—k

e Pyi=Y0 b,

n—1
nsy=2Y sp+2T, +4(n—1)P, +n(n—1)% Vn>=1 (3.12)
k=0

Fungdes geradoras. Seja

esejam u(z) =Y, unz" e M(z) = ¥, snz".
Da recorréncia nyy, = n(n —1) + 2P, ede ¥,>n(n —1)z""1 =
2z/(1 - z)3,

]/ll(z) = (1 222)3 21‘1/[_(22)

Integrando de 0 a z,
_ 2(L-2)
“M(Z) - (1 _ Z)Z . (313)

n—1

A fungdo geradora de (3.12): multiplicando (3.12) por z"~ e so-

mando em n > 1:



o Yosinspz =M

2M

1-2z’

Y o1 2Tz 1 = 2u(2)? (produto de séries);
n> M p

—B(z)= M 22

anl (2 Zk<n Sk)Z”71 =

* como Y, Py}

- 1-2 - (1 ) , temos Zn>1 ( -
1)P,z" ! = 4zB'(z), e
2z+6(L —z) 24z1 — 1622
B'(z) = =" 4zB' —
(z) a7 (z) = L
o Yosinn—12%2"1=ynn—-1)(n-2)z"1+LTnn-1)z""1 =
62> n 2z 422 4+ 2z
1-2*  (1-2 (1-2)*
Logo
2M 24zL — 1222 4 2z
‘= =— +2u+F,  F(z):=
M 1—zJr s (2) (1—2)*

Multiplicando por (1 — z)?,

812 4 8z — 422 + 2z
(1—-2)? ’

pois (1 —2z)?-2u? = 8(L —z)?/(1 —z)2. Como M(0) =0,

z 2 A2
(1-2°MG) = [ BL() +?§L—(tt))2 42 + 2t

Usando L' = 1/(1 — t) e integragdo por partes, obtém-se as primitivas

z 2 12 —2L+2
/(Ldt—+—2,
0

(1-2)*M) = (1-2)?(2u* +F) =

dt.

1—1)2 1-z
z L L-1 z L 12
= dt=—"1+1, /—dt:—,
/0 =12t 1=
z 442 4 2t 2
— S dt=-——"— +2+46L—4z,
/o 1—12 Tz 7 z

onde a dltima usa —4t> +2t = —2+6(1 —t) —4(1 —t)2etL/(1—
)2 =L/(1—t)>—L/(1 —t). Somando com os pesos 8, 8 e 1,

8L2—8L+6+—4L2+6L—4z—6 (3.14)
(1-2)7 (1-27 o4

Lema 3.1. Para r > 0 inteiro,

e <"“>
gy = () (e = )
n+r>

n L2 —
g =

M(z) =

[(Huer — 1) — (12, )],
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Demonstragio. Paraa >0, (1—z) % =e* e
2")(1—2) "% = T(n+a)/(T(a) n1).

Derivando j vezes em a obtém-se L/(1 — z)~* do lado esquerdo. Do

lado direito,
T
ot EEE — it )~ g

02 1In F(;z(:)uc) =y (n+a)—¢ ().

Ema=r+1¢pn+r+1)—9(r+1) = Hyer — Hre g/ (n+r+
H—y'(r+1) = —(H,S%zr — H,(Z)). Basta aplicar 02ef = (£ +f")ef

com f =In l”(;z(;s:;d O
Fixe
p=n+1 a=H,;1 e a:= Hr(lszl
Aplicando o lema a (3.14) (com r = 2 nos termos em (1 —z) 2 e
r = 1nos termos em (1 — z)~2, e lembrando H, = %, Héz) = %,
Hyip=a+ ﬁ), os seis blocos de [z"]M(z) sdo:
8L2 2 7
ESE »—>4p(p—|—1)(a —3a—ap+ j) + 8pa —12p,
—8L
L — —4p(p+1)a+6p(p+1)—4p,
6
L —3p(p+1),
—412
i-2p > —dpa® + 8pa — 8p + 4pay,
6L
m —> 6pa — 6p,
—4z -6
Somando,
sn = 4p*a® — 4p*a; — 16p°a + 6pa +23p> — 17p + 4. (3.15)

A varidncia. Por (3.11), como H, = a — %, temos py, =2pa—4p+2,e
entdo
u = 4p*a® — 16p°a + 8pa + 16p* — 16p + 4.

2

Subtraindo de (3.15) (os termos em a“ e em pza cancelam):

Oy = 8y — Y2 = 7p* — p — 4p*ay — 2pa.

1
(n+1)2

Voltando a n, com a; = H,Sz) + ea=H,+ %_Hi

Var(Cy) = 7n% +13n — 4(n + 1)2HP — 2(n +1)H,. (3.16)
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Como HY) = 0(2) = Ljsn jrey < Yisn 72 < 1 temos
H,(12) = %2 — L4+ 0(n?). Logo

n

2
—4(n+1)2HY = —2%(11 +1)2 +4n+0(1),

e,com H, =Inn+y+ O(1/n),

2
Var(C, ) = (7— 2%) 2 _2nlnn+0O(n).
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