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Fundamentos

1.1 Definicdes iniciais

Seja V um conjunto. Definimos

por exemplo

({1,2,3}

’ ):{{1,2},{1,3},{2,3}}-

Definicao 1.1: grafo

Um grafo é uma estrutura matematica definida por um par
ordenado de conjuntos finitos (V, E) tal que E C (12/)

Os elementos de V sdo chamados vértices.

Os elementos de E sdo chamados arestas.

Se G denota o grafo que é definido pelo par (V, E) entdo escrevemos
G:=(V,E).

Além disso, se G é um grafo e ndo especificamos o conjunto dos
vértices e o conjunto das arestas que definem G, esses passam a ser
referidos como V(G) e E(G), respectivamente.

Os conjuntos

V={1,2,3,4,5,6,7,8}
E={{1,2},{1,5}{2,5},{3,4}.{6,7}}

definem um grafo.

J

Todo grafo pode ser representado geometricamente por um di-
agrama: no plano, desenhamos um ponto para cada vértice e um
segmento de curva ligando cada par de vértices que forma uma aresta.
Um diagrama de um grafo néo é unico, mas cada diagrama descreve
um unico grafo. Um diagrama do grafo do Exemplo 1.1 é apresentado
na figura ao lado.

P Os vértices u e v de uma grafo G sdo adjacentes se {u, v} é uma
aresta de G. Também dizemos que u e U sdo os extremos da
aresta.

P Duas arestas e e f de uma grafo G sdo arestas adjacentes se
elas tém um vértice em comum, ou seja, [en f| = 1.

1 2 3 4
*——0

*——© ®

5 6 7 8

Figura 1.1: diagrama do grafo do
Exemplo 1.1.



P A aresta e incide no vértice v, em um grafo G, se v € e. A
quantidade de arestas de G que incidem em v é o grau de v em
G, dG(U)I

dg(v) =|{w e V(G): {v,w} € EG)}|.

P A vizinhanga do vértice v no grafo G, denotada Ng(v), é for-
mada pelos outros extremos das arestas que incidem em v, isto
éa

Ne() :={u e V(G): {u,v} € EG)}.
Alternativamente, temos dg(v) = |Ng(v)|.

Teorema 1.1

Para todo grafo G vale que

Y, dg(w) =2[E(G)|.

ueV(G)

Demonstragao. Seja G = (V, E) um grafo e defina o conjunto
X:={(u,e)e VXE: u€cel

Vamos contar seu niimero de elementos de duas maneiras distintas.

Primeiro, cada vértice u € V participa de dg(u) elementos de X,
portanto

X = D) d(w). (1.2)

ueV

Depois, cada aresta e esta presente em dois elementos de X, logo
|X| = 2|E|. (1.3)

De (1.2) e (1.3) temos (1.1). O

1.2 Subgrafo

Defini¢iao 1.2: subgrafo

Dizemos que o grafo H é um subgrafo do grafo G se, e somente
se,

V(H) € V(G) e E(H) € E(G)

e, nesse caso, escrevemos H C G para indicar que H é subgrafo
de G.
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Exemplo 1.2

Considerando o grafo G do Exemplo 1.1 temos que

Gl
G//

({1,2,5}{{1,54{5,2},{1,2}}) e
({3,5,6},2)

sdo subgrafos de G, enquanto que

H = ({1,2,3},{{1,2},{3,4}}),
I = ({1,2,3,4,9},{{1,2},{3,4}}) e
J = ({1,2,3,4,8},{{1,2},{3,4},{1,8}})

ndo sdo subgrafos de G pois: H nio é grafo, em I néo vale
V(I) C V(G) e em J nao vale E(J) C E(G).

Dados um grafo G e um subconjunto de vértices U C V(G), o
subgrafo induzido por U é o subgrafo G[U] dado por

(ss00(%):

Analogamente, definimos subgrafo induzido por um subconjunto
de arestas. Se
M ={e,e,,...,e, } C E(G),

entdo o subgrafo induzido por M é o subgrafo G[M| dado por

(o)

i=1

Dos grafos G, H e I cujos diagramas sao dados na Figura 1.2

podemos dizer que H é um subgrafo induzido de G enquanto
que I é um subgrafo mas néo é induzido.

Um subgrafo H C G onde V(H) = V(G) é chamado de subgrafo
gerador. No exemplo acima o grafo I é subgrafo gerador de G, en-
quanto que H nio é subgrafo gerador de G.

1.3 Passeios, caminhos e circuitos
Uma sequéncia W de vértices de um grafo G
W =vy,0y, ..., U (k>1) (1.4)

é chamada de passeio em G se v; e U;,; sdo adjacentes, para todo
ie{1,2,..,m—1}
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Figura 1.2: diagrama dos grafos G, H
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Por exemplo, no grafo do Exemplo 1.1 a sequéncia 1,2,5,2,1,5
define um passeio. Também a sequéncia 1,2, 5, 2, 1 define um passeio
que, nesse caso, chamamos de passeio fechado, ou seja, um passeio
como W na equacgéo (1.4) acima com v; = U.

No grafo G do Exemplo 1.2 temos o passeio fechado a, ¢, b, a,c,d, a
no qual os vértices ¢ e a ocorrem mais de uma vez. Também o par
{a,c} é uma aresta percorrida duas vezes. Restringido a possibilidade
de repeticio de vértices e arestas temos tipos especiais de subgrafos,
que merecem destaque e, portanto, um nome especial.

Definiciao 1.3: caminho em G

Um caminho P C G é um passeio
P=uv,,0y,...,0 (k>1)

em G tal que v; # v;, sempre que i # j, ou seja, vértices nao
sdo repetidos.

Denotamos por P¥ um caminho com k vértices.

Exemplo 1.4

Para o grafo G representado no diagrama da Figura 1.4, o
passeio P* = a,b, f,i é um caminho no grafo G. Ainda,
esse mesmo caminho é definido pelo subgrafo induzido
G[{a,b, f,i}].

Também o subgrafo definido pelo par de subconjuntos
({a,d,c,h,i},{{a,d},{d,c},{c,h},{h,i}}) é um caminho
em G.

O subgrafo induzido pelo conjunto de vértices { m } é um cami-
nho P! e o subgrafo induzido pela aresta { j,1} ¢ um caminho
P2,

. J

Num caminho vy, ..., Uy, dizemos que os vértices v; e Uy sdo os
seus extremos e dizemos que os vértices v;, 1 < i < k, sdo os seus
vertices internos.

Definicao 1.4: circuito em G

Um circuito C C G é um passeio
C =,V ..., U (k=3)

em G tal que v; # vj, sempre que i # J, ou seja, vértices ndo
sdo repetidos exceto nos extremos do passeio.
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Figura 1.3: caminho.

Figura 1.4: exemplos de caminhos em
um grafo.
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Exemplo 1.5: o grafo caminho e o grafo circuito

O grafo (V, E) dado por

V={1,..,k}
E={{i,i+1}:1<i<k-1}

para algum k > 1, é um caminho com k vértices (e k — 1
arestas).

Analogamente, o grafo (V, E) dado por

V=A{1,..,k}
E={{i,i+1}: 1<i<k-1}u{{k1}},

para algum k > 3, é um circuito com k vértices (e k arestas).

Um circuito com quatro vértices é representado pelo diagrama da
Figura 1.5.

O numero de arestas (e, portanto, o nimero de vértices) em um
circuito é o comprimento desse circuito e denotamos um circuito
de comprimento k por C¥. Por exemplo, o grafo G definido a partir
da Figura 1.4; nele temos que C* = G[{b,d,e,g}] é um circuito,
bem como o subgrafo C> = (V,E) dado por V = {a,b,d,e,g} e
E ={{a,b},{b,e},{e,g},{g,d},{d,a}} Também é um circuito o

subgrafo induzido pelas arestas cuja cor seja ou azul ou vermelha.

Denotamos por §(G) o menor grau de um vértice de G, isto é,
8(G) = min d
(G) Ug%ncw)
chamado grau minimo de G.

Proposicao 1.1

Todo grafo G contém um caminho de comprimento pelo menos

d(G) e, se 8(G) > 2, contém um circuito de comprimento pelo
menos 6(G) + 1.

Demonstragao. Dado um grafo G, vamos exibir um caminho com pelo
menos 6(G) arestas e um circuito com pelo menos §(G) + 1 arestas
nos casos em que 8(G) > 2.

Seja P = xg, X1, ... , X} um caminho de comprimento maximo em G.

De P ter comprimento maximo em G temos que Ng(xq) & V(P), caso

Xo X1 X Xm Xk-1 Xk
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Figura 1.6: se P = X, ..., Xy é de
comprimento maximo em G entdo

seus extremos devem ter a vizinhanca
em V(P).



contrario, haveria caminho mais longo que P em G. Logo, [Ng(xy)| <
|[V(P)| — 1 e, como |Ng(xg)| = 6(G) e |[E(P)| = |V(P)| — 1, segue que
|[E(P)| > 6(G), isto é, P é um caminho de comprimento pelo menos
5(G).

Agora, tratando o caso de circuito, vamos supor que §(G) > 2. Se
o grau minimo é pelo menos dois, entdo o vértice X tem um vizinho
em P diferente de x; e assim esta bem definido o nimero

m:= max{j 6{2,...,k}: Xj ENG(X())},

que é o maior indice em {2, ..., k } de um vértice vizinho de x, em P.

Basta notarmos que o circuito Xg, X1, ... , X;;, Xo tem comprimento
m+1 e que Ng(xg) C {x1,%3, ..., X, }, logom > | Ng(xp) |, portanto,

m 2 |Ng(xo)| = 6(G).

Portanto, m + 1 > § + 1, ou seja, o circuito C tem comprimento pelo
menos 6(G) + 1. O

Distancia

Uma consequéncia importante da definicdo de caminho num grafo é
que, com ela, temos uma definicao de distancia entre vértices do grafo,
definida pelo caminho mais curto. Vamos formalizar essa definicéo.

O comprimento de um caminho P é nimero de arestas no caminho.

Um caminho com n vértices tem n— 1 arestas, portanto, comprimento
n—1.

Definicao 1.5: distancia em G

Em um grafo G = (V,E), a distancia entre dois vértices
quaisquer u, v € V, denotada por distg(u, v), é definida como
o comprimento do menor caminho P com extremos u e v,
quando existe algum caminho

distg(u,v) = min{ G D P¥ caminho com extremos u, v }
kez,
Se u e v ndo sdo extremos de algum caminho em G, entdo
convencionamos
distg(u, v) = co.

Convencionamos, como é usual, que oo satisfaz
n+oco=00 e n<oo,

paratodon € N.

No Exemplo 1.4, temos distg(a, j) = oo, distg(a, b) = 1, distg(a,i) =

3, distG(m, ]) = 0.

1 Fundamentos
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Definic¢io 1.6: grafo conexo

Um grafo G é conexo se para todos u,v € V(G) vale que

distg(u, v) < oo.

Dados vértices u,v € V(G), dizemos que v alcan¢a u em G se,
e somente se, existe um caminho com extremos # e v em G. Assim,
“alcanca” é uma relagdo de equivaléncia em V(G).

As classes de equivaléncia dessa relagio sdo os subconjuntos dos
vértices alcancaveis entre si, chamadas de componentes conexas do
grafo. Equivalentemente, um grafo é conexo se e somente se tem uma
unica classe de equivaléncia pela relagdo “alcanca”.

Proposicao 1.2: (V(G), distg) é espaco métrico

A fungio distg : V(G) X V(G) — N é uma métrica em V(G)
pois satisfaz

1 distg(u, v) = distg(v, u) > 0 para todos u, v € V(G);
2 distg(v, u) = 0 se e somente se u = v;
3 adesigualdade triangular

distg(u, w) < distg(u, v) + distg(v, w) (1.6)

para quaisquer u, v, w € V(G).

Proposicao 1.3

Se (V,E) é conexo entdo (V, E \ {e}) é conexo para toda aresta
e que pertence a algum circuito de G.

J

Demonstragdo. Seja G um grafo conexo e e uma aresta de algum cir-
cuito C C G. Consideremos dois vértices quaisquer u, v € Ve Pum
caminho U = Uy, Uy, ... , U, = Uem G com extremos U e v.

Se e ¢ E(P) entdo P é um caminho em (V, E \ {e}).

Se e € E(P), entdo e = {u;,u;,1} para algum i e a sequéncia
Uy, oo, Uiy, C—€,Uj 4y, ... , Uy, é um passeio em (V, E\{e}) que contém
os vértices u e v. Logo (V, E \ {e}) é conexo. O

1.4 Outras nocoes de grafos

Em algumas situacdes precisamos de um modelo para um problema
a ser resolvido e esse modelo seria um grafo se desconsiderassemos
algumas peculiaridades da situacdo. Por exemplo, um mapa rodoviario
pode ser modelado definindo-se um vértice para cada cidade e duas
cidades formam uma aresta no grafo (modelo) se existe rodovia ligando
as cidades correspondentes aos vértices. Normalmente, distancia é um
parametro importante nesses mapas e assim as arestas devem ter um

1 Fundamentos
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1 Fundamentos 8

comprimento associado a elas, entretanto, “comprimento de aresta”
néo faz parte da definicdo de um grafo. Num outro exemplo, se estamos
interessados em rotas de trafego dentro de uma cidade podemos definir
um vértice por esquina e duas esquinas consecutivas numa mesma rua
formam uma aresta. Nesse caso, as ruas tém sentido (méo e contraméo)
e as arestas também deveriam ter mas, novamente, essa caracteristica
néo faz parte da definicdo de grafos. Esses problemas e muitos outros
podem ser modelados com “outros tipos” de grafos. Alguns desses
outros tipos sao

P grafo com pesos nas arestas é definido por um tripla (V, E, p)
de modo que (V,E) é um grafo e p: E — R é uma funcao que
assume valores em R; usualmente R C R;

P grafo orientado tém orientacdo nas arestas, de modo que as
arestas, ou arcos, agora sdo pares ordenados. Um grafo orien-
tado fica definido por um par (V, E) com E C V X V sendo uma
relacdo irreflexiva e assimétrica;

P grafo dirigido ou digrafo é dado por um par (V,E) onde
ECVxV\{{,v)veV}

p multigrafo é dado por um conjunto V de multigrafo vértices,
um conjunto E de arestas e uma funcio de E em (12/) que diz
quem sdo os extremos de cada aresta; nesse caso podemos ter
mais de uma aresta com os mesmos extremos.

u ima, u -
Em cada um dos casos acima, podemos tomar o grafo naturalmente de
nido por essas estruturas, chamado grafo subjacente. Outros tipos
finid trut hamad b te. Outros t
podem ser derivados combinando esses tipos de grafos, por exemplo,
grafo dirigido com pesos nas arestas. Um exemplo de diagrama de
grafo orientado com pesos nas arestas é dado na figura abaixo. Usamos

D
10
B
5 11
10 3
P -< 10 C
4 9 4
10
M L

Figura 1.7: exemplo de grafo orien-
tado.

a c
@—>® para representar a aresta orientada (a, ¢).

Exercicios

Exercicio 1. Demonstre que em todo grafo o numero de vértices com
grau impar ¢é par.



Exercicio 2. Um quimico deseja embarcar os produtos P, Q,R, S, T, 0, X
usando o menor nimero de caixas. Alguns produtos ndo podem ser
colocados numa mesma caixa porque reagem. Os produtos P, Q, R, X
reagem entre si; P reage com O e com S e vice-versa; T também re-
age com O e com S e vice-versa. Descreva o grafo que modela essa
situacdo, mostre um diagrama desse grafo e use-o para descobrir o
menor numero de caixas necessarias para embarcar os produtos com

seguranca.

Exercicio 3. Adaltina esperava as amigas Brandelina, Clodina, Dejaina
e Edina para um lanche em sua casa. Enquanto esperava preparou os
lanches: Bauru, Misto quente, Misto frio e X-salada. Brandelina gosta
de Misto frio e de X-salada; Clodina de Bauru e X-salada; Dejaina gosta
de Misto quente e Misto frio; Edina gosta de de Bauru e Misto quente.
Descreva o grafo que modela essa situagido, mostre um diagrama desse
grafo e use-o para descobrir se é possivel que cada amiga de Adaltina
tenha o lanche que gosta. Se possivel, determine o niimero de solugdes.

Exercicio 4. Defina todos os grafos sobre o conjunto de vértices {1, 2, 3, 4}
e tamanho 6.

Exercicio 5. Para todo n € N, qual é o nimero maximo de arestas que
pode ter um grafo com n vértices?

Exercicio 6. O complemento de um grafo G, denotado por G, é o
grafo que tem o mesmo conjunto de vértices de G e dois vértices
formam uma aresta em G® se e somente se ndo formam uma aresta

de G:

V(GYH = V(0G),
(V(G)

E(GY = 5

) \ E(G) = {{u, v} C V(G) : {u,v} & E(G)}.

Dé o complemento dos seguintes grafos
(i) G dado por

V(G)
E(G)

{1,2,3,4,5},

(if) H dado por

V(H)
E(H)

{1,2,3,4,5,6,7},
{1,2},{1,3},{2,4},{2,5}.{3,6},{3, 7}}.

(iii) B dado por

v(B) = f{a,b,c1,2,3},
E(B)

Exercicio 7. Se definirmos a unido dos grafos G e H por GuH :=
(V(G)U V(H),E(G) U E(H)), a unido G U H é um grafo?

{{a,1}.{a,2}.{a, 3}, {b, 1}, {b, 2}, {b, 3}, {c, 1}, {c, 2}, {c, 3}}.

1 Fundamentos
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Exercicio 8. Se definirmos intersec¢do dos grafos G e H por GnH :=
(V(G) NV(H),E(G) N E(H)), a interseccdo G N H é um grafo?

Exercicio 9. Um grafo é chamado de completo sobre V se todo par
de vértices de V é uma aresta do grafo, ou seja E = (12/) Um grafo
completo com 7 vértices é denotado por K™. Prove que para qualquer
grafo G vale que G U G® = K.

Exercicio 10. Considere o caso geral do exercicio 2: Um quimico deseja
embarcar os produtos py, p,, ... , Py usando o menor nimero de caixas.
Alguns produtos ndo podem ser colocados numa mesma caixa porque
reagem e o quimico conhece uma listagem com m pares de produtos
que reagem. Seja G o grafo que modela esse problema, onde vértices
sdo produtos e arestas os pares que reagem. Denotemos por x(G) o
numero de minimo de caixas de modo que seja possivel encaixotar os
produtos com seguranca. Prove que

1 1
< = —.
)((G)_2+\/2m+4

(Dica: em uma distribui¢do minima de caixas, a cada duas caixas,
precisa existir pelo menos um produto em uma caixa reagindo com
um produto da outra caixa. Assim podemos garantir um nimero
minimo m de arestas para o grafo.)

Exercicio 11. Vimos que §(G) denota o grau minimo de G. Analoga-
mente, definimos A(G), o grau maximo de G, por

A(G) = d
(6) = max da(v)
e definimos d(G), o grau médio de G, por

1
d(G) = V] ve;@ dg(v)

para todo G com pelo menos 1 vértice, caso contrario d(G) := 0.
Demonstre que 6(G) < d(G) < A(G) para todo grafo G.

Exercicio 12. Decida se pode existir um grafo G com vértices que
tém graus 2, 3, 3,4, 4, 5, respectivamente. E graus 2, 3,4,4,5? Se sim,
descreva-os.

Exercicio 13. Seja G um grafo com 14 vértices e 25 arestas. Se todo
vértice de G tem grau 3 ou 5, quantos vértices de grau 3 o grafo G
possui?

Exercicio 14. Chico e sua esposa foram a uma festa com trés outros
casais. No encontro deles houveram varios apertos de mao. Ninguém
apertou a propria mio ou a mio da(o) esposa(o), e ninguém apertou
a mao da mesma pessoa mais que uma vez. Apos os cumprimentos
Chico perguntou para todos, inclusive para a esposa, quantas mios
cada um apertou e recebeu de cada pessoa uma resposta diferente.
Quantas méos Chico apertou?

1 Fundamentos
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Exercicio 15. Prove que existem pelo menos dois vértices com o mesmo
grau em todo grafo de ordem maior ou igual a dois.

Exercicio 16. Para um nimero natural r, um grafo é r-regular se todos
os vértices tém grau r. Para um grafo r-regular com n vértices e m
arestas, expresse m em funcédo de n e r. Dé exemplo de um grafo
3-regular que nio é completo.

Exercicio 17. Demonstre que em todo grafo G com 6(G) > 0 e |E(G)| <
|V (G)| existem pelo menos dois vértices de grau 1.

Exercicio 18. Quantos subgrafos tem o grafo ({1, 2,3,4,5,6}{{1, 2}})?

Exercicio 19. Quantos subgrafos completos tem o grafo completo de
ordem n?

Exercicio 20. Sejam G um grafo e M C E(G). Tome o subconjunto
U= U e
eeM
de vértices de G. Prove ou dé um contraexemplo para G[U| = G[M].
Exercicio 21. Descubra um subgrafo induzido de

V(G)
E(G)

{1,2,3,4,5,6,7,8} e

que seja 1-regular e tenha o maior ntimero possivel de arestas. (Qual
a relacdo com a resolucéo do exercicio 3?)

Exercicio 22. Mostre que em qualquer coloracdo das arestas do grafo
K® com as cores preta e branca vale: ou K® contém um k> com todas
as arestas pretas ou K5 contém um k3 com todas as arestas brancas.

Exercicio 23. Dados um grafo G e U C V(G), dizemos que U é um
conjunto independente, ou conjunto estavel, em G se E(G[U]) =,
ou seja, ndo ha par de vértices adjacentes ambos pertencentes a U.

Denotamos por a(G) a cardinalidade do maior conjunto indepen-
dente em G,

a(G) = max{ |A|: A C V(G) é um conjunto independente }

Demonstre que se d(G) > a(G) entdo G contém tridngulo.

Exercicio 24. Dados um grafo G e U C V(G), dizemos que U é um
cliqgue em G se G[U] é completo.

Denotamos por w(G) a cardinalidade do maior clique em G
w(G) = max{|A|: A C V(G) é um clique }.

Demonstre que w(G) = a(GP).

Exercicio 25. Demonstre que as desigualdades abaixo valem para todo

grafo G

{{1,2},{1,3},{2, 3}, {2, 5},{3,6},{8, 5}, {8, 6},{5, 6}, {3, 4}, {5, 7}
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(i) a(G) = [V(G)/(AG) + 1)
(i) «(G) < |E(@)I/8(G), se 8(G) # 0;
(iii) w(G) < A(G) + 1.

Exercicio 26. Suponha H C G. Prove ou refute as desigualdades:

(i) a(H) < a(G); (i) w(G) < w(H);
(i) a(G) < a(H); (iv) w(H) £ w(G).

Exercicio 27. E verdade que todo grafo com pelo menos trés vértices,
exatamente dois vértices de grau 1 e os demais vértices com grau 2 é
um caminho?

Exercicio 28. Escreva um algoritmo que recebe uma grafo G e decide
se G é um caminho. Determine a complexidade do algoritmo.

Exercicio 29. Sejam P = uq, Uy, ... , Ui e Q = Uy, U, ..., Up duas sequén-
cias de vértices de um grafo. Definimos a concatenagdo dessas sequén-
cias como a sequéncia dos vértices de P seguidos dos vértices de Q, de-
notada P, Q = uy, Uy, ... , Uy, U, Uy, ..., Up. Supondo que P e Q sejam
caminhos no grafo, sob que condi¢des a sequéncia P, Q é caminho?

Exercicio 30. Prove que se Uy, U,, ..., Uy € um passeio em G entdo exis-
tem indices iy, i, ..., i; tais que a subsequéncia uy, U, Uj,, ... , U;,, Ui
¢ um caminho em G. Também, prove que se Uy, Uy, ..., Ux_1, Ui € um
passeio distinto do anterior, entdo G contém circuito.

Exercicio 31. Prove a desigualdade triangular (equacéo (1.6)).

Exercicio 32. Mostre que a relacio e ~ f em E(G) dada pore = f
ou existe um circuito C C G tal que e e f pertencem a E(C) é uma
relacdo de equivaléncia.

Exercicio 33. Seja k um numero natural. O k-cubo é o grafo cujo
conjunto de vértices sdo as sequéncias binarias de k bits e dois vértices
sdo adjacentes se e somente se as k-tuplas correspondentes diferem
exatamente em uma posi¢do. Determine o nimero de vértices e de
arestas do k-cubo. Determine os pardmetros « (conjunto independente
maximo) e w (clique maximo) do k-cubo.

101 ——— 111
/ /
001 011
100 110
/ /
000 —————010
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Exercicio 34. Definimos o diametro do grafo G como a maior distancia
entre dois vértices quaisquer de G, ou seja

diam(G) = max distg(u,v).
( ) u,veV(G) G( )
Naturalmente, diam(G) = oo se existirem dois vértices no grafo G
que nao sao extremos de um caminho.

Determine o diAmetro do k-cubo.

Exercicio 35. Definimos a cintura do grafo G como o comprimento
do menor circuito contido em G, ou seja

cin(G) = min{|E(C)| . existe um circuito C C G},

quando existe um circuito, caso contréario convencionamos que cin(G) =
00.

Determine a cintura do k-cubo.

Exercicio 36. Seja k um numero natural. O grafo de Fibonacci F, é o
grafo cujo conjunto de vértices sdo as sequéncias binarias de tamanho
k sem ocorréncias de 1 consecutivos; dois vértices sdo adjacentes se e
somente se as k-tuplas correspondentes diferem exatamente em uma
posicao.

Desenhe um diagrama do F.

Determine o ndmero de vértices, arestas, o diAmetro e a cintura do
F;.. Determine os parametros a (conjunto independente maximo) e w
(clique maximo) do grafo Fj.

Exercicio 37. Seja G um grafo conexo. Mostre que se existem w €
V(G)e{u,v} € E(G) tais que dist(w, u) = dist(w, v) entdo cin(G) <
dist(w, u) + dist(w, v) + 1.

Exercicio 38. Seja p um niimero primo e tome V ={0,1,...,p—1}.
Defina o grafo 3-regular G = (AUB,E) com A = V X{a}eB =
V X {b}, ou seja, o que queremos é que A e B sejam duas copias
disjuntas de V.

Cada vértice (x, a) € A é adjacente aos vértices (x,b), (x + 1,b) e
(x+y,b)de Bonde y # 0,1 ¢ fixo e a soma ¢ feita mddulo p.

Demonstre que qualquer subgrafo induzido de G de ordem p + 1
contém um caminho de comprimento 2 quandoy = 2,(p+1)/2,p—1.
O mesmo vale para qualquer y # 0,1 de V?

1 Fundamentos
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Representacao

2.1 Isomorfismo

Dois grafos sdo isomorfos quando tém exatamente a mesma estrutura
de conexdes, embora seus vértices possam estar nomeados de maneiras
diferentes. Ou seja, quando ha uma relagéo 1-1 entre seus vértices que
preserva a relacdo de adjacéncia. A definicdo forma é a seguinte.

Definicao 2.1: grafos isomorfos

Dizemos que os grafos G e H sdo isomorfos se existe uma
funcéo bijetora
f:V(G) - V(H) (2.1)

tal que
{u,v} € E(G) se e somente se {f(u),f(v)} € E(H)

para todos u, v € V(G). Nesse caso, escrevemos G ~ H.

J

Grafos isomorfos diferem apenas na maneira como sua estrutura é
representada, ndo na estrutura propriamente dita.

Uma funcéo f como (2.1) acima é chamada de isomorfismo e, por
abuso de notacéo, escrevemos

f:G->H

para um isomorfismo como definido acima.

Por exemplo, sdo (trivialmente) isomorfos os grafos definidos pelas

representacgoes:

N LN
(&) © ©
e um isomorfismo ¢ a funcéo f dada por

fl@=1,f(b) =2, f(c) =3e f(d) =4

Observe que ha outros isomorfismos possiveis.

Notemos que quaisquer dois grafos completos G e H com n vérti-
ces sdo isomorfos. Mais que isso, entre grafos completos, qualquer
uma das n! bijecdes entre V(G) e V(H) define um isomorfismo entre
eles. Nesse caso, dizemos que o grafo completo é inico a menos de
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isomorfismos. Ingenuamente, isso quer dizer que o grafo é Gnico a
menos dos nomes dados aos vértices. Esse fato justifica usarmos a
mesma notagdo para todos eles: K" para os grafos completos com n

vértices.

Ha oito grafos distintos sobre o conjunto de vértices {1,2,3},
eles estdo descritos nas representacdes da Figura 2.1 abaixo.

1 1 1
2 3 2 3 2 3
1 1 1
»A ) \ / )
2 3 2 3 2 3
1 1
L] L]
*—=0 ® ® Figura 2.1: grafos distintos de ordem
2 3 2 3 3.
Exemplo 2.2

Dentre os 8 grafos distintos do exemplo anterior, ha apenas 4
grafos néo-isomorfos com trés vértices, representados pelos
diagramas da Figura 2.2, sem roétulos noas vértices (porque
aqui ndo importa). Nesse caso dizemos que

a menos de isomorfismos

ha 4 grafos de ordem 3.

Figura 2.2: os 4 “tipos de grafos” ndo-
-isomorfos de ordem 3. A cores dife-
® o e ° renciam “os grafos”.

Exemplo 2.3: Grafo de Petersen

Os grafos representados na Figura 2.3 sdo isomorfos pelo iso-
morfismo na Tabela 2.1. Qualquer grafo isomorfo a eles é cha-
mado de Grafo de Petersen, é um dos grafos mais conhecidos


http://en.wikipedia.org/wiki/Petersen_graph
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na teoria dos grafos e tem a seguinte estrutura de adjacéncias

A sua fama se deve ao fato dele ser o menor exemplo ou o
menor contraexemplo para muitos problemas em grafos. Julio
Petersen (1839-1910) foi um matemaético dinamarqués que
por volta de 1898 construiu o grafo que leva seu nome como
o menor contraexemplo para afirmacio: todo grafo conexo
sem ponte admite uma 3-coloracdo propria das arestas.
Voltaremos a essa afirmagio quando tivermos conhecimento
dos termos técnicos que ela contém. O grafo de Petersen é
retratado nas capas de varios periddicos cientificos e livros
sobre teoria dos grafos e matematica discreta.

Figura 2.3: grafos isomorfos (grafo de

Petersen).
v | f) || v | f)
Nao isomorfismo a, | ¢c3 by | c4
a | dy by | d;
Nenhum par dentre os grafos G, H e K representados na Figura 2.4 a, | co by | cs
sdo isomorfos. a | o by | d;
Temos que G néo é isomorfo a H porque G nio tem um vértice de as | ¢ b, | dy

grau quatro enquanto que o vértice 5 em H tem grau quatro, portanto Tabela 2.1: isomorfismo entre os gra-
nio ha como haver uma bijecdo entre os vértices desse grafo que  fos da Figura 2.3.
preserve as adjacéncias.

Pelo mesmo motivo H nio é isomorfo a K.

Agora, G néo é isomorfo a K porque caso existisse um isomorfismo
f: G — Kentdo f(1) = 4 e f(2) = 5, portanto, a imagem por f do
conjunto {2,3,6} C V(G) é, obrigatoriamente, o conjunto {4,5,6} C
V(K) o que é contradi¢do pois {2,3,5} em G induz um tridngulo e
f({2,3,5}) em K néo induz tridngulo (veja o Exercicio 43 abaixo).



1
2 2 1
G: 6 H: 6
3 3
5 4 5 4
2
K: 6
3
5 4
1

2.2 Representacdes computacionais

Em problemas computacionais envolvendo grafos, é conveniente su-
por que o conjunto de vértices é

V=[n={12..,n}

Essa convencédo néo restringe a classe de grafos que podemos conside-
rar, pois a escolha dos nomes dos vértices é irrelevante quando estamos
interessados em propriedades que dependem apenas da estrutura do

grafo.

Essa observacgio é especialmente importante do ponto de vista
computacional. Uma vez que estamos interessados em proprieda-
des invariantes por isomorfismo, podemos substituir qualquer grafo
por um representante isomorfo cujos vértices sejam numerados de
1 a n. Com isso facilitamos o acesso as informac¢des usando estrutu-
ras de dados indexadas disponiveis nas linguagens de programacio
estruturadas.

Dado um grafo G = (V, E), podemos substituir sua representacio
por uma representagio isomorfa na qual os vértices sdo inteiros. Mais
precisamente, se |V| = n, escolnemos uma bije¢io f : V — [n]e
definimos o grafo G’ = ([n], E’), onde

E’ ={{f(u),f(v)}: {M,U} EE}'

A funcéo f é, por construcdo, um isomorfismo entre G e G'.

Para os problemas computacionais considerados nesta disciplina,
essa substituicdo nao altera o problema: as propriedades de interesse
sdo invariantes por isomorfismo. Portanto, se G é a entrada de um
problema, podemos primeiro construir sua copia isomorfa G’ e execu-
tar o algoritmo sobre G’. Uma vez obtida a solugéo para G', podemos
transporta-la de volta para G usando o isomorfismo f~L.
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Por exemplo, se o algoritmo produz um caminho (vy, Uy, ..., Ug) em
G’, entio (f~H(vy), f~1(vy), ..., f~1(vk)) é 0 caminho correspondente
em G. O mesmo principio se aplica a arvores, ciclos, conjuntos de
arestas, fluxos e outras estruturas produzidas pelos algoritmos.

Na implementacdo, a bijecdo f e sua inversa podem ser mantidas
por estruturas de dados que associem os rétulos originais aos inteiros
1, ..., n. Por exemplo, uma tabela de espalhamento (hash table) per-
mite, em geral, realizar essas consultas em tempo esperado constante,
enquanto uma arvore binaria de busca permite realiza-las em tempo
logaritmico quando balanceada. Nao trataremos dos detalhes dessa
conversao.

Essa convencéo é apenas uma escolha de representacdo. Ela ndo
restringe os grafos considerados, pois todo grafo com n vértices é
isomorfo a um grafo com esse conjunto de vértices.

No que segue, sempre que tratamos problemas computacionais
sobre grafos estamos assumindo que os grafos séo definidos sobre o
conjunto de vértices [n] ={1,2,...,n}, para algumn € N.

2.2.1 Matriz de adjacéncia de G

A matriz de adjacéncia de G = (V, E) é a matriz |V| X |V| denotada
por Ag, ou A simplesmente, definida por

1, sef{i,j} € E(G)

0, caso contrario.

A(l’ J) =

Para o grafo G representado na Figura 2.4, a matriz de adjacéncia é

01 0 O0O0PO
1 01 010
A= 01 0110
0 01 001
011001
|0 0 01 1 0]

2.2.2 Lista de adjacénciade G

Outro modo, menos 6bvio, usa o conceito de lista ligada, ou lista
encadeada. Uma lista ligada é uma colecéo de elementos com uma
ordem dada pelas “ligacdes” chamadas ponteiros. Cada elemento
dessa colecao, chamado nd, tem uma informagéo e uma referéncia
para o proximo elemento. Na Figura 2.6 abaixo representamos num
diagrama uma lista ligada para o conjunto { 12,37,99 }. A ideia agora

(i2]o}—{5[e}—{1]+]

€ usar uma lista para a vizinhanca de cada vértice de um grafo.

2 Representacdo
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Lista de adjacéncia é um vetor N| | de listas ligadas. A lista N[i]
contém os vizinhos do vértice i e cada n6 dessa lista é composto por
uma variavel que armazena um vértice e um ponteiro que aponta para
o proximo noé da lista.

A representacgio de uma grafo por lista de adjacéncia néo é tnica,
pois qualquer permutacdo dos nds em N[i] define uma lista valida.
Uma lista de adjacéncia para o grafo G representado na Figura 2.4 é
representada na Figura 2.6.

1 je{2]e]

2 (3| e —{1]ej (5[ e]——m
3 2] ef 5[ ef—{4][e}—m
4

5 2] {3][ej (6] e]——m
6

2.3 Complexidade de algoritmos em grafos

A expressido que estabelece a complexidade de um algoritmo é usu-
almente escrita, notacédo assinto6tica, como func¢io do tamanho da
entrada, isto é, o tamanho da representacio de uma entrada para o
algoritmo.

Se um algoritmo recebe um grafo (V, E) como entrada, e nada
mais, entdo o paradmetro “tamanho da entrada” é o tamanho da
representacdo do grafo. No caso de matriz de adjacéncia é razoavel
admitirmos que o tamanho da representacio ¢ |V|?; no caso de lista
de adjacéncia, que é |V| + |E|.

Neste texto entendemos por tempo de execucdo do algoritmo a
complexidade de tempo no pior caso, isto é, uma estimativa para
o numero maximo, dentre todas as entradas do mesmo tamanho, de
instrucdes executadas e que é expressa em funcido do tamanho n da
representacdo, tipicamente por meio de uma cota assintética para
T(n):

T(n) = max{T(I) : I tem representacio de tamanho n}

onde T(I) denota o nimero de instrugdes executadas pelo algoritmo
com entrada I.

Exemplo 2.4

Sejam A e B dois algoritmos distintos que resolvem o mesmo
problema sobre um grafo G = (V, E). O algoritmo A usa, no
pior caso, exatos |V|2 passos para executar a tarefa e o algo-
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Figura 2.6: Lista de adjacéncia do
grafo G na Figura 2.4.


http://en.wikipedia.org/wiki/O_notation

ritmo B usa exatos (|V| + |E|)|log |E|| passos no pior caso.
Para grafos com |V|?/4 arestas o primeiro algoritmo é sem-
pre melhor enquanto que para grafos com 1.000|V| arestas o
segundo algoritmo é assintoticamente melhor (melhor para
todo grafo com |V| > 16.645 vértices; o primeiro é melhor
para |V| < 16.644).

\. J

Definic¢iao 2.2: notacao O

Sejam f e g duas funcdes definidas nos naturais e que assumem

valores naturais (ou, reais positivos), entdo
f(n) = O(g(n)), para n suficientemente grande

significa que existem constantes positivas c e n tais que para
todo n > ng vale

f(n) <c-gn).

J

Vejamos a complexidade de alguns algoritmos que executam tarefas
simples comparando cada uma das representagdes dadas acima para
um grafo fixo G = (V, E)

’ Tarefa ‘ Matriz de adjacéncia ‘ Lista de adjacéncia ‘
{i,j} € E? 0(1) O(1 + min{d(i), d(j)}) = O(|V])
Computar d(i) o(d(@)) = o(Vv)) o(v)

Escrever E o(|V|?) O(|E))
Inserir {i, j} 0o(1) 0(1)
Remover {i, j} 0(1) o(d@) + d(j)) = o(|vV)]

Um algoritmo em grafo é de complexidade de tempo polinomial
se o tempo de execugdo no pior caso é expressa por uma funcéo
polinomial no tamanho da representacio. E importante notar que
“ter complexidade polinomial” é independente da representacdo do
grafo ser por matriz ou lista de adjacéncia pois essas representacdes
sdo polinomialmente relacionadas (isto é, uma pode ser obtida da
outra por algoritmo de tempo polinomial). Ademais, entendemos por
algoritmo eficiente um algoritmo com complexidade polinomial.

Notacao assintotica

As estimativas para o custo de um algoritmo sdo expressas usando
notacdo assintoética. A andlise assintotica foca no comportamento
do algoritmo para entradas “suficientemente grandes” e simplifica
a expressio da complexidade de tempo ao ignorar constantes mul-
tiplicativas e termos aditivos de ordem inferior, uma vez que essas
diferencas néo alteram a ordem de grandeza do crescimento da funcéo.
A andlise assintotica permite uma avalia¢do de desempenho repre-
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sentativa, independente de tecnologia ou detalhes de implementacio,
tornando mais simples a comparacéo direta entre algoritmos.

Sejam f, g: N — N com g(n) > 0 para todo n suficientemente
grande. Dizemos que f é assintoticamente muito menor que g e

escrevemos
f(n) = o(g(n)) quando n —» o (2.2)
se, e so se,
lim f_(n) =0
n—oo g(1)

Por exemplo,

1. 1 = o(log(log(n))).
2. log(log(n)) = o(log(n)).
3. log(n) = o(n®) para todo € > 0.
4. n* = o(n) para quaisquer 0 <e <1 <c.
5. n° = o(n'°8™) para todo 1 < c.
6. n'°8" = o(exp(n)).
7. exp(n) = o(n").
8. n"" = o(exp(exp(n))).
Também usamos a notagio f < g o que nos permite escrever, a partir
do exemplo acima, a sequéncia monoétona

1 < log(log(n)) < log(n) < n® < n® < n8" < e" < n"* <« e,
Dizemos que f assintoticamente menor que g se
f(n) = O(g(n)). (2.3)

Na defini¢des dadas nas equagdes (2.2) e (2.3) o simbolo “="néo é a
igualdade no sentido usual, ¢ um abuso da notacio que permitimos em
troca de algumas conveniéncias. Temos que n = O(n?) e n?+2n+1 =
O(n?) mas n # n? + 2n + 1. Quando usamos essas definicdes.

Proposicao 2.1

Se f(n) = o(g(n)) entao f(n) = 0(g(n)).

A prova é imediata da defini¢do de limite. A reciproca da Proposi-
¢io 2.1 ndo vale, como pode ser visto tomando-se f(n) = g(n) = n2.

Proposicao 2.2

Se fi(n) = O(g1(n)) e fr(n) = O(g,(n)) entdo

L fi(n) + fo(n) = O(max{ g,(n), g2(n) }).
2. i(n) - o(n) = 0(g1(n) - g2(n)).
3. a- fi(n) = 0(g,(n)) para toda constante a € R.

& J

Demonstragao. Vamos provar o item 1. Digamos que fi(n) < ¢;8,(n)
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para todo n > n; e que f,(n) < c,8,(n) para todo n > n,, onde

ny, N,,C;, C, sdo as constantes dadas pela definicdo de notacédo O.
Entao

fin) + f,(n) < max{c;, ¢; }(g1(n) + g2(n)) com ¢ = max{cy, ¢, }
< o(2 - max{g,(n), g;(n)})

para todo n > max{ n, n, }, o que prova a afirmacao.

As outras propriedades sdo deduzidas de modo analogo e sdo dei-
xadas como exercicio. O

E preciso observamos alguns cuidados com o teorema acima. Para
inteiros positivos 1 e k nio vale que 1¥ + 2% 4+ ... 4+ (n — 1)k 4+ 1k =
O(max{ 1%, 2%, ..., (n — 1)%,n*}) = O(n*). O problema aqui é que o
maximo sé pode ser tomado sobre um nimero de termos que nio
dependa de n. De fato, temos que 1¥ + --- + n* = O(n**!) e que
1% + ... + 1k £ 0(nk).

Fica como exercicio a verifica¢do do seguinte resultado.

Proposicao 2.3: transitividade

Se f(n) = O(g(n)) e g(n) = O(h(n)) entéo f(n) = O(h(n)).

Mais alguns exemplos sdo dados a seguir.

1. an® + bn + ¢ = O(n?) para toda constante a > 0.
Primeiro, observamos que, para n suficientemente grande, |an®+
bn + c| < |a|n?® + |b|n + |c| e agora usamos a Proposicio 2.2
em cada operando das somas, de an? = O(n?), |bjn = O(n) e
|c| = O(1) temos an? + |b|n + |c| = O(max{ n?, n,1}) = O(n?).
Analogamente, para todo k € N

k
> aint = 0(n*).
i=0

2. nlog(n!) = O(n?log n).
Primeiro, temos n = O(n). Depois, n! = H?Zli < H';:l n=
n". Como log é crescente log(n!) < log(n") = nlog(n), por-
tanto log(n!) = O(nlog(n)). Pela Proposi¢io 2.2 nlog(n!) =
O(n?log n).

3. Para toda constante a > 1, log (n) = O(log(n)). De fato,

1
loga

log (n) = logn
porém ﬁ = 0O(1) e logn = O(logn) e pela Proposi¢ao 2.2
log, () = O(log(n).

Um algoritmo eficiente com respeito ao tempo de execugio é um
algoritmo que nas instancias de tamanho n tem tempo de execucéo
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O(n*) para algum inteiro positivo k fixo.

Convencdes de uso da notacao assintotica

Ao usar notacdo assintotica nds desconsideramos os coeficientes,
por exemplo, usamos O(n?) ao invés de O(3n?) e O(1) ao invés
de 0(1024) ainda que, como classes de funcdes, O(n?) = O(3n?)
e O(1) = 0(1024).

Escrevemos no argumento de O(-) somente o termo mais signifi-
cativo, por exemplo, usamos O(n?) ao invés de O(2n* + 5nlogn +
4). Nesse caso, da Proposigdo 2.2 vale que 2n? + Snlogn + 4 =
O(max{n? nlogn,1}) = O(n?).

Quando notacéo assintética aparece em equacdes, na forma “ex-
pressdo 1 = expressdo 2” onde “expressdo” sdo expressdes algébricas
que envolvem notagdo assintdtica, os termos assintéticos em "expres—
sdo 1”7 sdo quantificados universalmente, enquanto que os termos
assintoticos em “expressdo 2” sdo quantificados existencialmente. Por
exemplo, em n® + O(n?) = O(n®) + n? + n entendemos como: existe
um ny > 0 tal que para todo n > ng
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para todo f(n) em O(n?), existe g(n) em O(n?) tal que n3+f(n) = g(n)+n>+n.

Notacao (2 e ©

A notagio Q adaptada por Donald Knuth da notacéo introduzida por
outros matematicos é definida por

f(n) = Q(g(n)) se e somente se g(n) = O(f(n)).

Escrevemos f(n) = ©(g(n)) se e somente se f(n) = 0(g(n)) e g(n) =
O(f(n)).

PXNP

Atualmente ndo sabemos se existe algoritmo eficiente para varios
problemas em grafos.

Por exemplo, ndo sabemos se existe algoritmo eficiente que receba
dois grafos e decida se eles sdo isomorfos.

P O problema do isomorfismo de grafos: Dados os grafos G =
(V,E) e H = (V,E') decidir se eles sao isomorfos.
Entretanto, nao ¢ dificil projetar um algoritmo de tempo polinomial
que recebe a terna (G, H, f), formada por dois grafos e uma funcéo
f: V(G) - V(H) e devolve sim caso G e H sdo isomorfos e f é o
isomorfismo, caso contrario devolve ndao.

Em linguagem técnica, da Teoria da Computacéo, dizemos que o

problema do isomorfismo de grafos esta na classe NP de com-
plexidade de problemas computacionais. Nio é sabido se esse
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problema é NP-dificil, caso seja, um algoritmo eficiente para esse pro-
blema implica na existéncia de algoritmo eficiente para todo problema
computacional em NP.

O problema complementar esta em coNP:

P O problema do nao-isomorfismo de grafos: Dados os grafos
G =(V,E)e H = (V,E’") decidir se eles sao ndo-isomorfos.

Também nio se conhece algoritmo de tempo polinomial no tamanho
dos grafos para decidir se dois grafos néo sio isomorfos. Mais do que
isso, ndo se conhece um algoritmo de tempo polinomial no tamanho
dos grafos que receba como entrada uma terna (G, H, P) onde P é uma
“prov curta” (i.e., de tamanho polinomial em |V| + |E| + |E’|) e que
decida se P é uma prova do ndo-isomorfismo entre G e H. Em lingua-
gem técnica dizemos que ndo se sabe se o problema do nao-isomorfismo
de grafos esta na classe NP de complexidade computacionall.

Em 2015, Babai apresentou um algoritmo para o problema de iso-
morfismo de grafos com tempo de execucdo quase-polinomial. As-
sim, embora néo se saiba se existe um algoritmo de tempo polinomial,
sabemos que o problema de isomorfismo pode ser resolvido em tempo
exp((log n)°), onde n representa o tamanho da entrada e ¢ > 0 cons-
tante. O o mesmo resultado fornece um algoritmo quase-polinomial
para GNI.

Assim, a dificuldade néo esta simplesmente em encontrar algum
argumento para provar que dois grafos ndo sao isomorfos. A ques-
tdo mais profunda é determinar um procedimento geral e eficiente
que, dados dois grafos, decida se eles pertencem a mesma classe de
isomorfismo. E justamente essa questdo que d4 origem ao problema
de isomorfismo de grafos e a sua interessante relacdo com a teoria da
complexidade computacional.

Exercicios

Exercicio 39. Determine quais pares dentre os grafos abaixo sio iso-
morfos.
(i) G, tal que V(Gy) = {vy, uy, wy, x1, 1,21} e
E(Gy) = {{ug, U1}, {ug, wi h {og, we ks {og, X33 {wgs yi b {xq, b 1, 21 3
(ll) G2 ta]. que V(Gz) = {Uz, u,z, wZ, x2, yz, Zz} e
E(G,) = {{uy, U3}, {ug, wy}, {0a, )}, {2, X2}, {ws, ¥}, {2, 235 1125 223
(111) G3 tal que V(G3) = {U3, us, w3, X3, Y3, Z3} e
E(G;) = {{us, U}, {us, ws}, {vs, ws}, {vs, X33, {ws, y3} {x3, 3}, {us, z3 4

Exercicio 40. Decida se o grafo representado pelo diagrama na Figura
2.7 abaixo é o grafo de Petersen.

Exercicio 41. Decida se os dois grafos 4-regular representados pelos
dois diagramas da Figura 2.8 abaixo sdo isomorfos.

Exercicio 42. Mostre que existem 11 grafos nao-isomorfos com 4 vér-
tices.



Exercicio 43. Sejam G e H grafos isomorfos e f: G — H um iso-
morfismo. E verdade que G[U] ¢ isomorfo a H[f(U)] para todo
U C V(G)? Justifique.

Exercicio 44. Mostre que o grafo de Petersen é isomorfo ao comple-
mento do grafo linha do K°.

Exercicio 45. Um automorfismo de um grafo é um isomorfismo do
grafo sobre ele mesmo. Quantos automorfismos tem um grafo com-
pleto?

Exercicio 46. Mostre que o conjunto de automorfismos de um grafo
com a operagdo de composicio de funcdes definem um grupo.

Exercicio 47. Qual o niimero de grafos distintos sobre um conjunto de
vértices V' de tamanho n?

n _
Exercicio 48. Prove que ha pelo menos 2(2)(n!) ! grafos nio isomorfos
sobre um conjunto de vértices V de tamanho n.

Exercicio 49. Um grafo G é vértice-transitivo se para quaisquer u, v €
V(G) existe um automorfismo f de G com f(v) = u. Analogamente,
G é aresta-transitivo se para quaisquer arestas{ x,y },{z,w} € E(G)
existe um automorfismo f de G tal que { f(x), f(¥)}={z, w}.

Dé um exemplo de grafo vértice-transitivo. Dé um exemplo de
grafo aresta-transitivo. Dé um exemplo de grafo aresta-transitivo mas
néo vértice-transitivo.
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Figura 2.7: esse é um grafo de Peter-
sen?

Figura 2.8: esses grafos sdo isomor-
fos?


http://en.wikipedia.org/wiki/Group_%28mathematics%29

Exercicio 50. Considere o grafo G = (V,E),com V = [n] e
E={{1,2}{2,3}{2,5}{3,4}{3,5}{4,6},{56}}

(a) Escreva a matriz de adjacéncia Ag.

(b) Escreva uma representacgéo de G por lista de adjacéncia, usando
uma lista ligada para cada vértice. A ordem dos vizinhos em
cada lista é livre.

(c) Quantos noés possuem, no total, as lista de adjacéncia? Relacione
sua resposta com |E|.

(d) Suponha que se queira determinar se i, j € E. Explique como
realizar essa consulta nas duas representacgdes e justifique as
complexidades O(1) e O(|V]) apresentadas no texto.

Exercicio 51. Seja G = (V,E) um grafo com |V| =ne |E| = m.

(a) Mostre que uma representacio de G por matriz de adjacéncia
utiliza @(n?) posicdes, enquanto uma representacio por lista
de adjacéncia utiliza ®(n + m) posicoes.

(b) Para cada uma das situacdes abaixo, indique qual representacéo
é mais adequada, matriz ou lista de adjacéncia, e justifique sua
escolha comparando o custo das operacdes relevantes.

« m = O(n) e o algoritmo precisa percorrer todos os vizi-
nhos de cada vértice.

« m = O(n?) e o algoritmo realiza muitas consultas do tipo
“i,j € E?".

+ m = O(n) e o algoritmo precisa apenas escrever todas as
arestas.

— 2 : :
« m = O(n*) e o algoritmo precisa escrever todas as arestas.

(c) Explique por que, apesar das diferencas de eficiéncia, as duas
representacdes nio alteram a classificacdo de um algoritmo
como sendo de tempo polinomial.

Exercicio 52. Sejam G um grafo sobre o conjunto de vértices [n], A
a sua matriz de adjacéncia e b(i, j) as entradas da matriz A%. Que
parametro de G esta associado ao numero b(i, i), para cada i € V(G)?
Qual a relagdo entre b(i, j) e, Ng(i) e Ng(j) quando i # j?

Exercicio 53. Seja G um grafo qualquer sobre o conjunto de vértices [n]
e A sua matriz de adjacéncia. Como é possivel determinar o numero
de triangulos de um grafo G qualquer a partir de A3?

Exercicio 54. O trag¢o de uma matriz A, denotado por tr(A), é a soma
dos elementos na diagonal da matriz. Quanto vale o traco de uma
matriz de adjacéncia? Quanto vale tr(A%) em funcio de E(G)?

Exercicio 55. Por A ser uma matriz simétrica, sabemos da Algebra
Linear que todos os seus autovalores sao nimeros reais. Determine
os autovalores da matriz de adjacéncia do grafo completo K" sobre o
conjunto de vértices [n]. Mostre que se G é um grafo r-regular sobre
o conjunto de vértices [n], entdo r é uma autovalor de A.
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Exercicio 56. Sejam G um grafo sobre o conjunto de vértices [n] e A sua
matriz de adjacéncia. Prove que se os autovalores de A sdo distintos
entdo o grupo dos automorfismos (Exercicio 46) é comutativo.
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Buscas em grafos

Dado um grafo G e um vértice s € V(G), quais vértices sao alcanga-
veis a partir de s? Os vértices alcancaveis a partir de s sdo precisamente
aqueles que pertencem a mesma componente que S.

3.1 Busca genérica

Seja G um grafo. Uma busca é um algoritmo que visita vértices de
grafo G. Em qualquer instante durante a execu¢éo de uma busca em G
vale que cada vértice u € V(G) esta em um de dois estados possiveis:
ndo-visitado ou visitado.

O algoritmo abaixo, que chamaremos de Visite (G, §), recebe um
grafo G, um vértice inicial s € V(G) e visita todos os vértices alcanga-
veis a partir des.

De inicio temos duas estruturas de dados L e p vazias, um grafo G
dado por matriz ou lista de adjacéncia e todos os vértices de G estio
marcados ndo-visitado.

Para gerenciar as visitas, assumimos que Visite (G, ) usa um “de-
’ . » . ~ ~ ’ .
posito” L no qual a busca, insercéo e remocéo de elementos (vértices)
é feita de maneira arbitraria e com custo fixo. Além disso, o teste
‘L = @?” é feito em tempo constante. Usamos vetor p para armazenar
o vértice que “descobriu” um novo vértice nao-visitado.

Algoritmo 1: Visite (G, s).

Dado  :um grafo G com vértices marcados

ndo-visitados e um vértice s.
Devolve :visita todos os vértices de G alcancaveis a
partir de s.

insira S em L;

pls] « nil;

enquanto L # @ faca

U < remova um elemento de L;

se U é ndo-visitado entio
marque U visitado;
para cada w € Ng(u) nao-visitado faca
L plw] < u;

insira w em L;

© 0 N A G R W N e

No que segue faremos uma analise do algoritmo Visite(G, s) para
determinar sua correcéo e sua complexidade.




Analise do algoritmo.

Fixe um grafo G = (V,E) e um vértice s € V(G), com todos os
vértices inicialmente ndo-visitados. Podemos e vamos assumir que
G é conexo.

Proposicao 3.1: Finitude

O algoritmo Visite (G, §) executa um numero finito de iteragdes
do laco enquanto da linha 3 e, portanto, termina.

Demonstragdo. Seja I o nimero total de insercdes em L ao longo da
execugdo. Cada vértice u dispara o laco para cada da linha 7 no
maximo uma vez, precisamente quando u é removido e encontrado
ndo-visitado pela primeira vez (linha 5), instante em que u é marcado
visitado e permanece assim para sempre. Nesse laco, no maximo
dg(u) inserc¢des ocorrem (uma por vizinho w € Ng(u) que satisfizer a
condicdo de ser nao-visitado; podem ocorrer menos, se algum vizinho
ja estiver visitado nesse instante, mas néo mais). Logo

I<1+ D dew) <1+ > dgw) = 142K

u é visitado ueV(G)

onde o 1 inicial é a insercdo de s na linha 1. Assim I é finito. Como
cada iteracdo do laco (linha 3) remove exatamente um elemento de L
(linha 4) e L comeca vazio, o niimero de iteracdes é igual ao nimero
de remocgdes, que nio pode exceder I; logo o laco termina ap6s no
maximo I < 1 + 2|E] iteragdes com L = &. O

Lema 3.1: Mecanismo de visita

Se um vértice x € V(G) é inserido em L ao menos uma vez
durante a execucéo de Visite (G, 5), entdo x é marcado visitado

em algum momento dessa execugio.

Demonstragao. Pela Proposicéo 3.1, o algoritmo termina com L = @;
terminar vazio significa que toda ocorréncia de todo vértice inserido
em L, ao longo da execugéo, é removido (linha 4) em algum momento.

Em particular se x foi inserido, serd removido. Considere a pri-
meira dessas remocdes de uma ocorréncia de X, na ordem temporal
de execucio.

Como x s6 pode se tornar visitado imediatamente apds ser remo-
vido e passar pelo teste da linha 5 (ndo ha nenhuma outra instrucao
no algoritmo que marque um vértice como visitado), no instante dessa
primeira remocéo x ainda esta ndo-visitado. Logo a condicéo da linha
5 é satisfeita, e x é marcado visitado nesse instante. O
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Teorema 3.1: Corretude

Ao final de uma execucio de Visite (G, 5), todo vértice w € V
foi marcado visitado.

Demonstragao. Por inducéo na distancia distg(s, w), mostraremos que
todo w com é visitado ao final da execugdo. De G conexo, distg(s, w)
é finita.

Base. distg(s,w) = 0, i.e. w = 5. O vértice s é inserido em L na
linha 1; pelo Lema 3.1, s é visitado.

Passo indutivo. Suponha que todo vértice u com distg(s,u) < k é
visitado em algum momento da execucéo. Seja w com distg(s, w) =
k + 1, e tome um caminho

S = Uo, Ul, cee ,Uk, Uk+1 =w

que realiza a distancia distg(s,w) = k + 1.

Entéo, vy, Uy, ..., Uy também é um caminho de comprimento mi-
nimo (justifique), logo distg(s, vx) = k e, pela hipotese de inducéo,
Uy é visitado em algum instante ¢ da execucdo.

Ha dois casos, dependendo do estado de w no instante ¢:

1. Se w ja estava visitado antes de t, entdo w é visitado, ndo ha
mais nada a provar.

2. Se w estava ndo-visitado no instante t: como {v;, w} € E(G),
temos w € Ng(vg); no instante ¢, ao percorrer Ng(vy), a con-
di¢do “w ndo-visitado” vale, logo w é inserido em L (linha 9).
Pelo Lema 3.1, w é visitado em algum momento posterior da
execucao.

Em ambos os casos w ¢ visitado. Por inducéo, todo vértice com
distg(s, w) finito é visitado ao final da execugao de Visite (G,s). [

Teorema 3.2: Complexidade do “Visite”

Suponha que a busca, a insercdo e a remocao de um elemento de
L sejam feitas em tempo O(T'), sem nenhuma politica especifica
de gerenciamento, e que o teste e a marcacéo do estado (visi-
tado/nao-visitado) de um vértice sejam O(1). Entao Visite (G, s)
tem complexidade de tempo O(|E| T).

L J

Demonstragado. Pela Proposicdo 3.1, o numero total de inser¢cdes em
L ao longo da execugdo é I < 1 + 2|E| = O(|E|), e o numero de
remogdes é R = I = O(|E|) (cada iteracdo do lago remove exatamente
um elemento). Logo o numero total de operagdes sobre L é O(|E|),
cada uma custando O(T), o que contribui O(|E| T) ao tempo total,
essa parcela cobre as linhas 1, 4 e 9, e também o teste “L # @” da
linha 3, executado uma vez por iteragao.
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Resta o custo dos lagos para cada. Quando u é removido e encon-
trado ndo-visitado (linha 5), o algoritmo o marca visitado — o que s6
acontece uma Unica vez para cada vértice, jA que um vértice visitado
nunca retorna a nao-visitado, e percorre Ng(u): para cada w € Ng(u),
o teste “w é nao-visitado” custa O(1), e quando positivo a atribuicdo
p[w] < u custa mais O(1) (a inser¢do de w em L ja foi contabilizada
acima, no total de operagdes sobre L). Logo esse lago custa O(dg(u)),
e como cada vértice o dispara no maximo uma vez,

Y, 0(dgw) < >, 0(dgw)) = O(IE).

u visitado ueV(G)

Somando as parcelas: operacdes em L + lacos para cada
O(IE|T) + O(IE]) = O(|E| T),
para T > 1 (com a resalve de que todo modelo razoavel de custo por

operacio tem T > 1). O

Para visitar os vértices de uma grafo G qualquer, nio necessari-
amente conexo, repetimos o Visite (G,s) em cada componente co-

nexa:

Algoritmo 2: Busca (G).
Dado  :um grafo G.

Devolve :visita aos vértices de G.

1 marque todos os elementos de V(G) nao-visitado;
2 enquanto ha vértice ndo-visitado faca
3 L escolha v nio-visitado;

4 Visite( G, v).

A inicializagio tem custo O(|V(G))|). Se Cy, ..., Cy s@o as compo-
nentes conexas de G, o tempo de cada visite ¢ O(|[E(C;)| T) e Zi |[E(Cy)| =
|E(G)|, portanto, o tempo total é O(|V(G)| + |E(G)| T).

Teorema 3.3: Complexidade de “Busca”

Suponha que a busca, a inser¢éo e a remogao de um elemento
de L sejam feitas em tempo O(T), sem nenhuma politica es-
pecifica de gerenciamento, e que o teste e a marcagéo do es-
tado (visitado/nao-visitado) de um vértice sejam O(1). Entdo
Busca (G) visita todos os vértices de um grafo (V, E) em tempo
O(|V| + |E| T).

3.2 Algoritmos de busca

Ha, principalmente, dois casos particulares do algoritmo 1 visto acima.
Cada caso é obtido quando definimos uma politica de gerenciamento
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para L.

3.2.1 Buscaem Largura

Se a estrutura de dados L é uma fila, com insercéo feita no fim da fila
e remogao no inicios da fila, entdo essas instrucdes, inser¢des (push) e
remocdes (pull), podem ser realizadas em tempo O(1) cada, portanto
o algoritmo de Busca em Largura é executado em tempo O(V + E).

3.2.2 Busca em Profundidade

Se a estrutura de dados L é uma pilha, com insercéo e remogao feitas
no topo da pilha, entdo essas instrucdes, insercdes (push) e remogdes
(pop), podem ser realizadas em tempo O(1) cada, portanto o algoritmo
de Busca em Largura é executado em tempo O(V + E).

Busca em Profundidade rotulada

A seguinte versdo recursiva para a busca em profundidade, que chama-
mos de busca em profundidade rotulada, sera usada adiante nesse
texto; no inicio temos cont = sai(v) = chega(v) = 0 e p[v] = nil,
para todo vértice v de G. A ideia é manter uma variavel contadora
das operagdes de insercdo e remocdo na pilha L. Esse contador é
usado para rotular cada vértice com dois valores inteiros: o valor do
contador quando o vértice v entrou na pilha, chega(v), e o valor do
contador quando o vértice v saiu da pilha, sai(v).

Algoritmo 3: BP(G, w).
Dado  :um grafo G e um vértice w.

Devolve :busca em profundidade em G a partir de
w com roétulos chega, sai e p em cada
vértice.

cont = 0;
cont « cont + 1;
chega[w] « cont;
para cada u € N(w) faca
se chega(u) = 0 entao
plu] < w;
L BP(G, u);

NN G R W N =

cont « cont + 1;

=]

sai[w] < cont.

o

Ainda, o algoritmo usa um vetor p[ | indexado pelos vértices. No
final da execug¢io p[v] tem o vértice que foi empilhado antes de v
durante a execucdo, em outras palavras, foi o vértice que descobriu
L.
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Proposicao 3.2: Rotulacao na Busca em Profundidade

Apds uma execucio de BP (G, w), para quaisquer u, v € V(G)
alcangaveis a partir de w, um e somente um dos itens abaixo
vale para esse par de vértices

1. chega(u) < sai(u) < chega(v) < sai(v);

2. chega(v) < sai(v) < chega(u) < sai(u);

3. chega(u) < chega(v) < sai(v) < sai(u);

4. chega(v) < chega(u) < sai(u) < sai(v).
\. J
Demonstragdo. A prova é deixada como exercicio. O

3.2.3 Distancias em grafos por busca em largura

Nesta se¢do adaptamos a busca em largura para calcular, a partir de

um vértice fixado s, a distincia até todos os demais vértices do grafo.

A ideia é simples: em vez de apenas marcar cada vértice como visitado,
usamos o proprio valor da distancia como marcador de estado (um
vértice ainda nao foi descoberto enquanto d[-] vale o) e atribuimos a
cada vizinho recém-descoberto a distincia do vértice que o descobriu,
mais um.

Algoritmo 4: Distancia(G, s).

Dado  :um grafo G e um vértice s € V(G).

Devolve :distg(s, v) para todo v € V(G), e um
vetor p de predecessores.

para cada v € V(G) faca d[v] < oo;
d[s] < 0;

pls] « nil;

insira s na fila L;

u < removada fila L;

para cada v € Ng(u) tal que d[v] = oo faca
d[v] « d[u] + 1;
plv] < u;

10 insira v na fila L;

1
2
3
4
5 enquanto L # @ faca
6
7
8
9

Fixe um grafo G = (V,E) e um vértice s € V(G). Para todo
v € V(G), denotamos por distg(s, v) a distancia verdadeira entre s
e U em G (o numero de arestas de um caminho mais curto), com a
convengao distg(s, V) = oo se v ndo é alcancavel a partir de 5. Ao
longo desta secdo, d[v] denota o valor armazenado na variavel de
mesmo nome pelo algoritmo Distancia(G, s) em um dado instante da
execucdo (o contexto deixa claro qual instante).

Usaremos duas observagdes imediatas sobre o algoritmo. Primeiro,
um vértice U # s s6 recebe valores de d[v] e de p[v] no momento em
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que é inserido em L, e a condicio do lago para cada exige d[v] = oo;
logo isso acontece no maximo uma vez por vértice, e depois que d[v] se
torna finito, seu valor nunca mais muda. Segundo, o valor atribuido a v
é d[u]+1, em que u = p[v] é o vértice que estava sendo processado.

O primeiro resultado mostra que o vetor de predecessores p[ |

sempre codifica um caminho valido até s, cujo comprimento é o valor
d[v].

Lema 3.2: Caminho via p

Se, ao final da execucdo de Distancia(G, s), d[v] = k para

algum k finito, entdo existe uma sequéncia de vértices distintos
U = Uy, Ug_q, ..., U1, Vg = S tal que v;_; = plv;] e {vi_1, 0} €
E(G), parai = 1,..., k. Em particular, distg(s, v) < d[v].

Demonstracdo. Por inducdo em k = d[v].

Base (k = 0). Entao v = s: todo vértice diferente de s que recebe
valor recebe d[u] + 1 > 1. A sequéncia é a trivial vy = s.

Passo indutivo. Seja k > 1 e suponha o resultado valido para k — 1.
Seja v # s com d[v] = k. O valor de d[v] foi atribuido quando v foi
descoberto a partir de u = p[v], com v € Ng(u) (logo {u, v} € E(G))
e d[u] = k — 1 (valor que ndo muda mais).

Por hipotese de inducdo, existe uma sequéncia de vértices distintos
U = Ug_1,..., Uy = S com as propriedades desejadas. Acrescentando
Uy .= U obtemos Uy, Ug_1, ... , Up-

Essa sequéncia é um caminho de s a v com k = d[v] arestas. Como
distg(s, v) é o comprimento minimo entre os caminhos de s a v, segue

distg(s,v) < d[v]. O

Falta mostrar que os valores d[v] sdo de fato as distancias verda-
deiras, e é aqui que o fato de L ser uma fila (e ndo uma pilha, nem
uma politica arbitraria) é essencial. A demonstracio usa a estrutura
do algoritmo em “camadas”, uma para cada valor de distancia.

Para k > 0, seja
Vi =={v € V(G): distg(s,v) = k}.

Usaremos dois fatos elementares sobre distancias:

(i) se {x,y} € E(G) e distg(s,x) é finito, entdo distg(s,y) <
distg(s, x) + 1 (um caminho mais curto até x, seguido da aresta
{x,y}, é um passeio de comprimento distg(s, x) + 1 até y);

(ii) todo v € V4 tem um vizinho em ¥} (o pendltimo vértice de
um caminho mais curto de s a v).

Em particular, se V; # & entéo Vf # @& para todo j < k.

3 Buscas em grafos

34



Lema 3.3: Estrutura em camadas da fila

Para todo k > 0 tal que I} # @, a execucéo atinge um instante
(o instante k) no qual:

@ L="Ws
(b) os vértices v com d[v] < oo sdo exatamente os de Vj U
-+ U W, e todos eles satisfazem d[v] = distg(s, v).

\. J

Demonstragao. Por inducdo em k.

Base (k = 0). Tome como instante 0 o0 momento logo apds a
linha 4. Nele L = {s} = 1 e s é o Gnico vértice com valor finito,
d[s] = 0 = distg(s, 5).

Passo indutivo. Suponha Vi ,; # @ (o que implica V, # @) e
que o instante k existe. Como L é uma fila e L = V} nesse instante,
as proximas |Vf| remocgdes retiram exatamente os vértices de Vi, e
tudo o que ¢ inserido nesse intervalo fica atras deles. Considere o
processamento de um vértice u € V (cujo valor é d[u] = k, por (b))
e um vizinho v € Ng(u). Pelo fato (i), distg(s,v) < k + 1.

P Se distg(s,v) < k, entdov € VU --- UV, que por (b) ja tem

valor finito no instante k; logo v é ignorado.

P Sedistg(s,v) = k+ 1, entdov & WU - UV ed[v] =

no instante k. O primeiro vértice de 1} adjacente a v a ser
processado insere U com d[v] < k + 1; os seguintes o ignoram.

Portanto, durante o processamento de V;, sido inseridos apenas vértices
de V41, cada um uma tnica vez e com o valor correto k + 1; e, pelo
fato (ii), todo vértice de Vi, é inserido, pois tem algum vizinho em
V. Logo, no instante k + 1, imediatamente apds o ultimo vértice de
V ser processado, temos L = V;,; e os vértices com valor finito sdo
exatamente os de 1y U --- U V44, todos com valor correto. O

Combinando os dois lemas, obtemos a corretude do algoritmo.

Teorema 3.4: Corretude

Ao final da execugéo de Distancia(G, s), vale d[v] = distg(s, v)
para todo v € V(G).

Demonstragao. Se distg(s,v) = k é finito, entdo V; # @ e, pelo item
(b) do Lema 3.3 no instante k, temos d[v] = k; como esse valor nunca
mais muda, ele é o valor final.

Se distg(s, v) = oo, suponha por absurdo que d[v] seja finito ao
final da execucéo. Pelo Lema 3.2, existiria um caminho de s a v em G,
contradizendo distg(s, v) = 0. Logo d[v] = 0. O

Como consequéncia imediata, o vetor p[ | ndo serve apenas para
certificar uma distancia: ele permite reconstruir explicitamente um
caminho mais curto.
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Corolario 3.1: Reconstrucao de caminho minimo via p

Para todo v € V(G) com distg(s, v) finito, a sequéncia v =
Uk Uk—1» --- » Ug = S (com k = distg(s, v)) obtida seguindo os
ponteiros v;_; = p[v;] é um caminho mais curto de s a v em G.

Demonstragao. Pelo Teorema 3.4, d[v] = distg(s, v) = k. Pelo Lema
3.2, a sequéncia é um caminho (de vértices distintos) de s a v com k
arestas, que é o menor comprimento possivel. Portanto é um caminho
mais curto. O

Observacio 3.1

O fato de L ser gerenciada como fila é usado de forma essencial
na demonstragdo do Lema 3.3: é ele que garante que toda a
camada V é processada antes de qualquer vértice de V., ;. Com
outra politica (por exemplo, uma pilha), o algoritmo continua
visitando todos os vértices alcan¢aveis a partir de s, mas d[v]
passa a registrar apenas o comprimento de algum caminho
até v (o encontrado pela politica), ndo necessariamente o mais
curto.

Quanto a complexidade, cada vértice é inserido em L no maximo
uma vez (a condicdo d[v] = oo no lago para cada garante isso),
e portanto o mesmo argumento usado para o algoritmo genérico
Visite(G, s) se aplica sem modificacdes: com listas de adjacéncia e
supondo O(1) por operac¢do em L, o algoritmo Distancia(G, s) tem
complexidade de tempo O(|V| + |E|).

Exercicios

Exercicio 57. Escreva uma versdo nao recursiva da busca em profun-
didade rotulada e analise sua complexidade.

Exercicio 58. Prove a Proposigéo 3.2.

Exercicio 59. Considere uma execucéio da busca rotulada BP(G, w) e
defina, para todo t € N, a t-ésima iteragdo do vetor p, denotada por
p(t), recursivamente, da seguinte maneira

11 _ )Y set=0

plv] =

p“V[p[v]] set>o0.

Prove as seguintes equivaléncias: para quaisquer u,v € V(G)

1. [chega(v), sai(v)] N [chega(u), sai(u)] = (& se e somente se ndo
existe t € N tal que pP[u] = v e nio existe t' € N tal que
p O] = s

2. [chega(v), sai(v)| C [chega(u), sai(u)] se e somente se existe
t € N tal que p®[v] = u;
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3. [chega(v), sai(v)] D [chega(u), sai(u)] se e somente se existe
t € N tal que p®u] = v.

Exercicio 60. Sejam G = (V,E) um grafo e L C V um conjunto de
vértices. O conjunto L define um corte de arestas em G, denotado
V(L) e dado por

Vo) ={{u,v}€E: ueL, vell

ondeL =V \ L.

Considere o seguinte algoritmo sobre um grafo conexo G

Algoritmo 5: Visite_vértices (G).
Dado  :um grafo conexo G.

Devolve :visita aos vértices de G.

LM = g;

marque todos os elementos de V(G) nao-visitado;
escolha um vértice v ndo-visitado;

insira U em L e marque v visitado;

enquanto V(L) # @ faca

escolha {u, w} € V(L);

insira {u, w} em M;

N G e W N e

8 U « o extremo de {u, w}em L
9 insira v em L;

10 marque U visitado.

1. O algoritmo visita todos os vértices de G? (Pode-se assumir que
V(L) = @ se, e s6 se, L = V(G) - dado que L # @ ao longo
de toda a execucéo — e esse fato sera provado em um capitulo
adiante).

2. Prove que, no final de execucio do algoritmo, M contém |V (G)|—
1 arestas.

3. Determine a complexidade do algoritmo, propondo uma estru-
tura de dados que permita testar V(L) # @ e escolher uma
aresta de V(L) eficientemente. Pode-se assumir que as demais
operacgdes em L e em M sio feitas em tempo constante.

4. Prove que G[M] néo contém circuito (dica: indu¢io no nimero
de iteracdes: cada aresta inserida em M conecta um vértice ja

em L a um vértice novo (que nunca tocou M antes, pois estava
em L)).

Exercicio 61. Um grafo é dito aciclico se ndo contém circuitos. Ve-
rifique se o seguinte algoritmo esta correto independentemente da
politica para L:
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1
2
3

O 0 N A G e

10
11
12

13
14

Algoritmo 6: Aciclico(G).

Dado  :um grafo simples G.
Devolve :verdadeiro se G ¢ aciclico, falso caso
contrario.

marque todos os vértices de G ndo-visitado;

para cada s € V(G) nao-visitado faca

insira s em L;

pls] < nil;

marque S visitado;

enquanto L # @ faca

U < remova um elemento de L;

para cada v € Ng(u) faca

se U ¢ ndo-visitado entio
plv] < u;
marque U visitado;
insira v em L;

senao
L se U # plu] entao retorne falso ;

15 retorne verdadeiro
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Arvores e Florestas

Chamamos de aciclico qualquer grafo que ndo contenha circuito.
Uma floresta é um grafo aciclico e os componentes conexos de uma
floresta sdo arvores, ou seja, uma drvore é um grafo conexo e aci-
clico.

1 7 8 11 12
4
14
[ ]
2 6 9
3 5 10 13
Notemos que todo grafo aciclico G com pelo menos dois vértices

tem pelo menos dois vértices de grau 1, basta tomarmos os extremos
de um caminho de comprimento maximo (veja a Figura 1.6, pag. 5).

Chamamos de folha todo vértice de grau 1 em uma arvore.

Proposicao 4.1

Toda 4rvore com n vértices tem n — 1 arestas.

Demonstragdo. Vamos provar por inducdo em n > 1 que a seguinte
afirmacéo vale: se um grafo com n vértices é uma arvore entdo o niimero
de arestas é n — 1.

Se o grafo é trivial, isto é n = 1, entdo o numero de arestas é 0.
Para n > 2, vamos assumir que toda arvore com n — 1 vértices tem

n — 2 arestas e seja G uma arvore com n vértices.
Tome v € V(G) uma folha de G. O grafo G — v, dado por

G-v:= (V(G) \ {v}, E\ VG({U}))

é uma arvore (justifique) com n — 1 vértices e pela hipétese indutiva
|E(G —v)| = n—2. Como |[E(v)| = 1e |E(G—v)| = |E(G) \ E(V)],
temos que |E(G)| = n — 1. Portanto, pelo Principio de Indugéo Finita,
a afirmacdo vale para todon > 1. O

Por outro lado, grafos conexos com uma aresta a menos que o
numero de vértices sdo arvores. Proveremos esse fato mais adiante.

Definicao 4.1: Remocio e adicio de aresta

Se G = (V,E) é um grafo e e uma aresta de G, entdo definimos
o grafo obtido pela remogéo de e, denotado por G — e, por

G—e:=(V,E\{e}).

Figura 4.1: Uma floresta com 4 arvo-
res.

Vs(U), o corte definido por U, foi
definido no Exercicio 60



Sejam x,y € V(G) vértices distintos de G. Definimos o grafo
G + xy por

G+ xy = (V(G), B(G) U {{x, y}})

Note que, sendo x e y adjacentes, G + xy = G.

Teorema 4.1: caracterizacao de arvore

As seguintes afirmacdes sdo equivalentes para todo grafo G =
(V,E):

(1) G é arvore;

(2) para quaisquer X,y € V existe um unico caminho em G
com extremos X e y;

(3) G é conexo minimal: G é conexo e G — e é desconexo,
para qualquer e € E;

(4) G é aciclico maximal: G é aciclico e G + xy contém

circuito, para quaisquer x, y € V nao adjacentes em G.
\ J

Demonstragao. Para G trivial o teorema vale como pode-se verificar
facilmente. Se G tem ordem 2, entdo G = K? e a verificacio também
é facil, deixa-mo-l4 para o leitor. Vamos supor que G tem pelo menos
3 vértices e mostraremos (1)=(2)=(3)=>(4)=>(1).

(1) = (2): Seja G uma arvore e sejam x,y € V. Se x = Y, 0 unico
caminho é o trivial. Suponha x # y. Como G é conexo, existe um
caminho de x a y. Suponha, por absurdo, que P = xg, X1, ... , Xp41
e Q = Yo, V15 --- » Ym1 S€jam caminhos distintos com xg = yg = x e

Xp+1 = Ym+1 = Y- Seja
p:=max{i > 0: x; = y; paratodo0 < k < i}.

Como y ocorre em Q apenas na ultima posicdo (e em P também),
p=n+1loup=m+1forcarian = meP = Q. Logo p < min{n, m},
0s VErtices Xpy1 € Yp4q €xistem e Xp i1 # Yp41- Seja

q:=min{j: j> peXx;=y,paraalgum ¢ > p},

e fixe £ > p com Xq = Ye- Este q existe, pois j = n + 1 serve (com
¢ = m+ 1). Considere

C = Xp, Xpg1s -5 Xq = Yos Yo15 -+ > Yp+1: Yp = Xp-

Seus vértices séo distintos: P e Q sdo caminhos, e, pela minimalidade
de g, nenhum x; com p < j < q aparece em Yp, 1, -.- , Y- Além disso,
C tem (q — p) + (€ — p) arestas, com ambas as parcelas > 1 e nio
ambas iguais a 1 (sendo X, = Yp41); logo C tem comprimento > 3 e
¢ um circuito em G, contradicao.
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(2) = (3): Seja G tal que (2) vale. Por hipétese G é conexo. Para
toda aresta e = {u, v} € E temos que P = u, v é 0 inico caminho com
extremos u e v, portanto, G — e é desconexo.

(3) = (4): Seja G conexo minimal. Se G contém circuito, entdo
para qualquer e € E(G) que pertenca a um circuito temos que G — e
é conexo (Proposi¢do 1.3), uma contradi¢do. Agora, sejam x,y € V
distintos e ndo adjacentes em G; como G é conexo existe um caminho,
digamos P = x, Uy, ..., Ug, y, com extremos x e y. Em G + xy temos o
circuito x, vy, ..., Ug, ¥, X pois k > 1.

(4) = (1): Seja G aciclico maximal; resta provar que G é conexo.
Suponha que nio: existem x # y sem caminho entre eles em G. Em
particular xy € E(G), e por (4) o grafo G + xy tem um circuito C.
Como G é aciclico, xy € E(C), e entdo C — xy é um caminho de x a
y em G, contradicio. O

Como consequéncia do Teorema 4.1 podemos concluir que uma
arvore com n vértices é um grafo conexo com o menor niimero possivel
de arestas dentre todos os grafos conexos com n vértices.

Subarvores geradoras

Lembremos que H C G é um subgrafo gerador se V(H) = V(G).

Definicio 4.2: arvore geradora

Se uma arvore T C G é um subgrafo gerador de G, dizemos
que T é uma arvore geradora de G.

Todo grafo conexo tem uma arvore geradora dele: seja G um grafo
conexo e seja T C G um subgrafo gerador de G, conexo e com o
menor ndmero de arestas possivel. Se T contém circuito entdo para
qualquer aresta e de um circuito T —e é conexo (Prop. 1.3) e tem menos
arestas que T, uma contradi¢do. Desse fato, podemos concluir que
a reciproca do lema 4.1 do seguinte modo: suponha que G é conexo,
com n vértices e n — 1 arestas. Seja T C G uma arvore geradora de G.
Como acabamos de mostrar T tem n — 1 arestas, logo T = G, portanto
G é uma arvore.

Teorema 4.2

Um grafo com n vértices ¢ uma arvore se, e somente se, é

conexo e o namero de arestas é n — 1. L]

Um algoritmo que recebe um grafo conexo e determina uma arvore
geradora do grafo conexo é facil e rapido e ja sabemos como fazer:
é o subgrafo induzido pelo conjunto de arestas M = {{v, plv]}: v e
V(G) e p[v] # nil}, onde o vetor p[ | é determinado pela execucio
de uma algoritmo de busca (e.g., Algoritmo 3).
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O exercicio 60 item 4), baseado no proéximo resultado, também nos
da um modo de construir uma arvore geradora de G: comecando com
U = {v}, tomamos sucessivamente um extremo fora de U de uma
aresta em V5(U) e acrescentamos o a U.

Proposicao 4.2

Um grafo G é conexo se e somente se Vg(U)) # @ para todo
subconjunto préprio e ndo-vazio de vértices U C V(G).

Demonstragdo. Seja G um grafo conexo. Se G é conexo e admite um
subconjunto préprio e ndo-vazio U C V(G), entdo existe em G um
caminho

U= X, X1, 0o s Xig = W

para algum u € U e algum w € U. Tome m := max}j: xj € Ule
temos 0 < m < k pela escolha de u e de w, logo {X,,;, X;41} € V(U).
Para a reciproca, considere um grafo G tal que para todo subcon-
junto proéprio e ndo-vazio de vértices U ¢ V(G) vale Vg(U)) # @.
Se G nio é conexo, entio existem vértices U e w de G sem nenhum
caminho entre eles. Defina U como a componente conexa de u. Logo
U+# @, ew & U, ouseja, U C V(G). Pela hipotese, Vg(U) # @, e
portanto existe uma aresta {a, b} € E(G) coma € Ue b € U. Como
a € U, existe um caminho P de u a a, portanto, P, b é um caminho de
uab,logob € U. Assim, b € Ue b € U é uma contradicio. Logo G
€ conexo. O

Exercicios

Exercicio 62. Determine o numero de arestas de uma floresta com n
vértices e com k componentes conexas, em fungdo de n e k.

Exercicio 63. Desenhe todas as arvores nao-isomorfas com 5 vértices
e todas as arvores ndo-isomorfas com 7 vértices e com grau maximo
pelo menos 4.

Exercicio 64. Mostre que toda arvore T tem pelo menos A(T) folhas.

Exercicio 65. Prove que o conjunto de arestas {p[v], v} definido por
uma busca em profundidade rotulada induz uma arvore.

Exercicio 66. Seja G um grafo. Mostre que as seguintes afirmacdes
sao equivalentes:

(a) G é conexo e |[E(G)| = |V(G)| - 1;
(b) |[E(G)| = |V(G)| — 1 e G ndo contém circuito.

(c) G é uma arvore;

Exercicio 67. Considere uma floresta F com n vértices e m arestas.

(a) Qual é o niimero maximo de vértices num componente
conexo de F?
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(b) Mostre que ha pelo menos max{n — 2m, 0} vértices de grau
zero.

(c) Mostre que se m < n/2 entdo resta pelo menos um vértice
de grau zero.

Exercicio 68. Seja T uma arvore, u e v dois vértices ndo adjacentes em
T e a € E(T) uma aresta do circuito em T + uv. Mostre que

T +uv-a:=(V(T),E(T)U{{u,v}}\{a})

é uma arvore. Dizemos que essa arvore foi obtida por uma operacdo
elementar a partir da arvore T.

Exercicio 69. Sejam T}, T, C G arvores geradoras distintas de um grafo
conexo G. Mostre que T, pode ser obtida a partir de T} através de
uma sequéncia de operacdes elementares.

Exercicio 70. Em um grafo conexo G dizemos que uma aresta e é uma
ponte se G — e é desconexo. Prove uma ponte pertence a todas as
arvores geradoras de G.

Exercicio 71. Seja T uma arvore de ordem t. Mostre que qualquer grafo

com grau minimo pelo menos ¢ — 1 contém um subgrafo isomorfo a
T.

Exercicio 72 (precisa de dlgebra linear). Seja G um grafo conexo com
n vértices e m arestas, m > n — 1, e seja T C G uma arvore geradora
de G. Como |E(T)| = n — 1, ha exatamente m — n + 1 arestas em
E(G) \ E(T); denote-as por ey, ..., €,,_n4+1- Para cada i, o grafo T + e;
contém um #nico circuito C;, formado por e; e pelo tnico caminho
em T entre as pontas de e;. Chamamos Cy, ..., Cp,_,41 de circuitos
fundamentais de G com respeito a T.

Dados A, B C E(G), denote por AAB a diferencga simétrica. Consi-
dere o conjunto § (E(G)) das partes de E(G) sobre o corpo F, = {0, 1},
com soma AAB e produto por escalar 0 - A =@,1-A =A.
1. Verifique que 42 (E(G)) é um espaco vetorial sobre [,.
2. Prove que para todo circuito C C G existem by, ..., by_pi1 €
F, tais que E(C) = by - E(C1)A -+ Abpy_py1 - E(Cry—py)-

3. Seja C(G) o subespago gerado pelos conjuntos de arestas dos
circuitos de G. Prove que E(Cy), ..., E(Cy,_p41) formam uma
base de C(G) e conclua que dim €(G) =m —n + 1.

Exercicio 73 (precisa de algebra linear). Seja G um grafo conexo com n
vértices e m arestas, e seja T C G uma arvore geradora de G. Sejam
Jis s Ju—1 as arestas de T. Para cada j, o grafo T — f; tem exatamente
duas componentes; seja Sj o conjunto de vértices de uma delas e defina

Dy = V().

Observe que D; N E(T) = {fj}, pois [ é a tinica aresta de T entre S;
e V(G) \ S;. Chamamos Dy, ..., D,_; de cortes fundamentais de G
com respeitoa T.
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Considere o espaco vetorial 2 (E(G)) sobre F, com a soma AVB
(exercicio anterior).

1. Prove que V(S)AV(S’) = V(SAS’) para quaisquer S,S’ C
V(G). Conclua que o conjunto D(G) dos cortes de G (incluindo
V(@) = @) é um subespaco de § (E(G)), chamado espaco de
cortes de G.

2. Prove que paratodo corte D = V(S) de G existem by, ..
F, taisque D =b; - D1V ---Vb,_;-D,_;.

3. Prove que Dy, ..., D,_; formam uma base de D(G) e conclua
que dimD(G) =n—1.

4. Mostre que dim C(G)+dim D(G) = m, onde C(G) é o espaco de
circuitos do exercicio anterior. Dica: mostre que, parae; & E(T),

. bp_q €

vale fi € E(C;) se e somente se ¢; € Dj, e que todo circuito
intersecta todo corte em um ntimero par de arestas.

Exercicio 74 (Shannon switching game (1952)). O seguinte jogo foi
proposto por Claude Shannon para ser jogado numa grade retangular;
descrevemos a versdo em um grafo qualquer. O jogo é jogado em um
grafo finito G com dois vértices distinguidos, s e ¢, por dois jogadores,
o Positivo (Short) e o Negativo (Cut), que jogam alternadamente.

No inicio todas as arestas estao livres. Na sua vez, o Positivo fixa
uma aresta livre e, na sua vez, o Negativo remove uma aresta livre;
uma aresta fixada ou removida permanece assim até o fim do jogo.
O Positivo vence se, em algum momento, existe um caminho de s a ¢
formado por arestas fixadas; caso contrario, isto é, se todas as arestas
forem marcadas sem que tal caminho exista, vence o Negativo. Em
particular, ndo ha empates. Dizemos que o jogo (G, s, t) é
positivo se o Positivo tem estratégia vencedora, nao importando
quem comeca;

negativo se o Negativo tem estratégia vencedora, ndo importando
quem comeca;

neutro se vence quem joga primeiro.

Observe que um jogador nunca é prejudicado por uma jogada extra;
logo, se um jogador vence jogando em segundo, vence também jo-
gando em primeiro. Disso decorre que todo jogo é positivo, negativo
ou neutro. Prove que se G tem um subgrafo H com s,t € V(H) que
admite duas arvores geradoras (de H) disjuntas nas arestas, entio o
jogo (G, s, t) é positivo. Dica. Seja (T}, T,) um par de arvores gera-
doras de H. Esse par é dito bom se num dado momento do jogo se
nenhuma aresta de T; U T, foi removida e toda aresta de E(T;) N E(T5)
ja foi fixada. O Positivo deve manter um par bom antes de cada jogada
do Negativo. Se o Negativo remove uma aresta f € E(Ty), o grafo
T; — f tem 2 componentes e, como T, é conexo, a Prop. 4.2 fornece
uma aresta g € E(T,) ligando as duas componentes; o Positivo fixa g.
Cuide dos casos em que f esta fora de T; U T, em que g ja esta fixada,
e de quem comeca o jogo. Ao final, explique por que o Positivo tem
um caminho de s a t de arestas fixadas.
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Lehman (1964) de forma tedrica e ge-
nérica, na teoria de matroides, provou
que uma estratégia vencedora para
o Positivo existe; o jogo de Shannon
depende da estrutura de independén-
cia linear dos seus circuitos. Bruno e
Weinberg (1970) simplificaram e tra-
duziram os conceitos abstratos de ma-
troides em estruturas puras de teoria
dos grafos, oferecendo um algoritmo
eficiente (de tempo polinomial) para
determinar quem vence. A metodolo-
gia impactou o projeto de circuitos elé-
tricos e redes de comutagio além de
servir de base para algoritmos de oti-
mizacéo de fluxos em redes e conecti-
vidade em grafos.



4.1 Arvores geradoras de custo minimo em

grafos com pesos nas arestas

Seja G = (V, E, p) um grafo conexo com pesos p : E — R nas arestas.
Para F C E definimos o custo de F por

c(F) =) ple),
eeF
e o custo de um subgrafo H C G é c¢(H) := c¢(E(H)). O problema que
nos interessa a partir de agora é: dado G = (V, E, p), determinar uma
arvore geradora T de G tal que

¢(T) = min {C(T') : T' é arvore geradora de G}.

Uma tal arvore é chamada de arvore geradora minima de G. Ela
existe, pois G é conexo (logo tem alguma arvore geradora) e tem
apenas um numero finito delas; porém pode néo ser Unica.

Observacio 4.1: um cuidado com pesos negativos

Se p > 0, o subgrafo gerador conexo de menor custo pode ser
tomado como uma arvore: se ele contém um circuito, remo-
vemos uma aresta do circuito, o que mantém a conexidade e
nido aumenta o custo. Com pesos negativos isso falha: num
triangulo com pesos —1, o triangulo inteiro custa —3, mais
barato que cada arvore geradora cujo custos é —2.

A seguir apresentamos os algoritmos de Dijkstra—Jarnik—Prim’ e
de Kruskal para determinar uma arvore geradora minima. Ambos
sdo algoritmos gulosos: a cada passo escolhem, dentre as op¢des
disponiveis, a que parece melhor naquele momento (6timo local),
sem reconsiderar escolhas anteriores. Em geral essa estratégia néo
produz uma solu¢do 6tima (6timo global), mas para arvores geradoras
minimas ela produz, e é isso que provaremos.

4.1.1 Algoritmo de Dijkstra—Jarnik-Prim para arvore

geradora minima

O algoritmo de Dijkstra—Jarnik—Prim recebe um grafo conexo G =
(V,E, p) e devolve S C E tal que G[S] é uma arvore geradora minima
de G. O algoritmo parte de um conjunto unitario, digamos U = {v}
paraalgum v € V, e a cadarodada o algoritmo acrescenta a U o vértice
de U que é extremo de uma aresta de menor custo no corte V5(U) (que
existe pela Proposicdo 4.2 e empates sao desfeitos arbitrariamente),
até que U = V. No final, as arestas escolhidas induzem uma arvore
geradora minima.
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1: O Dijkstra—
Jarnik-Prim foi descoberto mais de

algoritmo  de

uma vez, em contextos distintos. Foi
descrito primeiro por Vojtéch Jarnik
(1930), que considerou complicada a
solu¢do de Otakar Boruvka (1926),
motivada pela eletrificacdo rural da
Moréavia. Robert Prim o redescobriu
em 1957 nos Bell Labs, ao tratar de
redes de telefonia, e Edsger Dijkstra
em 1959, a pedido de engenheiros
do Mathematisch Centrum, em
Amsterda, interessados em reduzir a
fiacdo de um computador.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Algoritmo_guloso

Algoritmo 7: Dijkstra—Jarnik-Prim(G)
Dado  :um grafo conexo G com pesos nas arestas.

Devolve :uma arvore geradora minima.
U,S = g;
escolha v € V(G) arbitrério;
U < {vk
enquanto U # V(G) faca
escolha {u, w} € V5(U) de peso minimo;
insira {u, w} em S;
v« {u,wnU;
8 insira v em U,

A 1 R RN =

~N

9 retorne (V,S).

Notemos que esse algoritmo é uma ligeira modifica¢do do Algo-
ritmo 5 (pela Proposicdo 4.2 os lacos desses dois algoritmos tém a
mesma condicio).

Analise e correcao do algoritmo de Dijkstra-Jarnik—Prim.
Usaremos a técnica do invariante do laco.
Proposicao 4.3

Seja n = |[V(G)| e denote por Uy, e Sy os valores de U e S apos

a k-ésima iteragdo do enquanto da linha 4 (com U, = {v}
eSyp =@). Para0 < k < n—1,opar Ty := (U, Sg) é uma
arvore e é subgrafo de alguma arvore geradora minima de G.

Demonstragdo. Por inducdo em k. Para k = 0, T, é a arvore trivial
com o vértice v, subgrafo de toda arvore geradora de G; em particular
de uma minima, que existe pois G é conexo e tem finitas arvores
geradoras.

Sejal < k < n —1 e suponha que Tj_; é uma arvore contida
em uma arvore geradora minima T. Na k-ésima iteragio o algoritmo
escolheu (linha 5) uma aresta {u, w} € Vg(Ui_;) de peso minimo
no corte, comu € Ug_;ew & U, efez Uy = Ug_; U{w}e
Sk = Sk—1 U{{u, w}}. Como w é um vértice novo ligado a Tj._, apenas
por {u, w}, T, é conexo e nenhum circuito passa por w (que tem grau
1); logo T}, é uma arvore.

Se {u,w} € E(T), entdo Tj C T e nada ha a provar. Suponha
{u,w} & E(T). Pelo Teorema 4.1, item (2), existe um tnico caminho P
em Tdeuaw. Comou € U,_; e w & Uy_q, 0 argumento da primeira
metade da prova da Proposic¢do 4.2 mostra que P contém uma aresta
e € V(Ug_1). Temos e # {u, w} (pois {u, w} ¢ E(T)) e

(@) T' :== T — e + uw é uma arvore geradora de G: como e € E(P),

os vértices U e w estdo em componentes distintas de T — e, que
{u, w} religa; T’ é conexo e tem n — 1 arestas.
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(b) e & Sk_;: toda aresta de S_; tem as duas pontas em U;_;, e e
tem uma ponta fora de Uy_;. Assim Sy_; C E(T) \ {e} C E(T")
e, como {u,w} € E(T"), T, C T'.
(c) Como e € Vg(Uy_;) e {u,w} tem peso minimo nesse corte,
p{u, wh) < p(e), logo o(T") = <(T) — p(e) + p(fu, w}) < (7).
Pela minimalidade de T, T' também é uma arvore geradora
minima.
Assim Ty, é subgrafo da arvore geradora minima T'. A proposicdo
segue do Principio da Inducéo Finita. O

Corolario 4.1

O algoritmo de Dijkstra—Jarnik—Prim devolve o conjunto S de

arestas de uma arvore geradora minima de G.

Demonstragao. Cada iteragéo acrescenta um vértice a U, logo o laco
termina apds n — 1 iteragdes com U = V. Pela proposicao, (V, S) é
uma arvore contida em uma arvore geradora minima 7. Ambas tém
n — 1 arestas, portanto (V,S) = T. O

A complexidade de tempo do algoritmo de Dijkstra-Jarnik—Prim
depende da implementagio do passo 5. Mantendo um vetor booleano
que diz quais vértices estdo em U, podemos testar em O(1) se uma
aresta pertence a VG(U) e, a cada iteracao, percorrer todas as arestas
para encontrar uma de menor peso nesse corte, o que custa O(|E|).
Como ha |V| — 1 iteragdes, o tempo total é O(|V||E|). (Ordenar as
arestas antes ndo melhora essa cota, pois a busca da primeira aresta do
corte ainda pode percorrer todas elas.) Com mais cuidado, podemos
melhorar o tempo para grafos esparsos: uma implementagdo com
heap binaria tem complexidade O(|E|log |V).

Heap binaria e analise de complexidade do algoritmo de Prim

Uma heap binaria para minimo é uma estrutura de dados que mantém
um conjunto de elementos, cada um com uma chave, e permite acessar
rapidamente o elemento de menor chave. Ela implementa uma fila
de prioridade quando a menor chave é a de maior prioridade.
Formalmente, é uma arvore binaria quase completa, isto é, com
todos os niveis cheios, exceto possivelmente o ultimo, que é preen-
chido da esquerda para a direita, e que satisfaz a propriedade de
heap: a chave no né pai é menor ou igual a chave nos seus filhos. Em
consequéncia, a raiz contém sempre o elemento de menor chave.
Por ser quase completa, a arvore é armazenada em um vetor A,
sem ponteiros. Para o nd na posicéo i:
o pai: |i/2];
o filho esquerdo: 2i;
o filho direito: 2i + 1.
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raiz (minimo)

4 ATVOI"GS e Florestas

A 2 5 3 9 6 8 4 12

10

7

1 Z 3 4 0 6 3

A altura da arvore ¢ |log, n|, que da custo logaritmico das operacdes
(Tabela 4.1).

9

10

Operacao Descricao Custo

min devolve A[1] 0(1)

inserir(x) coloca x na ultima posigo e refaz heap O(logn)

extrair-min remove A[1], move o ultimo elemento para araiz  O(log n)
e refaz heap

diminuir-chave(i,k) reduza chave da posicdo i para k e refaz heap O(logn)

construir-heap organiza um vetor arbitrario em forma de heap O(n)

As operagdes preservam a propriedade de heap da seguinte forma.

o Subir (usado em inserir ediminuir-chave). Antes da
operacdo a propriedade vale; depois, a tinica violacdo possivel é
entre o n6 x modificado e seu pai. Se ela ocorre, trocamos os
dois. Apbés a troca, x é menor que o antigo pai, que era menor
ou igual ao irméo de x e aos filhos de x, de modo que a Gnica
violagéo possivel é, de novo, entre x e seu novo pai, um nivel
acima. O processo termina na raiz, ou quando ndo ha mais
violagdo, em no maximo [log, n] passos.

Descer (usado em extrair-min e construir-heap).
Aqui supomos que as subarvores dos filhos de x ja sdo heaps;
entdo a unica violacéo possivel é entre um no x e seus filhos. Se
X é maior que algum filho, trocamos x com o menor dos filhos
c; assim, 0 novo pai ¢ € menor que X e menor ou igual ao outro
filho. A unica violagdo possivel passa a ser entre x e seus novos
filhos, um nivel abaixo. O processo termina quando nao ha
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Figura 4.2: Heap com 10 elementos e sua representacio em vetor. Para o n6 na posicio i, o pai estd em |i/2] e os filhos em 2i e
2i + 1. Em destaque, o n6 i = 4 e seus filhos 8 e 9.

Tabela 4.1: Operacdes do Heap Minimo e seus custos. Depois de uma operacéo pode ser necessario trocar chaves de posicao
para refazer a propriedade de heap. Isso significa subir uma chave trocando de posi¢ao como o pai ou descer uma chave trocando
de posi¢do como o menor filho. Para que diminuir-chave seja eficiente, é preciso saber em que posi¢do do vetor esta
cada elemento. Isso se resolve mantendo um vetor auxiliar pos[v], atualizado a cada troca.



violacdo ou ao chegar em uma folha. Depois dele, a subarvore
de x é uma heap.

Dado um vetor com elementos em ordem qualquer, organizamo-lo
de baixo para cima. Os nos internos ocupam as posicoes 1, ..., |n/2]
e as folhas ocupam as demais, que ja sdo heaps. Processamos i =
[n/2], ..., 1 aplicando descer ao né i; ao processa-lo, as subarvores de
2i e 2i+ 1 jasdo heaps, e depois a subarvore de i também é. A altura
de um no6 é o maior numero de arestas de um caminho descendente
dele até uma folha. Descer um né de altura h custa O(h) e ha no
méaximo [n/2"*1] < n/2" noés de altura h (veja Cormen et al. (2012);
a desigualdade vale para h < |log, n], pois n/2M1 > 1/2). Como
DI h/2" = 2, o custo total é

llog, n] " n
<> o o(h) = O(n D 27) = O(n).

h=0 h>0

O ponto critico do algoritmo de Dijkstra—Jarnik—Prim é encontrar,
a cada iteracdo, a aresta mais barata que sai de U. Para isso, guardamos
os vértices fora de U em uma heap Q ordenada por chave, isto é,
U =V \ Q, de modo que, para z € Q,

chave|z] = min{p({u, z}): u € U, {u,z} € E(G)}

(ou o se z ndo tem vizinho em U) e pai[z] é um vértice u € U
que realiza esse minimo. Esse invariante vale apos cada iteracdo
do laco da linha 8, a partir da primeira (que extrai o vértice inicial
v, de chave 0 por convencéo, e faz U = {v}). De fato, quando w
entra em U s6 mudam as chaves dos vizinhos z € Q de w, e o teste
p({{w, z}) < chave[z] as atualiza para o minimo. Consequentemente, a
partir da segunda iteragéo, seja U o conjunto antes da extracdo; como
G éconexoe @ # U C V, aProposicio 4.2 da Vg(U) # @, e o vértice
w extraido tem chave[w] < co: w é o extremo em U de uma aresta
{pai[w], w} de menor peso em V5(U), que é exatamente o passo da
linha 5.
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Algoritmo 8: Dijkstra—Jarnik—-Prim—heap(G)
Dado :um grafo conexo G = (V, E, p) com pesos
nas arestas.

Devolve :uma arvore geradora minima.
S« @
escolha v € V arbitrario;
para cada z € Vfaca
chave[z] « oo;
L pai[z] < nil;

% ST T R CR SN

chave[v] « 0;

Q < construir-heap(V)

enquanto Q # @& faca

w « extrair-min(Q)

10 se paiw] # nil entdo insira {pai[w], w}em S;
11 para cada z € Ng(w) faca

12 se z € Q e p({w, z}) < chave|z] entao

13 L pai[z] <« w;

14 diminuir-chave(Q,z, p({w, z}));

© & N

15 retorne (V,S)

Supomos o grafo dado por listas de adjacéncia e mantemos pos|[z]
(com nil para os vértices ja extraidos), o que permite testar z €

Q em O(1). A inicializacéo e a construcdo da heap custam O(|V]).

As |V| chamadas a extrair-min custam O(]V|log|V|). Cada
aresta {w, z} é examinada duas vezes (a partir de cada extremo), mas
s6 provoca uma chamada a diminuir-chave quando o outro
extremo ainda esta em Q, ou seja, no maximo uma vez, o que da O(|E|)
chamadas de custo O(log|V|) cada. Como G é conexo, |V| < 2|E]|
(para |V| > 2), e todos os termos ficam absorvidos por

O(|E[log [V']).

Para comparacdo, se a heap for substituida por um vetor sim-
ples, extrair-min custa O(|V|) e diminuir-chave custa
O(1), resultando em O(|V|?). Essa versio é melhor em grafos den-
sos (|[E| = O(|V]?)), enquanto a heap binaria é melhor em grafos
esparsos.

Teorema 4.3

O algoritmo Dijkstra-Jarnik—Prim—heap(G) computa uma ar-

vore geradora minima de um grafo conexo (V, E) com pesos
nas arestas em tempo O(|E| log |V]).
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4.1.2 Algoritmo de Kruskal para arvore geradora mi-
nima

O algoritmo de Kruskal, proposto por Joseph Kruskal em 1956, também
é bastante simples: a cada passo escolhe-se a aresta mais barata dentre
as que ainda nio foram examinadas, desde que ela ndo forme circuito
com as arestas ja escolhidas. Arestas de mesmo peso podem ser
ordenadas arbitrariamente.

Algoritmo 9: Kruskal(G)
Dado  :um grafo conexo G com pesos nas arestas.

Devolve :arvore geradora de custo minimo.
S « @;
F « fila das arestas em ordem crescente de peso;
para cada e € Ffaca
se (V,S U{e}) é aciclico entao
insira e em S;

T R S

retorne (V,S).

=)

Correcao do algoritmo de Kruskal.

Vamos provar que o algoritmo de Kruskal determina uma arvore gera-
dora de custo minimo de um grafo conexo e com pesos nas arestas.

Seja S o conjunto devolvido e (ey, ..., €)) as arestas de S na ordem
em que foram inseridas. Como S comeca vazio e uma aresta s6 é
inserida se S continua aciclico (linha 4), o grafo (V, S) é aciclico. Seja
T uma arvore geradora minima de G com o maior niimero possivel de
arestas em comum com S. Mostraremos que E(T) = S.

Vamos provar que S C T. Suponha que ndo e sejam := min{j : ¢; €
S\ E(T)}. Entéo ey, ..., e,_1 € E(T). Pelo Teorema 4.1, T + e, con-
tém um circuito C, que contém e,,. Como (V, S) é aciclico, C tem uma
aresta f & S; em particular f # e, logo f € E(T). Considere

R:={ey,...,epn_1}U{f} C E(T),

que, por estar contido em uma arvore, é aciclico.

Afirmamos que f vem depois de e, na fila F. Se viesse antes,
no momento em que f foi examinada o conjunto S corrente estaria
contido em {ey, ..., e,,_1}, e f s0 teria sido rejeitada se esse conjunto
mais f contivesse circuito; mas este esta contido em R, que é aciclico.
Como F esta em ordem crescente de peso, p(f) > p(ey,).

Como f esti no unico caminho de T entre as pontas de e,,, essas
pontas estdo em componentes distintas de T — f, e portanto T’ :=
T — f + ey, é uma arvore geradora de G, com

o(T') = «(T) — p(f) + plem) < (D).
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Pela minimalidade de T, T’ também é minima. Mase,, € Se f & S,
logo T' tem uma aresta a mais em comum com S do que T, contrari-
ando a escolha de T. Portanto S C E(T).

Vamos provar que E(T) C S. Suponha e € E(T) \ S. No momento
em que e foi examinada, o conjunto S’ corrente satisfazia S’ C S C
E(T), logo S" u{e} C E(T) é aciclico e o algoritmo teria inserido e em
S, uma contradigio.

Assim S = E(T), isto é, (V,S) = T é uma arvore geradora mi-
nima.

Teorema 4.4: correcao do algoritmo de Kruskal

Para todo grafo conexo G = (V, E, p), o algoritmo de Kruskal
devolve (V, S) tal que (V, S) é uma arvore geradora minima de

G. O

Analise da complexidade do algoritmo de Kruskal.

Notemos que enquanto o conjunto S evolui de @ até definir uma
arvore geradora ele sempre define uma subfloresta geradora de G, e
seus componentes formam uma parti¢io de V. Parae = {x,y} € S
vale

(V,SU{e}) é aciclico <= x e y estdo em componentes distintos de (V, S).

De fato, se estio no mesmo componente, um caminho de x a y em
(V,S) junto com e é um circuito. Se estdo em componentes distintos
e houvesse um circuito em (V,S U {e}), ele conteria e (pois (V,S)
é aciclico) e o restante dele seria um caminho de x a y em (V,S),
absurdo.

O teste na linha 4 acima verifica se a aresta e = {x, y} néo liga
vértices do mesmo conjunto (caso contrario, teremos um circuito) e,
nesse caso, na linha 5, une o conjunto onde est4 o vértice x com o
conjunto do vértice y.

Assim, precisamos de estruturas de dados que, dinamicamente,
representem e manipulem conjuntos disjuntos de modo eficiente. Es-
truturas como essa sdo conhecidas na literatura como estruturas para
unido-e-busca (union-find) ou estruturas de dados para conjuntos dis-
juntos.

Essas estruturas mantém uma familia de subconjuntos disjuntos
com um elemento de cada subconjunto eleito como o representante
do subconjunto e permitem as operagdes
cria(x) cria o conjunto unitario {x}, com representante X;
busca(x) devolve o representante do conjunto ao qual x pertence;
uniao(x,y) substituios conjuntos que contém X e y pela unido desses

conjuntos (e determina um representante para essa uniéo).

Reescrevendo o algoritmo de Kruskal com as consideracdes feitas
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acima sobre estruturas de dados para conjuntos disjuntos:

Algoritmo 10: Kruskal(G)
Dado  :um grafo conexo G com pesos nas arestas.

Devolve :arvore geradora de custo minimo.

S <« @;
F « fila das arestas em ordem crescente de peso;
para cadav € V(G) faga cria(v);
para cada {u,v} € F faca
se busca(u) # busca(v) entao
L insira {u, v} em S;

NN G R W N

uniao(u,v)

retorne (V,S)

=)

Entre as estruturas de dados mais eficientes para implementar conjun-
tos disjuntos destaca-se a representagio por floresta com as heuristicas
unido por rank e busca com compressdo de caminhos, para a qual
m operagdes sobre n elementos custam O(m a(n)), onde « é a inversa
da funcdo de Ackermann, que cresce tdo lentamente que é < 4 para
qualquer n pratico Cormen et al. (2012).

No Kruskal ha |V| operagdes cria, no maximo 2|E| operacdes
busca e no maximo |V| — 1 operacdes uniao, no total menos que
2(|E|+|V]) = O(|E]). Assim o custo das operacdes é dominado pela or-
denacéo das arestas, e o tempo total é O(|E|log|E|) = O(|E|log |V)),
pois |E| < |V|?. A seguir analisamos uma estrutura bem simples.

Usamos um vetor C indexado por V = {1,...,n} e a ideia é que
dois elementos X,y € V estdo no mesmo conjunto se e somente se
tal que dois elementos x, y estdo no mesmo conjunto se e somente se
C[x] = C[y]. Escolhemos como representante o menor elemento do
conjunto, isto é, C[x] é o menor elemento do conjunto de x (esse é o
invariante mantido pelas operacdes abaixo).

Algoritmo 11: cria(x) Algoritmo 12: busca(x)

1 C[x] « x; 1 retorne C[x]

Algoritmo 13: uniao(x, y)

a < buscal(x);
b < busca(y);
k < min{a, b};
paracadai € {1,...,n} faca
t se C[i] = a ou C[i] = bentao C[i] « k;

G WN =

O invariante é preservado: k é o menor elemento da unifo, pois
a e b sdo os menores elementos dos dois conjuntos. (E importante
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guardar a e b antes do lago: os valores C[x] e C[y] mudam durante
ele.)

O tempo gasto com m operacdes num universo V com n ele-
mentos é O(mn).

Demonstragao. As operagdes cria e busca custam O(1) e uniao
custa ®(n), pois o lago percorre sempre as n posigdes de C. O

Em particular o limite é justo: toda uniao custa ®(n), indepen-
dentemente da sequéncia.

Corolario 4.2

O tempo do algoritmo Kruskal (G) com vetor para representar

conjuntos disjuntos é O(|E| log |E|+|V|?), em particular O(| V|-
|E|), para todo grafo conexo G com pesos nas arestas.

Demonstragao. A ordenacéo custa O(|E|log |E|). Ha |V| operagdes
cria e no maximo 2|E| operacdes busca, de custo O(1) cada, e no
maximo |V| — 1 opera¢des uniao (cada uma reduz em 1 o nimero
de componentes), de custo O(|V|) cada. O total é O(|E|log |E| + |E| +
|V|?). Como G é conexo, |E| > |V|—1, logo |V|?> = O(|V||E|); e como
log |[E| < 2log|V| < 2|V|, |E|log |E| = O(|V||E]). O

4.1.3 Estruturas de dados para representar conjuntos
disjuntos

Nessa secdo veremos estruturas mais eficientes para implementar as
trés operacoes utilizadas no algoritmo de Kruskal. Para compara-las,
analisamos o tempo gasto por uma sequéncia de m operagdes, e nao
o pior caso de cada operacgéo isolada, pois este costuma superestimar
o custo da maioria delas (analise amortizada). Supomos que as n
primeiras operacdes sdo cria, uma para cada elemento do universo
U =1{1,...,n}; em particular, m > n.

O problema é representar dinamicamente uma familia § de conjun-
tos disjuntos € = {C}, C,, ..., Ci} sobre um universo U tal que cada
conjunto ¢é identificado por um representante, que é um elemento do
proprio conjunto. Dado que o conjunto nido mudou, toda vez que
se pergunta pelo representante a resposta deve ser a mesma. Para
as nossas aplicacoes podemos assumir que os elementos sdo de um
universo U ={1,2,...,n}.

Essas estruturas devem comportar as operacdes cria, buscae
uniao sobre C:

cria(x) para x que ainda ndo pertence a nenhum conjunto, acres-
centa {x} a familia C;
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busca(x) devolve o representante do conjunto ao qual x pertence;

uniao(x,y) para x ey em conjuntos distintos Cy e Cy, remove Cy
e C), de C, acrescenta Cy U C), e escolhe um representante para
ele.

Representacao usando listas ligadas

Cada conjunto é dado por uma lista ligada cujo primeiro noé é o seu

representante, e um vetor V[1..n] guarda, para cada x, um ponteiro

paraond de x (nil se x ainda néo foi criado). Cada nd tem os atributos

prox e rep (ponteiro para o representante); o no representante guarda

ainda o nimero de elementos ¢ da lista e um ponteiro ult para o seu

ultimo no.

cria(x) cria um né z com replz] = z, £ = 1, ult = z, e faz
P[x] < z;

busca(x) devolve P[x].rep, em tempo O(1);

uniao(x,y) sejam Ly, Ly, as listas de x e y, com L, a de maior
tamanho (se ¢[Ly] < ¢[L,] troque os papéis). Percorre-se
L, atualizando rep de cada n6 para o representante de Ly,
liga-se ult[Ly] ao primeiro n6 de L, e atualizam-se ¢ e ult
do representante de Ly, que é o da unido. O custo é O(1 +
min{¢[Ly]. (L,

4
C_Hrl I»—|| = > H [ > > H
A A A

T Figura 4.3: Representacdo com listas
V: | | | | | | | | | | ligadas dos subconjuntos {c,d,e},
- fa} e {b,f,g,h} do wuniverso

a b ¢ d € f & h ! {a,b,c,d,e, f,g h,i}.

Uma busca é feita em tempo constante e o custo de uma uniéo é
basicamente o custo das atualiza¢des. Sem outra precaugio, n — 1
unides podem custar @(n?) (basta sempre atualizar a lista maior), o
mesmo que a representacdo por vetor. Adotando a seguinte heuristica,
a complexidade melhora substancialmente:

atualizar sempre a menor lista: numa unido, os ponteiros rep

sdo atualizados na menor das duas listas (em qualquer uma (¥)
delas, se tém o mesmo tamanho), que é acrescentada ao final

da maior.

Para um elemento x do universo, a primeira vez que rep[x] é
atualizado resulta numa lista de tamanho 2. A segunda vez que rep[x]
¢ atualizado resulta numa lista de tamanho 4 e assim por diante. Logo,
o namero de atualizacdes que rep[ ] de um elemento qualquer é
atualizado ¢é log, n.



Proposicao 4.4

Supondo (), em qualquer momento, se rep[x] foi atualizado k
vezes, entdo a lista que contém X tem pelo menos 2K elementos.

Demonstragao. Os conjuntos s6 crescem, logo o tamanho da lista de
X nio diminui com o tempo. Mostramos por indugido em k que, logo
ap6s a k-ésima atualizacdo de rep[x], a lista de x tem pelo menos 2¥
elementos; por monotonicidade isso vale também depois. Para k = 0,
basta que a lista de x tenha pelo menos 1 = 2° elemento. Seja k > 1
e seja L a lista de x imediatamente antes da k-ésima atualizacio; pela
hipétese de inducio e pela monotonicidade, |L| > 25¥~1. Como rep[x]
é atualizado, por (%) a outra lista L' tem |L'| > |L|, e a lista resultante
tem |L| + |L'| > 2|L| > 2¥ elementos. O

Corolario 4.3

Supondo (%), o representante de um elemento qualquer muda

no méximo |log, n| vezes.

Demonstracdo. Se muda k vezes, a lista de x tem pelo menos 2k ele-
mentos e no maximo n, logo 2k < n. O

Teorema 4.5

Supondo (%) e que as n primeiras operagdes sdo cria, o tempo
para m operag¢des num universo com 1 elementos é O(m +

nlogn).

Demonstragdo. Cada criaecadabusca custa O(1),ecadauniao
custa O(1) mais o nimero de ponteiros rep atualizados. Pelo corolario,
cada um dos n elementos tem rep atualizado no maximo [log2 n|
vezes, e portanto o total de atualizacdes é O(nlogn). Somando, o
tempo é O(m + nlogn). O

Corolario 4.4

Para todo grafo simples conexo G com pesos nas arestas, o

tempo do algoritmo de Kruskal com listas ligadas e (&) é
O(E(G)|log [V(G))).

Demonstragao. A ordenagéo das arestas custa O(|E|log |E|), mas |E| <
|V|?, logo ordenar custa O(|E|log |V]). O algoritmo faz |V| opera-
¢des cria, no maximo 2|E| operacdes busca e no maximo |V| —1
operacdes uniao, ou seja, m = O(|V| + |E|) = O(|E|) opera-
¢Oes, pois |[E| > |V| — 1. Pelo teorema com n = |V|, elas custam
O(|E| + |V|log|V]), e como |V| < |E|+1 o total é O(|E|log |V]). O

4 Arvores e Florestas

56



Representacao por floresta

A ideia é que cada conjunto seja representado por uma arvore, em que
cada elemento é um nd. Cada né aponta para o seu pai, a raiz é o re-
presentante e o pai da raiz é ela mesma (Figura 4.4). Assim, cria cria
em tempo constante uma arvore com um s6 né; busca(x) percorre o
caminho de x até a raiz, em tempo proporcional a profundidade de x, e
devolve a raiz; e a unido de duas arvores é feita em tempo constante a
partir das duas raizes, pendurando uma na outra (Figura 4.5). Portanto,
uniao(x,y) custa duas buscas mais O(1).

Essa estrutura pode ser muito ruim: se pendurarmos sempre a raiz
da arvore maior numa arvore unitaria, formamos uma cadeia com n
nods, em que uma busca custa @(n). Com uma heuristica simples o
resultado melhora substancialmente. O tamanho de uma arvore é o
seu ndmero de nos.

Unido por tamanho: a raiz da arvore de menor tamanho é pendurada
na raiz da arvore de maior tamanho (em caso de empate, em qualquer
uma).

Definimos a altura de uma arvore como a maior distdncia de um né
até a raiz e temos a seguinte relacdo entre tamanho e altura resultantes
de uma seqiiéncia de unides com a heuristica de unido por tamanho.

Proposicao 4.5

Usando unifo por tamanho, em qualquer momento cada arvore
tem pelo menos 2" nés, onde h é a sua altura.

Demonstragdo. Por inducdo no nimero k de unides. Para k = 0 toda
arvore temum noé e altura 0, e 1 > 20. Sejak > 1 e considere a k-ésima
unido, de duas arvores distintas A e B, com tamanhos t4, {5 € alturas
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Figura 4.4: Uma representacdo com
arvores dos subconjuntos {c, d, e}, {a}

e{b, f,g h}.

Figura 4.5: Resultado de uniao(e, f).



ha, hg; pela hipétese de inducio t, > 2" e tg > 2"B. As demais
arvores ndo mudam. Sem perda de generalidade t4 > tg, e entdo araiz
de B é pendurada na raiz de A. A arvore resultante temt’ = t4+tg nos

ealtura b’ = max{hy, hg+1}. Se b’ = hu,entiot’ > t, > 2 =2k

Seh' =hg+1,entiot’ =ty +tg>2tp>2-2"8 = 2" Em ambos
os casos o resultado vale ap6s a k-ésima unido. O

Corolario 4.5

Usando unido por tamanho, e supondo que as n primeiras

operagdes sdo cria, o tempo de m opera¢des num universo
com 7 elementos é O(mlogn + n).

Demonstracdo. Pela proposicio, uma arvore de altura h tem 2" <
n nos, logo h < log, n e cada busca custa O(1 + logn). Cada
cria custa O(1) e cada uniao custa duas buscas mais O(1), isto é,
O(1 + logn). O total é O(n + m(1 + logn)) = O(mlogn+n). O

Cada n6 tem um atributo pai[x] e, nas raizes, um atributo ¢[x]
que armazena o nimero de elementos na arvore enraizada em x. Os
algoritmos ficam da seguinte forma

Algoritmo 14: cria(x) Algoritmo 15: busca(x)
1 pai[x] < x; 1 enquanto x # pai[x] faca
2 t[x] < 1. 2 | x < pailx];

3 retorne x

O procedimento 1ink a seguir pressupde que x e y sdo raizes
distintas, e uniao que x e y estdo em arvores distintas.

Algoritmo 16: link(x, y)
1 t[x] « t[x] + t[y];
2 paily] < x.

Algoritmo 17: uniao(x, y)

1 1, < busca(x);

1y < busca(y);

se t[r,] > t[r,] entdo 1ink(r,r);
sendo 1ink(r,r);

- W N

Como o tempo de busca é proporcional a altura da arvore, parece
mais natural uma heuristica baseada na altura e néo no tamanho.
Uni#o por altura: a raiz da arvore mais baixa é pendurada na raiz da
arvore mais alta (em caso de empate, em qualquer uma).

Cada raiz r guarda h[r], a altura da arvore enraizada em r, que é
iniciada com O.
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Algo- Algoritmo 19: link(x, y)
ritmo 18: cria(x) 1 se h[x] = h[y] entio

1 pai[x] < x; 2 L h[x] < h[x]+1

2 hix] < 0; 3 pai[y] < x;

Algoritmo 20: uniao(x, )

1 1, < busca(x);

1y < busca(y);

se h[ry] > h[r,] entao 1ink(r,r);
sendo 1ink(r,r);

- W N

O procedimento 1ink(x,y) pressupde que X e y sio raizes distin-
tas com h[x] > h[y]; busca é o mesmo. Sé é preciso incrementar
h[x] quando as arvores tém a mesma altura. O valor h[r] é a altura
exata da arvore de raiz r: se hy > hp e a raiz de B é pendurada na de
A, anova altura é max{hy, hg + 1}, que é hy se hy > hge hy + 1 se
hy = hg.

A Proposicdo 4.5, enunciada para as duas heuristicas (“usando
unido por tamanho ou por altura, cada 4rvore tem pelo menos 2"
nos”), também vale para a unido por altura, com a seguinte prova para
o passo de induc¢éo. Sejam A e B as arvores unidas, com hy > hg (a
raiz de B é pendurada na de A). Se hy > hg, a nova arvore tem altura
W=hyet >ty >2M =2" Seh, = hg, entioh’ =hy +1e
=ty +tg>2- 2ha = 2" O corolario segue como antes.

Observacio 4.2

Comparando as cotas O(m + nlogn) (listas ligadas) e
O(mlogn + n) (arvores), ambas com unido por tamanho, as
arvores ndo sio melhores, e podem ser pior. Com n = 2K
elementos, facam-se n — 1 unides de arvores de mesma altura,
obtendo uma arvore de altura log2 n, e depois m — 2n buscas
sobre um n6 de profundidade log, n; o custo é Q(mlog n) para
m > 4n, enquanto as listas gastam O(m + nlogn). A vanta-
gem das arvores vem da heuristica de compressdo de caminhos,
vista a seguir.

Busca com compressio de caminhos e uniao por rank: quando
fazemos um buscal(x) aproveitamos o percurso de X até a raiz da
arvore e desviamos os ponteiros pai[y], de todoy nesse caminho, para a
raiz; na unido penduramos a arvore de menor rank na raiz da de maior
rank.
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Exemplo 4.1: Esquema de uma busca com compressao
de caminhos

() ()
o A busca(d) o o A
@ I A A
/\

Com compresséo de caminhos a altura de uma arvore pode diminuir,

mas atualiza-la a cada busca seria caro. Mantemos entdo, em cada no,
rank[x], iniciado em 0 e alterado apenas por 1ink; ele é uma cota
superior da altura da subarvore de x (e igual a ela quando nao houve
compressio). Na unido, a raiz de menor rank é pendurada na de maior
rank, e, em caso de empate, o rank da raiz que recebe aumenta de
1. A compressdo nao muda o conjunto de nés de uma arvore nem
o rank das raizes, logo a Proposicéo 4.5 vale com rank no lugar de
altura (mesma prova da unido por altura): toda arvore de raiz r tem
pelo menos grank[r] pag e portanto, rank < [log2 nl.

O algoritmo para busca com compressdo de caminhos fica

Algoritmo 21: cria(x)

1 pai[x] < x;
2 rank[x] < 0;

Algoritmo 22: uniao(Xx, )

1 1, < busca(x);

2 1, < busca(y);

3 se rank[r | > rank[r)] entdo 1ink(r,r,);
4 sendo 1ink(r,ry);

Algoritmo 23: busca(x) com compressio

1 se X # pai[x] entao pai[x] < busca(pai[x]);
2 retorne pai[x]

Algoritmo 24: link(x, y)

1 se rank[x] = rank[y] entao rank[x]| « rank[x] + 1;
2 paily] « x;

Essas duas heuristicas juntas, a unifo por rank e a compressio de
caminhos ¢é bastante eficiente. O préximo resultado, sobre a comple-
xidade de m opera¢des num universo de tamanho n, envolve uma
funcao a(m, n) que cresce muito vagarosamente; na pratica podemos
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assumir que a = 4. Ndo demonstraremos esse teorema (veja Cormen
etal. (2012)), o resultado que mostraremos a seguir é um pouco menos
preciso.

Teorema 4.6: (Tarjan, 1975)

Com unido por rank e compressao de caminhos, o tempo gasto

com m operagdes num universo de tamanho n, com m > n (as
n primeiras sendo cria), é O(m a(m, n)).

(Demonstracdo em Cormen et al. (2012).)

Observacio 4.3

A funcio de Ackermann (na versdo de Cormen et al. (2012)) é
dada, para i, j > 1, por

2] sei=1,
A(l, j) =1A>1 - 1,2) sei>2ej=1,
A(i—1,AG,j—1)) sei>2ej>2,

e cresce muito rapidamente: A(2, j) é uma torre de exponen-
ciais com j + 1 dois, A(3,1) = 16 e A(4,1) = A(2,16) é uma
torre de 17 dois, imensamente maior que 1020 (estimativa do
namero de &tomos do universo observavel). Para m > n de-
fine-se

a(m,n) = min{i > 1: A(i, |m/n]) > Ign},

onde Ig = log,. Como A ¢ crescente em j, a(m,n) < a(n, n),
e portanto a(m, n) < 4 para todo n < 2441 Por exemplo,

’ n \ a(n,n) ‘
1-3 1

4-15 2

16 - 65535 3

65536 — 244D _ 1 4

J

Considere uma sequéncia de m operacdes, das quais as n primeiras
sdo cria, com unido por rank e compressio de caminhos. Sejam
by =1e bg = 2bg-1 (isto ¢, 1,2,4,16,65536, ... ). Particionamos os
elementos de U em grupos segundo o rank final: o Grupo 0 tem os de
rank O e 1 e, para g > 1, o Grupo g tem os de rank em (by_;, b,]| =
(K,2X] comK = bg_,. O rank satisfaz:

(i) o rank de um no s6 muda em 11ink, quando ele é a raiz que
recebe a outra; logo, depois que deixa de ser raiz, ndo muda
mais;

(i) rank[x] < rank[pai[x]] para todo X que nio é raiz (vale na
criacdo; em 1ink, se os ranks sdo iguais o da raiz que re-
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cebe aumenta; e a compressio aponta x para um ancestral, de
rank maior). Em particular, rank[pai[x]] s cresce ao longo do
tempo;

(iii) para cada x, seja D(x) a arvore de X no instante em que x deixa
de ser raiz (ou no fim, se isso nunca ocorre). Entdo |[D(x)| >
2rank[x] (Proposic¢ao 4.5 com rank); e se X # y tém o mesmo
rank final, entdo D(x) N D(y) = @;

(iv) para todo k, ha no méaximo n/2¥ nés de rank maior que k; em
particular, o Grupo g tem no maximo n/2X nés;

(v) ha no maximo lg" n grupos.
Justificativas. (iii) A arvore de x no instante em que deixa de ser raiz
tem pelo menos 2rank[x] g5 e o seu rank ja é o final por (i). Suponha
z € D(x) N D(y), com x # y do mesmo rank r e, sem perda de
generalidade, x deixando de ser raiz antes de y (ou y sendo raiz no
fim). Nesse instante x é ligado a uma raiz R de rank > r, e apds o
1link a raiz da arvore de z passa a ter rank > r (se rank[R] = r,
ele aumenta), e esse rank s6 cresce. Quando y deixa de ser raiz, y
é a raiz da arvore de z com rank r, uma contradi¢io. (iv) Para cada
r, os D(x) de rank r sdo disjuntos e tém > 2" elementos, logo ha
< n/2" noés de rank r; some sobre r > k. (v) O rank é no maximo
|lg n| (Proposicdo 4.5). Se go é o menor g com by > |Ign|, hd gy + 1
grupos, e para gy > 1 vale by _; <lgn, isto é, n > by ; aplicando Ig
repetidamente, lg(g") n>by=11logolg" n>gy+1.

O custo total é O(m) (cada cria e cada 1ink custa O(1)) mais
o custo das f < 2m buscas, e o custo de uma busca é o nimero
de nés do caminho x = Yy, ...,y até a raiz, cujos apontadores sdo
redirecionados. Classificamos os nés y do caminho em dois tipos:

1. Tipo 1: y é a raiz ou filho da raiz, ou pai[y] estd em grupo
diferente do de y;

2. Tipo 2: os demais, isto é, y ndo é a raiz nem filho da raiz e pai[y]
estd no mesmo grupo que y.

Tipo 1. Ao longo do caminho o rank cresce estritamente, logo o
grupo nio decresce e muda no maximo Ig* n — 1 vezes; com a raiz e o
filho da raiz, cada busca tem no maximo Ig" n + 1 nés do Tipo 1. Em
f buscas sio O(mlg" n).

Tipo 2. Seja y no Grupo g, com ranks em (K, 2X]. Cada vez que y é
do Tipo 2 em uma busca, pai[y] passa a ser a raiz, cujo rank é maior
que o do pai anterior (pois este ndo era a raiz); como o rank do pai s6
cresce e o de y é fixo por (i), o rank de pai[y] assume valores distintos
em (rank[y], 2X] a cada ocorréncia, e depois que sai do grupo y nunca
mais ¢ do Tipo 2. Logo y é do Tipo 2 no maximo 2K vezes. Por (iv) ha
no méaximo n/2X tais nés, e o Grupo g contribui com no maximo

e, somando sobre os < 1g* n grupos, O(nlg” n).
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Teorema 4.7

Com unido por rank e compressio de caminhos, o tempo gasto
com m operac¢des cria/busca/uniao num universo com

n elementos, das quais as n primeiras sdo cria, é O((m +

n)lg" n). O

Exercicios

Exercicio 75. Seja G = (V, E, p) um grafo conexo, U ¢ V nio-vazio
e e uma aresta de peso minimo em V5(U). Mostre que e pertence a
alguma arvore geradora minima de G.

Exercicio 76. Seja G = (V, E, p) um grafo conexo e seja C um circuito
de G. Mostre que se e é uma aresta de peso maximo entre as arestas
de C, entdo G — e é conexo e existe uma arvore geradora minima de
G — e que também é uma arvore geradora minima de G. Em particular,
isso vale para toda aresta de peso maximo em G que pertence a algum
circuito.

Exercicio 77. Seja G = (V, E, p) um grafo conexo e seja U ¢ V néo-
-vazio. Mostre que se e é a tnica aresta de menor custo em Vg(U),
entdo e pertence a toda arvore geradora minima de G. Mostre, com
um exemplo, que a hipétese de unicidade nio pode ser omitida.

Exercicio 78. Seja G = (V, E, p) um grafo conexo e seja T C G uma
arvore geradora. Mostre que T é uma arvore geradora minima se e
somente se, para toda e € E(G) \ E(T), toda aresta do tinico circuito
C de T + e tem custo no maximo p(e).

Exercicio 79. Seja G = (V, E, p) um grafo conexo. Mostre que se, para
todo corte Vg(U) com U ¢ V ndo-vazio, existe uma Unica aresta de
custo minimo no corte, entdo G tem exatamente uma arvore geradora
minima. A reciproca dessa afirmacéo vale? Justifique.

Exercicio 80. Seja G = (V, E, p) um grafo conexo com pesos positivos
nas arestas. Para toda arvore geradora minima T de G e todo caminho
P C T, o caminho P é um caminho de custo minimo em G entre as
suas extremidades? Justifique.

Exercicio 81. Mostre que para toda arvore geradora minima T de G
existe uma ordenacio ey, ..., e|g| das arestas de G, com p(e;) < -+ <
p(e|g)) tal que o algoritmo de Kruskal, examinando as arestas nessa
ordem, devolve T.

Exercicio 82. Seja G = (V, E, p) um grafo conexo com pesos positivos
nas arestas. Mostre que todo conjunto F C E tal que (V, F) é conexo e
p(F) = Zee P(e) é minimo entre os conjuntos com essa propriedade
induz uma arvore, isto ¢, (V, F) é uma arvore. Dé um exemplo com
pesos nio-positivos em que essa conclusio néo vale.
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Exercicio 83. Considere a seguinte estratégia genérica para computar
uma arvore geradora de custo minimo (AGM). Seja G = (V, E, p) um
grafo conexo com pesos nas arestas. Dado S C E, dizemos que uma
arestae € E \ S é boa para S se SU {e} C E(T) para alguma AGM T
de G.

Algoritmo 25: AGM(G)
Dado  :um grafo conexo G = (V,E, p).

Devolve :arvore geradora de custo minimo.

S« @

enquanto (V, S) nao é arvore geradora faca
escolha uma aresta f € E \ S boa para S;

L S« Su{f}

retorne (V,S)

W N =

15}

1. Suponha que, em cada iteracdo do enquanto, existe uma aresta
boa para S e que um ordculo a entrega ao algoritmo na linha 3.
Prove que o lago termina e que AGM(G) devolve uma AGM de
G. (Dica: determine e prove um invariante para o lago.)

2. Sejam T uma AGM de G, S C E(T) e U C V nio-vazio tal
que Vg(U) N S = @. Prove que toda aresta e de custo minimo
em Vg(U) é boa para S. (Dica: considere os casos e € E(T) e
e & E(T); no segundo, note que a aresta que se remove de T
pertence ao corte e, portanto, ndo pertence a S.)

3. Conclua que, se S C E(T) para alguma AGM T de G e (V, S)
néo é arvore geradora, entdo existe uma aresta boa para S; logo
a hipdtese do item 1 sempre se verifica. (Dica: tome U como o
conjunto de vértices de uma componente de (V, S).)

4. Use o item 2 para provar a corre¢éo dos algoritmos de Dijkstra-
Jarnik—Prim e Kruskal: mostre que, em cada iteracéo, a aresta
inserida em S é boa para o S corrente (suponha, por indugéo,
que o S corrente esta contido em alguma AGM). (Dica: no Prim
use o corte V5(U) da iteracio; no Kruskal, use o corte definido
pela componente de uma das pontas da aresta em (V,S) e a
ordem em que as arestas sdo examinadas.)
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