Arvores e Florestas

Chamamos de aciclico qualquer grafo que ndo contenha circuito.
Uma floresta é um grafo aciclico e os componentes conexos de uma
floresta sdo arvores, ou seja, uma drvore é um grafo conexo e aci-
clico.
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Notemos que todo grafo aciclico G com pelo menos dois vértices

tem pelo menos dois vértices de grau 1, basta tomarmos os extremos
de um caminho de comprimento maximo (veja a Figura 1.6, pag. 5).

Chamamos de folha todo vértice de grau 1 em uma arvore.

Proposicao 4.1

Um grafo G é conexo se e somente se Vg(U)) # @ para todo

subconjunto préprio e ndo-vazio de vértices U C V(G).

Demonstragao. Seja G um grafo conexo. Se G é conexo e admite um
subconjunto proprio e ndo-vazio U C V(G), entdo existe em G um
caminho

U= XgyX1s ooy X = W

para algum u € U e algum w € U. Tome m := max{j : x; € Ule
temos 0 < m < k pela escolha de u e de w, logo {X,,;, X541} € Vg(U).
Para a reciproca, considere um grafo G tal que para todo subcon-
junto proéprio e nao-vazio de vértices U C V(G) vale Vg(U)) # @.
Se G nao é conexo, entdo existem vértices # e w de G sem nenhum
caminho entre eles. Defina U como a componente conexa de u. Logo
U+# @,ew & U, ouseja, U C V(G). Pela hipotese, Vg(U) # @, e
portanto existe uma aresta {a, b} € E(G) coma € Ue b € U. Como
a € U, existe um caminho P de u a a, portanto, P, b é um caminho de
uab,logobe U. Assim,be Ueb e U é uma contradicdo. Logo G
€ conexo. 0

Definicio 4.1: Remocio e adicio de aresta

Se G = (V,E) é um grafo e e uma aresta de G, entdo definimos
o grafo obtido pela remocéo de e, denotado por G — e, por

G—e:=(V,E\{e}).

Figura 4.1: Uma floresta com 4 arvo-
res.

Vs(U), o corte definido por U, foi
definido no Exercicio 60



Sejam x,y € V(G) vértices distintos de G. Definimos o grafo
G + xy por

G+ xy = (V(G), B(G) U {{x, y}})

Note que, sendo x e y adjacentes, G + xy = G.

Proposicao 4.2

Se G = (V,E) é conexo entédo G — e é conexo para toda aresta
e que pertence a algum circuito de G.

Demonstragao. Seja G um grafo conexo e e uma aresta de algum cir-
cuito C C G. Consideremos dois vértices quaisquer u, v € V(G — e)
e P um caminho u = uy, u,, ..., U, = U em G com extremos u e L.
Se e & E(P) entdao P é um caminho em G — e.
Se e € E(P), entdo e = {u;,u;,1} para algum i e a sequéncia
Uy, .o s Ui—1, C — €, Uj4p, ..., Uy, é um passeio em G — e que contém os
vértices u e v. Logo G — e é conexo. O

Nos grafos conexos, a quantidade de arestas caracteriza arvores.
Por um lado temos o seguinte resultado.

Proposicao 4.3

Toda arvore com n vértices tem n — 1 arestas.

Demonstragdo. Vamos provar por inducdo em n > 1 que a seguinte
afirmacéo vale: se um grafo com n vértices é uma arvore entdo o niimero
de arestas én — 1.

Se o grafo é trivial, isto é n = 1, entdo o nimero de arestas é 0.

Para n > 2, vamos assumir que toda arvore com n — 1 vértices tem
n — 2 arestas e seja G uma arvore com n vértices.

Tome v € V(G) uma folha de G. O grafo G — v é uma arvore
(justifique) com n — 1 vértices e pela hipotese indutiva |[E(G — v)| =
n—2. Como |[E(v)] = 1 e |E(G —v)| = |E(G) \ E(v)|, temos que
|E(G)| = n—1. Portanto, pelo Principio de Inducéo Finita, a afirmacgao
vale para todo n > 1. O

Por outro lado, grafos conexos com uma aresta a menos que o
numero de vértices sdo arvores. Antes de provar a reciproca do lema,
introduziremos um novo conceito. Lembremos que H C G é gerador
se V(H) = V(G).

Definic¢io 4.2: arvore geradora

Se uma arvore T C G é um subgrafo gerador de G, dizemos
que T é uma arvore geradora de G.
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Todo grafo conexo tem uma arvore geradora dele: seja G um grafo
conexo e seja T C G um subgrafo gerador de G, conexo e com o menor
numero de arestas possivel. Se T contém circuito entdo para qualquer
aresta e de um circuito T — e é conexo e tem menos arestas que T, uma
contradicdo. Desse fato, podemos concluir que a reciproca do lema
4.3 do seguinte modo: suponha que G é conexo, com n vérticese n —1
arestas. Seja T C G uma arvore geradora de G. Como acabamos de
mostrar T tem n — 1 arestas, logo T = G, portanto G é uma arvore.

Teorema 4.1

Um grafo com n vértices é uma arvore se, e somente se, é

conexo e o namero de arestas é n — 1. O

Um algoritmo que recebe um grafo conexo e determina uma arvore
geradora do grafo conexo é facil e rapido e ja sabemos como fazer:
é o subgrafo induzido pelo conjunto de arestas M = {{v, plv]}: ve
V(G) e p[v] # nil}, onde o vetor p[ | é determinado pela execucio de
uma algoritmo de busca (Algoritmo 3; veja os exercicios 60 item 4).

Além do nuimero de arestas, outras propriedades caracterizam
arvores.

Teorema 4.2: caracterizacao de arvore

As seguintes afirmagoes sdo equivalentes para todo grafo G =
(V,E):

(1) G é arvore;

(2) para quaisquer x,y € V existe um unico caminho em G
com extremos X e y;

(3) G é conexo minimal: G é conexo e G — e é desconexo,
para qualquer e € E;

(4) G é aciclico maximal: G é aciclico e G + xy contém

circuito, para quaisquer x,y € V nio adjacentes em G.
\. J

Demonstragao. Para G trivial o teorema vale como pode-se verificar
facilmente. Se G tem ordem 2, entio G = K% e a verificacdo também
é facil, deixa-mo-la para o leitor. Vamos supor que G tem pelo menos
3 vértices e mostraremos (1)=(2)=(3)=>(4)=>(1).

(1) = (2): Seja G uma arvore e sejam X,y € V. Se x = Y, 0 unico
caminho é o trivial. Suponha x # y. Como G é conexo, existe um
caminho de x a y. Suponha, por absurdo, que P = Xg, X1, ..., X;41
e Q = Yo, V15 --- » Ym1 S€jam caminhos distintos com xg = yg = x e

Xp+1 = Ym+1 = Y- Seja
p:=max{i > 0: x; = y; paratodo0 < k < i}.

Como y ocorre em Q apenas na ultima posicdo (e em P também),
p=n+1loup=m+1forcarian = meP = Q. Logo p < min{n, m},
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0s vértices Xp 1 € Yp41 existem e Xp 1 # Ypy1- Seja
q:=min{j: j > pexj =y, paraalgum ¢ > p},

e fixe ¢ > p com x4 = y,. Este q existe, pois j = n + 1 serve (com
¢ = m+ 1). Considere

C = Xp, Xpi1s -5 Xg = Yos Yo—15 -+ » Yp+1: Yp = Xp-

Seus vértices sdo distintos: P e Q sdo caminhos, e, pela minimalidade
de g, nenhum x; com p < j < q aparece em Y1, ... , Y- Além disso,
C tem (q — p) + (¢ — p) arestas, com ambas as parcelas > 1 e ndo
ambas iguais a 1 (sendo X, = Yp41); logo C tem comprimento > 3 e
¢ um circuito em G, contradicao.

(2) = (3): Seja G tal que (2) vale. Por hipotese G é conexo. Para
toda aresta e = {u, v} € E temos que P = u, U é 0 Unico caminho com
extremos u e v, portanto, G — e é desconexo.

(3) = (4): Seja G conexo minimal. Se G contém circuito, entdo
para qualquer e € E(G) que pertenca a um circuito temos que G — e
é conexo, uma contradicdo. Agora, sejam X,y € V distintos e ndo
adjacentes em G; como G é conexo existe um caminho, digamos
P =x,u0y,...,U, Y, com extremos x e y. Em G + xy temos o circuito
X, U1, ..., U, ¥, X pois k > 1.

(4) = (1): Seja G aciclico maximal; resta provar que G é conexo.

Suponha que nio: existem x # y sem caminho entre eles em G. Em

particular xy & E(G), e por (4) o grafo G + xy tem um circuito C.

Como G é aciclico, xy € E(C), e entdo C — xy é um caminho de x a
y em G, contradicéo. O

Como consequéncia do Teorema 4.2 podemos concluirt que uma
arvore com n vértices é um grafo conexo com o menor niimero possivel
de arestas dentre todos os grafos conexos com n vértices.

Exercicios
Exercicio 62. Determine o numero de arestas de uma floresta com n
vértices e com k componentes conexas, em fungido de n e k.

Exercicio 63. Desenhe todas as drvores ndo-isomorfas com 5 vértices
e todas as arvores ndo-isomorfas com 7 vértices e com grau maximo
pelo menos 4.

Exercicio 64. Mostre que toda arvore T tem pelo menos A(T) folhas.

Exercicio 65. Prove que o conjunto de arestas {p[v], v} definido por
uma busca em profundidade rotulada induz uma arvore.

Exercicio 66. Seja G um grafo. Mostre que as seguintes afirmacoes
sdo equivalentes:
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(a) G é conexo e |E(G)| = |[V(G)| —1;
(b) |[E(G)| = |V(G)| — 1 e G ndo contém circuito.

(c) G é uma arvore;

Exercicio 67. Considere uma floresta FF com n vértices e m arestas.

(a) Qual é o niimero maximo de vértices num componente
conexo de F?

(b) Mostre que ha pelo menos max{n — 2m, 0} vértices de grau
zero.

(c) Mostre que se m < n/2 entio resta pelo menos um vértice
de grau zero.

Exercicio 68. Seja T uma arvore, u e U dois vértices ndo adjacentes em
T e a € E(T) uma aresta do circuito em T + uv. Mostre que

T+uv-a:=(V(T),E(T)U {{u, U}} \ {a})

¢ uma arvore. Dizemos que essa arvore foi obtida por uma operacdo
elementar a partir da arvore T.

Exercicio 69. Sejam Ty, T, C G arvores geradoras distintas de um grafo
conexo G. Mostre que T, pode ser obtida a partir de T} através de
uma sequéncia de operacdes elementares.

Exercicio 70. Em um grafo conexo G dizemos que uma aresta e é uma
ponte se G — e é desconexo. Prove uma ponte pertence a todas as
arvores geradoras de G.

Exercicio 71. Seja T uma arvore de ordem ¢. Mostre que qualquer grafo

com grau minimo pelo menos ¢ — 1 contém um subgrafo isomorfo a
T.

Exercicio 72 (precisa de algebra linear). Seja G um grafo conexo com
n vértices e m arestas, m > n — 1, e seja T C G uma arvore geradora
de G. Como |E(T)| = n — 1, ha exatamente m — n + 1 arestas em
E(G) \ E(T); denote-as por ey, ... , €,,_n4+1- Para cada i, o grafo T + e;
contém um #nico circuito C;, formado por e; e pelo tnico caminho
em T entre as pontas de e;. Chamamos Cy, ..., Cp,_p,41 de circuitos
fundamentais de G com respeitoa T.

Dados A, B C E(G), denote por AAB a diferenca simétrica. Consi-
dere o conjunto § (E(G)) das partes de E(G) sobre o corpo [, = {0, 1},
com soma AAB e produto por escalar 0 - A =@,1-A =A.
1. Verifique que 42 (E(G)) é um espaco vetorial sobre [,.
2. Prove que para todo circuito C C G existem by, ..., by,_p411 €
[, tais que E(C) = by - E(C1)A -+ Abpy_py1 - E(Cry_py)-

3. Seja C(G) o subespago gerado pelos conjuntos de arestas dos
circuitos de G. Prove que E(Cy), ..., E(Cy,_p41) formam uma
base de C(G) e conclua que dim €(G) =m —n+ 1.

Exercicio 73 (precisa de algebra linear). Seja G um grafo conexo com n
vértices e m arestas, e seja T C G uma arvore geradora de G. Sejam
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Jis -+ s fa—1 as arestas de T. Para cada j, o grafo T — f; tem exatamente
duas componentes; seja S; o conjunto de vértices de uma delas e defina

Dy = V().

Observe que D; N E(T) = {fj}, pois f; é a tinica aresta de T entre S;
e V(G) \ S;. Chamamos Dy, ...
com respeito a T.

,D,,_1 de cortes fundamentais de G

Considere o espago vetorial § (E(G)) sobre [, com a soma AVB
(exercicio anterior).

1. Prove que V(S)AV(S’) = V(SAS’) para quaisquer S,S’ C
V(G). Conclua que o conjunto D(G) dos cortes de G (incluindo
V(@) = @) é um subespaco de § (E(G)), chamado espaco de
cortes de G.

2. Prove que para todo corte D = V(S) de G existem by, ...
F, taisque D =by; - D}V ---Vb,_;-D,_;.

3. Prove que Dy, ..., D,_; formam uma base de D(G) e conclua
que dimD(G) =n—1.

4. Mostre que dim C(G)+dim D(G) = m, onde C(G) é o espaco de
circuitos do exercicio anterior. Dica: mostre que, parae; & E(T),

’ bn—l €

vale f;i € E(C;) se e somente se ¢; € Dj, e que todo circuito
intersecta todo corte em um numero par de arestas.

Exercicio 74 (Shannon switching game (1952)). O seguinte jogo foi
proposto por Claude Shannon para ser jogado numa grade retangular;
descrevemos a versdo em um grafo qualquer. O jogo é jogado em um
grafo finito G com dois vértices distinguidos, s e t, por dois jogadores,
o Positivo (Short) e o Negativo (Cut), que jogam alternadamente.

No inicio todas as arestas estéo livres. Na sua vez, o Positivo fixa
uma aresta livre e, na sua vez, o Negativo remove uma aresta livre;
uma aresta fixada ou removida permanece assim até o fim do jogo.
O Positivo vence se, em algum momento, existe um caminho de s a ¢
formado por arestas fixadas; caso contrario, isto é, se todas as arestas
forem marcadas sem que tal caminho exista, vence o Negativo. Em
particular, ndo ha empates. Dizemos que o jogo (G, s, t) é
positivo se o Positivo tem estratégia vencedora, ndo importando
quem comeca;

negativo se o Negativo tem estratégia vencedora, nao importando
quem comeca;

neutro se vence quem joga primeiro.

Observe que um jogador nunca é prejudicado por uma jogada extra;
logo, se um jogador vence jogando em segundo, vence também jo-
gando em primeiro. Disso decorre que todo jogo é positivo, negativo
ou neutro.

Prove que se G tem um subgrafo H com s,t € V(H) que admite

duas arvores geradoras (de H) disjuntas nas arestas, entdo o jogo
(G, s, t) é positivo.
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Lehman (1964) de forma tedrica e ge-
nérica, na teoria de matroides, provou
que uma estratégia vencedora para
o Positivo existe; o jogo de Shannon
depende da estrutura de independén-
cia linear dos seus circuitos. Bruno e
Weinberg (1970) simplificaram e tra-
duziram os conceitos abstratos de ma-
troides em estruturas puras de teoria
dos grafos, oferecendo um algoritmo
eficiente (de tempo polinomial) para
determinar quem vence. A metodolo-
gia impactou o projeto de circuitos elé-
tricos e redes de comutagio além de
servir de base para algoritmos de oti-
mizacéo de fluxos em redes e conecti-
vidade em grafos.



Dica. Seja (T;, T,) um par de arvores geradoras de H. Dizemos que o
par é bom num dado momento do jogo se nenhuma aresta de T; U T, foi
removida e toda aresta de E(Ty) N E(T,) ja foi fixada. O Positivo deve
manter um par bom antes de cada jogada do Negativo. Se o Negativo
remove uma aresta f € E(Ty), o grafo Ty — f tem duas componentes
e, como T, é conexo, a Proposicdo 4.1 fornece uma aresta g € E(T,)
ligando as duas componentes; o Positivo fixa g. Cuide dos casos em
que f estd fora de T; U T,, em que g ja esta fixada, e de quem comeca
o0 jogo. Ao final, explique por que o Positivo tem um caminho de s a ¢
de arestas fixadas.
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