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2. UM SISTEMA DEDUTIVO PARA A LOGICA PROPOSICIONAL

Da literatura conhecemos alguns sistemas dedutivos para a linguagem proposicional como os
Sistemas Axiomaticos de Hilbert, a Dedug¢do Natural, os Tableaux Seméanticos e o Célculo de Se-
quentes de Gentzen. Eles sao equivalentes no sentido de deduzirem as mesmas férmulas da l6gica
proposicional. Cada um deles foi proposto com um propdésito, por exemplo, a deducdo natural
pretende modelar o modo como deduzimos usando raciocinio légico, o sistema de Gentzen me-
caniza mais o processo e é o predileto em Teoria da Prova.

Estudaremos a seguir um sistema axiomaético do tipo Sistema de Hilbert para a légica propo-
sicional. Ele contém um conjunto (finito) de axiomas e uma unica regra de inferéncia. Provas
sdo construidas como uma sequéncia de férmulas, cada uma das quais é ou um axioma, ou uma
féormula que tenha sido anteriormente provada, ou uma derivacao de uma féormula de férmulas
anteriores na sequéncia usando a regra de inferéncia. As deducoes nesse tipo de sistema sao mais
dificeis porém facilita-se o estudo das propriedades (metateoremas) do sistema dedutivo, que é o
nosso principal objetivo agora.

Usaremos letras gregas maitsculas

2,1,0,Q,...

para denotar conjuntos de férmulas de %;.

2.1. Axiomas. No que segue, chamaremos de axioma e de teorema uma férmula como as seguin-

tes
1) a—(pf—a)
(2) a—a

0 que, a rigor, ndo sao como ja dissemos na secdo 1.2. Sdo esquemas de axiomas e esquemas de
teoremas, pois usam varidveis da metalinguagem. Os axiomas sdo obtidos quando substituimos
tais varidveis por férmulas nas quais figuram apenas simbolos do alfabeto <, sendo que todas as

ocorréncias da mesma varidvel correspondem a mesma férmula da linguagem.

Exemplo 12. AFBF ((p1 V 1p2) < p3) — ((p2 A 1p3) — ((p1 V 71p2) < p3)) € uma das formulas do

esquema (1), isto é, ¢ um dos axiomas

(SPl V pg) < P3)J - (:'(Pz A “Ps)) - (SPl V pg) < P3)J)

a ﬁ a

e ((p1Vp2) < p3) — ((p1 V7 p2) < p3) é uma férmula do esquema (2)

(SPl vV p2) < Psl - (Spl vV p2) < P:«i)

a a
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Os axiomas (ou esquemas de axiomas) que adotaremos para o sistema dedutivo, conhecido

como sistema de Kleene e denotando neste texto por K, é o seguinte (com omissoes de parénteses)

(Al): a— (f—a)

(A2): (a— (f—¢) — (a—p)— (@—))
(A3): (@ — ) — (@ —~p) — ")

(A4): a— (B— (anP))

(A5): (anp)—«a

(A6): (anp)—p

A7): a—(aVvpP)

(A8): B — (aV p)

A9): (@ —y)—=((B—7)— (aVp)—7Y)
(A10): "a—a

2.2. Regrade inferéncia. O sistema formal de Kleene tem apenas uma regra de inferéncia, a Mo-
dus Ponens:

a, a—f
MP): —
B

que deve ser entendida como: de a e @ — f deduzimos (inferimos, provamos) .

Na prética dedutiva isso significa que se numa prova, que definiremos a seguir, ocorre a formula
a e ocorre a formula a — f entdo podemos usar a férmula S.

Modus ponens é uma abreviacdao de modus ponendo ponens, frase em latim para “o modo que

afirma afirmando”.

2.3. Deducao. Sejam a € %) e I' € £. Uma prova de « a partir de I' € uma sequéncia finita de

férmulas
(P1,92,...,Pn)
tal que ¢, =a e, paracadai<n, ¢; é

(1) ouum axioma
(2) ouuma féormuladeT

(3) ouuma férmula obtida de ¢, ¢, ...,@;—1 por regra de inferéncia.

Nesse caso dizemos que I' prova a, ou a é deduzivel de I' e usamos a notagdo
I'-a.

As vezes, também dizemos que a é consequéncia sintatica de I'. Chamamos I' de antecedentes

ou hipéteses iniciais e @ de consequente ou conclusao.
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Se a é consequéncia sintatica dos axiomas (isto é, I' = &) entdo escrevemos
Fa

e nesse caso dizemos que a é um teorema légico. Em particular, se a é um axioma, entdo também

é um teorema légico.

2.4. Simplificacoes de notacao.

e Aoinvésde {a} - f escrevemos a + .
e Aoinvésde {ay,...,a,} F B escrevemos ay,...,a, F f.

e Aoinvésde'U{a} F B escrevemosT,at (.

2.5. Exemplos de deducao. Usualmente, escrevemos uma prova para I' - ¢, da seguinte forma

Prova.
¥1 [justificativa]
2. @2 [justificatival
n-1. Pn-1 [justificativa]
n. ©n [justificativa]

A justificativa diz explicitamente como foi obtida a formula daquela linha.

TEOREMA 13 Fa—a

Prova.
1. a—((a—a)—a) (por Al)
2. (@a—((a—a)—a)—(@a—(@—a))—(ad—a)) (por A2)
3. (a—(a—a))—(a—a) (MP 1,2)
4. a—(a—a)) (por Al)
5. a—a (MP 3,4)

TEOREMA 14 o — (B, f—-yFa—y

Prova.
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1. a—p (por hip6tese)
2. B—v (por hipotese)
3. B—-1)—(@—(B—7) (por Al)
4. (a—(B—17) (por MP 2,3)
5. (@a—B—-71)—(a—p)—(@a—17) (por A2)
6. (a—p)—(a—Yy) (por MP 4,5)
7. a—y (por MP 1,6)

TEOREMA 15 6 — (p— & F¢p— (0 —¢)

Prova.

1. 0— (p—<) (por hip6tese)
2. (6—-0@—=8)=(0—p—0O—03) (por A2)
3. ¢—0—¢ (porAl)
4. O—¢)— 10— (por MP 1,2)
5. (B—=d)—=O—8)—(p—(6—p)—©6—0)) (por A1)
6. ¢—(O—P)—0O—0) (por MP 3,5)

7. (o= (0—-p—-0—0))—
(p—=O—p)—(p—©—0) (por A2)
(p—=O—P)—(p—0O—0) (por MP 6,7)
¢—(0—¢%) (por MP 4,5)

Notemos que as linhas 1-7 da prova do teorema 14 sdo “iguais” as linhas 3-9 na prova do teo-
rema 15. De fato, na linha 3 temos ¢ — (6 — ¢) e na 4 temos (0 — ¢) — (0 — £); 0 que precisamos
agora € concluir que ¢ — (0 — ¢£), que é essencialmente o que o teorema 14 faz. Troque no teorema
14 toda ocorréncia de a por ¢, de f por 0 — ¢ e de y por 0 — ¢ e temos o resultado esperado.

Para evitar esse trabalho extra permitimos que se justifique passos de uma prova com teoremas

ja provados. Para dar um exemplo, a prova acima é re-escrita abaixo.

1. 0—(p—¢) (por hipétese)
2. (0=(0—8)=(0—dp—06—0) (por A2)
3. ¢—0O—¢ (por Al)
4. O-¢p)—O—0 (por MP 1,2)
5. ¢o— 10— (pelo Teo. 14 3,4)

O proximo resultado também permite o mesmo atalho. Nas linhas 8-14 da prova a seguir tam-
bém fazem o mesmo servico do teorema 14. Pode-se verificar isso trocando na prova do teorema

14 toda ocorréncia de a por "a — —a, de f por 7« e de y por a.
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TEOREMA 16 g — 1 ab«a

Prova.

g — T (por hip6tese)
—a— ((ha— a) — a) (por Al)
3. (ta— ((Ca—a)—a) —
(a— (a—a)) — (na—"a)) (por A2)
4, a— (Ca— ) (por Al)
5. (a— (Ca— ) — (ha— a) (por MP 2,3)
6. a—a (por MP 4,5)
7. (Ca—a)— ((a—1a) — a) (por A3)
8. (na— 1ma)— (por MP 6,7)
9. ta—a (por A10)
10. (=) —a) = ((ha — 77a) — (77a) — a) (por Al)
11. (ha— —a) — ((ha) — a) (por MP 9,10)
12. (@ — 1a) = () — a) —
(@ —7na) = (77a)) = (o — 77a) — a)) (por A2)
13. ((ha—"a)— (ta)) = ((ha— "a) — a) (por MP 11,12)
14. (a—a)—a (por MP 8,13)
15. a (por MP 1,14)

Notemos que as linhas 1-7 da prova do teorema 14 sdo “iguais” as linhas 8-14 na prova do teo-
rema 16; troque no teorema 14 toda ocorréncia de a por @ — 71—, de f por 7 e de y por a.
Para evitar esse trabalho extra permitimos que se justifique passos de uma prova com teoremas ja

provados. Para dar um exemplo, a prova acima é re-escrita abaixo.
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Prova do teorema 16.

1.

@ — 1@

a— ((ha—a) - a)

(ta— ((ha—a)— a)) —
((a— (ma—1a)) — (Ca— 1a))

—a— (ha— )

(~a— (ha—a)) - (Ca— a)

a—

(ta—a) = (e — a) — 7a)

(ha—a)—

o —a

(ha—"a)—a

a

TEOREMA 17 Fa —

Prova.

1.

® NS e WD

ot —

(~ma— a) — (e — ) — a)
(~na — na) = (e — @) — Ta)
(7 —a)— oa

Tt — T

(ma—a)—a

a— ("o —a)

a— 1

TEOREMA 18 (LEI DE DUNS SCOTUS) —a,a 8

(por hipo6tese)
(por Al)

(por A2)

(por Al)

(por MP 2,3)

(por MP 4,5)

(por A3)

(por MP 6,7)

(por A10)

(pelo Teo. 14 em 8,9)
(por MP 1,14)

(por A10)

(por A3)

(pelo Teo. 15 em 2)
(por MP 1,3)

(por A10)

(pelo Teo. 14 em 4,5)
(AD)

(pelo Teo. 14 em 7,6)

18
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Prova.
1. a (por hipotese)
2. it (por hipétese)
3. a—(p—a) (por Al)
4, —a— (7 — a) (por A1)
5. f-a (por MP 1,3)
6. “f -« (por MP 2,4)
7. f—a)—(f—a)—1p) (por A3)
8. (7 —a)—p (por MP 5,7)
9. - (por MP 6,8)
10. af—f (por A10)
11. B (por MP 9,10)

Desse resultado temos que se, por algum motivo tenhamos duas férmulas contraditérias, « e
-, provamos que pode-se derivar qualquer férmula f a partir dessas hipoteses. Dizia-se “ex falso
seguitur quodlibet” (de uma falsidade tudo se segue). A “falsidade” aqui refere-se a formula a A —«a

que pode ser inferida a partir de a e de —a.

2.6. Regras de inferéncia derivadas. Ao invés de mantermos as referéncias a teoremas, usamos
escrever novas regras de inferéncia sempre que a utilidade justifique. Essas sao chamadas regra
de inferéncia derivadas. As regras correspondentes aos teoremas 14 e 15 sdo escritas esquemati-

camente como

(SH): % (tHy: 2= @ =9 (CP1): —~—

-y ¢— 10— p—a
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chamadas, respectivamente, de silogismo hipotético e troca de hipoteses e contrapositiva. A iltima

delas tem a a seguinte prova.

1.

© e Nl DN

—
M o= o

13.

a—p

p—-p

a—-p

e —a

——a—

(A — ~7f) = (@ — ) — 1)
(A — 77 f) — e
~f — (@ — )
- oo
~p—~=p
-
oot —

—Iﬁ—>—|aj

(hip6tese)
(Teo. 17)
(SH1,2)

(A10)

(SH 3,4)
(A3)

(MP 5,6)
(A1)
(SH8,7)
(Teo. 17)
(SH 10,9)
(A10)
(SH11,12)

As regras derivadas sdo escritas, genericamente, como

x1,...,Af

p

e entende-se: se a,..., @ sdo teoremas do sistema formal, entdo f é teorema do sistema formal.

Como exemplo, considere a regra

a’—>,5,,3—>}’,ﬁ(l—>5,_')/

)

cujo esquema tem a prova

a—f
B—y
a—0
Y
a—y
—l’}/—>—|a
a

0

® NS e WD

(hipotese)
(hipotese)
(hipotese)
(hipotese)

(SH1,2)

(CP1 em4)

(MP 4,6)
(MP 3,7)

2.7. Propriedades da deducgdo. O seguinte teorema nos dd as propriedades que nos ajudam nas

provas de teoremas légicos, com especial énfase no teorema da deducao, que € bastante ttil.
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METATEOREMA 3 Valem as seguintes propriedades para a de deducao de formulas da logica propo-
sicional.

Autodeducao: I' - a paratodoa €T

Monotonicidade: Sel'+ a entdoT UZ - a.

Regrado corte: Sel'+ a; parai=1,2,...,k e{ay,...,ar} - BentdoT - B.

Compacidade: I' - a se, e s6 se, existe A< T finito tal que A a.

Destacamento: sel'-a el a — Bentdol' - .

Teorema da Deducdo: at f se, e somente se, - @ — 3 ou, genericamente,
I',a B se, esomentese, I'+a — B.

As trés primeiras propriedades podem ser facilmente verificadas. A compacidade segue da ob-
servacao que se I' - a entdo tomamos A como as férmulas de I que ocorrem na prova, que é finita;
areciproca segue da monotonicidade.

O destacamento segue da definicao de prova. Suponhal'Fael'F a — . DeT - a temos uma
prova(0;,0s,...,0,_1,a) de a apartirdeI'. DeI' - a — ff temos uma prova {1, ¢2,...,om-1,a — B)
de a — fB a partir de I'. A seguinte prova

1. 0,
n'].. Gn_l
n. a
n+l. ¢1
n+m-1. Gm-1
n+m. a—p
n+m+1. B (por MP n,n+m)

estabelece I' - .
O teorema da deducdo requer um demonstracdo mais elaborada e antes de demonstra-lo veja-
mos algumas consequéncias
e 13— at (a — PB) a partir do exercicio 1, item 1b;
e -1 b a apartir do axioma (A10);
e {a}F a, por autodeducao, portanto, - {a} — a;

e o 1—a doteorema 17.

Escrevemos as seguintes regras derivadas a partir de trés desses resultados.
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=171 aj

. ﬁﬁ—» aQ . L .
(CP2): W (DN1): — (DN2): —

2.7.1. Demonstragdo do Teorema da Deducédo. Vamos demonstrar quese ', a - fentdo '+ a — .

Suponha queI',a - § e seja
<01’92)---)9n—1rﬁ>

uma prova de f a partir de I' U {a}. Vamos demonstrar por inducao em i que I' - a — 6; para todo
1<i<nemque@f,éaférmula f.

Lembremos que o uso de teoremas ou de regras de inferéncia derivadas numa prova é apenas
uma abreviacao, para efeitos de formalismo uma prova contém férmulas que sdao axiomas ou hi-
poteses ou inferéncias por Modus Ponens.

Base: a féormula 8, ou é um axioma ou uma férmula de I'. Se é axioma ou hipé6tese (de I' U {a})

entao
1. 0, (axioma ou hipétese)
2. 6, — (a—0y) (por Al)
3. a—0; (por MP 1,2)

Em ambos os casos, axioma ou hipétese, vale que I' - o — 6.

Hipdtese indutiva: Assuma que I' - a — 6 paratodo j=1,2,...,i - 1.

Passo indutivo: Vamos demonstrar que a hip6tese indutiva implicaI' - a — 6;.

A férmula 6; ou é uma axioma ou férmula de I' U {a}, ou é resultado de inferéncia (MP j,k) com
J,k <i. Nos dois primeiros casos I' - @ — 6;, a prova € similar ao caso feito na base da inducao.

Resta verificar o caso 0; é resultado de (MP j,k). Se 0; é resultado de (MP j, k) com j, k < i entdo na
linha j temos 6; e na linha k temos 6; — 0;. Pela hipétese indutival’'Fa —6; e’ a — (0 — 0;),

assim, com hipoteses T’

1. a—0; (hip6tese indutiva)
2. a— (0;—0;) (hipo6tese indutiva)
3. (@—0;—0))— (a—0;)— (a—0)) (por A2)
4, (@—0;)— (a—0;) (por MP 2,3)
5. a— 0; (por MP 1,4)

ou seja, I' - @ — 0; o que completa o passo indutivo. Pelo principio da indugdao matemaética I" -
a — 0;, paratodo i, portanto I' - a — .

Agora, vamos demonstrar que se ' - @ — S entdo I', a - . Suponha que I' - a — $. Entdo

lata—p
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pela monotonicidade de . Pela autodeducao de - temos I', @ F a, portanto pelo destacamento
temos I',a + B. O

3. EXERCICIOS DA SEMANA 2

(1) Dé provas para
@ F(Ea—a) —a.
b) F(=f—a)— (a—p).
(2) Seja(01,0-,...,0,) uma prova. A sequéncia (01,0,,...,8¢) paratodo ¢ com 1< ¢ < n é uma
prova?

(3) Prove os seguintes teoremas légicos para quaisquer formulas a e f.

(@ F@Bva)—(avp). e) Fanf—a
(b) F(B—a)— (a—p). ) FanpB—p
© FEf—a)— (ha—p). @ Fp—avp
(d Foava (h) F=a—(a—p)

(4) Escreva uma demonstracdo para autodedugdo, a monotonicidade e regra do corte de .

(5) Verifique as seguintes regras derivadas de inferéncia.

. @f LB ,avpa , 2@np)
(IC): anp (ID2): avp (SD): i (DMA): SV B
— = = 11—
(EC1): a_/\ﬂ (MT): a—'B"B (DMV): W—Vﬁ) (O): .
@ a aATf

(6) Justifique o seguinte método de prova:
SelTu{-aj+pBelu{-a}lF-Bentaol'} a.

Use esse fato para provar

{ma— (BAY),(yvo) —€,e— 6 Fa.



