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3. SEMANTICA DA LINGUAGEM DA LOGICA PROPOSICIONAL

Se uma férmula a € %, é verdadeira ou falsa, geralmente, depende de como interpretamos as
suas féormulas atébmicas. No estudo da semantica ndo nos comprometemos com uma tnica inter-
pretacao, estamos realmente interessados em relagoes logicas gerais e a verdade é uma proprie-
dade das sentencas.

Uma interpretacdo para as férmulas de %, é uma funcao que associa a qualquer férmula de %,
um elemento em uma estrutura abstrata chamada modelo que permite definir a veracidade das
féormulas. No nosso caso, as formulas assumem um de dois valores, 0 ou 1, a que chamamos de

valores-verdade.

3.1. Interpretacao e Valoracao. Uma valoracdo de %, é uma funcio w : %y — {0, 1} que atribui
valor-verdade para as todas formulas bem formadas da linguagem e que satisfaz as seguintes con-
dicoes

e w(p;) estd definido para todo i;

s w(ha)=1-w(a);

e w(a— P)=max(1-w(@), wp).

Dadas interpretagdes para todas as formulas atdmicas py, p2, ..., a atribuicdo de valor-verdade
d4a a cada férmula atdomica que representa uma afirmacao verdadeira o valor 1 e a cada formula
atomica representando uma afirmacao falsa o valor 0. Nao se define como lidar com quaisquer
valores de verdade além de 1 e 0, embora ha légicas com outros valores-verdade, elas ndo sao

relevantes na maioria da matematica.

Exemplo 19. Seja w uma valoracao tal que w(p;) = w(ps) =0e w(p2) = 1. As condicdes satisfeitas
por qualquer valoracdo, descritas acima, permite-nos encontrar o valor-verdade de qualquer FBF.

Por exemplo

w((~p1 — p2) — p3) =max(1 - w(~p1 — p2), w(ps))
=1-w(p1— p2)
=1- max(l -w(py), W(pz))
=1-1=0.
De fato, estendendo o caso do exemplo acima, o valor-verdade de uma férmula depende so-

mente dos valores de suas subférmulas atbmicas, como mostra o coroldrio que segue do seguinte

resultado.
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METATEOREMA 4 Sejam v e w duas valoragoes de £y. Para toda a € £y, se v(p;) = w(p;) para toda

formula atomica p; € Sf(a), entdo
v(a) =w(a).

DEMONSTRACAO. A demonstracdo é por inducao (metateorema 1). Sejam v e w duas valoracoes
de £ e a € £ uma férmula tal que v(p;) = w(p;) para toda subférmula atdomica p; € Sf(a).

Se a é formula atdmica entdo é imediato, da hipétese, que v(a) = w(a). Assuma que @ ndo é
férmula atomica. Pelo metateorema da leitura iinica existem tnicas 3,y € Sb(a) tais que (i) @ = 7
ou(ia=p0—-7y.

Assumimos que o enunciado do teorema € valido para as subférmulas fde a = -8, e f ey de
a=p—y.

No caso a = =13, pela hip6tese indutiva, v(f) = w(p), logo 1 — v(B) = 1 - w(p), portanto v(a) =
w(a).

Nocasoa=f—yev(f) =w(p) e v(y) =w(y) entdo 1 — w(f) =1 - v(p), portanto, w(ff — y) =
max(1 - w(f), w(y)) = max(1 —v(B), v(y)) = v(f — 7). Logo w(a) = v(«a).

Pelo principio de indugdo para férmulas, para toda FBF a € %, tal que v e w coincidem nas

subférmulas atbmicas vale que v(a) = w(a). ]

Uma interpretacao de uma férmula a € % fica definida por uma atribuicdo de valor-verdade 0
ou 1 para cada uma das suas férmulas atomicas.

Denotemos por V o conjunto dos simbolos proposicionais

V={p1,p2...}.
Uma interpretacao é uma funcao
v: ¥V —{0,1}.

Toda interpretacao v pode ser estendida para uma tinica valoracao
v: ffo nd {0, 1}
i.e., existe uma unica ¥ valoracao tal que v(p;) = D(p;), paratodo p; € V.

COROLARIO 20 (EXTENSAO UNICA DE UMA INTERPRETAGAO) Dada uma interpretacio v : ¥V —
{0,1}, existe uma tinica valoragdo w : £y — {0, 1} tal que w(p;) = v(p;) para toda férmula atbmica
pi € V.

DEMONSTRACAO. Sejam u e w duas valoragdes que estendem a interpretagdo v. Para qualquer

a € %y vale que u(p;) = w(p;) = v(p;) para toda p; € Sub(a), portanto, u(a) = w(a). O
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Como hd uma unica valoracao de %, que estende a interpretacdo v de 7, ela é denotada, ine-

quivocamente, por 0.

Observagdo 21. Os conectivos logicos A, v, e podem ser interpretados como operadores de uma
dlgebra booleana 2 = ({0,1},0,1, max, min, —). Nesse caso, o A é interpretado como o operador
min, 0 V como max e o = como o complemento. A implicacdo e a bi-implicacdo sdo interpretados

em funcdo do min e max. Desse modo, toda valoracao w deve satisfazer,

e w(aAp) =min(w(a), wp)).

e w(av p) =max(w(a), w(p)).

e w(ha)=1-w(w);

e w(a— P)=max(1-w(@), wpP).

e w(a < B)=min(max(1- w(a), w(B)), max(w(a),1- w(p))).

Observemos ainda que w(—a) =1 se, e s6 se, w(a) =0, que w(aAfB) =1se, esése, wa) =1e
w(Pf)=1,que w(aVv p)=1se,esose wa =0ouw(f)=0,que wia— f)=0se,esése, wa) =1
e w(B) =0 e, finalmente, que w(a — P) =1 se, e s6 se, w(a) = w(p).

A mesma légica proposicional como descrevemos até aqui pode ser expressa usando o alfabeto

{p!rerpgr---y/\»V)_')(y)}

e a dlgebra booleana 28 é uma modelo na qual ela pode ser interpretada (veja o metateorema 8,

pag. 38).

3.2. Satisfazibilidade, tautologia e contradicdo. Dizemos que a € %, é satisfazivel se para ao

menos uma interpretagdo v tem-se ¥(a) = 1. Uma valoracao w satisfaz a se w(a) = 1 e escrevemos
wkEa.

Dizemos que uma férmula é uma tautologia se o valor-verdade da férmula é sempre 1 em qual-

quer interpretacao, ou seja, para toda interpretacao v, U F @ e nesse caso escrevemos
Fa.

Por exemplo, as EBE p; — (p2 — p1), 7(p1 A—p1) e ((p1V p2) < (p1 — p2) sdo tautologias, assim
como os esquemas @ — (f — a), "(aA—a) e (maV ) — (@ — B). Algumas das tautologias notaveis
sao

e ando contradi¢do: 7 (a A (ma)) e

e 0 terceiro excluido a v (—a).
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Vamos verificar a ndo-contradigdo. Seja v uma interpretacao qualquer e temos

vV(ana)=1-D(aAa)
=1-min(d(a), D(~a))

=1-min(d(a),1-0(a))=1-0=1.

Mais tautologias notaveis sdo dadas a seguir

e comutatividade: (aVv ) < (Bva)e (@aAP) < (BAra);
» associatividade: ((avpB)vy) = (aVv(BVvy))e((aAB)Ay) = (aA(BAY);
o distributividade: (a A (BVY)) = (@AB)V(aAny))e
(@av(BAy) < (avP)Alavy);
e absorcao: av(anpf)—aean(avp) —a;
e idempoténcia: (ava) —ae(aAa) < a;
« involucdo ou dupla negacao: a — —(7a);
e leis de De Morgan: ~(a V ) — ((ma) A (7f)) e 7 (a A B) < ((ma) v (7).
Vamos ver um exemplo verificando diretamente a dupla negacdo. Seja v uma interpretacao qual-

quer e temos P(7a) =1-0(7a) =1- (1 - D(a)) = D(a), portanto

V(a < a) = max(min(?(a), (0 a)), min(l — d(a),1 — (0 a)))
=max(?(a),1 - D(a))

=1

Exercicio 22. Verifique que os esquemas de féormula @« — e —a v  tém sempre o mesmo valor
l6gico em qualquer valoracao.
Qual é o esquema de férmula escrito somente com operadores A, V e = que em qualquer inter-

pretacdo tem o mesmo valor lgico de a — 32

Do exercicio 22 temos as tautologias

e implicacdo: (¢ — ) < (ma Vv f),

e bi-implicacdo: (@ < f) < ((a — ) A (B — @)).
Uma bi-implicagdo tautolégica bastante ttil é

e negacao da implicacdo: 7 (a — f) < (a A (1))
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que € tautologia pois para qualquer valoracao w temos que w(—~(a — f)) = 1-max(1-w(a), w(f)),

porém (verifique)
1 -max(1 - w(a), w(f)) =min{w(a),1 —w(Pf)} = wla A1)

portanto, para qualquer que seja a valoracdo w sempre vale que w(—(a — f)) = w(a A 1) de

modo que a bi-implicacao da negag¢do da implicacdo é uma tautologia.

Exercicio 23 (Contrapositiva). A seguinte tautologia, por sua utilidade, também é faz parte da lista

das notéveis e é chamada de contrapositiva
(@ — B) < (=p) — (na)).

Verifique que a férmula acima é uma tautologia.

As implicacdes tautoldgicas sdo importantes nos sistemas logicos, elas validam os mecanismos
sintdticos de deducao. Algumas das implicagdes tautoldgicas da légica proposicional sdo
e leida adi¢do: a — (a Vv ),
« lei da simplificacdo: (¢ A B) — «a,
e modus ponens: (a A (a — ) — B,
e modus tollens: (7 p) A (a — B)) — 7a,
« silogismo disjuntivo: ((a Vv ) A na) — B,
» silogismo hipotético: (@ — ) A (B— 7)) — (@ — ),
e reducdo ao absurdo: (¢ A (7)) — (Y A (7)) — (a — ).

Exercicio 24. Calcule o valor-verdade das féormulas listadas acima.

Dizemos que uma fé6rmula é uma contradicao se seu valor verdade for 0 em qualquer interpre-
tacdo. Certamente, as formulas —(a vV —a) e 7 (@ — a) sdo contradicoes. Também, a negacdo de

uma tautologia é uma contradicao.
METATEOREMA 5 «a é uma tautologia se, e s6 se, 7a é uma contradigdo.

DEMONSTRACAO. Exercicio. ]

3.3. Tabela-verdade. Do valor légico de uma férmula de £, numa valoracao depender exclusi-
vamente do valor de seus &tomos podemos concluir que, para analisarmos o0s possiveis valores-
verdade de uma férmula de %), basta analisarmos todas as interpretacdes em um conjunto finito
de férmulas atdmicas. Isso garante um procedimento efetivo (i.e., um algoritmo) que, dado uma

formula a € £, descobre o valor-verdade de a em toda interpretacao possivel.
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METATEOREMA 6 Existe um algoritmo que, dado uma formula a € £y, decide se a é satisfazivel.

Nessa se¢do descrevemos um procedimento efetivo para determinar o(s) valor(es) verdade de
uma férmula bem formada. O metateorema da extensdo tnica (coroldrio 4) garante um proce-
dimento com um ndamero finito de passos para estudar os possiveis valores-verdade de uma for-

mula.

(1) O primeiro passo para montar a tabela-verdade de uma férmula é destrinché-la nas sub-
féormulas.

(2) Em seguida, montamos uma coluna para cada subférmula, colocando as mais elementares
a esquerda, e as mais complexas a direita, partindo das férmulas atdmicas até a férmula
toda.

(3) Escrevemos uma linha para cada possivel interpretacao (valoracdo das férmulas atdmicas)

e usamos as regras de valora¢do para completar a tabela.

Por exemplo

P1 ‘ “p1 H p1VTp1
0 1 1
1 0 1

atesta que p; vV 7p; é uma tautologia.

Exemplo 25. Tabelas-verdade para (1) 7(p; A p1), (2) 7(p1 — (p2 — p1)) € (3) p1 V po.
P ‘ p1 ‘ pP1ATp1 ‘ (p1Ap1)

M o 1 0 1
P p2 p2 — p1 p1— (p2— p1) 2(p1— (p2 — p1))
0 0 1 1 0
(2) 0 1 0 1 0
1 0 1 1 0
1 1 1 1 0

P1 p2 P ap1Vp2

S O =
—_— O =
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Exemplo 26. Tabela-verdade para (p; A p2) — ((7p3) V (ps < ps))

pi | v ps | pa | os || piave | s | pacps | Cpo)va—ps) | (p1apa) = (Cps)v (pa = ps)

0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 1 0 1 0 1 1
0 0 0 1 0 0 1 0 1 1
0 0 0 1 1 0 1 1 1 1
0 0 1 0 0 0 1 1 1 1
0 0 1 0 1 0 1 0 1 1
0 0 1 1 0 0 1 0 1 1
0 0 1 1 1 0 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0 0 1 1 1
0 1 0 0 1 0 0 0 0 1
0 1 0 1 0 0 0 0 0 1
0 1 0 1 1 0 0 1 1 1
0 1 1 0 0 0 0 1 1 1
0 1 1 0 1 0 0 0 0 1
0 1 1 1 0 0 0 0 0 1
0 1 1 1 1 0 0 1 1 1
1 0 0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 1 0 1 1
1 0 0 1 0 0 1 0 1 1
1 0 0 1 1 0 1 1 1 1
1 0 1 0 0 0 0 1 1 1
1 0 1 0 1 0 0 0 0 1
1 0 1 1 0 0 0 0 0 1
1 0 1 1 1 0 0 1 1 1
1 1 0 0 0 1 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1 1 0 1 1
1 1 0 1 0 1 1 0 1 1
1 1 0 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 1 0 1 1 1
1 1 1 0 1 1 0 0 0 0
1 1 1 1 0 1 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 0 1 1 1

Vimos que o valor 16gico de uma férmula de £, depende exclusivamente do valor de seus ato-
mos e isso garante um procedimento efetivo que, dado uma férmula a € %, descobre o valor-
verdade de a em toda interpretagdo possivel.

Na prética, a viabilidade desse método depende da quantidade de subférmulas atomicas da
férmula pois o tamanho da tabela cresce exponencialmente nesse parametro. Uma férmula sobre
n d&tomos tem uma tabela com 2” linhas. Uma férmula com 10 d&tomos resulta numa tabela com
1.024 linhas, certamente muito trabalhoso para um humano mas facilmente resolvido por um
computador. Entretanto, deve ficar claro que mesmo para um computador ha um limite. Se hd 30

atomos, a tabela ird conter mais de um bilhdo de combinacdes de valores.
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Embora haja atalhos como, por exemplo, se se atribui o valor 0 para p; pode-se atribuir o valor
0 para p; A p2 independentemente do valor atribuido ao p», o que reduz o niimero de cdlculos a
serem realizados, em tese, esses atalhos podem nao ajudar. Tais atalhos nao mudam fundamen-
talmente a dificuldade do problema.

Estamos na seguinte situacao: dada uma férmula a da logica proposicional, queremos deter-
minar se a é sempre verdadeira, i.e., hd interpretacdo para os simbolos proposicionais de a que a
torna verdadeira. Esse problema é conhecido na Teoria da Computacdao como o problema da sa-
tisfazibilidade de uma férmula booleana e € chamado SAT. Determinar via for¢a-bruta se alguma
interpretacao satisfaz a formula toma tempo exponencial no nimero de &tomos e ndo se sabe se é
possivel tomar algum atalho que seja efetivo para toda férmula e que diminua consideravelmente
a quantidade computacdo necessdria para tomar a decisdo correta.

Ainda, dada uma valora¢do podemos verificar rapidamente o valor-verdade da férmula a. Isso
é uma caracteristica da familia de problemas computacionais ditos NP. O problema SAT desem-
penha um papel fundamental na Teoria da Complexidade Computacional uma vez que podemos
mostrar que a descoberta de um algoritmo eficiente para este problema implica em algoritmos
eficientes para todos os problemas computacionais da classe NP. De fato, dentre os problemas NP,
esse € um dos mais dificeis, num certo sentido muito preciso, ou seja, € um problema computaci-

onal NP-completo.

3.4. Consequéncialégica. Usamos letras gregas maitsculas T, A, Z, ¥, A, Q, ©, I1, ® para denotar
conjunto de férmulas tomadas de %;. Uma valoracdo w satisfaz o conjunto I' se satisfaz cada for-
mula do conjunto, isto é, w(a) = 1 paratodo a € I e, se esse € 0 caso, dizemos que I' é satisfazivel,

que w satisfaz ou é um modelo para I" e denotamos tal fato por
wkT.

Uma férmula a é consequéncia l6gica (ou consequéncia seméntica) das férmulas de T, fato
denotado por
lrFa

se, e so se, toda valoracdo w que satisfaz I' também satisfaz a. Usamos a notacao
rel

para expressar que I" ndo € satisfazivel.

Exemplo 27. {(p1 V p2) — p3} F p1 — Ps. De fato, seja v uma interpretacdo qualquer, entdo de

I -max(v(p1), v(p2)) =1-v(p1) temos

D((p1V p2) — p3) = max(1 —max(v(p1), v(p2)), v(p3)) < max(1 - v(p1), v(ps)) = 0(p1 — ps3)
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de modo que se ¥((p; V p2) — p3) =1 entdo ¥(p; — p3) = 1.

Exemplo 28. Temos que {(p1 A p2) — ps3} ¥ p1 — ps pois se v(p1) =1 e v(p2) = v(p3) = 0 entdo
U((p1 A p2) — p3) =1 mas D(p; — p3) =0.

3.4.1. Simplificagoes de notagdo.

e Aoinvés de {a} F 8 escrevemos a F .
e Aoinvésde {a,...,a,} F B escrevemos ay,...,a, F B.

e AoinvésdeT'U{a} F B escrevemos,aF (.

METATEOREMA 7 A consequéncia semantica tem as seguintes propriedades.
(1) T,aFE Bse esose,T'Fa— B. Em particular a = 8 se, e sé se, = a — .

2) {a,az...,aptEpPse esose,E(aiAarA---ANay) — .

DEMONSTRAGAO. Para a demonstracdo do caso particular de (1) suponhamos a F . Seja w uma
interpretacao. Se w(a) = 0 entdo w(a — B) = 1 por defini¢do. Se w(a) = 1 entdo Ww(P) = 1, pois
assumimos « = B, portanto, w(a — PB) = 1. Logo a implicacdo a¢ — B é uma tautologia, isto é,
Fa— p.

Agora, assumamos F a — f e seja w uma interpretacao. Se i satisfaz @ entdo w(f) = 1, pois
a — f é tautologia, portanto «a = S.

A prova do caso geral de (1) é deixada como exercicio.

Para a demonstracdo de (3) suponha que {a;,@2...,a,} F B e seja w uma interpretacdo. Se
Ww(aiAazA---Aay) =0entdo W((ajAazA---Aay,) — B) =1 pordefinicdo. Se w(ajAazA---Aay) =1
entdo w(P) = 1 por hipotese, portanto, w((a; A2 A---Aay) — ) =1.Logo (a1 Aaa A Aay) — B
é tautologia.

Por outro lado, se (a; Aaa A+ A ay) — P € tautologia e w é uma interpretacao tal que w(a; A

az/\.../\an):l, entao, Lf}(ﬁ):l -

Exercicio 29. Sejam aj,...,a, e f formulas. Mostre um algoritmo que decide se § é consequéncia

légica de {ay, ..., an}.

Em particular, a partir da propriedade (1) do metateorema 7 e das tautologias notaveis (pa-

gina 27) temos, por exemplo,

Modus Ponens a,(a—PBEP
Modus Tollens (=B),a— BFa
Silogismo disjuntivo avpakFEp

Silogismo hipotético a—pB—-rvFa—y
Ademais, podemos novas deduzir tautologias de consequéncias logicas



LOGICA BASICA 33

(i) de a, BF a A B obtemos a tautologiaF a — (8 — (a A B)),

(i) deavp,a—vy,p—yFytemoskE (@ —vy)— (B—7Y) — (aVv B — 7)) usando (1) e temos
F({a@a—=1)AB—7)— (aVvp—7y) usando (1) e, em seguida, usando (2) do metateorema
7,

e vice versa, deduzir consequéncias l6gicas de tautologias, com por exemplo

(iii) deF (@ A (@ — B)) — Btemos a, (a — B) F B,

(iv) deF((a—=)A(B—=7)—(avpf—7p) temos(a—7), -7 F(avp—r7y).
Exercicio 30. Verifique que a consequéncia semantica tem as seguintes propriedades.

1) aFa.
(2) seaFPefFaentioF a— B.
(3) seaFpPePFyentioaky.

Exercicio 31. Verifique se vale a afirmacgdo: SeT'F a, entao I', B F a.

3.5. Exemplo mundano de consequéncia légica. Comecamos essa se¢cdo com o seguinte exem-

plo ao qual nos referimos por Exemplo @i Consideremos as seguintes sentengas atdmicas

p: O time joga bem

: O time ganha o campeonato.

{Q

-~

: O técnico é o culpado.

s: Os torcedores estdo felizes.
com as quais formamos as seguintes sentencas compostas

p — g: Se o time joga bem, entdo o time ganha o campeonato.

p q

—ip — r: Se o time ndo joga bem, entdo o técnico € o culpado.

g

~~
ﬁp r

g — s: Se o time ganha o campeonato entdo os torcedores estao felizes.

-

~~

q N
=5t Os torcedores nao estao felizes.

Como sdo 4 simbolos atémicos, a quantidade de interpretacdes possiveis é 2* = 16 e todas essas

interpretacoes com as respectivas valoracoes sdo dadas a seguir.
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p la|r| s | p=q | p=r | qg=s | 75
0 0 0 0 1 0 1 1
0 0 0 1 1 0 1 0
0 0 1 0 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1 0
0 1 0 0 1 0 0 1
0 1 0 1 1 0 1 0
0 1 1 0 1 1 0 1
0 1 1 1 1 1 1 0
1 0 0 0 0 1 1 1
1 0 0 1 0 1 1 0
1 0 1 0 0 1 1 1
1 0 1 1 0 1 1 0
1 1 0 0 1 1 0 1
1 1 0 1 1 1 1 0
1 1 1 0 1 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 0

donde extraimos a nica interpretacao que satisfaz as sentencas compostas

p q r S p—q ap—r q—s =k

Se supomos que valem as premissas
Se o time joga bem entdo o time ganha o campeonato (p — q).
Se o time ndo joga bem entdo o técnico é o culpado (—p — ).
Se o time ganha o campeonato entdo os torcedores estao felizes (g — s).
Os torcedores nao estao felizes (7s).
entdo uma conclusao légica é que o técnico é culpado. Isso porque todas as interpretacdes que
fazem as premissas verdadeiras tornam "o técnico é culpado’ uma sentenca verdadeira.
Com as premissas
Se o time ndo joga bem entdo o técnico é o culpado (—p — ).
Se o time ganha o campeonato entdo os torcedores estao felizes (g — s).
Os torcedores nao estao felizes (7).

temos a seguinte parte relevante da tabela-verdade
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p q r s p—r q—s as
0 0 1 0 1 1 1
0 0 1 1 1

donde concluimos —1p, ou seja, o time ndo joga bem. Note que ndo podemos concluir nem que o
time ganhou o campeonato’ (q) é verdadeira, nem que o 'time ndo ganhou o campeonato’ (mq) é
verdadeira, pois as duas situagdes sdo possiveis.

Por outro lado, se supomos que valem as premissas

Se o time joga bem entdo o time ganha o campeonato (p — q).
Se o time ndo joga bem entdo o técnico é o culpado (—p — ).

Se o time ganha o campeonato entdo os torcedores estao felizes (g — s).

entdo nao podemos concluir nenhuma das sentencas atdmicas, nem suas negacoes, pois nas in-
terpretacdes que tornam as premissas verdadeiras ndo ha um unico valor légico para sentengas

atdmicas como mostra o seguinte extrato da tabela-verdade

p q r S p—dq p—r q—s

1 0 1 1 1
1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

Uma alternativa a tabela-verdade

No caso do exemplo ér vimos, usando uma tabela-verdade, que se supomos que valem as pre-

missas
p—q: Se o time joga bem entdo o time ganha o campeonato.
ap—r Se o time ndo joga bem entdo o técnico € o culpado.
q—s: Se o time ganha o campeonato entdo os torcedores estao felizes.
s Os torcedores nao estao felizes.

entdo uma conclusdo logica é

r: O técnico é culpado.



Em outras palavras temos que
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{p—q,p—r1r,q—sstET.

Podemos obter a conclusao sem usar tabela-verdade deduzindo no sistema dedutivo da légica do

seguinte modo

S s W N -

7

P—4.9—s
p—S
pVvs

s

P

ap—r

r

sdo premissas

por silogismo hipotético a partir de 1
pela equivaléncia da implicacao em 2
premissa

por silogismo aditivo de 3 e 4
premissa

por modus ponenscomb5 e 6

Resta saber se o sistema dedutivo deduz verdade a partir de verdades!

3.6. Apéndice: Abreviacoes. Note que na formula ((a A (7)) — (y A (7y))) — (¢ — p) a papel da

subférmula y A (my) é simplesmente “expressar uma falsidade”, ou seja, uma contradi¢do. Usare-

mos o simbolo L para expressar uma contradi¢do qualquer, ou seja, esse simbolo representa uma

féormula que é 0 em qualquer interpretacdo e o usamos sempre que a formula propriamente dita

for irrelevante para a situagdo em discurso. A rigor, dizemos que L abrevia a formula p; A (7py).

Ademais T abrevia =.L. A férmula acima fica reescrita como ((a¢A (=) — 1)) — (@ — B). Ademais,

deduzimos imediatamente das propriedades das dlgebras booleanas que sdo tautologias

e complemento: (@A (Ta)) < Le(aV(na)) - T;

e elemento neutro: (avl)—ae(aAT) < a.
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3.7. Equivaléncialégica. Dizemos que as férmulas a e § sao logicamente (ou semanticamente)
equivalentes se

D(a) = D(B), paratoda interpretacdo v
e denotamos esse fato por a < 3. Decorre dessa definicdo que @ < f é equivalente a dizer que

a — 3 é uma tautologia, isto é,
a < fse, e somente se, F a — f.

Todas as bi-implicacdes tautoldgicas notdveis da pagina 27 e seguintes sdo equivaléncias seman-
ticas como, por exemplo,

dupla negacao a1

implicacao Yy—06< (y)vé

bi-implicacao Y=o y—860nA06—Y)

contrapositiva (a—p) e () — (na)
sO para citar algumas.

Exemplo 32. A sequéncia de equivaléncias abaixo estabelece que a formula = (p; v (7p; A p2)) é

semanticamente equivalente a férmula ~(p; Vv p»)

A(p1V (p1 A p2) = ap1 A(Tp1 A p2)) por De Morgan
< ap1A(TpLV Tipe) por De Morgan
= p1 A(p1Vp2) por dupla negacao
< (p1ApD)V(prATp2) por distributiva
© Lv(ap1A-p2) pela abreviagao
< (O p1ATp2) pela conjungao
< (p1V p2) por De Morgan

3.8. Conjunto adequado de conectivos. Sejam a e § férmulas semanticamente equivalentes. Seja
Y uma férmula na qual a ocorre como subférmula, isto é, tal que a € Sf(y). Trocando uma ou mais
das ocorréncias de a por f em Yy o resultado é uma férmula 6 tal que § < 7.

Por exemplo, em ((p; — p2) A ((mp3) vV (p1 — p2))) trocamos as ocorréncias de p; — p2 por

(7p1) V p2 e obtemos (((mp1) V p2) A ((0p3) vV ((mp1) V p2))). Evidentemente
((p1 = p2) A ((p3) vV (p1— p2))) © (((p1) vV p2) A((p3) V (0p1) V p2))).
Por causa das equivaléncias l6gicas da implicacao e da bi-implicac¢ao, respectivamente
y—=06e(y)véey—=0o(y—=0A0—7)

em que a ultima, por sua vez, pode ser escrita como y < § < (7y Vv ) A (10 V y), é possivel de-

monstrar o seguinte resultado.
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METATEOREMA 8 Para qualquer formula a de ¥, existe uma formula ' < a tal que

(1) a ea’ tém os mesmos simbolos atomicos

(2) em a' somente ocorrem os conectivos 1, VeA.

DEMONSTRAGAO. A prova é por inducdo. Se a é férmula atdmica entdo o enunciado fica automa-
ticamente satisfeito pelo proprio a. Se @ é =, por hipétese indutiva existe ' < B que satisfaz o
enunciado, portanto, 7’ é equivalente a a, tem 0s mesmos 4tomos, e nao Nao 0correm — € <.
Se a é B — &, por hipétese indutiva existem ' < fed’ o dtalque p/ -6’ o f—b6epf — &
tem os mesmos dtomos de f — §. Entdo a < (- ) v §’ e essa tdltima tem os mesmos dtomos de a
e ndo tem ocorréncia de — e <.
Assim, pelo principio de indug¢do para férmulas o enunciado do metateorema vale para toda

férmula a € %. ]

3.9. Argumentos. Um argumento é uma sequéncia de féormulas a1, a»,...,a, .. B e ele é valido

se, e sO se,

ay,a,...,anEL

caso contrério é invélido.

Sao argumentos vélidos Modus Ponens, Modus Tollens, Silogismo disjuntivo e oSilogismo hipo-
tético, descritos logo acima.

O argumento —(p; A p2),p1 F p2 € invdlido pois se v(p1) = v(p2) = 0 entdo D(~(p; A p2)) =

D(p2) = 1 enquanto que D(p2) =0.

3.10. Exemplos de argumentos em linguagem natural. Abaixo damos alguns exemplos de for-
malizacdo de sentencas da linguagem natural. Os problemas de l6gica conhecidos das revistas de

passatempo (veja aqui) podem ser formalizados e resolvidos na l6gica proposicional.

Exemplo 33. Socrates diz: “Se eu sou culpado, eu devo ser punido. Eu sou culpado. Logo eu devo ser
punido.” Esse argumento é logicamente correto pois se o formalizamos com

p: “eu sou culpado”

q: “eu devo ser punido”

entdo (p — q), q F g (Modus Ponens).

Exemplo 34. Sécrates diz: “Se eu sou culpado, eu devo ser punido. Eu néo sou culpado. Logo eu ndo
devo ser punido.”
Esse argumento é nao é logicamente correto pois (p — ¢q), 7q 7 =g, basta tomar v com v(p) =0

evig)=1.
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Exemplo 35. Aladdin encontra dois bais A e B em uma caverna. Ele sabe que cada um deles con-
tém, exclusivamente, ou um tesouro ou uma armadilha fatal. No bau A estd escrito: “Pelo menos
um desses dois baus contém um tesouro.” No bau B estd escrito: “No bat A hd uma armadilha
fatal.” Aladdin sabe que ambas as inscri¢des sdo verdadeiras, ou ambas sdo falsas. E possivel Alad-
din escolher um bat com a certeza de que ele vai encontrar um tesouro? Se este for o caso, qual
bat ele deve abrir?

Seja a: “o bau A contém o tesouro” e b: “o bau B contém o tesouro”. Observemos que —a: “o
bat A contém a armadilha” e =b: “o bat B contém a armadilha”.

A inscrigdo no bau A € aVv b e no bau B é na. Ademais, D(aVv b — —a) =1, ouseja, D(aVv b) =
D(—a), ou seja, max(d(a), ¥(b)) =1— D(a), portanto, v(a) =0 e v(b) = 1, ou seja, Aladdin deve abrir

o bau B.

Exemplo 36. Trés caixas sdo apresentadas a vocé. Uma contém ouro, as outras duas estdo vazias.
Cada caixa tem estampada nela uma pista sobre o seu contetido; as pistas sao: CAIXA 1: “O ouro
ndo estd aqui”. CAIXA 2: “O ouro nao estd aqui”. CAIXA 3: “O ouro estd na caixa 2”. Apenas uma
mensagem € verdadeira, as outras sdo falsas. Qual caixa tem o ouro?

Seja #; o &tomo proposicional que representa “a caixa i tem ouro” para cada i = 1,2,3. “Uma

caixa tem ouro e as outras estdo vazias” é formalizado por

4) (@1 A 92 A33) V (101 A0 A163) V (161 A 1102 A 33)

e “uma pista € verdadeira as outras duas sao falsas” por

(5) (M1 A0 AT32) V(T8 A0 A T102) V (191 A T1T102 A B2) © (81 A T102) V (01 A 92)

da tabela-verdade

21 22 03 (4) 5)
0 0 0 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 1 0
0 1 1 0 0
1 0 0 1 1
1 0 1 0 1
1 1 0 0 1
1 1 1 0 1

deduzimos que a Gnica interpretacdo que satisfaz (4) e (5) é v(9;) =1 e v(@2) = v(o3) = 0.
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3.11. Apéndice: Algebras booleanas. Uma dlgebra booleana é uma estrutura algébrica (A,0,1, L, M, ~
), em que A # @ é um conjunto, LI, sdo operacoes binarias sobre A (isto é, funcdes A x A — A), ~
uma operac¢do undria sobre A (isto é, funcdo A — A) e 0,1 € A constantes as quais devem satisfazer
0s seguintes axiomas para quaisquer x, y,z € A
(1) comutatividade: xLUy=yUxexny=yrx;
(2) associatividade: xU (yuz)=(xUy)Uzexn(ynz)=(xny)nz;
(3) distributividade: xM (yuz)=(xny)u(xnz)exu(ynz) =(xUy nxuz);
(4) complemento: xM(~x)=0exuU(~x)=1;
(5) absorcdo: xU(xMy)=xexn(xuy) =x.
Decorrem das propriedades enumeradas acima as seguintes propriedades que também valem
para qualquer élgebra booleana
(6) idempoténcia: xLUx=xe xMx=x;
(7) elemento neutro: xLU0=xexN1l=x;
(8) involugdo: ~~ x = x;
(9) leis de De Morgan: ~ (xUy)=(~x)N(~y)e~xny)=(~x)L(~y).
Sao exemplos de dlgebra booleana
e % = ({0,1},0,1,max, min, ). Aqui max, min tém seus significados habituais no dominio
{0,1}ex=1-=x.
« P = (@(X),@,X,U,H,E). Aqui X é um conjunto ndo vazio, U e N tém seus significados

habituais para conjuntos e E(A) =Aléo complemento do A com respeito a X.

Exercicio 37. Verifique que 98 e & sdo algebras booleanas, isto €, satisfazem as propriedades 1-5.

Também, reescreva as propriedades 6-9 para cada uma dessas dlgebras booleanas.

Exercicio 38. Demonstre os enunciados dos itens 6-9 daqueles enunciados nos itens 1-5.



