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4. METATEOREMAS DA LOGICA PROPOSICIONAL

Demonstraremos algumas das propriedades mais importantes da légica proposicional. Assu-
mimos a linguagem formada pelos simbolos proposicionais atdmicos e 0s conectivos -+ e — com

as convengoes usuais de simplificacdo e abreviacao.

4.1. Correcao. Um sistema dedutivo é dito correto se qualquer teorema nesse sistema dedutivo é
tautologia em todas as interpretagdes da teoria semantica da linguagem sobre a qual esse sistema
se baseia. No nosso caso o metateorema da correcdo afirma que qualquer teorema obtido no

sistema dedutivo axiomadtico de Kleene, chamado de K, é uma tautologia da l6gica proposicional.
METATEOREMA 9 (TEOREMA DA CORRECAO) Set a entdoF a.

Em um sistema formal axiomadtico a prova de correcao se resume a verificar a validade dos axio-
mas e que as regras de inferéncia preservam a validade das férmulas. Para demonstrar o teorema

da correcdo vamos assumir as seguintes hip6teses

(1) os axiomas (A1) — (A10) sao tautologias (que, embora seja trabalhoso, € facil de verificar);

(2) seFaekF a— fentdoF B, que segue de a,a — B F .

Disso, € intuitivamente claro que se - a entdo cada férmula na prova de a é uma tautologia.

Demonstragdo do teorema da corregdo. Suponha F « e seja (01,0,...,0,) uma prova de @. Vamos
provar usando indu¢do em j que = 6; e usando que a,a — = B.

Parai =1, F 0, pois este é um axioma.

Assuma que F 0, F 0y, ..., F 0;_1. Se 8; é um axioma entdo F 0; (hip6tese (1) assumida logo
acima), sendo 0; é resultado de uma inferéncia (MP j,k) com j, k < i. Pela hip6tese indutiva = 6;
e F 0 com 0 daforma 6; — 0;. Logo temos = 0; e = 0; — 0;, portanto, pela hipétese do item (2)
acima concluimos que F 6;. Pelo principio da indu¢do matematica 6 ; para todo j, em particular,
Fa. U

Exercicio 39. Prove a correcao forte do sistema formal K: se I' - , entdao I' F a.

4.2. Consisténcia. Um conjunto de féormulas I' é inconsistente se para alguma férmula f da lin-
guagem temos I - eI F —1f4. Dizemos que I' é consistente se nao for inconsistente. Por exemplo,

para qualquer férmula a o conjunto {a, 7a} é, trivialmente, inconsistente.
Exercicio 40. O conjunto {—'p; A p2 — po, p1 — (T p1 — p2), po — P2} € consistente?

LEMA 41 Se um conjunto de formulasT é inconsistente, entdo

(1) T nao é satisfazivel;
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(2) T+ a para toda férmula a;

DEMONSTRACAO. Seja I' um conjunto inconsistente de férmulas de Z.

Para demonstrar o item 1 basta observarmos que seI' - f e I' - =1, para algum f, entdo temos
pelo exercicio 39 acima que I' F f e I' = =8, um absurdo.

Para demonstrar o item 2 observamos que se I' é inconsistente entdo, por definicdo, I' - e
I' + =B, para algum B. Ainda {f, 7} F a para qualquer a pelo teorema 18 (lei de Duns Scotus).

Pela regra do corte (pdgina 21) de F concluimos que I' - a para qualquer férmula a. 0]
LEMA 42 Sel u{—a} éinconsistenteentiaol - «.

DEMONSTRACAO. SeT'Uu{—a} ndo é consistente entao existe f € Ly talque'u{—a}+ el u{-alt+
—1f. Pelo Teorema da Deducao (pagina21) I'--a— el - a— 0.

Aplicando o Teorema da Deducao, duas vezes, a partir do axioma (A3) obtemos que —a —
B,7a — 1 1a e usando o axioma (A10) concluimos que “a — ,7a — 7+ a.

Assim, temos '+ -a — B, '+ a — e {-a— B,7a— 7} aedaregra do corte conclui-
mos '+ a. 0

Um conjunto de férmulas I" é consistente maximal se

(1) T é consistente,
(2) T u{p} é inconsistente paratodo S ¢T.

LEMA 43 SeT é consistente entdo existe A 2 T' consistente maximal.

DEMONSTRAGAO. Sejaf,0,,... uma enumeracgdo qualquer das férmulas bem formadas da lingua-
gem. Definimos, indutivamente, a sequéncia de conjuntos de férmulas Lo =T"e
L;u{B;} se L;u{0;} consistente
Lit1=
L; caso contrario,
e defina A =J;>¢ L;. Pela construcdo temos que cada L; é consistente.
O conjunto A é consistente pois, caso contrario, A - e A+ -1, para algum f. Mas, se esse € 0
casoentdo L; - e L; -, paraalgum i (por qué?), o que é uma contradigdo.
Ainda, é maximalmente consistente. De fato, para todo a existe um j tal que a = 6, entdo
se @ ¢ A temos, em particular, que a ¢ L j+1 porque L; U {a} € inconsistente, portanto AU {a} é

inconsistente. U

LEMA 44 Se A é consistente maximal entdo

(1) AFase esose ac;

(2) "aeAse esose ad\;
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(3) a—pPeAseeséose,"acAoufeA.

DEMONSTRAGAO. Seja A consistente maximal. Para demonstrar o item 1 notemos que se a € A
entdo A - @, como ji vimos, pela autodeducao.

Agora, suponha que A+ a. Se a ¢ A entdao, da maximalidade, temos que AU {a} é inconsistente,
istoé, Au{a}t+ feAu{a}t - para alguma féormula . Pelo Teorema da Dedugdo A a — e
AFa— e como At a,obtemos A+ e A+ = contrariando o fato de A ser consistente.

Na demonstracdo dos préoximos itens usaremos essa equivaléncia entre - e € para conjuntos

consistentes maximais do item 1. O item 2 segue de

—a € Asse A+ - (pelo item 1)
A+ —asse AV a (pelo lema 42)
AV asse agA (peloitem 1).
Na segunda linha temos que se A - —a entdo A V¢ a, caso contrdrio teriamos inconsisténcia. Por
outro lado, A ¥ a implica que AU {—a} é consistente (contrapositiva do lema 42), portanto "a € A
de modo que A+ —a.

Para demonstrar o item 3 suponha que A+ @ — . Do Teorema da Deducdo A+ a — f se, e s6

se, A, a F B. Vamos verificar que
A,al fse es6se, 1aeAoufeA.

Suponha que A,a - . Se a ¢ A entdo —a € A (item 2) e se a € A entdo A + logo B € A. Para a
reciproca, se 7a € A entdo A, a - f pela inconsisténcia das hipoéteses, ou se f € A entdo A,a +

por autodeducao. (l

Pelolema 41, se I é satisfazivel entdo I" é consistente. A reciproca dessa afirmacao também vale.
METATEOREMA 10 Para todo T, temosT consistente se, e sé se, I é satisfazivel.

DEMONSTRACAO. Suponha que I" é consistente e tome A 2 I" consistente maximal. Se A for satis-
fazivel, I' também serd. Assim, basta demonstrar que A é satisfazivel.
Defina a interpretacdo v por v(p) = 1 se, e somente se p € A. Vamos provar por inducdo para

férmulas da l6gica proposicional que
aelAseesose D(a)=1.

Se a é atdbmica entdo a € A se, e s6 se, D(a) = 1 por definicao.

Se a é 75 e, por hipotese, € A se, e s6 se, V() = 1. Mas
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“feAse esdse f&A
Be&Ase esdse D(f)=0

D(B)=0se,esbdse, D(7P) =1

portanto, a € A se, e s6 se, D(a) = 1.

Se a é B — vy e, por hipotese, f € Ase, esOse, V() =1eyeAse, esdse, D(y) =1. Porém,

B—7yeAse esése, 1€ AouyeA (dolema anterior, item 3)
“feAouyeAse esdse () =1ou d(y) =1 (da hipdtese indutiva)
D(1B) =1ou D(y) =1se, e s6 se, max(D(f), ¥(y)) =1 (por definicdo de valoracao)

max(?(— ), D(y)) =1se, eso se, D(f — y) =1 (por definicdo de valoragao).

Portanto f —y€Ase,esése, D(f—7y)=1.

Pelo Principio de inducdo para férmulas, para toda férmula bem formada a, vale a € A se, e s6
se, a € satisfazivel.

Como I' € A, temos que se a € I" entdo «a € satisfazivel, ou seja, se I' é consistente, entdo é
satisfazivel.

Agora, assuma que I é satisfazivel. Se for inconsistente, entdo I' - a e I' - —a, pelo exercicio 39

seguem entdo ' a e ['F —a, uma contradicao, portanto, I' é consistente. 0

4.3. Completude. Um sistema formal é semanticamente completo se toda tautologia é um teo-

rema.

METATEOREMA 11 (TEOREMA DA COMPLETUDE) O sistema formal K é completo, i.e., seF a entdo
Fa.

DEMONSTRACAO. Suponha que F a mas ¥ a. Se I a entdo {—a} é consistente, portanto satisfazi-

vel, uma contradicdo. ]

4.4. Decidibilidade. Um conjunto de férmulas X c % é decidivel se existe um algoritmo que re-
cebe uma formula a € £ e responde corretamente “a € X?”. Por exemplo, vimos no metateorema
6 que existe um algoritmo que, dado uma férmula a € %), decide se a é satisfazivel. Todos os

subconjuntos finitos de férmula sao decidiveis.

Exercicio 45. Mostre um algoritmo que recebe uma cadeia a de caracteres do alfabeto <, e decide

se a é uma formula bem formada.

A cardinalidade do conjunto dos algoritmos é enumerdavel, entretanto, a cardinalidade das par-
tes de £ ndo é enumeravel de modo que hd subconjuntos ndo decidiveis. Por exemplo, demonstra-

se que para alguns X c %) o conjunto das consequéncias de Z ndo é decidivel.
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Dizemos que um sistema formal é decidivel se existe um algoritmo que com entrada @, uma

féormula bem formada da linguagem, decide se a é um teorema no sistema.
METATEOREMA 12 (TEOREMA DA DECIDIBILIDADE) O sistema formal K é decidivel.

DEMONSTRAGAO. O algoritmo recebe uma férmula e verifica se € tautologia usando tabela-verdade;

se for entao é teorema e se nao for tautologia, entdo nao é teorema. U



